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Øàíîâíі äåñÿòèêëàñíèöі òà äåñÿòèêëàñíèêè!

Математика є основним засобом у багатьох галузях науки і техніки.
Без математики не можуть існувати медицина, економіка, машинобу-
дування. Певних знань з математики та готовності їх застосовувати ви-
магає й вивчення багатьох шкільних навчальних предметів. Наприклад,
без математики неможливо уявити фізику, хімію, інформатику. Сучасний
ринок праці, отримання якісної професійної освіти, продовження освіти
на наступних етапах також потребують володіння певними прийомами
математичної діяльності та навичками їх застосування до розв’язуван-
ня практичних задач. Тому одне з головних завдань курсу математики
старшої школи – допомогти кожному з вас досягти такої практичної ком-
петентності, яка б забезпечила готовність до повсякденного життя, до
найважливіших видів суспільної діяльності, до оволодіння обраною про-
фесією. Підручник, який ви тримаєте в руках, допоможе вам у цьому.

Для зручності матеріал підручника структуровано за допомогою роз-
ділів, параграфів, рубрик. Кожен параграф містить теоретичний мате-
ріал, зразки розв’язування задач і виконання вправ, запитання до те-
оретичного матеріалу, завдання для класної і домашньої робіт тощо.
Теоретичний матеріал підручника автор намагався викласти простою,
доступною мовою, проілюструвати малюнками та прикладами застосу-
вання математики в повсякденному житті.

Вивчення математики потребуватиме від вас наполегливості, логіки
мислення, просторової уяви.

У підручнику ви побачите умовні позначення. Ось що вони означають:
 – означення та математичні твердження, які треба запам’ятати;
 – запитання і завдання до теоретичного матеріалу;

–  теорема;  –  наслідок;    –  доведення завершено;
–   «ключова» задача (задача, висновки якої використовуються

для розв’язування інших задач);
1.23  –  вправа для виконання в класі;
1.24   –  вправа для виконання вдома.
Усі задачі і вправи розподілено відповідно до рівнів навчальних до-

сягнень і виокремлено так:
з позначки инаються вправи початкового рівня;
з позначки инаються вправи середнього рівня;
з позначки инаються вправи достатнього рівня;
з позначки  починаються вправи високого рівня.

Рубрика «Розв’яжіть задачі та виконайте вправи» містить
значну кількість завдань для класної і домашньої робіт, усних вправ,
практичних завдань, що відповідають темі параграфа та допоможуть

добре її опрацювати. У рубри Підготуйтеся до вивчення ново-

го матеріалу» пропонується виконати вправи, необхідні для вивчення
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наступної теми. У рубри «Життєва математика» зібрано задачі, 
які відображають реальні життєві ситуації, пов’язані з економічною гра-
мотністю і підприєм ливістю, екологічною безпекою, здоровим способом
життя, громадянською відповідальністю, тобто всім тим, без чого немож-
ливо уявити людину в сучасному світі.

Підручник містить багато цікавих фактів з історії становлення та роз-
витку математичної науки, виникнення основних її понять, життєвого
шляху українських учених, які долучилися до творення шкільного курсу 
математики.

Бажаємо вам успіхів у навчанні!

Øàíîâíі â÷èòåëüêè òà â÷èòåëі!

Програма з математики рівня стандарту складається з двох навчаль-
них курсів: алгеб ра і початки аналізу та геометрія. Тому пропонований
підручник, відповідно до програми, також складається з двох частин.

Сподіваємося, що підручник суттєво допоможе вам в організації
процесу навчання математики. Автор намагався створити його таким,
щоб він у повній мірі реалізував мету державної програми з математи-
ки, формував в учнів науковий світогляд, усвідомлення що математичні
знання є невід’ємною складовою загальної культури людини і необхід-
ною умовою повноцінного життя в сучасному суспільстві, допоміг оволо-
діти системою математичних знань, навичками та вміннями, потрібними
в повсякденному житті та в майбутній професійній діяльності, забезпе-
чив розвиток логічного мислення, інтуїції, просторової уяви, алгоритміч-
ної, інформаційної та графічної культури, формував життєві й предметні
компетентності, загальнолюдські цінності особистості, виховував націо-
нальну самосвідомість. 

Окрім традиційної структури (розділи, параграфи, рубрики), поділу 
навчального матеріалу на теоретичну та практичну складові, підручник 
містить рубрику «Життєва математика», що сприятиме реалізації на-
скрізних ліній програми з математики та допоможе формувати в учнів
практичну компетентність. У підручник включено велику кількість задач
і вправ, задач практичного змісту. Диференційованість задач і вправ за
чотирма рівнями складності забезпечить особистісно орієнтований під-
хід до організації процесу навчання та сприятиме формуванню позитив-
ної мотивації учнів до навчання.

Додатковий дидактичний матеріал для узагальнення, системати-
зації та перевірки знань можна знайти на сайті видавництва «Генеза»
geneza.ua.

Щасти вам у вашій нелегкій праці!
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ÔÓÍÊÖІЇ, 
ЇÕ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒІ 

ÒÀ ÃÐÀÔІÊÈ

Ó ÖÜÎÌÓ ÐÎÇÄІËІ ÌÈ

ïðèãàäàєìî, ùî òàêå îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ òà ìíîæèíà çíà-
÷åíü, çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ
ôóíêöії; ÿê çíàéòè çíà÷åííÿ
ôóíêöії äëÿ äàíîãî çíà÷åííÿ
àðãóìåíòó і çíà÷åííÿ àðãóìåí-
òó çà âіäïîâіäíèì éîìó çíà÷åí-
íÿì ôóíêöії;

äіçíàєìîñÿ, ùî òàêå ïàðíіñòü,
 íåïàð íіñòü, íåïåðåðâíіñòü, ìî-
íîòîííіñòü ôóíêöії; êîðіíü
n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷èñëà; ñòåïіíü
ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì;
ñòåïåíåâà ôóíêöіÿ;

 íàâ÷èìîñÿ îïèñóâàòè âëàñòè-
âîñòі ôóíêöії, ó òîìó ÷èñëі çà
її ãðàôіêîì; ñïðîùóâàòè, îá-
÷èñëþâàòè, îöіíþâàòè é ïîðіâ-
íþâàòè çíà÷åííÿ âèðàçіâ, ùî
ìіñòÿòü ñòåïåíі ç ðàöіîíàëü-
íèìè ïîêàçíèêàìè òà іððàöіî-
íàëüíі âèðàçè.

ÐÎÇÄІË 1
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Ç ôóíêöієþ ìè ïî÷àëè çíàéîìèòè-
ñÿ â êóðñі àëãåáðè îñíîâíîї øêîëè.

Íàãàäàєìî îçíà÷åííÿ ôóíêöії.

)

Íàãàäàєìî, ùî ôóíêöії, çàçâè÷àé, ïîçíà÷àþòü ëàòèíñüêè-
ìè (іíêîëè ãðåöüêèìè) ëіòåðàìè.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ f, ó ÿêîї êîæ-
íîìó íàòóðàëüíîìó çíà÷åííþ x âіä 1 äî 
5 âіäïîâіäàє ÷èñëî y, óäâі÷і áіëüøå çà x
(ìàë. 1.1). Ñòðіëêà âêàçóє íà ÷èñëî y, 
ÿêå âіäïîâіäàє ÷èñëó x. ×èñëî y íàçè-
âàþòü çíà÷åííÿì ôóíêöії f ó òî÷öі f x і 
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç f(x). Íà ìàëþíêó 1.1,
çîêðåìà, f(3)  6.

Íàãàäàєìî, ùî íåçàëåæíó çìіííó x
ùå íàçèâàþòü àðãóìåíòîì ôóíêöії, à ïðî çàëåæíó çìіííó y
êàæóòü, ùî âîíà є ôóíê öієþ âіä öüîãî àðãóìåíòó.

Ïîçíà÷àþòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñèìâîëîì D(f) àáî D(y).
Íàïðèêëàä, îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії, ÿêó ìè ðîçãëÿ-

íóëè âèùå, є ìíîæèíà, ùî ñêëàäàєòüñÿ іç ÷èñåë 1, 2, 3, 4,
5, òîáòî D(f)  {1; 2; 3; 4; 5}, à îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії
y  x2 – 2x + 3 є ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, ùî ìîæíà çà-
ïèñàòè òàê: D(y)  R.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії: 

1) ;     2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè çíàìåííèê äðîáó íå ìîæå äî-
ðіâíþâàòè íóëþ, òî îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії є ìíîæè-
íà óñіõ çíà÷åíü x, äëÿ ÿêèõ , òîáòî . Îòæå, 
D(y)  (–u;–1)  (–1; +u). 
2) Îñêіëüêè ïіäêîðåíåâèé âèðàç ìàє áóòè íåâіä’єìíèì, òî 
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії є ìíîæèíà âñіõ òèõ çíà÷åíü x, 

ЧИСЛОВА ФУНКЦІЯ. 
ГРАФІК ФУНКЦІЇ§ 1. 

1. Ïîíÿòòÿ ôóíêöії,1.. ÏÏîííÿòòòÿÿ ôôôóíôóíêêöіїö ї,
її îáëàñòі âèçíà÷åííÿїї îáîááëàáëààñòàñòòіòіі âèі âèèçíèçííàíàà÷åà÷ååííåíííÿíÿ
і ìíîæèíè çíà÷åíüі ììííîææèèíèè ççíàà÷åííü

×èñëîâîþ ôóíêöієþ (àáî ôóíêöіîíàëüíîþ çàëåæíіñòþ) 
àçèâàþòü òàêó çàëåæíіñòü ìіæ äâîìà çìіííèìè, ïðè 

ÿêіé êîæíîìó çíà÷åííþ íåçàëåæíîї çìіííîї ç äåÿêîї 
ìíîæèíè âіäïîâіäàє çà ïåâíèì ïðàâèëîì єäèíå çíà-
÷åííÿ çàëåæíîї çìіííîї.

×
íà
ÿê

áëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії y  f(ff x) íàçèâàþòü ìíî-
æèíó âñіõ çíà÷åíü, ÿêèõ ìîæå íàáóâàòè àðãóìåíò x.

êàæóòü

Ï

Î
æ

Çàäà÷à 1.
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äëÿ ÿêèõ x – 2 I 0, òîáòî x I 2. Îòæå, D(y)  [2; +u).
Â і ä ï î â і ä ü. 1) D(y)  (–u;–1)  (–1; +u);  2) D(y)  [2; +u).

)

Ïîçíà÷àþòü ìíîæèíó çíà÷åíü ñèìâîëîì E(f) àáî E(y). Äëÿ 
ôóíêöії íà ìàëþíêó 1.1 ìàєìî: E(f)  {2; 4; 6; 8; 10}. Ùîá 
çíàéòè ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії y  x2 – 2x + 3, ïåðåòâîðè-
ìî âèðàç, ÿêèé çàïèñàíî ó ôîðìóëі ôóíêöії:

x2 – 2x + 3  x2 – 2x + 1 + 2  (x – 1)2 + 2. 
Îòæå, ôóíêöіþ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäі: y  (x – 1)2 + 2.

Îñêіëüêè (x – 1)2 I 0, òî (x – 1)2 + 2 I 2. Òîìó E(y)  [2; +u).

Çàäà÷à 2. Çíàéòè îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çà îçíà÷åííÿì àðèôìåòè÷íîãî êâàä ðàòíîãî
êîðåíÿ: . Òîäі: . Äàëі äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí 
öієї íåðіâíîñòі ÷èñëî 3, îòðèìàєìî: , òîáòî . 
Òîìó E(y)  (–u; 3].
Â і ä ï î â і ä ü. E(y)  (–u; 3].

ßê âіäîìî, ôóíêöії є ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëëÿìè ðåàëüíèõ 
ïðîöåñіâ і ÿâèù íàâêîëèøíüîãî ñâіòó. Òîìó їõ ÷àñòî çàñòîñî-
âóþòü ïіä ÷àñ äî ñëіäæåííÿ ðіçíîìàíіòíèõ ïðîáëåì ó ôіçèöі, 
åêîíîìіöі, áіîëîãії òîùî.

Çàäà÷à 3. Ïî÷àòêîâà âàðòіñòü äåÿêîãî îáëàäíàííÿ ñêëàäàє
200 000 ãðí. Ùîðîêó âîíà çìåíøóєòüñÿ íà 5 %. Çíàéòè:
1)  Ôóíêöіþ P çàëåæ íîñòі âàðòîñòі îáëàäíàííÿ âіä òåðìіíó åêñ-

ïëóàòàöії t (ðîêіâ).
2) Âàðòіñòü îáëàäíàííÿ ÷åðåç 4 ðîêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöіþ P.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çà óìîâîþ ùîðîêó âàðòіñòü îáëàäíàííÿ
ñòàíîâèòèìå 100 % – 5 %  95 % âіä âàðòîñòі îáëàäíàííÿ çà 
ìèíóëèé ðіê. Òîìó âàðòіñòü îáëàäíàííÿ ñêëàäàòèìå:
÷åðåç ðіê – , 
÷åðåç 2 ðîêè – , ...,
÷åðåç t ðîêіâ – . 
Ìàєìî ôóíêöіþ:

P(t)  , äå t  N.
2) ßêùî t  4, òî P(4)  200 000  0,954  162 901,25 (ãðí).

Â і ä ï î â і ä ü. 1) P(t)  ;   2) 162 901,25 ãðí.

Ìíîæèíîþ (àáî îáëàñòþ) çíà÷åíü ôóíêöії y  f(ff x)
àçèâàþòü ìíîæèíó, ùî ñêëàäàєòüñÿ ç óñіõ ÷èñåë f(ff x), 
å x  D(f).

Ì
íà
äå

Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 3. 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/
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Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöіþ çàëåæíîñòі âàðòîñòі îáëàäíàí-
íÿ P âіä òåðìіíó åêñïëóàòàöії ìîæíà áóëî çíàéòè і çà ôîð-

ìóëîþ ñêëàäíèõ âіäñîò êіâ1: , òîáòî

Çàäà÷à 4. Çàïèñàòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ êіíåòè÷íîї
åíåðãії êóëüêè ìàñîþ 50 ã. Ç’ÿñóâàòè, ÷è çàäàє öÿ ôîðìóëà 
ôóíêöіþ, і, ÿêùî òàê, óêàçàòè її àðãóìåíò.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ßê âіäîìî, êіíåòè÷íó åíåðãіþ  îá÷èñ-

ëþþòü çà ôîðìóëîþ . Òîìó ìàєìî: , òîá-

òî . 
Â і ä ï î â і ä ü.  є ôóíêöієþ âіä àðãóìåíòó v, äå v I 0.

Íàãàäàєìî, ùî ôóíêöіþ ìîæíà çà-
äàâàòè ðіçíèìè ñïîñîáàìè: ôîðìó-
ëîþ, ãðàôіêîì, òàáëèöåþ, ñëîâåñíî
òîùî.

Íàïðèêëàä, êîæíó ç ôóíêöіé, ÿêі ìè ðîçãëÿíóëè âèùå,

y  x2 – 2x + 3, , , , , 

çàäàíî ôîðìóëîþ. Öåé ñïîñіá çàäàííÿ
ôóíêöії є äîñèòü çðó÷íèì, àäæå äàє çìîãó äëÿ äîâіëüíîãî çíà-
÷åííÿ àðãóìåíòó ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії çíàéòè âіäïîâіäíå
éîìó çíà÷åííÿ ôóíêöії, à ÷àñòî ðîçâ’ÿçàòè é îáåðíåíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 5. Ôóíêöіþ çàäàíî ôîðìóëîþ .

1) Çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöії äëÿ x  4.
2) Ïîðіâíÿòè y(0) і y(1).
3) Çíàéòè, ïðè ÿêîìó çíà÷åííі àðãóìåíòó çíà÷åííÿ ôóíêöії
äîðіâíþє 0.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) . 

2) Îñêіëüêè , òî y(0) > y(1). 

3) Îñêіëüêè y  0, ìàєìî ðіâíÿííÿ: , çâіäêè x  –3.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) y(4)  –7;   2) y(0)  > y(1);    3) x  –3.

1 Ôîðìóëó ñêëàäíèõ âіäñîòêіâ ìîæíà çíàéòè â ïіäðó÷íèêó
«Àëãåá ðà. 9 êëàñ» («Ãåíåçà», 2017, àâòîð Іñòåð Î.Ñ., ñ. 178–179) àáî
â іíøіé ìàòåìàòè÷íіé ëіòåðàòóðі.

Çàäà÷à 4.

2. Ñïîñîáè çàäàííÿ2.. Ñ. ÑÑïîÑïîîñîîñîîáèîáèè çè ççàäçàääàíäàíííÿííÿÿÿ
ôóíêöіéôóôóóíóííêöíêöіéöіéöіéééé

Çàäà÷à 5. 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/
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Çàäà÷à 6.  Ôîðìóëà îïèñóє çìіíó òåìïåðàòóðè âîäè â áàêó
(ó Ñ) çàëåæíî âіä ÷àñó t (ó õâ):

Çíàéòè: 1) p(10);     2) p(45);    3) p(80).
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè 0 < 10 < 40, òî p(10) îá÷èñëþє-
ìî çà ôîðìóëîþ p(t)  2t + 20. Îòæå, p(10)  2  10 + 20  40.
2) Îñêіëüêè 40 < 45 < 50, òî p(45)  100. 
3) Îñêіëüêè 50 < 80 < 120, òî p(80) îá÷èñëþєìî çà ôîðìó-
ëîþ . Îòæå, .
Â і ä ï î â і ä ü. 1) 40; 2) 100; 3) 76.
Ôóíêöіþ òàêîæ ìîæíà çàäàâàòè òàáëèöåþ. Òàáëè÷íèé ñïî-

ñіá çàäàííÿ äîçâîëÿє áåçïîñåðåäíüî âêàçàòè çíà÷åííÿ ôóíê-
öії, àëå ëèøå äëÿ ñêіí÷åííîãî íàáîðó çíà÷åíü àðãóìåíòó.

Ïðèïóñòèìî, ùîãîäèíè, ïî÷èíàþ÷è ç äåâ’ÿòîї ðàíêó і äî
ï’ÿòíàäöÿòîї, âèìіðþâàëè àòìîñôåðíèé òèñê і ðåçóëüòàò çàíî-
ñèëè â òàáëèöþ:

×àñ t, ãîä 9 10 11 12 13 14 15

Àòìîñôåðíèé òèñê p,
ìì. ðò. ñò.

754 755 757 755 754 753 754

Ó ðåçóëüòàòі îòðèìàëè ôóíêöіþ, îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ÿêîї ñêëàäàєòüñÿ іç ÷èñåë 9; 10;
11; 12; 13; 14; 15 (÷èñëà ïåðøîãî ðÿäêà òà-
áëèöі), à ìíîæèíà çíà÷åíü – іç ÷èñåë 753;
754; 755; 757 (÷èñëà äðóãîãî ðÿäêà òàáëèöі).

×àñòî ôóíêöіþ çàäàþòü çà äîïîìîãîþ ãðàôі-
êà. Ãðàôі÷íèé ñïîñіá çàäàííÿ äàє ìîæëèâіñòüÿ
óíàî÷íèòè âëàñòèâîñòі ôóíêöії. 

Íàïðèêëàä, íà ìàëþíêó 1.2 çîáðàæåíî, ÿê
çà ãðàôіêîì ôóíêöії ìîæíà çíàéòè її îáëàñòü 
âèçíà÷åííÿ і ìíîæèíó çíà÷åíü.

Íà ìàëþíêó 1.3 çîáðàæåíî âîëüò-àìïåðíі
õàðàêòåðèñòèêè äåÿêèõ åëåêòðè÷íèõ åëåìåí-
òіâ, òîáòî çàëåæíіñòü ñèëè ñòðóìó âіä íàïðó-
ãè çàäàíî ãðàôі÷íî. Öþ çàëåæíіñòü îòðèìàíî
íå çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè, à åêñïåðèìåíòàëü-
íèì øëÿõîì.

Íà ìàëþíêó 1.4 çîáðàæåíî êàðäіîãðàìó
ëþäèíè. Êàðäіîãðàìó ìîæíà ââàæàòè ãðàôі-
êîì çìіíè åëåêòðè÷íîãî ïîòåíöіàëó íà âîëîê-
íàõ ñåðöåâîãî ì’ÿçà ïіä ÷àñ éîãî ñêîðî÷åíü.

Çàäà÷à 6.

Ìàë. 1.3

Ìàë. 1.4

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Çàäà÷à 7. Çà ãðàôіêîì ôóíêöії y  f(x) íà ìàëþíêó 1.5 
çíàéòè: 1) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії; 2) ìíîæèíó çíà÷åíü
ôóíêöії; 3) çíà÷åííÿ ôóíêöії äëÿ x  –1; x  2; 4) çíà÷åííÿ 
àðãóìåíòó, ïðè ÿêèõ y  –1; y  3.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ñïðîåêòóєìî âñі
òî÷êè ãðàôіêà íà âіñü x. Îòðèìàєìî
ïðîìіæîê [–2; 5]. Îòæå, D(y)  [–2; 5]. 
2) Ñïðîåêòóєìî âñі òî÷êè ãðàôіêà íà
âіñü y. Îòðèìàєìî ïðîìіæîê [–2; 4].
Îòæå, E(y)  [–2; 4].
3) Çà ãðàôіêîì: y(–1)  –1; y(2)  0.
4) Îñêіëüêè ïðÿìà y  –1 ïåðåòèíàє
ãðàôіê ó òî÷êàõ ç àáñöèñàìè x  –1 
і x  1, òî f(x)  –1 äëÿ x  –1 àáî
x  1. Ïðÿìà y  3 ïåðåòèíàє ãðàôіê ó
òî÷öі ç àáñöèñîþ 4. Îòæå, f(x)  3, ÿêùî x  4.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) D(y)  [–2; 5]; 2) E(y)  [–2; 4]; 3) y(–1)  –1; 
y(2)  0; 4) f(ff x)  –1, ÿêùî x  –1 àáî x  1; f(ff x)  3, ÿêùî x  4.
Ñëîâåñíèé ñïîñіá çàäàííÿ ôóíêöії ïîëÿãàє â òîìó, ùîї

ôóíêöіîíàëüíó çàëåæíіñòü ôîðìóëþþòü ñëîâàìè. Íàïðèêëàä,
«êîæíîìó ÷èñëó x ñòàâèìî ó âіäïîâіäíіñòü êâàä ðàò öüîãî ÷èñ-
ëà, çìåíøåíèé íà 10». ßêùî ñêàçàíå çàäàòè ôîðìóëîþ, òî 
âîíà âèãëÿäàòèìå òàê: y  x2 – 10. Ñëîâåñíèé ñïîñіá çàäàííÿ 
ôóíêöії âèêîðèñòîâóþòü äóæå ðіäêî.

Ðàíіøå ìè âæå ïðàöþâàëè ç ôóíêöіÿìè âèãëÿäó y  kx + b, 

y  x2, , , y  ax2 + bx + c. Âèêîðèñòîâóþ÷è äî-

âіäêîâó ëіòåðàòóðó òà êîìï’þòåðíі ïðîãðàìè äëÿ ïîáóäîâè
ãðàôіêіâ ôóíêöіé, ïðèãàäàéòå âëàñòèâîñòі öèõ ôóíêöіé òà âè-
ãëÿä їõ ãðàôіêіâ.

Çàäà÷à 7. 

Ìàë. 1.5

ðàôіêîì ôóíêöії íàçèâàþòü ìíî-
èíó âñіõ òî÷îê êîîðäèíàòíîї ïëî-

ùèíè, àáñöèñè ÿêèõ äîðіâíþþòü
çíà÷åííÿì àðãóìåíòó, à îðäèíàòè – âіäïîâіäíèì їì çíà÷åí-
íÿì ôóíêöії.

Ãð
æè
ùè

3. Ãðàôіê ôóíêöії 333 Ã3. Ã3. ÃÃÃðÃð ôðàôðàôôіôіôіііêіê ôôôóíóííêíê іöіöііїіїії 

Ôóíêöіÿ – îäíå ç íàéâàæëèâіøèõ ïîíÿòü
ñó÷àñíîї ìàòåìàòèêè. Éîãî ïîÿâó
ó ÕVІІ ñò. ïîâ’ÿçóþòü іç ðîçâèòêîì ìåõàíі-

âòіëåííÿì ó æèòòÿ іäåї âèêîðèñòàííÿ ïîíÿòòÿ çìіííîї.
ôðàíöóçüêі ìàòåìàòèêè Ðåíå Äåêàðò (1596–1650) òà

Ôåðìà (1601–1665) ðîçãëÿäàëè ôóíêöіþ ÿê çàëåæíіñòü
àòè òî÷êè êðèâîї âіä її àáñöèñè.à

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
1.1. (Óñíî). ×è є ôóíêöієþ çàëåæíіñòü:

1) ;    2) ;     3) ;

4) ;      5) ;      6) ?

Äëÿ ôóíêöіé íàçâіòü íåçàëåæíó çìіííó (àðãóìåíò) òà çà-
ëåæíó (çíà÷åííÿ ôóíêöії).

1.2. Äëÿ ôóíêöії f(x)  (x – 2)3 çíàéäіòü f(2), f(1).

1.3. Äëÿ ôóíêöії g(x)  (x + 1)2 çíàéäіòü g(0), g(–1).

1.4. (Óñíî). Íà ìàëþíêàõ 1.6 і 1.7 çîáðàæåíî âіäïîâіäíіñòü
ìіæ ÷èñëàìè. ßêà ç íèõ є ôóíêöієþ? ×îìó?

      

             Ìàë. 1.6                 Ìàë. 1.7

1 Äåòàëüíіøå ïðî âèíèêíåííÿ і ðîçâèòîê ó÷åííÿ ïðî ôóíêöіþ
ìîæíà ïðî÷èòàòè â ïіäðó÷íèêó «Àëãåáðà. 9 êëàñ» (âèäàâíèöòâî
«Ãåíåçà», àâòîð Î.Ñ. Іñòåð, ñ. 71–72) òà â äîäàòêîâіé ëіòåðàòóðі.

Òåðìіí «ôóíêöіÿ» (âіä ëàò. functio – âèêîíàííÿ, çâåðøåííÿ)
äëÿ íàçâè çàëåæíîñòåé âïåðøå ââіâ íіìåöüêèé ôіëîñîô, ôіçèê і
ìàòåìàòèê Ãîòôðіä Ëåéáíіö (1646–1716). Âіí ïîâ’ÿçóâàâ ôóíê-
öіþ ç ãðàôіêàìè.

Øâåéöàðñüêі ìàòåìàòèêè Éîãàíí Áåðíóëëі (1667–1748) òà
éîãî âèäàòíèé ó÷åíü Ëåîíàðä Åéëåð (1707–1783) ðîçãëÿäàëè ôóíê-
öіþ ÿê àíàëіòè÷íèé âèðàç, òîáòî âèðàç, óòâîðåíèé çі çìіííèõ
÷èñåë çà äîïîìîãîþ òèõ ÷è іíøèõ àíàëіòè÷íèõ îïåðàöіé (ìàòå-
ìàòè÷íèõ äіé). Ôóíêöіþ ÿê çàëåæíіñòü îäíієї çìіííîї âåëè÷èíè
âіä іíøîї ââіâ ÷åñüêèé ìàòåìàòèê Áåðíàðä Áîëüöàíî (1781–1848).

Íàéçàãàëüíіøå ñó÷àñíå îçíà÷åííÿ ôóíêöії çàïðîïîíóâàëà
â ñåðåäèíі ÕÕ ñò. ãðóïà ìàòåìàòèêіâ, ÿêà ïðàöþâàëà ïіä
ïñåâäîíіìîì Íіêîëà Áóðáàêі.1

 Що називають числовою функцією?  Що називають облас-
ю визначення функції і що множиною значень функції?  На-

звіть способи задання функцій, до кожного наведіть приклади.
 Що називають графіком функції?  Пригадайте, як будувати

графіки за допомогою перетворень графіків функцій.

тттттттттюттттттттт
зззззззвзззз

111

1

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Çíàéäіòü çíà÷åííÿ ôóíêöії (1.5–1.6):

1.5. 1) ó òî÷êàõ –1; 2; 0,1;

2)  ó òî÷êàõ 0; 2; –2.

1.6. 1)  ó òî÷êàõ 0; –1; 0,8; 

2)  ó òî÷êàõ 0; 1; 3.

1.7. (Óñíî). ×è є ãðàôіêàìè ôóíêöіé y  f(ff x) ôіãóðè, çîáðàæåíі íà 
ìàëþíêàõ 1.8–1.11?

          

   Ìàë. 1.8      Ìàë. 1.9       Ìàë. 1.10    Ìàë. 1.11

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (1.8–1.9):

1.8. 1) ;    2) ;    3) ;    4) .

1.9. 1) ;      2) ;      3) ;    4) .

1.10. Ôóíêöіþ çàäàíî ôîðìóëîþ . Çíàéäіòü:

1) f(5);      2) òàêå çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêîìó f(x)  3.

1.11. Ôóíêöіþ çàäàíî ôîðìóëîþ . Çíàéäіòü:

1) g(–1);     2) òàêå çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêîìó g(x)  –5.

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (1.12–1.13):

1.12. 1) f(x)  x – 2;    2) ;        3) ;

4) ;    5) .

1.13. 1) f(x)  2x – 1;   2) ;        3) ;

4) ;    5) ;    6) .

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/
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1.14. Ôóíêöіþ çàäàíî òàáëèöåþ:

x 1 2 3 4 5 6

y 5 –1 0 5 0 4

Çíàéäіòü: 1) çíà÷åííÿ ôóíêöії, ÿêùî x  2; 5; 2) çíà÷åí-
íÿ àðãóìåíòó, ïðè ÿêîìó çíà÷åííÿ ôóíêöії äîðіâíþє 4; 5;
3) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії; 4) îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії.

1.15. Ôóíêöіþ çàäàíî òàáëèöåþ:

x –3 –2 –1 0 1 2 3

y 4 –1 0 5 3 4 0

Çíàéäіòü: 1) çíà÷åííÿ ôóíêöії, ÿêùî x  –2; 3;
2) çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, ïðè ÿêîìó çíà÷åííÿ ôóíêöії äî-
ðіâíþє 0; 4;
3) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії;
4) îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії.

1.16. Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü ãðàôіêà ôóíêöії y  x2

ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:
1) y  x2 + 1;       2) y  x2 – 2;  
3) y  (x – 3)2;     4) y  (x + 2)2.

1.17. Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü ãðàôіêà ôóíêöії  ïî-
áóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:

1) ;       2) ; 

3) ;       4) .

1.18. Ïіä ÷àñ âіëüíîãî ïàäіííÿ òіëî äîëàє âіäñòàíü S  0,5gt2, 
äå t – ÷àñ ó ñåêóíäàõ, g  10 ì/ñ2. Ïîáóäóéòå ãðàôіê öієї
ôóíêöії. ßêó âіäñòàíü ïîäîëàє òіëî çà 1 ñ? Çà ÿêèé ÷àñ
òіëî ïîäîëàє 20 ì?

1.19. Íà ìàëþíêàõ 1.12–1.14 ôóíêöії çàäàíî ãðàôіêàìè. Äëÿ
êîæíîї ç ôóíêöіé óêàæіòü:
1) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ;        2) îáëàñòü çíà÷åíü; 
3) êîîðäèíàòè òî÷îê ïåðåòèíó ç îñÿìè êîîðäèíàò.

       Ìàë. 1.12          Ìàë. 1.13          Ìàë. 1.14

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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1.20. Ïîáóäóéòå ãðàôіê äåÿêîї ôóíêöії  y  f(x), îáëàñòü âèçíà-
÷åííÿ ÿêîї – ïðîìіæîê [0; 5], à îáëàñòü çíà÷åíü – ïðîìі-
æîê [–3; 3].

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (1.21–1.22):

1.21. 1) ;            2) ; 

3) ;          4) ; 

5) ;         6) ;

7) .

1.22. 1) ;            2) ; 

3) ;     4) ;   

5) ;         6) 

1.23. Äàíî ôóíêöіþ   

Çíàéäіòü f(–2); f (0);f f (1);f f (–3).f

1.24. Äàíî ôóíêöіþ  

Çíàéäіòü g(–3); g (–1);g g (0);g g (2).g

1.25. Íàâåäіòü ïðèêëàä ôóíêöії, îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÿêîї є:
1) ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë;
2) ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, êðіì ÷èñëà 2;
3) ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, êðіì ÷èñåë 1 і –3;
4) ìíîæèíà âñіõ äіñíèõ ÷èñåë, áіëüøèõ àáî ðіâíèõ ÷èñëó 4.

Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії (1.26–1.27):

1.26. 1) ;      2) ;       3) ;

4) ;      5) ;       6) .

1.27. 1) ;      2) ;       3) .

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/
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1.28. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåðøèíè ïàðàáîëè .
Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії òà çíàéäіòü її îá-
ëàñòü çíà÷åíü.

1.29.  Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:

1)    2)

1.30. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії 

Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії (1.31–1.32):

1.31. 1) ;      2) ; 

 3) ;        4) ;  

    5) ;     6) 

1.32. 1) ;    2) ;   3) .

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (1.33–1.34):

1.33. 1) ;

 2) ;

 3) ;

 4) .

1.34. 1) ;          2) ;  

 3) ;         4) .

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
Ïëÿøå÷êà øàìïóíþ êîøòóє 40 ãðí. ßêó

íàéáіëüøó êіëüêіñòü òàêèõ ïëÿøå÷îê ìîæíà
ïðèäáàòè íà 170 ãðí ïіä ÷àñ äії àêöії, êîëè
çíèæêà íà öåé øàìïóíü ñêëàäàє 25 %?

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
1.36. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії òà çíàéäіòü ïðî-

ìіæêè çðîñòàííÿ òà ïðîìіæêè ñïàäàííÿ ôóíêöії:
1) ;      2) ;      3) ; 

4) ;       5) ;          6) .

1.37. Äàíî: f(x)  x4. Ïîðіâíÿéòå:

1) f(–2) і f(2) 2) і . 

×è ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ x
ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü: f(–x)  f(x)?

1.38. Äàíî: g(x)  x3. Ïîðіâíÿéòå:

1) g(3) і –g(–3);     2)  і .

×è ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ x
ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü: g(–x)  –g(x)?

Ó öüîìó ïàðàãðàôі ìè ïðèãàäàєìî âæå âіäîìі íàì òà âè-
â÷èìî íîâі âëàñòèâîñòі ôóíêöіé.

Ó êóðñі àëãåáðè 9 êëàñó ìè âæå îç-
íàéîìèëèñÿ ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè ôóíêöіé, ÿê çðîñòàííÿ і ñïàäàí-
íÿ. Ïðèãàäàєìî їõ.

Іíàêøå êàæó÷è, ôóíêöіþ y  f(x) íàçèâàþòü çðîñòàþ÷îþ
íà äåÿêîìó ïðîìіæêó, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1 і x2 іç öüî-
ãî ïðîìіæêó òàêèõ, ùî x2 > x1, ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâíіñòü 
f(x2) > f(x1). Íà ìàëþíêó 2.1 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії
y  f(x), ÿêà çðîñòàє íà ïðîìіæêó [a; b], ïðè öüîìó ïðîìіæîê 
[a; b] íàçèâàþòü ïðîìіæêîì çðîñòàííÿ ôóíêöії.

МОНОТОННІСТЬ І НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ. 
ПАРНІ ТА НЕПАРНІ ФУНКЦІЇ§ 2. 

1. Ìîíîòîííіñòü1.. Ì. ÌÌîíÌîííîíîîòîîòîîíîííіñíіññòñòòüòü
ôóíêöіїôóôóóíóííêöíêöіїöіїöії

Ôóíêöіþ y  f(ff x) íàçèâàþòü çðîñòàþ÷îþ íà äåÿêîìó 
ðîìіæêó, ÿêùî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó іç öüî-

ãî ïðîìіæêó âіäïîâіäàє áіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії.

Ô
ïð
ãî

Ôóíêöіþ y  f(ff x) íàçèâàþòü ñïàäíîþ íà äåÿêîìó ïðî-
іæêó, ÿêùî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó іç öüîãî 

ïðîìіæêó âіäïîâіäàє ìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії.

[a; b] í

Ô
ì
ïð

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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          Ìàë. 2.1                      Ìàë. 2.2

Òîáòî, ôóíêöіþ y  f(x) íàçèâàþòü ñïàäíîþ íà äåÿêîìó
ïðîìіæêó, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1 і x2 іç öüîãî ïðîìіæêó òà-
êèõ, ùî x2 > x1, ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâíіñòü f(x2) < f(x1). Íà
ìàëþíêó 2.2 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії y  f(x), ÿêà ñïàäàє
íà ïðîìіæêó [a; b], ïðè öüîìó ïðîìіæîê [a; b] íàçèâàþòü ïðî-
ìіæêîì ñïàäàííÿ ôóíêöії.

Íåâàæêî ïîìіòèòè, ùî ïðè ðóñі âçäîâæ ãðàôіêà çëіâà íà-
ïðàâî (òîáòî â íàïðÿìêó çðîñòàííÿ àðãóìåíòó x), ãðàôіê çðî-
ñòàþ÷îї íà äåÿêîìó ïðîìіæêó ôóíêöії «ïðÿìóє âãîðó» («çðî-
ñòàє»), à ãðàôіê ñïàäíîї ôóíêöії – «ïðÿìóє âíèç» («ñïàäàє»).

Íà êîæíîìó ç ìàëþíêіâ 2.1 і 2.2 ôóíêöіÿ y  f(x) íà ïðî-
ìіæêó [a; b] є ìîíîòîííîþ. Ó òàêîìó ðàçі ïðîìіæîê [a; b] íà-
çèâàþòü ïðîìіæêîì ìîíîòîííîñòі ôóíêöії.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ ôóíêöії: 

1) ;     2) y  –3x + 2;    3) y  x2 – 2x + 4.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ãðàôіê ôóíêöії  çîáðàæåíî íà
ìàëþíêó 2.3. Ôóíêöіÿ çðîñòàє íà ïðîìіæêó [0; +u).
2) Ãðàôіêîì ôóíêöії y  –3x + 2 є ïðÿìà, äëÿ ïîáóäîâè ÿêîї
çíàéäåìî äâі її òî÷êè: (0; 2) і (1; –1). Ãðàôіê çîáðàæåíî íà
ìàëþíêó 2.4. Ôóíêöіÿ ñïàäàє íà (–u; +u).
3) Ãðàôіêîì ôóíêöії y  x2 – 2x + 3 є ïàðàáîëà, ãіëêè ÿêîї
íàïðÿìëåíі âãîðó. Çíàéäåìî àáñöèñó і îðäèíàòó âåðøèíè

ïàðàáîëè: xâ ; yâ  y(xâ)  1 – 2 · 1 + 3  2.

Ãðàôіê çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 2.5. Ôóíêöіÿ ñïàäàє íà ïðî-
ìіæêó (–u; 1] і çðîñòàє íà ïðîìіæêó [1; +u).

Ôóíêöіþ y  f(ff x) íàçèâàþòü ìîíîòîííîþ íà äåÿêîìó 
ðîìіæêó, ÿêùî âîíà íà öüîìó ïðîìіæêó àáî çðîñòàє, 
áî ñïàäàє.

)

Ô
ïð
àá

Çàäà÷à 1.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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   Ìàë. 2.3             Ìàë. 2.4          Ìàë. 2.5

Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії y  f(ff x) 
áóäåìî íàçèâàòè ñèìåòðè÷íîþ âіä-
íîñíî íóëÿ, ÿêùî ðàçîì ç êîæíèì 
÷èñëîì x îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíê-

öії ìіñòèòü òàêîæ і ÷èñëî (–x). Ñåðåä ôóíêöіé, îáëàñòü âèçíà-
÷åííÿ ÿêèõ ñèìåòðè÷íà âіäíîñíî íóëÿ, ðîçðіçíÿþòü ïàðíі òà 
íåïàðíі.

Çàäà÷à 2. Äîñëіäèòè íà ïàðíіñòü ôóíêöіþ f(x)  x2.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. , òîáòî îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ôóíêöії ñèìåòðè÷íà âіäíîñíî íóëÿ.
Êðіì òîãî, . 
Îòæå, ôóíêöіÿ f(x)  x2 – ïàðíà.
Â і ä ï î â і ä ü. Ôóíêöіÿ ïàðíà.

Íà ìàëþíêó 2.6 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ãðàôіê
ôóíêöії y  x2. Âіí є ñèìåòðè÷íèì âіäíîñíî îñі y.
Óçàãàëі,

Äіéñíî, êîëè ôóíêöіÿ  – ïàðíà, òî áóäü-ÿêèì äâîì
ïðîòèëåæíèì çíà÷åííÿì àðãóìåíòó x і –x âіäïîâіäàє îäíå é
òå ñàìå çíà÷åííÿ ôóíêöії y, à òî÷êè (x; y) і (–x; y), ÿê âіäî-
ìî, – ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî îñі îðäèíàò.

2. Ïàðíіñòü òà2.. Ï. ÏÏàðÏàððíðíіñòіñòòüòüü òü òòàòà
íåïàðíіñòü ôóíêöіéíåíååïàåïààðàð іíіñíіññòñòòüòü ôóôóóíóíêöêöіéöіéöіéééé

Ôóíêöіþ y  f(ff x) íàçèâàþòü ïàðíîþ, ÿêùî її îáëàñòü
èçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íà âіäíîñíî íóëÿ і äëÿ êîæíîãî x

ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü: 

f(–ff x)  f(ff x).

íåïàðí

Ô
âè
ç 

Çàäà÷à 2. 

ðàôіê áóäü-ÿêîї ïàðíîї ôóíêöії ñèìåòðè÷íèé âіäíîñíî 
ñі y.

Óçàãàëі

Äіé

ãð
îñ

Ôóíêöіþ y  f(ff x) íàçèâàþòü íåïàðíîþ, ÿêùî її îáëàñòü
èçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íà âіäíîñíî íóëÿ і äëÿ êîæíîãî x ç 

îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü: 

f(–ff x)  –f(ff x).

ìî, ñè

Ô
âè
îá
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Çàäà÷à 3. Äîñëіäèòè íà ïàðíіñòü ôóíêöіþ .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. . Îáëàñòü âèçíà÷åí-
íÿ ôóíêöії ñèìåòðè÷íà âіäíîñíî íóëÿ. Êðіì òîãî, 

. Îòæå,  – íåïàðíà.

Â і ä ï î â і ä ü. Ôóíêöіÿ íåïàðíà.

Íà ìàëþíêó 2.7 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ãðà-

ôіê ôóíêöії . Âіí є ñèìåòðè÷íèì âіäíîñ-

íî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Óçàãàëі,

Äіéñíî, êîëè ôóíêöіÿ  – íåïàðíà, òî áóäü-ÿêèì
äâîì ïðîòèëåæíèì çíà÷åííÿì àðãóìåíòó x і –x âіäïîâіäàþòü
ïðîòèëåæíі çíà÷åííÿ ôóíêöії y і –y, à òî÷êè (x; y) і (–x; –y),
ÿê âіäîìî, – ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

ßêùî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії  íå є ñèìåòðè÷-
íîþ âіäíîñíî íóëÿ àáî íå âèêîíóєòüñÿ æîäíà ç ðіâíîñòåé
f(–x)  f(x) і f(–x)  –f(x), òî êàæóòü, ùî ôóíêöіÿ
íі ïàðíà, íі íåïàðíà.

Çàäà÷à 4. Äîñëіäèòè íà ïàðíіñòü ôóíêöіþ:

1) ;    2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) . Îáëàñòü âèçíà-
÷åííÿ ôóíêöії íå є ñèìåòðè÷íîþ âіäíîñíî íóëÿ, îñêіëüêè
–1  D(f), à 1  D(f). Òîìó ôóíêöіÿ – íі ïàðíà, íі íåïàðíà.
2) . Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñèìåòðè÷íà âіäíîñíî
íóëÿ. Çíàéäåìî f(–x). Ìàєìî:

.
Îñêіëüêè  і , òî ôóíêöіÿ – íі ïàðíà,
íі íåïàðíà.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) Íі ïàðíà, íі íåïàðíà; 2) íі ïàðíà, íі íåïàðíà.

Âàæëèâîþ âëàñòèâіñòþ ôóíêöії є її
íåïåðåðâíіñòü. Іíòóїòèâíå óÿâëåí-
íÿ ïðî íåïåðåðâíіñòü ôóíêöії ìîæ-
íà îòðèìàòè, áóäóþ÷è її ãðàôіê.

Áóäåìî íàçèâàòè ôóíêöіþ íåïåðåðâíîþ íà äåÿêîìó ïðîìіæ-
êó, ÿêùî її ãðàôіê íà öüîìó ïðîìіæêó – íåïåðåðâíà ëіíіÿ.

Çàäà÷à 3. 

ðàôіê áóäü-ÿêîї íåïàðíîї ôóíêöії ñèìåòðè÷íèé âіä íîñ-
î ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

ãð
íî

Çàäà÷à 4.

3. Íåïåðåðâíіñòü3.. Í. ÍÍåïÍåïïåðïåððåððåððâíðâííіñíіññòñòòüòü
ôóíêöіїôóôóóíóííêöíêöіїöіїöії
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Íàïðèêëàä, ôóíêöіÿ y  –3x + 2, ãðàôіê ÿêîї çîáðàæåíî íà 
ìàëþíêó 2.4, є íåïåðåðâíîþ íà ïðîìіæêó , à ôóíê-

öіÿ , ãðàôіê ÿêîї çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 2.7, є íåïåðåðâ-

íîþ íà êîæíîìó ç ïðîìіæêіâ  і .
Áóäåìî êàçàòè, ùî ôóíêöіÿ  íåïåðåðâíà â òî÷öі x, 

ÿêùî öÿ òî÷êà íàëåæèòü äåÿêîìó ïðîìіæêó, íà ÿêîìó ôóíê-

öіÿ  є íåïåðåðâíîþ. Ôóíêöіÿ  є íåïåðåðâíîþ,

íàïðèêëàä ó òî÷öі x  –8, àäæå öÿ òî÷êà íàëåæèòü ïðîìіæêó 

, íà ÿêîìó ôóíêöіÿ  íåïåðåðâíà, òà â òî÷öі x  5, 

àäæå öÿ òî÷êà íàëåæèòü ïðîìіæêó , íà ÿêîìó ôóíêöіÿ 

 òàêîæ є íåïåðåðâíîþ. 

Ó òî÷öі x  0 ôóíêöіÿ  íå є íåïåðåðâíîþ, àäæå öÿ

òî÷êà íå íàëåæèòü æîäíîìó ç ïðîìіæêіâ  àáî , 
íà ÿêèõ ôóíêöіÿ íåïåðåðâíà. Ó òàêîìó ðàçі êàæóòü, ùî â

òî÷öі x  0 ôóíêöіÿ  ìàє ðîçðèâ, à òî÷êó x  0 ïðè öüî-

ìó íàçèâàþòü òî÷êîþ ðîçðèâó.
Çàóâàæèìî, ùî âñі âіäîìі íàì ôóíêöії, ÿêі çàäàþòüñÿ îäíі-

єþ ôîðìóëîþ, íåïåðåðâíі â êîæíіé òî÷öі ñâîєї îáëàñòі âèçíà-
÷åííÿ, îñêіëüêè їõ ãðàôіêè íà êîæíîìó ç ïðîìіæêіâ îáëàñòі
âèçíà÷åííÿ – íåïåðåðâíі ëіíії. Öå çàóâàæåííÿ äàє ìîæëèâіñòü 
äîñëіäæóâàòè íåñêëàäíі ôóíêöії íà íåïåðåðâíіñòü òà òî÷êè
ðîçðèâó áåç ïîáóäîâè їõ ãðàôіêіâ.

Çàäà÷à 5. Äîñëіäèòè ôóíêöіþ  íà íåïåðåðâ-

íіñòü і òî÷êè ðîçðèâó.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії є ìíîæèíà
âñіõ çíà÷åíü x, äëÿ ÿêèõ , òîáòî ; .
Îòæå, . 

Òîìó ôóíêöіÿ  є íåïåðåðâíîþ íà êîæíîìó ç 

ïðîìіæêіâ ,  òà , à òî÷êè x  1 і x  –3 
є òî÷êàìè ðîçðèâó ôóíêöії.
Â і ä ï î â і ä ü. , ,  – ïðîìіæêè íåïåðåðâ-
íîñòі, 1 і –3 – òî÷êè ðîçðèâó.
Äîñëіäèìî íà íåïåðåðâíіñòü і òî÷êè ðîçðèâó ôóíêöії, ÿêі 

äëÿ ðіçíèõ çíà÷åíü àðãóìåíòó çàäàíî ðіçíèìè ôîðìóëàìè.

Çàäà÷à 5. 
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Çàäà÷à 6. Äîñëіäèòè íà íåïåðåðâíіñòü і òî÷êè ðîçðèâó
ôóíêöіþ:

1)     2) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ãðàôіê ôóíêöії çîáðàæåíî íà ìàëþí-
êó 2.8. Ôóíêöіÿ íåïåðåðâíà íà , òî÷îê ðîçðèâó íåìàє.
2) Ãðàôіê ôóíêöії çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 2.9. Ôóíêöіÿ íå-
ïåðåðâíà íà êîæíîìó ç ïðîìіæêіâ (–u; 2) і (2; +u), à â òî÷-
öі x  2 ìàє ðîçðèâ.

       

           Ìàë. 2.8                   Ìàë. 2.9

Â і ä ï î â і ä ü. 1) Íåïåðåðâíà íà , òî÷îê ðîçðèâó íåìàє.
2) (–u; 2); (2; +u) – ïðîìіæêè íåïåðåðâíîñòі, 2 – òî÷êà ðîç-
ðèâó.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
2.1. Íà ìàëþíêó 2.10 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії, âèçíà-
÷åíîї íà ïðîìіæêó [–5; 6]. Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ
і ïðîìіæêè ñïàäàííÿ ôóíêöії.

2.2. Íà ìàëþíêó 2.11 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії, âèçíà÷åíîї
íà ïðîìіæêó [–5; 6]. Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ïðî-
ìіæêè ñïàäàííÿ ôóíêöії.

2.3. Âіäîìî, ùî f(–1)  7. Çíàéäіòü f(1), ÿêùî ôóíêöіÿ f:
1) ïàðíà;      2) íåïàðíà.

Çàäà÷à 6.

 Яку функцію називають зростаючою на деякому проміжку,
 яку – спадною? Яку функцію називають монотонною на де-

якому проміжку?  Яку область визначення функції називають
симетричною відносно нуля?  Яку функцію називають парною,
а яку – непарною?  Яку властивість має графік парної функ-
ції, а яку – непарної?  Яку функцію називають неперервною на
проміжку?  Яку функцію називають неперервною в точці?

ааааааааа ааааааа
яяяяяяяяяя

2222
÷÷
і
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         Ìàë. 2.10            Ìàë. 2.11

2.4. Âіäîìî, ùî g(2)  9. Çíàéäіòü g(–2), ÿêùî ôóíêöіÿ g:
1) ïàðíà;      2) íåïàðíà.

2.5. (Óñíî). Ñåðåä ôóíêöіé, ãðàôіêè ÿêèõ çîáðàæåíî íà ìàëþí-
êàõ 2.12–2.17, çíàéäіòü òі, ùî є íåïåðåðâíèìè â òî÷öі x  1.

    

    

       Ìàë. 2.15          Ìàë. 2.16  Ìàë. 2.17

2.6. Ôóíêöіÿ f(x) çðîñòàє íà ïðîìіæêó [–3; 3]. Ïîðіâíÿéòå:

1) f(1,2) і f(1);      2)  і .

2.7. Ôóíêöіÿ g(x) ñïàäàє íà ïðîìіæêó [0; 4]. Ïîðіâíÿéòå:

1) g(2) і g(2,1);     2) і .

2.8. Ôóíêöіþ  f(x) çàäàíî íà ïðîìіæêó [–4; 4], ïðè÷îìó íà
ïðîìіæêó [–4; 0] âîíà çðîñòàє, à íà ïðîìіæêó [0; 4] – 
ñïàäàє. Ïîðіâíÿéòå:
1) f(–3) і f(–1);     2) f(1) і f(3,2).

2.9. Çîáðàçіòü ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії f(x), ÿêùî:
1) f(ff x) çðîñòàє íà ïðîìіæêó [–5; 1] і ñïàäàє íà ïðîìіæêó [1; 4];
2) f(x) ñïàäàє íà ïðîìіæêàõ [–6; –2] òà [2; 6] і çðîñòàє íà 
ïðîìіæêó [–2; 2].
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2.10. Çîáðàçіòü ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії g(x), ÿêùî:
1) g(gg x) ñïàäàє íà ïðîìіæêó [0; 3] і çðîñòàє íà ïðîìіæêó [3; 7];
2) g(x) çðîñòàє íà ïðîìіæêàõ [–5; –1] òà [2; 5] і ñïàäàє íà
ïðîìіæêó [–1; 2].

Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ïðîìіæêè ñïàäàííÿ ôóíêöії,
ïîïåðåäíüî ïîáóäóâàâøè ñõåìàòè÷íî її ãðàôіê (2.11–2.12):

2.11. 1) f(x)  2x – 7;     2) g(x)  3 – x;      3) h(x)  x2;

 4) ;          5) ;         6) .

2.12. 1) f(x)  5x;   2) g(x)  –x;   3) ;   4) .

Äîâåäіòü, ùî ïàðíîþ є ôóíêöіÿ (2.13–2.14):

2.13. 1) f(x)  x6;        2) f(x)  x2 – 2;  

 3) f(x)  3|x|;       4) .

2.14. 1) f(x)  x4;        2) f(f x)  |x| – 3;  

 3) ;    4) .

Äîâåäіòü, ùî íåïàðíîþ є ôóíêöіÿ (2.15–2.16):

2.15. 1) f(x)  x5;  2) ;   3) ;  4) .

2.16. 1) f(x)  x;   2) ;  3) ;   4) .

2.17. (Óñíî). ßêі ç ôóíêöіé íà ìàëþíêàõ 2.18–2.23 є ïàðíè-
ìè, ÿêі – íåïàðíèìè, à ÿêі – íі ïàðíèìè, íі íåïàðíèìè?

        

     Ìàë. 2.18            Ìàë. 2.19           Ìàë. 2.20

         

       Ìàë. 2.21           Ìàë. 2.22     Ìàë. 2.23
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Çíàéäіòü ïðîìіæêè íåïåðåðâíîñòі і òî÷êè ðîçðèâó ôóíê-
öії (2.18–2.19):

2.18.  1) y  2x – 7;  2) ;  3) ; 4) .

2.19.  1) y  –8x + 1;      2) ;  

3) ;     4) .

Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ïðîìіæêè ñïàäàííÿ 
ôóíêöії (2.20–2.21):

2.20. 1) y  x2 – 2x;      2) y  –x2 + 4x – 1.

2.21. 1) y  –x2 + 6x;     2) y  x2 + 8x + 3.

2.22. Ì’ÿ÷ ðóõàєòüñÿ çà çàêîíîì s(t)  8t – 4t2, äå s – âіäñòàíü 
ó ìåòðàõ âіä ïîâåðõíі çåìëі, t – ÷àñ ó ñåêóíäàõ, t I 0.
1) Ïîáóäóéòå ãðàôіê ðóõó ì’ÿ÷à.
2) Âèçíà÷òå, ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó ì’ÿ÷ áóäå íà çåìëі.
3) Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ ôóíêöії s(t).
4) Çíàéäіòü íàéáіëüøó âèñîòó, íà ÿêó ïіäíіìåòüñÿ ì’ÿ÷.

Äîñëіäіòü ôóíêöіþ íà ïàðíіñòü (2.23–2.24):

2.23. 1) ;     2) ;     3) ; 

4) ;    5) ;    6) ;

7) ;     8) ;

10) ;       
11)
12) .

2.24. 1) ;      2) ;    3) ;

4) ;     5) ;      6) ;

7) ;      8) ; 

9) .

2.25. ×è є ôóíêöіÿ g(x)  x4 ïàðíîþ, ÿêùî її îáëàñòþ âèçíà-
÷åííÿ є ìíîæèíà:

1) [–2; 1];   2) [–4; 4];    3) (–u; 0];    4) (–u; 0)  (0; +u)?

2.26. ×è є ôóíêöіÿ  g(x)  x3 íåïàðíîþ, ÿêùî її îáëàñòþ âè-
çíà÷åííÿ є ìíîæèíà:

1) [–1; 1];   2) [–1; 2];    3) (–u; –1];   4) (–u;–2]  [2; +u)?
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2.27. Ôóíêöіþ  çàäàíî íà ïðîìіæêó
[–6; 6]. ×àñòèíó її ãðàôіêà çîáðàæåíî
íà ìàëþíêó 2.24. Ïîáóäóéòå ãðàôіê
öієї ôóíêöії, ÿêùî âîíà:
1) ïàðíà;     2) íåïàðíà.

Çíàéäіòü ïðîìіæêè íåïåðåðâíîñòі òà òî÷-
êè ðîçðèâó ôóíêöії (2.28–2.29):

2.28. 1)  

2.29. 1)  

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії òà çíàéäіòü ïðîìіæêè, íà ÿêèõ
âîíà çðîñòàє, òà ïðîìіæêè, íà ÿêèõ – ñïàäàє (2.30–2.31):

2.30.   

2.31.   

Äîñëіäіòü ôóíêöіþ íà ïàðíіñòü (2.32–2.33):

2.32. 1) ;           2) ;

 3) ;      4) .

2.33. 1) ;           2) ;

 3) ;      4) .

2.34. Ôóíêöії f(x) і g(x) âèçíà÷åíі íà ìíîæèíі âñіõ äіéñíèõ
÷èñåë. ×è є ôóíêöіÿ u(x) ïàðíîþ àáî íåïàðíîþ, ÿêùî:
1) , f(x) – ïàðíà, g(x) – íåïàðíà;
2) f(x) і g(x) – ïàðíі;

3) f(x) – íåïàðíà, g(x) – ïàðíà;

4) , f(x) і g(x) – íåïàðíі?

Ìàë. 2.24
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2.35. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі a ôóíêöіÿ  є íåïåðåðâíîþ 
íà ìíîæèíі R, ÿêùî:

1)     2) 

2.36. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі a ôóíêöіÿ y  g(x) є íåïåðåðâíîþ 
íà ìíîæèíі R, ÿêùî:

     2) 

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
øèíà òàêñі çà ìіñÿöü ïðîїõàëà 6000 êì. Âèòðàòè

ïàëüíîãî äëÿ öієї àâòіâêè â ñåðåäíüîìó ñêëàäàþòü 9 ëіòðіâ íà 
100 êì. Âàðòіñòü ïàëüíîãî – 22 ãðí/ë. Ñêіëüêè áóëî âèòðà÷å-
íî íà áåíçèí çà öåé ìіñÿöü?

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

2.38. Îá÷èñëіòü:

1) ;           2) ;    3)

4) ;   5) ;          6) .

2.39. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x ìàє çìіñò âèðàç:

1) ;    2) ;    3) ;   4) ?

2.40. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
1) ;    2) ;    3) ;    4) .

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ y  xn, äå n – 
íàòóðàëüíå ÷èñëî. Її íàçèâàþòü 
ñòåïåíåâîþ ôóíêöієþ ç íàòóðàëü-
íèì ïîêàçíèêîì.

Ñòåïåíåâі ôóíêöії äëÿ n  1 òà n  2, òîáòî ôóíêöії y  x òà 
y  x2, íàì âіäîìі ùå ç êóðñó àëãåáðè ïîïåðåäíіõ êëàñіâ. Їõ ãðà-
ôіêè çîáðàæåíî íà ìàëþíêàõ 3.1 òà 3.2.

Ç’ÿñóєìî âëàñòèâîñòі ôóíêöії y  xn òà âèãëÿä її ãðàôіêà 
äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü n.

КОРІНЬ n-ГО СТЕПЕНЯ. 
АРИФМЕТИЧНИЙ КОРІНЬ n-ГО СТЕПЕНЯ§ 3. 

1. Ôóíêöіÿ y1.. Ô. ÔÔóíÔóííêíêöіÿöіÿÿ yÿ yyy  x xxxn, ,
äå näåäåå nå nnn  NNNNNN
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Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n – ïàðíå ÷èñëî.
Íà ìàëþíêó 3.2 ïîäàíî ãðàôіê ôóíêöії y  x2, à íà ìàëþí-
êó 3.3 – ãðàôіê ôóíêöії y  x4. Îñêіëüêè , ÿêùî n – 
ïàðíå, òî ôóíêöіÿ y  xn є ïàðíîþ, à îòæå, її ãðàôіê ñèìåò-
ðè÷íèé âіäíîñíî îñі îðäèíàò.

       

     Ìàë. 3.1               Ìàë. 3.2         Ìàë. 3.3

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè n –
íåïàðíå ÷èñëî. Íà ìàëþíêó 3.4
çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії y  x3, 
à íà ìàëþíêó 3.5 – ãðàôіê ôóíêöії
y  x5.

Îñêіëüêè , êîëè n –
íåïàðíå, òî ôóíêöіÿ y  xn є
íåïàðíîþ, à îòæå, її ãðàôіê ñèìåò-
ðè÷íèé âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäè-
íàò.

Ãðàôіê ôóíêöії y  xn ç ïàðíèì
íàòóðàëüíèì ïîêàçíèêîì n çîáðà-
æåíî íà ìàëþíêó 3.6.

Ãðàôіê ôóíêöії y  xn ç íåïàðíèì íàòóðàëüíèì ïîêàçíè-
êîì n ïðè n I 3 çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 3.7.

              Ìàë. 3.6                  Ìàë. 3.7

Óçàãàëüíèìî âëàñòèâîñòі ôóíêöії y  xn, äå n – íàòóðàëüíå
÷èñëî, і ïîäàìî їõ ó òàáëèöі.

  Ìàë. 3.4     Ìàë. 3.5
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Ôóíêöіÿ y == xn, n  N

Âëàñòèâîñòі n – ïàðíå n – íåïàðíå

1 Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ (–u; +u) (–u; +u)

2 Îáëàñòü çíà÷åíü [0; +u) (–u; +u)

3 Íóëі ôóíêöії x = 0 x = 0

4 Çíàêîñòàëіñòü (y > 0) x < 0 àáî x > 0 x > 0

5 Çíàêîñòàëіñòü (y < 0) – x < 0

6 Ïàðíіñòü, íåïàðíіñòü ïàðíà íåïàðíà

7 Ïðîìіæêè çðîñòàííÿ [0; +u) (–u; +u)

8 Ïðîìіæêè ñïàäàííÿ (–u; 0] –

Íàãàäàєìî, ùî êâàä ðàòíèì êîðå-
íåì іç ÷èñëà a íàçèâàþòü òàêå 
÷èñëî, êâàä ðàò ÿêîãî äîðіâíþє a. 
Íàïðèêëàä, ÷èñëà 4 і –4 – êâàä-

ðàòíі êîðåíі іç ÷èñëà 16, áî 42  16 і (–4)2  16; 0 – êâàä-
ðàòíèé êîðіíü іç ÷èñëà 0, îñêіëüêè 02  0. Êâàä ðàòíîãî êîðå-
íÿ іç ÷èñëà –9 íå іñíóє, áî íå іñíóє ÷èñëà, êâàä ðàò ÿêîãî
äîðіâíþє –9.

Ó òîé ñàìèé ñïîñіá âèçíà÷èìî і êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷èñ-
ëà a, äå n  N, n > 1.

Íàïðèêëàä, êîðіíü òðåòüîãî ñòåïåíÿ іç ÷èñëà 64 äîðіâíþє 
4, îñêіëüêè 43  64. ×èñëà 3 і –3 є êîðåíÿìè ÷åòâåðòîãî ñòå-
ïåíÿ іç ÷èñëà 81, áî 34  81 і (–3)4  81. Êîðåíåì ï’ÿòîãî ñòå-
ïåíÿ іç ÷èñëà –32 є ÷èñëî –2, îñêіëüêè (–2)5  –32.

ßê і äëÿ êâàä ðàòíîãî êîðåíÿ, äëÿ 
êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ðîçãëÿíåìî ïî-
íÿòòÿ àðèôìåòè÷íîãî êîðåíÿ. Íà-
ãàäàєìî, ùî àðèôìåòè÷íèì êâàä-

ðàòíèì êîðåíåì ç íåâіä’єìíîãî ÷èñëà a íàçèâàþòü òàêå
íåâіä’єìíå ÷èñëî, êâàä ðàò ÿêîãî äîðіâíþє a. Àðèôìåòè÷íèé
êâàä ðàòíèé êîðіíü іç ÷èñëà a ïîçíà÷àþòü  і ÷èòàþòü òàê: 
êâàä ðàòíèé êîðіíü іç ÷èñëà a (ñëîâî «àðèôìåòè÷íèé» ïðè 
öüîìó äîìîâèëèñÿ íå âæèâàòè).

2.. Ê. ÊÊîðÊîððіíðіííüíü
n-ãî ñòåïåíÿn-ãîãîî ñòî ñòòåòååïååïååíÿåíÿÿÿ

Êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷èñëà a íàçèâàþòü òàêå ÷èñ-
î, n-é ñòåïіíü ÿêîãî äîðіâíþє a.

Ê
ëî

3. Àðèôìåòè÷íèé3.. À. ÀÀðèÀðèèôèôôìåôìååòåòòè÷òè÷÷í÷íèéèééé
êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿêîêî іîðіîðіііíüіíüü nü nn-ãn ãî ñî ññòñòòåïòåïïåíïåííÿíÿ
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Àðèôìåòè÷íèé êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷èñëà a ïîçíà÷àþòü
, ïðè öüîìó ÷èñëî n íàçèâàþòü ïîêàçíèêîì êîðåíÿ, à ÷èñ-

ëî a – ïіäêîðåíåâèì âèðàçîì. Çíàê êîðåíÿ  ùå íàçèâàþòü 
ðàäèêàëîì. Çàïèñ  ÷èòàþòü òàê: êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ іç
÷èñëà a (òóò òàêîæ ñëîâî «àðèôìåòè÷íèé» íå âæèâàþòü).

ßêùî n  2, ìàòèìåìî àðèôìåòè÷íèé êâàä ðàòíèé êîðіíü
іç ÷èñëà a, ÿêèé ïîçíà÷àþòü  (ïîêàçíèê êîðåíÿ â öüîìó
âèïàäêó íå ïèøóòü). ßêùî n  3, ìàòèìåìî  – àðèôìå-
òè÷íèé êóáі÷íèé êîðіíü іç ÷èñëà a (ñëîâî àðèôìåòè÷íèé ïіä
÷àñ ÷èòàííÿ íå âæèâàþòü).

Çàäà÷à 1. Çíàéòè: 1) ;    2) ;    3) ;   4) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) , áî 3 I 0 і ;

2) , áî 2 I 0 і  ;

3)  , áî  і 

4) , áî  і .

Ç îçíà÷åííÿ âèïëèâàє, ùî ðіâíіñòü , äå a I 0, є ïðà-
âèëüíîþ, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ îäíî÷àñíî äâі óìîâè: 1) b I 0;
2) . Òîìó, ÿêùî â ðіâíіñòü  çàìіñòü b ïіäñòàâèòè 

, òî îòðèìàєìî òîòîæíіñòü .

Íàïðèêëàä, ; 

; 

 0,25.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè çíà÷åííÿ âèðàçó: .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó òðåáà çíàéòè çíà÷åííÿ ïіäêîðå-
íåâîãî âèðàçó , à ïîòіì ç îòðèìàíîãî çíà÷åííÿ
äîáóòè êîðіíü 5-ãî ñòåïåíÿ:

.
Â і ä ï î â і ä ü. 3.

Àðèôìåòè÷íèì êîðåíåì n-ãî ñòåïåíÿ ç íåâіä’єìíîãî 
èñëà a íàçèâàþòü íåâіä’єìíå ÷èñëî, n-é ñòåïіíü ÿêîãî 

äîðіâíþє a.

À
÷è
äî

Çàäà÷à 1. 

Äëÿ áóäü-ÿêîãî a I 0, n  N, n I 2 ìàєìî òîòîæíіñòü 

.

, òî î

Ä

Çàäà÷à 2. 
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Çíàê êîðåíÿ (ðàäèêàëà)  âèêî-
ðèñòîâóþòü íå òіëüêè äëÿ çàïèñó
àðèôìåòè÷íîãî êîðåíÿ n-ãî ñòåïå-
íÿ ç íåâіä’єìíîãî ÷èñëà, à é äëÿ çà-
ïèñó êîðåíÿ íåïàðíîãî ñòåïåíÿ 

ç âіä’єìíîãî ÷èñëà. Íàïðèêëàä, , áî ; 

, áî ; , áî .

Òîìó ðіâíіñòü , äå a – áóäü-ÿêå ÷èñëî, n – íåïàðíå, 
є ïðàâèëüíîþ, ÿêùî âèêîíóєòüñÿ ëèøå îäíà óìîâà: . 
Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó:

Îñêіëüêè  і , òî . Óçàãàëі,

Îòæå,
1) ÿêùî a I 0, n  N, n I 2, òî âèðàç  îçíà÷àє àðèôìå-

òè÷íèé êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷èñëà a;
2) ÿêùî a  0, òî ïðè íåïàðíîìó n âèðàç  îçíà÷àє êîðіíü 

n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷èñëà a, ïðè ïàðíîìó n öåé âèðàç íå ìàє çìі-
ñòó.

Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó:

Çàäà÷à 3. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x ìàє çìіñò âèðàç:

1) ;      2) ?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Êîðіíü 7-ãî (íåïàðíîãî) ñòåïåíÿ іñíóє
äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ ïіäêîðåíåâîãî âèðàçó, òîìó âèðàç
ìàє çìіñò äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ x.
2) Êîðіíü 4-ãî (ïàðíîãî) ñòåïåíÿ ìàє çìіñò ëèøå â òîìó âè-
ïàäêó, êîëè ïіäêîðåíåâèé âèðàç – íåâіä’єìíèé. Ðîçâ’ÿæåìî 
íåðіâíіñòü: 2x – 10 I 0, çâіäêè x I 5.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) x – áóäü-ÿêå ÷èñëî; 2) x I 5.

Ðîçãëÿíåìî ðіâíÿííÿ , äå 
a  R, n  N, n I 2.

Íåõàé ìàєìî âèïàäîê, êîëè
n – ïàðíå. Ðîçâ’ÿæåìî ðіâíÿí-

4. Òîòîæíîñòі4.. ÒÒîòòîæííîññòòі
äëÿ àðèôìåòè÷íîãîäëëÿëÿ àðàððèðèèôìèôììåìååòèåòèè÷è÷÷íî÷íîîãîîãîîî
êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿêîîðååíÿÿ nn-ããî ñòòåïïåííÿÿ

ëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà a, íåïàðíîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà 
, äå n I 3, ìàєìî òîòîæíіñòü: .

Ïðèõîä

äë
n,

ëÿ êîðåíіâ íåïàðíîãî ñòåïåíÿ ìàєìî òîòîæíіñòü:

.

Îñêі

äë

èðàç  ïðè ïàðíîìó n ìàє çìіñò äëÿ a I 0, à ïðè 
åïàðíîìó n – äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ a.

Ïðèõ

âè
íå

Çàäà÷à 3. 

5. Ðіâíÿííÿ5.. Ð. ÐÐіâíÐіâííÿíÿÿííÿíííÿíÿ ,,
n n  N, n NNN, n, nnn IIIIII 22 2222
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íÿ  ãðàôі÷íî. Äëÿ öüîãî ïîáóäóєìî ãðàôіêè ôóíê-
öіé , äå n – ïàðíå, і  (ìàë. 3.8). ßêùî a > 0, òî 
ãðàôіêè ïåðåòèíàòèìóòüñÿ ó äâîõ òî÷êàõ, òîáòî ðіâíÿííÿ

 ìàòèìå äâà êîðåíі. Îñêіëüêè , ïðè
ïàðíîìó n, òî  і  – êîðåíі ðіâíÿííÿ  ó 
âèïàäêó ïàðíîãî n. ßêùî a  0, òî ðіâíÿííÿ  ìàє єäè-
íèé êîðіíü – ÷èñëî 0. ßêùî a  0, òî ðіâíÿííÿ , ïðè
ïàðíîìó n, êîðåíіâ íå ìàє.

          Ìàë. 3.8                         Ìàë. 3.9

Íåõàé n – íåïàðíå, òîäі äëÿ áóäü-ÿêîãî a ðіâíÿííÿ 
 ìàє єäèíèé êîðіíü (ìàë. 3.9). Îñêіëüêè , òî
 – єäèíèé êîðіíü ðіâíÿííÿ , êîëè n – íåïàðíå.

Ñèñòåìàòèçóєìî äàíі ïðî ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ ó âèãëÿäі ñõåìè.

xn  a, a  R, n  N, n I 2

ßêùî
a > 0, òî

;

ßêùî
a  0, òî

x  0

ßêùî
a < 0, òî
êîðåíіâ
íåìàє

ßêùî
a – áóäü-ÿêå

÷èñëî,

òî

n – íåïàðíån – ïàðíå

Çàäà÷à 5. Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ:

1) x4  81;    2) x6  –1;    3) x5  19;    4) (2x – 1)8  1.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) , ; îòæå, ; .
2) Êîðåíіâ íåìàє.

3) ; êîðіíü ðіâíÿííÿ x5  19 є іððàöіîíàëüíèì ÷èñëîì.

Çàäà÷à 5.
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4) Ìàєìî:   àáî  ; 
          2x – 1  1        2x – 1  –1;

x  1            x  0.
Îòæå, ðіâíÿííÿ ìàє äâà êîðåíі: 0 і 1.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) 3; –3; 2) êîðåíіâ íåìàє; 3) ; 4) 0; 1.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
×è ìàє çìіñò âèðàç:

3.1. 1) ;   2) ;   3) ;    4) ;   5) ;   6) ?

3.2. 1) ;   2) ;    3) ;   4) ;   5) ;  6) ?

3.3. Äîâåäіòü, ùî:

1) ÷èñëî  є àðèôìåòè÷íèì êóáі÷íèì êîðåíåì іç ÷èñëà ;

2) ÷èñëî 5 є àðèôìåòè÷íèì êîðåíåì ÷åòâåðòîãî ñòåïåíÿ
іç ÷èñëà 625;

Òåðìіíè «ðàäèêàë» і «êîðіíü», ÿêі áóëî ââå-
äåíî ó ÕІІI ñò., ïîõîäÿòü âіä ëàòèíñüêîãî
ñëîâà radix, ÿêå ìàє äâà çíà÷åííÿ: ñòîðîíà

íü. Ãðåöüêі ìàòåìàòèêè çàìіñòü «äîáóâàòè êîðіíü» ãîâî-
çíàéòè ñòîðîíó êâàä ðàòà çà éîãî äàíîþ âåëè÷èíîþ». Ïіä

èíîþ êâàä ðàòà âîíè ìàëè íà óâàçі éîãî ïëîùó.

Çíàê êîðåíÿ ó âèãëÿäі ñèìâîëó  óïåðøå ç’ÿâèâñÿ â 1525 ð.
Ó 1626 ð. ãîëëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Àëüáåð Æіðàð (1595–1663)
óâіâ ïîçíà÷åííÿ 2, 3,…, ïðè öüîìó íàä ïіäêîðåíåâèì âèðàçîì
ñòàâèëè ðèñêó. Çàìіñòü ñó÷àñíèõ  ïèñàëè  . Ñó÷àñíå ïî-
çíà÷åííÿ êîðåíÿ ç’ÿâèëîñÿ çàâäÿêè ôðàíöóçüêîìó ìàòåìà-
òèêó, ôіçèêó і ôіëîñîôó Ðåíå Äåêàðòó (1596–1650). Ó ñâîїé
ïðàöі «Ãåîìåòðіÿ» (1637 ð.) âіí ç’єäíàâ ãîðèçîíòàëüíó ðèñêó
і çíàêîì . Àíãëіéñüêèé ìàòåìàòèê, ôіçèê і ìåõàíіê Іñààê

Íüþòîí (1643–1727) çàïèñóâàâ êîðåíі áóäü-ÿêèõ ñòåïåíіâ ó

ñó÷àñíîìó âèãëÿäі: ,  òîùî.

Í

à÷
ààà

Ó 16
óâіâіó ііó
ÓÓ

òèòè
íàíàçí
òòñò
âó
1ÓÓÓ

ççç
ò
ï
òò
ïðïðïðïð

óâóâóâ

іçіçіç

ÀÀ ùå ðàíіøå...å.À ...ÀÀ .

 Яку функцію називають степеневою функцією з натуральним
оказником?  Сформулюйте властивості функції  для

парного n і для непарного n.  Що називають коренем n-го сте-
пеня із числа a?  Що називають арифметичним коренем n-го 
степеня із числа a?  При яких значеннях a має зміст вираз 

у випадку парного n; непарного n?  Що можна сказати про
корені рівняння xn  a, залежно від значень a і n, де n  N, n I 2?

пппппппппппппп
пппппп

×××××××

33 11 1
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3) ÷èñëî –1 íå є àðèôìåòè÷íèì êîðåíåì øîñòîãî ñòåïåíÿ
іç ÷èñëà 1;
4) ÷èñëî 0,1 íå є àðèôìåòè÷íèì êîðåíåì ï’ÿòîãî ñòåïåíÿ іç
÷èñëà 0,0001.

Äîâåäіòü, ùî (3.4–3.5):

3.4.  1) ;     2) ;      3) ; 

4) ;      5) ;          6) .

3.5.  1)  ;     2) ;    3) ;

4) ;      5) ;         6) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (3.6–3.7):

3.6. 1) ;      2) ;       3) ;        4) .

3.7. 1) ;      2) ;       3) ;       4) .

3.8. (Óñíî). ×è ìàє ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ:
1) ;     2) ;    3) ;     4) ?

Îá÷èñëіòü (3.9–3.10):

3.9. 1) ;     2) ;    3) ;      4) .

3.10. 1) ;    2) ;      3) ;    4) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (3.11–3.12):

3.11. 1) ;     

3) ;      4) .

3.12. 1) ;       2) ;     

 3) ;      4) .

Ñõåìàòè÷íî ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (3.13–3.14):

3.13. 1) ;     2) .

3.14. 1) ;     2) .
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Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ çìіííîї ìàє çìіñò âèðàç (3.15–3.16):

3.15. 1) ;     2) ;     3) ;     4) ?

3.16. 1) ;     2) ;     3) ;     4) ?

Îá÷èñëіòü (3.17–3.18):

3.17. 1) ;      2) ;      3) ;      4) .

3.18. 1) ;      2) ;      3) ;       4) .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (3.19–3.20):

3.19. 1) ;    2) ;     3) ;     4) ;
5) ;    6) ;     7) ;      8) .

3.20. 1) ;     2) ;      3) ;    4) ;
5) ;     6) ;       7) ;      8) .

3.21. ×è íàëåæèòü ãðàôіêó ôóíêöії  òî÷êà:

1) A(0; 0);   2) B(–1; 1);    3) C(16; 2);    4) D(81; –3)?

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (3.22–3.25):

3.22. 1) ;       2) .

3.23. 1) ;      2) .

3.24. 1) ;    2) ;    3) ;    4) .

3.25. 1) ;    2) ;    3) ;     4) .

Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x ìàє çìіñò âèðàç (3.26–3.27):

3.26. 1) ;         2) ;     

3) ;      4) ?

3.27. 1) ;         2) ;     

3) ;     4) ?

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (3.28–3.29):

3.28. 1) ;       2) ;      3) ;

4) ;       5) ;      6) .

3.29. 1) ;      2) ;      3) ;

4) ;       5) ;     6) .
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3.30. Çíàéäіòü äâà ïîñëіäîâíèõ öіëèõ ÷èñëà, ìіæ ÿêèìè
ìіñòèòüñÿ ÷èñëî: 1) ;   2) ;  3) ;  4) .

3.31. Áàê ìàє ôîðìó êóáà і âìіùóє 2,744 ì3 âîäè. Çíàéäіòü
âèñîòó áàêà і ïëîùó éîãî îñíîâè.

3.32. Âêëàäíèê ïîêëàâ íà áàíêіâñüêèé äåïîçèò 10 000 ãðí,
à ÷åðåç 3 ðîêè íà éîãî äåïîçèòíîìó ðàõóíêó ñòàëî 17 280 ãðí.
ßêèé âіäñîòîê ðі÷íèõ âèïëà÷óє áàíê âêëàäíèêàì?

3.33. Âêëàäíèê âіäêðèâ ó áàíêó äåïîçèòíèé ðàõóíîê íà ñóìó 
20 000 ãðí, à ÷åðåç 4 ðîêè îòðèìàâ 29 282 ãðí. ßêèé âіä-
ñîòîê ðі÷íèõ íàäàє áàíê?

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (3.34–3.35):
3.34. 1) x8 – 15x4 – 16  0;      2) x6 – 7x3 – 8  0;

 3) x12 + 3x6 + 2  0;       4) x16 – 4x8 + 3  0.

3.35. 1) x8 + x4 – 2  0;         2) x6 + 26x3 – 27  0;
 3) x16 + 5x8 + 4  0;       4) x12 – 6x6 + 5  0.

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (3.36–3.37):

3.36. .

3.37. .

3.38. Äëÿ âñіõ çíà÷åíü a ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:
1) x6  a + 1;    2) x3  a – 2;    3) ax4  a;   4) ax10  2.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
3.39. Íà ìàëþíêó òî÷êàìè ïîçíà÷åíî ùîäåííó ñåðåäíüîäîáî-
âó òåìïåðàòóðó ïîâіòðÿ â Îäåñі ç 6 ïî 19 ÷åðâíÿ. Ïî ãîðè-
çîíòàëі âêàçàíî äàòó ìіñÿöÿ, ïî âåðòèêàëі – òåìïåðàòóðó ó
ãðàäóñàõ Öåëüñіÿ. Äëÿ íàî÷íîñòі òî÷êè ç’єäíàíî ëіíієþ. Âè-
çíà÷òå ïî ìàëþíêó ðіçíèöþ ìіæ íàéáіëüøîþ і íàéìåíøîþ
ñåðåäíüîäîáîâèìè òåìïåðàòóðàìè ó âêàçàíèé ïåðіîä. Âіäïî-
âіäü ïîäàéòå ó ãðàäóñàõ Öåëüñіÿ.
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

Îá÷èñëіòü (3.40–3.41):

3.40. 1) ;      2) ;      3) ;

4) ;         5) ;         6) .

3.41. 1) ;     2) ;      4) .

3.42. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü:

1) ;     2) ?

3.43. Çàìіíіòü âèðàç éîìó òîòîæíî ðіâíèì, ùî íå ìіñòèòü çíà-
êà êîðåíÿ:

1) ;        2) ;     3) ; 

4) ;     5) ;        6) .

3.44. Ñïðîñòіòü âèðàç:

1) , äå l I 0;        2) ;               

3) , äå c < 0;      4) , äå p I 0;   

5) , äå m < 0;     6) , äå x < 0.

Ç êóðñó àëãåáðè 8 êëàñó ìè çíàєìî,
ùî:

êîëè a I 0 і b I 0, òî ;

êîëè a I 0 і b > 0, òî .

Òàêі ñàìі âëàñòèâîñòі ìàє é àðèôìåòè÷íèé êîðіíü n-ãî ñòå-
ïåíÿ äëÿ n > 2.

ВЛАСТИВОСТІ АРИФМЕТИЧНОГО КОРЕНЯ 
n-ГО СТЕПЕНЯ§ 4. 

1. Êîðіíü ç äîáóòêó1.. Ê. ÊÊîðÊîððіíðіííüíü ç äç ääîáäîááóáóòêòêêóêó
і äðîáóі äі äääðäð áðîáðîáááóáó

Ò å î ð å ì à  1 (ïðî êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ ç äîáóòêó). Êî-
ðіíü n-ãî ñòåïåíÿ ç äîáóòêó äâîõ íåâіä’єìíèõ ÷èñåë äî-
ðіâíþє äîáóòêó êîðåíіâ n-ãî ñòåïåíÿ іç öèõ ÷èñåë, òîá-
òî ÿêùî a I 0 і b I 0, òî

.
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Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêіëüêè a I 0 і b I 0, òî âèðàçè  і  ìà-
þòü çìіñò і , . Òîìó . Êðіì òîãî,

.

Îòæå,  і . Òîäі, çà îçíà÷åííÿì àðèô-
ìåòè÷íîãî êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ, ìàєìî: . 
Òåîðåìó ìîæíà ïîøèðèòè і íà âèïàäîê, êîëè ìíîæíèêіâ

ïіä çíàêîì êîðåíÿ áіëüøå äâîõ.

Ä î â å ä å í í ÿ. Äîâåäåìî öåé íàñëіäîê, íàïðèêëàä, äëÿ òðüîõ
íåâіä’єìíèõ ÷èñåë a I 0, b I 0, c I 0. Ìàєìî:

. 
Çà âëàñòèâіñòþ ïðî êîðіíü ç äîáóòêó, íàïðèêëàä, ìàєìî:

1) ; 

2) .

Çàóâàæåííÿ 1. Î÷åâèäíî, ùî âèðàç  ïðè ïàðíîìó n
ìàє çìіñò, êîëè ab I 0, òîáòî êîëè ÷èñëà a і b – îäíîãî çíà-
êà, à çíà÷èòü, і òîäі, êîëè a і b – âіä’єìíі. Ó òàêîìó âèïàäêó

ðіâíіñòü ó òåîðåìі 1 íàáóâàє âèãëÿäó

, ÿêùî ab I 0 і n – ïàðíå.

ßêùî â ðіâíîñòі  ïîìіíÿòè ìіñöÿìè ëіâó і
ïðàâó ÷àñòèíè, òî îäåðæèìî òîòîæíіñòü:

, äå a I 0, b I 0.

Íàïðèêëàä, .

Ïðîïîíóєìî äîâåñòè öþ òåîðåìó ñàìîñòіéíî.

Í à ñ ë і ä î ê .  Êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ ç äîáóòêó íåâіä’єì-
íèõ ìíîæíèêіâ äîðіâíþє äîáóòêó êîðåíіâ n-ãî ñòåïåíÿ
іç öèõ ìíîæíèêіâ.

Äîáóòîê êîðåíіâ n-ãî ñòåïåíÿ ç íåâіä’єìíèõ ÷èñåë äî-
іâíþє êîðåíþ n-ãî ñòåïåíÿ ç äîáóòêó öèõ ÷èñåë.

Ä
ðі

Ò å î ð å ì à  2 (ïðî êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ ç äðîáó). Êîðіíü 
n-ãî ñòåïåíÿ ç äðîáó, ÷èñåëüíèê ÿêîãî íåâіä’єìíèé, à 
çíàìåííèê äîäàòíèé, äîðіâíþє êîðåíþ n-ãî ñòåïåíÿ іç 
÷èñåëüíèêà, ïîäіëåíîìó íà êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ іç çíà-
ìåííèêà, òîáòî ÿêùî a I 0 і b > 0, òî

.
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Çà òåîðåìîþ 2, íàïðèêëàä, ìàєìî:

1) ;     2)

Çàóâàæåííÿ 2. Î÷åâèäíî, ùî êîðіíü іç ÷àñòêè ïðè ïàðíîìó
n ìàє çìіñò, êîëè ab I 0, b  0, îòæå, і ó âèïàäêó, êîëè a J 0, 

b < 0. Ó öüîìó âèïàäêó . Îòæå, ÿêùî ab I 0, b  0 і 

n – ïàðíå, òî .

ßêùî â ðіâíîñòі  ïîìіíÿòè ìіñöÿìè ëіâó і ïðàâó 

÷àñòèíè, òî ìàòèìåìî òîòîæíіñòü:

, äå a I 0, b  0.

Íàïðèêëàä, ; 

.

Ä î â å ä å í í ÿ. 1) ßêùî n – ïàðíå, òî âèðàç  ìàє çìіñò 
äëÿ áóäü-ÿêîãî a, îñêіëüêè â öüîìó âèïàäêó . Êðіì 
òîãî,  і . Çà îçíà÷åííÿì êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ,

.

2) ßêùî n – íåïàðíå, òî âèðàç  òàêîæ ìàє çìіñò äëÿ 
áóäü-ÿêîãî a, і, çà îçíà÷åííÿì êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ, ìàєìî:

. 

×àñòêà, ÷èñåëüíèê ÿêîї êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ ç íåâіä’єìíî-
î ÷èñëà, à çíàìåííèê – êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ ç äîäàòíîãî 

÷èñëà, äîðіâíþє êîðåíþ n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷àñòêè öèõ ÷èñåë.

×
ãî
÷è

å î ð å ì à  3 (ïðî êîðіíü n-ãî ñòå-
åíÿ іç ñòåïåíÿ). Äëÿ áóäü-ÿêîãî 

äіéñíîãî a і íàòóðàëüíîãî n, n I 2, 
ìàєìî:

Ò
ïå
äі

222 Ê2. ÊÊîÊîîðîðіíіííüíü
іç ñòåïåíÿіçіçç ñç ññòñòòåïòåïïåïååíÿåíÿÿÿ
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Çà òåîðåìîþ 3, íàïðèêëàä, ìàєìî:

;      

;          .

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêіëüêè a I 0, òî âèðàçè  і  ìàþòü 

çìіñò і íåâіä’єìíі. Êðіì òîãî, .

Çà îçíà÷åííÿì êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ ìàєìî: . 
Çà òåîðåìîþ 4, íàïðèêëàä, ìàєìî:

;    .

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è ïîïåðåäíþ òåîðåìó, ìàєìî:

. 

Çàóâàæåííÿ 3. ßêùî m – ïàðíå ÷èñëî, òî âèðàç  ìàє
çìіñò ïðè áóäü-ÿêîìó äіéñíîìó a, і òîäі äëÿ áóäü-ÿêîãî a ìàє

ìіñöå ðіâíіñòü:

Çàóâàæåííÿ 4. Äîìîâèìîñÿ, ùî êîðіíü ïåðøîãî ñòåïåíÿ іç
÷èñëà a äîðіâíþє ÷èñëó a. Öå äîçâîëÿє âèêîðèñòîâóâàòè òî-

òîæíіñòü  і ó âèïàäêó, êîëè n  1.
Âðàõîâóþ÷è òåîðåìó 5 і çàóâàæåííÿ, íàïðèêëàä, ìàєìî:

; ;

;

.

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêіëüêè , òî, çà îçíà-

÷åííÿì êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ, ìàєìî: . 

å î ð å ì à  4. ßêùî n і k – íàòó-
àëüíі ÷èñëà і a I 0, òî 

.

Ò
ðà3. Êîðіíü33 Ê3. ÊÊîÊîîðîðіíіííüíü

іç êîðåíÿіçіçç êç êêîêîîðåîðååíÿåíÿÿÿ

Ò å î ð å ì à  5 . ßêùî n, k і m – íàòóðàëüíі ÷èñëà і
a I 0, òî 

.

Ò å î ð å ì à  6 . ßêùî n – íàòóðàëüíå ÷èñëî, k – öіëå 
÷èñëî і a > 0, òî 

.
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Íàïðèêëàä, 1) ;

2) .

Âëàñòèâîñòі àðèôìåòè÷íîãî êîðåíÿ 
n-ãî ñòåïåíÿ âèêîðèñòîâóþòü äëÿ
òîòîæíèõ ïåðåòâîðåíü âèðàçіâ: âè-
íåñåííÿ ìíîæíèêà ç-ïіä çíàêà êî-
ðåíÿ, âíåñåííÿ ìíîæíèêà ïіä çíàê 

êîðåíÿ, ñïðîùåííÿ іððàöіîíàëüíèõ âèðàçіâ.

Çàäà÷à 1. Âèíåñòè ìíîæíèê ç-ïіä çíàêà êîðåíÿ: 

1) ;    2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) . 

2) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) .

Çàäà÷à 2. Âíåñòè ìíîæíèê ïіä çíàê êîðåíÿ:

1) ; 2) ; 3) , ÿêùî m I 0; 4) , ÿêùî a  0.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) .

2)

3) .

4) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) ;   3) ;   4) .

Çàäà÷à 3. Ñïðîñòèòè âèðàç: .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Âíåñåìî ìíîæíèê 5 ïіä çíàê êâàä ðàòíîãî
êîðåíÿ òà çàñòîñóєìî òåîðåìè 4 і 5, ìàòèìåìî:

.

Â і ä ï î â і ä ü. .

Çàäà÷à 4. Ñêîðîòèòè äðіá: .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Âèðàçè  і  ìàþòü çìіñò, ÿêùî a I 0 
і b I 0, òîìó  і . Ìàєìî:

.

Â і ä ï î â і ä ü. .

4. Ïåðåòâîðåííÿ4.. ÏÏåðððåòð òââîðððåíð ííÿÿ
іððàöіîíàëüíèõіðððàððààöіàöііîíіîííàëíàëëüëüíèíèèõèõ
âèðàçіââèèðà іàçіііâ

Çàäà÷à 1.

Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 3.

Çàäà÷à 4.
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Çàäà÷à 5. Çâіëüíèòèñÿ âіä іððàöіîíàëüíîñòі ó çíàìåííèêó

äðîáó: 1) ;   2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) . 

2) Ïîìíîæèìî ÷èñåëüíèê і çíàìåííèê äðîáó  íà íå-

ïîâíèé êâàä ðàò ðіçíèöі ÷èñåë  і 1, ìàòèìåìî:

  

.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;  2) .

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
4.1. (Óñíî). ×è ïðàâèëüíî âèêîíàíî îá÷èñëåííÿ:

1) ;    2) ?

4.2. ×è ïðàâèëüíî âèêîíàíî îá÷èñëåííÿ: 

1) ;       2) ?

Çàêіí÷іòü îá÷èñëåííÿ (4.3–4.4):

4.3. 1) ;    2)  .

4.4. 1) ;  2)  .

Ïîäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі äîáóòêó êîðåíіâ (4.5–4.6):

4.5. 1) ;   2) ;    3) , äå a I 0;    4) .

4.6. 1) ;   2) , äå a I 0;    3) ;   4) , äå p I 0.

Çàäà÷à 5.

 Сформулюйте і доведіть теорему про корінь n-го степе-
я з добутку.  Чому дорівнює добуток коренів n-го степеня?
 Сформулюйте теорему про корінь n-го степеня з дробу.
 Чому дорівнює частка коренів n-го степеня?  Сформулюйте і

доведіть теорему про корінь n-го степеня із степеня.  Сформу-
люйте теорему про корінь n-го степеня з кореня.

нннннннннннннннн

4444

1
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Ïîäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі ÷àñòêè êîðåíіâ (4.7–4.8):

4.7. 1) ;    2) , äå p  0;   3) ;    4) , äå m I 0.

8. 1) ;    2) ;    3) , äå a I 0;    4) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (4.9–4.14):

4.9. 1) ;          2) ;       3) ;

4) ;      5) ;      6) .

4.10. 1) ;         2) ;   

3) ;    4) .

4.11. 1) ;     2) ;     3) ;      4) .

4.12. 1) ;    2) ;      3) ;      4) .

4.13. 1) ;       2) ;      3) ;      4) .

4.14. 1) ;       2) ;      3) ;      4) .

Âèíåñіòü ìíîæíèê ç-ïіä çíàêà êîðåíÿ (4.15–4.16):

4.15. 1) ;      2) ;      3) ; 

 4) ;       5) ;       6) .

4.16. 1) ;       2) ;       3) ; 

 4) ;       5) ;       6) .

Âíåñіòü ìíîæíèê ïіä çíàê êîðåíÿ (4.17–4.18):

4.17. 1) ;       2) ;        3) ;      4) .

4.18. 1) ;       2) ;        3) ;      4) .

Çâіëüíіòüñÿ âіä іððàöіîíàëüíîñòі ó çíàìåííèêó äðîáó (4.19–4.20):

4.19. 1) ;        2) ;         3) ;      4) .
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4.20. 1) ;        2) ;         3) ;      4) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (4.21–4.26):

4.21. 1) ;     2) ;     3) ;      4) .

4.22. 1) ;    2) ;     3) ;     4) .

4.23. 1) ;   2) ;  3) ;   4) .

4.24. 1) ;  2) ;  3) ;  4) .

4.25. 1) ; 

 3) ;   4) .

4.26. 1) ;      2) .

Ïîäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі îäíî÷ëåíà (çìіííі є íåâіä’єìíèìè
÷èñëàìè) (4.27–4.28):

4.27. 1) ;   2) ;   3) ;      4) 

4.28. 1)  ;   2) ;    3) ;    4) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (4.29–4.31):

4.29. 1) ;                2) ; 

 3) , ÿêùî x I 1;    4) , ÿêùî b  5.

4.30. 1) ;               2) ;

 3) ;              4) .

4.31. 1) , ÿêùî x I –2;   2) , ÿêùî c  7;

 3) ;               4) .

Âèíåñіòü ìíîæíèê ç-ïіä çíàêà êîðåíÿ (4.32–4.33):

4.32. 1) ;                 2) , ÿêùî p I 0;  

 3) , ÿêùî x  0;      4) ; 

 5) , ÿêùî b  0;      6) , ÿêùî x  0 y  0.
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4.33. 1) , ÿêùî a I 0;      2) ;

3) , ÿêùî m  0;   4) .

Âíåñіòü ìíîæíèê ïіä çíàê êîðåíÿ (4.34–4.35):

4.34. 1) ;    2) , ÿêùî x I 0;   3) , ÿêùî y  0;

4) ;    5) ;           6) , ÿêùî x  0y  0.

4.35. 1) ;               2) , ÿêùî m I 0;

3) , ÿêùî t  0;    4) .

Çâіëüíіòüñÿ âіä іððàöіîíàëüíîñòі ó çíàìåííèêó äðîáó (4.36–4.37):

4.36. 1) ;   2) ;   3) ;   4)

4.37. 1) ;   2) ;   3) ;   4) .

Ñêîðîòіòü äðіá (4.38–4.39):

4.38. 1) ;    2) .

4.39. 1) ;     2) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (4.40–4.41):

4.40. 1) ;      2) ;       3) ;  

4) ;     5) ;      6) .

4.41. 1) ;      2) ;       3) ;  

4) ;    5) ;     6) .

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (4.42–4.43):

4.42. 1) і ;    2)  і .

4.43. 1)  і ;    2)  і .

Ñêîðîòіòü äðіá (4.44–4.45):

4.44. 1) ;         2) ; 

3) ;     4) .
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4.45. 1) ;       2) .

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (4.46–4.47):

4.46. 1) і ;     2) і .

4.47. 1)  і ;     2)  і .

Îá÷èñëіòü (4.48–4.49):

4.48. .    4.49.

Ñïðîñòіòü âèðàç (4.50–4.51):

4.50. 1) ;     2) .

4.51. 1) ;     2) .

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
4.52. Êëієíò «Äîáðîáàíêó» âçÿâ êðåäèò ó ðîçìіðі 24 000 ãðí
íà ðіê ïіä 16 %. Ïîãàøàòè áàíêó êðåäèò âіí ìàє, âíîñÿ÷è
ùîìіñÿöÿ îäíàêîâó ñóìó êîøòіâ òàê, ùîá ÷åðåç ðіê âèïëàòè-
òè âñþ ñóìó êðåäèòó ðàçîì ç âіäñîòêàìè. Ñêіëüêè êîøòіâ ìàє
ùîìіñÿöÿ âíîñèòè â áàíê öåé êëієíò?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

4.53. Ïîäàéòå:

1) ÷èñëà 16; 2; ;  ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ 2;

2) ÷èñëà 0,001; ; 10; 100 ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ 10.

4.54. Îá÷èñëіòü:
1) 52;          2) 2–3;               3) ; 

4) ;     5) ;     6) .

4.55. Ïîäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ a: 
1) ;     2) ;     3) ;       4) ; 

5) ;     6) ;    7) ;    8) 
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4.56. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçіâ, âèêîðèñòîâóþ÷è âëàñòèâîñòі
ñòåïåíіâ:
1) ;       2) ; 

3) ;     4) 

4.57. Ñïðîñòіòü âèðàç:
1) ;             2) 
3) ;     4) .

Ó ïîïåðåäíіõ êëàñàõ ìè ðîçãëÿäàëè ñòåïіíü ç íàòóðàëüíèì
òà іç öіëèì ïîêàçíèêàìè.

Ïðèãàäàєìî îñíîâíі ïîíÿòòÿ, ïî-
â’ÿçàíі çі ñòåïåíåì:

 –  ñòåïіíü, a – îñíîâà, 

n – ïîêàçíèê, a  R, n  N, n > 1;

a1  a, äå a  R;  a0  1, äå a  0;  , n  N, a  0. 

Òåïåð ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ äëÿ âèðàçіâ âèãëÿäó ; 

; òîùî, òîáòî äëÿ ñòåïåíÿ ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì.

Îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì  ïðè-
ðîäíî äàòè òàê, ùîá öåé ñòåïіíü ìàâ òі ñàìі âëàñòèâîñòі, ùî 
é ðàíіøå âèâ÷åíі ñòåïåíі іç öіëèìè ïîêàçíèêàìè. Òàê, íà-
ïðèêëàä, ìàє ñïðàâäæóâàòèñÿ âëàñòèâіñòü ïіäíåñåííÿ ñòåïåíÿ

äî ñòåïåíÿ . Òîäі

êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ, äіéäåìî âèñíîâêó, ùî  ìàє áóòè êîðå-
íåì n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷èñëà . Îòæå, ìàєìî îçíà÷åííÿ:

СТЕПІНЬ З РАЦІОНАЛЬНИМ ПОКАЗНИКОМ 
І ЙОГО ВЛАСТИВОСТІ§ 5. 

1. Îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ1.. ÎÎçííà÷÷åíííÿÿ ññòòåïïåííÿ
ç ðàöіîíàëüíèìç ððàðààöіàöііîíіîííàëíàëëüíëüííèíèèìèì
ïîêàçíèêîìïîîêàîêààçíàçííèíèèêîèêîîìîì

êùî a > 0, m – öіëå ÷èñëî, n – íàòóðàëüíå ÷èñëî, 

> 1, òî ñòåïåíåì ÷èñëà a ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì  є 

âèðàç , òîáòî 

.

ÿê

n
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Íàïðèêëàä, ;   ;  

          ; 

          .

І íàâïàêè,   ;   ;   ; 

;  ;   .

ßêùî a  0, òî 0r  0 äëÿ r > 0, òîìó r  ìàє çìіñò, êîëè m і

n – íàòóðàëüíі. Íàïðèêëàä, âèðàçè ,  çìіñòó íå ìàþòü.

Çàóâàæåííÿ. 1) Îñêіëüêè a > 0, òî î÷åâèäíî, ùî  äëÿ
áóäü-ÿêîãî íàòóðàëüíîãî n і öіëîãî m.

2) Äëÿ a < 0 ñòåïіíü ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì  íå ìàє

çìіñòó.  Äîâåäåìî öå. Îñêіëüêè , òî ìàє ñïðàâäæó-

âàòèñÿ ðіâíіñòü . Ïåðåâіðèìî її, íàïðèêëàä, äëÿ

a  –1. Çà ôîðìóëîþ  ìàє ìî:

; 1  –1.

Îòæå, äëÿ a < 0 îòðèìàëè, ùî . Òîìó âèùåíàâåäå-
íå îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì íå ðîçãëÿäàþòü

äëÿ âіä’єìíèõ çíà÷åíü a. Íàïðèêëàä, âèðàçè ; ; 

çìіñòó íå ìàþòü.

Çàäà÷à 1. Îá÷èñëèòè: 1) ;    2) ;    3) ;    4) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ; 

2) ; 

3) ; 

4) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) 5;  2) ;  3) 216;  4) .

Çàäà÷à 1. 
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Ñòåïіíü ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì
ìàє óñі òі ñàìі âëàñòèâîñòі, ùî é ñòå-
ïіíü іç öіëèì ïîêàçíèêîì, à ñàìå:

Óñі çãàäàíі âëàñòèâîñòі ëåãêî äîâåñòè, âèêîðèñòîâóþ÷è
îçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì і âëàñòèâîñòі
êîðåíÿ n-ãî ñòåïåíÿ, ÿêі ìè äîâåëè â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôі.

Äîâåäåìî, íàïðèêëàä, âëàñòèâіñòü äëÿ äîáóòêó ñòåïåíіâ.
Çàïèøåìî ðàöіî íàëüíі ÷èñëà p і q ÿê äðîáè ç îäíàêîâèìè çíà-
ìåííèêàìè (ÿê âіäîìî, áóäü-ÿêі äâà äðîáè ìîæíà çàâæäè çâå-
ñòè äî ñïіëüíîãî çíàìåííèêà).

Íåõàé ; . Òîäі

.
Îòæå, .
Äëÿ ñòåïåíÿ ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì ñïðàâäæóþòüñÿ

і òàêі âëàñòèâîñòі:

Çàäà÷à 2. Ñïðîñòèòè âèðàç:  1) ;    2) ;

3) ;    4) ;    5) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ; 

2) ;      3) ;

4) ; 

5) .

2. Âëàñòèâîñòі2.. Â. ÂÂëàÂëààñòàñòòèòèèâîèâîîñòîñòòіòі
ñòåïåíÿñòòåòåïåïååíÿåíÿÿÿ

êùî a > 0, b > 0, p і q – ðàöіîíàëüíі ÷èñëà, òî:

;

;

;

;

.

ÿê

êùî a > 0, b > 0, p – ðàöіîíàëüíå ÷èñëî, òî 

;    .

і òàêі â

ÿê

Çàäà÷à 2. 
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Çàäà÷à 3. Çíàéòè çíà÷åííÿ âèðàçó:

1) ;    2) ;    3) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ;

2) ;

3) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;  2) 8;  3) 16.

Çàóâàæèìî, ùî â îñòàííіé çàäà÷і îá÷èñëåííÿ ìîæíà áóëî
âèêîíàòè çà îçíà÷åííÿì ñòåïåíÿ ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì,
òîáòî, ÿê ó çàäà÷і 1 öüîãî ïàðàãðàôà.

Çàäà÷à 4. Îá÷èñëèòè: 1) ;   2) 
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 

1) .

2) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) 6;  2) 49.

Äàëі ðîçãëÿíåìî òîòîæíі ïåðåòâîðåííÿ âèðàçіâ, ùî ìіñòÿòü
ñòåïåíі ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì.

Çàäà÷à 5. Ñïðîñòèòè âèðàç: 1) ;

2) ;    3) .    

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 
1) ;

2) ;

3)

.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) ;    3) .

Çàäà÷à 3. 

Çàäà÷à 4.

Çàäà÷à 5. 
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Çàäà÷à 6. Ñïðîñòèòè âèðàç 

і çíàéòè éîãî çíà÷åííÿ, ÿêùî x  25, y  36.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: x0,5  a; y0,5  b. 

Òîäі x  (x0,5)2  a2; .
Ìàєìî:

.

ßêùî x  25, y  36, òî .

Â і ä ï î â і ä ü. ;   11.

Äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åíü ñòåïåíіâ ó
áіëüøîñòі êàëüêóëÿòîðіâ âèêîðèñòî-
âóþòü êëàâіøó (ó äåÿêèõ êàëü- 

êóëÿòîðàõ öå êëàâіøà àáî ).

Çàäà÷à 7. Îá÷èñëèòè ç òî÷íіñòþ äî òèñÿ÷íèõ 81,2.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó ââîäèìî îñíîâó ñòåïåíÿ – ÷èñ-
ëî 8, ïîòіì íàòèñêàєìî êëàâіøó , äàëі – ïîêàçíèê ñòå-

ïåíÿ 1,2 і êëàâіøó . Îêðóãëþєìî îòðèìàíå çíà÷åííÿ äî

òèñÿ÷íèõ: .

Çàóâàæèìî, ùî â äåÿêèõ êàëüêóëÿòîðàõ ïîðÿäîê îá÷èñ-
ëåíü ìîæå áóòè іíøèì, òîìó ïåðåä âèêîðèñòàííÿì êàëüêó-
ëÿòîðà ðàäèìî îçíàéîìèòèñÿ ç іíñòðóêöієþ. Òàêîæ çà äîïî-
ìîãîþ êàëüêóëÿòîðà ìîæíà çíàõîäèòè çíà÷åííÿ êîðåíіâ n-ãî
ñòåïåíÿ.

Ó äåÿêèõ êàëüêóëÿòîðàõ є êëàâіøà  (àáî ïîäіáíà), ùî
äîçâîëÿє âèêîíóâàòè òàêі îá÷èñëåííÿ áåçïîñåðåäíüî. ßêùî
òàêà êëàâіøà âіäñóòíÿ, òî îá÷èñëåííÿ âèêîíóþòü, êîðèñòóþ-

÷èñÿ ôîðìóëîþ .

Çàäà÷à 6.

3. Îá÷èñëåííÿ3.. ÎÎá÷÷èññëååíííÿÿ
ñòåïåíіâ çà äîïîìîãîþñòòåïòåïïåïåíіâíіââ çâ ççàçà äîäîïîïîîìîîìîîãîîãîîþîþ
êàëüêóëÿòîðàêààëüêêóëëÿòòîîðàà

Çàäà÷à 7. 
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Çàäà÷à 8. Îá÷èñëèòè ç òî÷íіñòþ äî òèñÿ÷íèõ .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. . Ñõåìà îá÷èñëåííÿ ìîæå áóòè òàêîþ:

5 xy ( 1  7 ) 

Ìàєìî: .

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Çàïèøіòü ñòåïіíü ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì ó âèãëÿäі êîðå-
íÿ (5.1–5.2):

5.1. 1) ;      2) ;      3) ;       4) ;

5) ;     6) ;     7) ;     8) .

5.2. 1) ;      2) ;      3) ;       4) ;

5) ;    6) ;     7) ;      8) .

Çàäà÷à 8.

Ïîíÿòòÿ ñòåïåíÿ áóëî âіäîìå ùå ó Äàâíіé
Ãðåöії òà Âàâіëîíі. Êâàäðàò і êóá ÷èñëà âè-
êîðèñòîâóâàëè âіäïîâіäíî äëÿ çíàõîäæåí-

ÿ ïëîùі êâàä ðàòà òà îá’єìó êóáà. Ñó÷àñíі ïîçíà÷åííÿ ñòåïåíÿ
âèãëÿäі a4, a5, … ó ÕVІІ ñò. ââіâ Ðåíå Äåêàðò (1596–1650).
Ïîíÿòòÿ ïðî äðîáîâі ïîêàçíèêè ñòåïåíÿ і íàéïðîñòіøі ïðà-

èëà äіé íàä ñòåïåíÿìè ç äðîáîâèìè ïîêàçíèêàìè â 1368 ð.
âèêëàâ ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Íіêîëà Îðåì (1323–1382).
Іíøèé ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Íіêîëà Øþêå (1445 – áë.
1500) ó òðàêòàòі «Íàóêà ïðî ÷èñëî» (1484 ð., îïóáëіêîâàíî
â 1848 ð. ó Ëіîíі) óïåðøå ðîçãëÿíóâ ñòåïåíі ç âіä’єìíèì òà
íóëüîâèì ïîêàçíèêàìè.

Íіìåöüêèé ìàòåìàòèê Ìіõàåëü Øòèôåëü (1487–1567) äàâ
îçíà÷åííÿ a0  1, äå a  0, òà ââіâ òåðìіí ïîêàçíèê (öå áó-
êâàëüíèé ïåðåêëàä ç íіìåöüêîї ñëîâà exponent), íіìåöüêå ñëîâî
potenzieren îçíà÷àє ïіäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ. Ãîëëàíäñüêèé ìà-
òåìàòèê òà іíæåíåð Ñèìîí Ñòåâіí (1548–1620) çàïðîïîíó-

âàâ ïіä çàïèñîì  ðîçóìіòè .
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 Сформулюйте означення степеня з дробовим показником.
 Сформулюйте властивості степеня з дробовим показником.
 Як обчислити значення степеня за допомогою калькулятора?
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Çàìіíіòü ñòåïåíåì ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì àðèôìåòè÷íèé êî-
ðіíü (ëіòåðàìè ïîçíà÷åíî äîäàòíі ÷èñëà) (5.3–5.4):

5.3. 1) ;     2) ;     3) ;     4) .

5.4. 1) ;     2) ;    3) ;     4) .

Çàìіíіòü íà êîðåíі ñòåïåíі ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì (5.5–5.6):

5.5. 1) ;        2) ;       3) ;

4) ;     5) ;     6) .

5.6. 1) ;       2) ;      3) ;

4) ;    5) ;      6) .

Îá÷èñëіòü (5.7–5.8):

5.7. 1) ;        2) ;        3) ;       4) ; 

5) ;     6) ;    7) .

5.8. 1) ;         2) ;        3) ;         4) ; 

5) ;   6) ;       7) ;    8) .

5.9. Çàïèøіòü âèðàç ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ a:

1) ;       2) ;        3) ;     4) ;

5) ;    6) ;    7) ;     8) .

5.10. Çàïèøіòü âèðàç ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ b:

1) ;       2) ;       3) ;     4) ;

5) ;    6) ;     7) ;      8) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (5.11–5.12):

5.11. 1) ;      2) ; 
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 3) ;            4) .

5.12. 1) ;       2) ;   

 3) .

Îá÷èñëіòü (5.13–5.14):

5.13. 1) ;      2) ;

 3) ;       4) .

5.14. 1) ;    2) ; 

 3) ;        4) .

Ïîäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі ñóìè (5.15–5.16):

5.15. 1) ;     2) ;

 3) ;        4)

5.16. 1) ;      2) ;

 3) .

5.17. (Óñíî). ×è ìàє çìіñò âèðàç:

1) ;    2) ;   3) ;   4) ;   5) ;    6) ?

5.18. Çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó
(ðåçóëüòàò îêðóãëіòü äî òèñÿ÷íèõ):

1) ;     2) ;     3) ;     4) .
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5.19. Çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 
(ðåçóëüòàò îêðóãëіòü äî ñîòèõ):

1) ;     2) ;     3) ;     4) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (5.20–5.21):

5.20. 1) ;         2) ;

3) ;  

4) .

5.21. 1) ;   2) ;

3)

5.22. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії:

1) ;   2) ;   3) ;   4) .

5.23. Çíàéäіòü äîïóñòèìі çíà÷åííÿ çìіííîї ó âèðàçі:

1) ;      2) ;       3) ;       4) .

Ïîäàéòå ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ (5.24–5.25):

5.24. 1) ;       2) .

5.25. 1) ;       2) .

Îá÷èñëіòü (5.26–5.27):

5.26. 1) ;     2) ;

4) ;    5) ;    6) .
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5.27. 1) ;   2) ;     3) ; 

 4) ;   5) ;   6) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (5.28–5.31):

5.28. 1) ;   2) ;   3) ;   4) 

5.29. 1) ;  2) ;   3) .

5.30. 1) ;         2) ;

 3) ;        4) .

5.31. 1) ;     2) .

5.32. Ñïðîñòіòü âèðàç 

    òà çíàéäіòü éîãî çíà÷åííÿ, ÿêùî a  4, b  2100.

Âèíåñіòü çà äóæêè ñïіëüíèé ìíîæíèê (5.33–5.34):

5.33. 1) ;          2) ;     3) ;

 4) ;       6) .

5.34. 1) ;          2) ;      3) ;

 4) ;        6) .

Çà ôîðìóëîþ  ðîçêëàäіòü íà ìíîæíè-
êè (5.35–5.36):

5.35. 1) ;     2) ;      3) ; 

 4) , äå m  0, n  0.

5.36. 1) ;      2) ;      3) ; 

 4) , äå a  0, b  0.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



56

Ñêîðîòіòü äðіá (5.37–5.38):

5.37. 1) ;         2) ;

4) ;      5) .

5.38. 1) ;   2) ;   3) .

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (5.39–5.40):

5.39. 1) i ;     2)  i .

5.40. 1)  i ;     2)  i .

Ñïðîñòіòü âèðàç (5.41–5.42):

5.41. 1) ;    

2) .

5.42. 1) ; 

2) .

5.43. Äîâåäіòü, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó 

  íå çàëåæèòü âіä çíà÷åííÿ çìіííèõ.

5.44. Äîâåäіòü, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó  

çàëåæèòü âіä çíà÷åííÿ çìіííèõ.
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5.45. Ñïðîñòіòü âèðàç:

÷åííÿ, ÿêùî a  3, b  7.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
5.46. Äåÿêà ìîäåëü ñìàðòôîíà êîøòóâàëà 3500 ãðí. Çãîäîì
öіíó çíèçèëè äî 2800 ãðí. Íà ñêіëüêè âіäñîòêіâ ïîäåøåâøàëà
öÿ ìîäåëü ñìàðòôîíà?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії òà ïðèãàäàéòå її âëàñòèâîñòі:

1) ;      2) ;      3) ;      4) .

5.48. Óñòàíîâіòü íà ñâіé êîìï’þòåð (ïëàíøåò àáî òåëåôîí) îäíó
ç ïðîãðàì äëÿ ïîáóäîâè ãðàôіêіâ ôóíêöіé òà ïîáóäóéòå çà
äîïîìîãîþ öієї ïðîãðàìè ãðàôіêè ôóíêöіé ç ïîïåðåäíüîãî

çàâäàííÿ òà ãðàôіêè ôóíêöіé , , . 

Íàïðèêëàä, , ,  – ñòåïåíåâі ôóíêöії.
Âëàñòèâîñòі ñòåïåíåâèõ ôóíêöіé òà âèãëÿä їõ ãðàôіêіâ çà-

ëåæàòü âіä âèäó ÷èñëà . Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâó ôóíêöіþ äëÿ
ðіçíèõ âèäіâ ÷èñëà , óâàæàþ÷è  ðàöіîíàëüíèì ÷èñëîì.

Âèïàäîê, êîëè   N, ìè äåòàëüíî ðîçãëÿíóëè â ï. 1 § 3.

Íåõàé   0. Òîäі ìàє ìî ôóíêöіþ
y  x0, ÿêà âèçíà÷åíà äëÿ âñіõ çíà-
÷åíü x, êðіì 0, áî âèðàç 00 íå ìàє
çìіñòó. Îñêіëüêè x0  1 ïðè x  0,

òî ôóíêöіÿ íàáóâàє ëèøå îäíîãî çíà÷åííÿ: y  1. Ãðàôіê çà-
áðàæåíî íà ìàëþíêó 6.1.

СТЕПЕНЕВІ ФУНКЦІЇ, 
ЇХ ВЛАСТИВОСТІ ТА ГРАФІКИ§ 6. 

óíêöіþ âèãëÿäó , äå  – äå-
êå ñòàëå ÷èñëî, íàçèâàþòü ñòåïå-

íåâîþ.

Ô
ÿê
íå

1. Ñòåïåíåâà11 Ñ1. ÑÑòÑòòåòååïååïååíåíåâåââàâà
ôóíêöіÿôôôóôóíêíêêöêööіÿöіÿÿÿ

2. Ôóíêöіÿ y 2.. Ô. ÔÔóíÔóííêíêöіÿöіÿÿÿ yy  x xxx, ,,, 
ÿêùîÿêêùêùùîùî   000000
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           Ìàë. 6.1                     Ìàë. 6.2

Ó öüîìó âèïàäêó ôóíêöіÿ âèçíà÷å-
íà äëÿ âñіõ çíà÷åíü x, êðіì x  0. 
ßêùî   –1, òî ìàòèìåìî ôóíê-

öіþ y  x–1, òîáòî , ãðàôіêîì 

ÿêîї є ãіïåðáîëà (ìàë. 6.2). Ôóíêöіÿ ñïàäàє íà êîæíîìó ç 
ïðîìіæêіâ (–u; 0) і (0; +u), є íåïàðíîþ, òîìó її ãðàôіê 
ñèìåò ðè÷íèé âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

Òі ñàìі âëàñòèâîñòі ìàє ôóíêöіÿ  äëÿ áóäü-ÿêîãî öіëî-
ãî âіä’єì  íîãî íåïàðíîãî  òîáòî êîëè   –1; –3; –5; …. Ñõå-
ìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії , äå  – öіëå âіä’єìíå íåïàðíå
÷èñëî, çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 6.3.

ßêùî   –2, ìàєìî ôóíêöіþ , òîáòî . Ôóíê-

öіÿ – ïàðíà, òîìó її ãðàôіê ñèìåòðè÷íèé âіäíîñíî îñі îðäè-
íàò. Її ãðàôіê çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 6.4. Ôóíêöіÿ çðîñòàє íà 
ïðîìіæêó (–u; 0) і ñïàäàє íà ïðîìіæêó (0; +u).

Òі ñàìі âëàñòèâîñòі ìàє ôóíêöіÿ  äëÿ áóäü-ÿêîãî 
âіä’єìíîãî ïàðíîãî ÷èñëà  òîáòî êîëè   –2; –4; –6; …. 
Ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії , äå  – öіëå âіä’єìíå ïàðíå
÷èñëî, çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 6.5.

  

     Ìàë. 6.3           Ìàë. 6.4             Ìàë. 6.5

3. Ôóíêöіÿ y 3.. ÔÔóíóíêöіÿö ÿ y y  xx, ,
äåäååå  – öіëå âіä’єìíå– ö ööіëöіëå âå ââіäâіää’єìä єììíìííåíå
÷èñëî÷èèñëëî
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Ó âèïàäêó, êîëè  – äîäàòíå, àëå
íå öіëå ÷èñëî, îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ
ôóíêöії є ïðîìіæîê [0; +u).
Îñêіëüêè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ íå є
 ñèìåòðè÷íîþ âіäíîñíî íóëÿ, òî

ôóíêöіÿ – íі ïàðíà, íі íåïàðíà. Íà ìàëþíêó 6.6 çîáðàæåíî

ãðàôіêè ôóíêöіé і  òà äëÿ íàî÷íîñòі їõ âçàєì-
íîãî ðîçòàøóâàííÿ ãðàôіê ôóíêöії y  x.

Íà ìàëþíêó 6.7 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії , ÿêùî
0 <  < 1, à íà ìàëþíêó 6.8 – ÿêùî  > 1, äå  – íå öіëå ÷èñ-
ëî. Ó êîæíîìó іç öèõ âèïàäêіâ ôóíêöіÿ çðîñòàє íà ïðîìіæêó
[0; +u).

   

Ìàë. 6.6

       

            Ìàë. 6.7                   Ìàë. 6.8

4. Ôóíêöіÿ y 4.. ÔÔóíóíêöіÿö ÿ y y  xx, ,
äåäååå  – íå öіëå – í ííå öíå ööіëöіëëåëå
äîäàòíå ÷èñëîäîäîäààòòíåå ÷÷èññëîî
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Ó öüîìó âèïàäêó îáëàñòþ âèçíà÷åí-
íÿ є ïðîìіæîê (0; +u). Ôóíêöіÿ íі 
ïàðíà, íі íåïàðíà. Íà ìàëþíêó 6.9

çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії . 
Íà ìàëþíêó 6.10 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії , 
äå  < 0 – íå öіëå. Ôóíêöіÿ â öüîìó âèïàäêó ñïàäàє íà (0; +u).

       

          Ìàë. 6.9                      Ìàë. 6.10

Óçàãàëüíèìî âñі çãàäàíі âèùå âëàñòèâîñòі ôóíêöії
ó âèãëÿäі òàáëèöі (ñ. 61).

ßêùî m  0, òî ðіâíÿííÿ x  m êî-
ðåíіâ íå ìàє. ßêùî m  0 і   0, òî
ðіâíÿííÿ  ìàє єäèíèé ðîçâ’ÿ-
çîê x  0. ßêùî æ m  0 і   0, òî 

ðіâíÿííÿ  ðîçâ’ÿçêіâ íå ìàє.
ßêùî m  0, ðіâíÿííÿ  ìàє єäèíèé êîðіíü, îñêіëü-

êè ãðàôіêè ôóíêöіé  і , äå m  0, ÿê ó âèïàäêó íå 
öіëîãî äîäàòíîãî , òàê é ó âèïàäêó íå öіëîãî âіä’єìíîãî 
ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíіé òî÷öі. Ùîá çíàéòè öåé єäèíèé ðîçâ’ÿ-
çîê, òðåáà ëіâó і ïðàâó ÷àñòèíè ðіâíÿííÿ  ïіäíåñòè äî 

ñòåïåíÿ . Ìàєìî: , òîäі .

Ñèñòåìàòèçóєìî äàíі ïðî ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ  ó âè-
ãëÿäі ñõåìè:

x  m, äå  – íå öіëå,   R

ßêùî m > 0, òî
ßêùî
m  0

ßêùî m < 0,
òî êîðåíіâ íåìàє

ïðè  < 0 
êîðåíіâ íåìàє

ïðè  > 0
x  0

5. Ôóíêöіÿ y 5.. ÔÔóíóíêöіÿö ÿ y y  xx, ,
 – íå öіëå âіä’єìíå – íåíåå öå ööіëöіëëå âëå ââіäâіää’єä єєìíєìííåíå
÷èñëî÷èèñëëî

7. Ðіâíÿííÿ x7.. Ð. ÐÐіâíÐіâííÿíÿÿííÿíííÿíÿ xxxx  m,  mm,m, 
äåäåäååå  – íå öіëå,–– í ííå öíå öіöіëöіëëå,ëå,,,   R.R RRR.R.
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Ïðèêëàä 1  Ðîçâ’ÿæåìî ðіâíÿííÿ:

1) ;         2)  ;             3)  ;

  ;         ;            ;

  x  8.            ;             ;

Â і ä ï î â і ä ü. 8.      .            ;

                 Â і ä ï î â і ä ü. .      .

                                      Â і ä ï î â і ä ü. .

Іñíóє âåëèêà êіëüêіñòü ïðîãðàì,
ÿêі äàþòü çìîãó áóäóâàòè ãðàôіêè
ôóíêöіé, à ïîòіì їõ àíàëіçóâàòè. 
Íà ìàëþíêó 6.11 çîáðàæåíî âіê íî 
îäíієї ç ïðîãðàì, çà äîïîìîãîþ ÿêîї 

ïîáóäîâàíî ãðàôіêè ôóíêöіé y  x0,2 (çåëåíîãî êîëüîðó),

 (÷åðâîíîãî), y  x–3 (ñіðîãî) і y  x–2 (ñèíüîãî).

Ìàë. 6.11

Ïðèêëàä 1. 

8. Ïîáóäîâà ãðàôіêіâ8.. ÏÏîááóäóäîââàà ãðððàôð ôôіô êіââ
çà äîïîìîãîþçàà äà ääîïäîïïîìïîììîìîîãîîãîîþîþ
êîìï’þòåðàêîîì ’ìï’þòòååðàà
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Ñåðåä êîðèñíèõ îïöіé ïîäіáíèõ ïðîãðàì ñëіä âіäçíà÷èòè
îïöіþ ðóõó êóðñîðà âçäîâæ ãðàôіêà, çà äîïîìîãîþ ÿêîї ìîæ-
íà âñòàíîâëþâàòè êîîðäèíàòè òî÷îê ãðàôіêà, çíàõîäæåííÿ
òî÷êè ïåðåòèíó äâîõ ãðàôіêіâ (çà äîïîìîãîþ öієї îïöії ìîæ-
íà, íàïðèêëàä, çíàõîäèòè íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê ðіâíÿííÿ
âèãëÿäó , äå ), çáіëüøåííÿ ÷è çìåíøåííÿ îêðå-
ìèõ äіëÿíîê ãðàôіêà òîùî.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
6.1. (Óñíî). Óêàæіòü, ÿêі ç äàíèõ ôóíêöіé є ñòåïåíåâèìè:

1) ;     2) ;     3) ;

4) ;     5) ;         6) .

6.2. (Óñíî). Âèçíà÷òå, íà ÿêîìó ç ìàëþíêіâ 6.12–6.17 ñõåìà-

òè÷íî çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії , , ?

6.3. Íà ÿêîìó ç ìàëþíêіâ 6.12–6.17 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî 
ãðàôіê ôóíêöії , íà ÿêîìó – , à íà ÿêîìó –

?

              

      Ìàë. 6.12           Ìàë. 6.13           Ìàë. 6.14

              

      Ìàë. 6.15           Ìàë. 6.16           Ìàë. 6.17

 Яку функцію називають степеневою?  Пригадайте властиво-
ті цієї функції та вигляд її графіка для різних значень (парних

та непарних) показника степеня.  Сформулюйте властивості
степеневої функції  залежно від значення .  Як розв’я-
зати рівняння , де  – не ціле число?

ссссссссстсссссс
ттттттатттт

6666

1
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Ñõåìàòè÷íî ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії òà çàïèøіòü її âëà-
ñòèâîñòі (6.4–6.5):

6.4. 1) ;     2) .

6.5. 1) ;      2) .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (6.6–6.7):

6.6. 1) ;      2) x0,25  0;     3) ;      4) .

6.7. 1) ;      2) ;       3) ;      4) x0,5  5.

6.8. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії . Çà äîïîìîãîþ ãðà-
ôіêà çíàéäіòü:
1) çíà÷åííÿ ôóíêöії äëÿ çíà÷åííÿ àðãóìåíòó 0,5; 16;
2) çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, ùî âіäïîâіäàþòü çíà÷åííÿì
ôóíêöії 1; 1,5.

6.9. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії  . Çà äîïîìîãîþ ãðàôіêà
çíàéäіòü:
1) çíà÷åííÿ ôóíêöії, ùî âіäïîâіäàє çíà÷åííþ àðãóìåíòó
0,5; 8;
2) çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, ùî âіäïîâіäàþòü çíà÷åííÿì
ôóíêöії 1; 1,5.

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії òà çàïèøіòü її âëàñòèâîñòі (6.10–
6.11):

6.10. 1) ;        2) .

6.11. 1) ;       2) .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (6.12–6.13):

6.12. 1) ;      2) (x + 1)0,5  0;    3) ;

4) ;   5) ;    6) .

6.13. 1) ;        2) (x – 4)0,4  0;

3) (x2 + 2)0,5 ;    4) .

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (6.14–6.15):

6.14. 1) 71,2 і 7,21,2;     2) 1,8–0,4 і 2–0,4.

6.15. 1)  і ;        2) 5–6 і 4,8–6.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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6.16. Íàêðåñëіòü ãðàôіê ôóíêöії  òà çàïè-
øіòü її âëàñòèâîñòі.

6.17. Íàêðåñëіòü ãðàôіê ôóíêöії  òà çàïèøіòü 
її âëàñòèâîñòі.

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (6.18–6.21):

6.18. 1) ;      2)

6.19. 1) ;    2) 

6.20. .     

6.21. .

6.22. (Ïðàêòè÷íå çàâäàííÿ.) Çà äîïîìîãîþ áóäü-ÿêîї êîìï’þ-
òåðíîї ïðîãðàìè äëÿ ïîáóäîâè ãðàôіêіâ, ïîáóäóéòå ãðà-

ôіêè ôóíêöіé , , , òà çàïîâ-
íіòü òàáëèöþ.

№ Çàâäàííÿ   

1 Çíàéòè çíà÷åííÿ
ôóíêöії, ùî âіäïîâі-
äàє çíà÷åííþ àðãó-
ìåíòà: x  1,5

x  3

x  4

2 Çíàéòè çíà÷åííÿ
àðãóìåíòà, ùî âіä-
ïîâіäàє çíà÷åííþ
ôóíêöії: y  0,5

y  1

y  1,5

3 Çíàéòè íàáëèæåíèé
ðîçâ’ÿçîê ðіâíÿííÿ

x  x  x  x 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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òò âà ìàòåìàòèêà
23. Øîêîëàäêà êîøòóє 16 ãðèâåíü. Ó âè-
äíі â ñóïåðìàðêåòі äіє ñïåöіàëüíà ïðîïîçè-

öіÿ: çàïëàòèâøè çà òðè øîêîëàäêè, ïî-
êóïåöü îòðèìóє ÷îòèðè (îäíó â ïîäàðóíîê). 
ßêó ìàêñèìàëüíó êіëüêіñòü øîêîëàäîê ìà-
òèìå ïîêóïåöü, ùî ðîçðàõóâàâñÿ çà íèõ íà 
êàñі, ÿêùî âіí ïëàíóâàâ âèòðà òèòè íà êóïіâ-
ëþ øîêîëàäîê íå áіëüøå íіæ 100 ãðèâåíü?

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

6.24. Ó {ABC{{ C  90, AC  12, BC  5, AB  13 (ìàë. 6.18). 
Çíàéäіòü:
1) sinAnn ;       2) cosB;      3) tgAgg ;    
4) cosAss ;      5) tgB;        6) sinB.

6.25. Îá÷èñëіòü:
1) sin30;              2)  cos45; 
3) tg120 – tg60;      4) cos2150;
5) sin120 – cos30;     6) (cos120 + 5tg45)2.

6.26. Çíàéäіòü çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà àáî êîìï’þòåðà:
1) sin15;        2) cos48;          3) tg138;
4) sin13045;     5) cos10730;     6) tg1315.

Ó
іі

Óêðàїíöі ó ñâіòіâіòÓê òі
Óê â ііâі іі

ðîêó íіìåöüêèé ôіëîñîô і â÷åíèé Éî-
Êåïëåð ïîñòàâèâ îäíå ç íàéñêëàäíі-
èòàíü ó ìàòåìàòèöі – çàäà÷ó ïðî

àííÿ êóëü (çàäà÷ó êîìáіíàòîðíîї ãåî-à
ìåòðії ïðî ðîçìіùåííÿ îäíàêîâèõ êóëüìåòðììììììì
â åâêëіäîâîìó ïðîñòîðі áåç їõ âçàєìíîãî ïå-â åâêâ ååâââ â 
ðåòèíàííÿ). Çíàäîáèëîñÿ ïîíàä ÷îòèðèðåòåðåð
ñòîëіòòÿ, àáè ðîçâ’ÿçàòè îäèí ç її îêðåìèõîëò
âèïàäêіâ. І çðîáèëà öå óêðàїíêàèïèïâââ Ìàðèíà
Â’ÿçîâñüêàÂÿ’ÿÂÂÂÂ . Âîíà çóìіëà çàïàêóâàòè êóëі ó
8- òà 24-âèìіðíîìó ïðîñòîðàõ і 15 áåðåçíÿ 2016 ðîêó îïóáëіêóâàëà 88888- ò8- 8-8-
ñâîє ðîçâ’ÿçàííÿ, ÿêå ìàòåìàòèêè âèçíàëè ÿê äóæå åëåãàíòíå і ñâñâñâñ
ëàêîíі÷íå. Çà öå äîñÿãíåííÿ Ìàðèíó Â’ÿçîâñüêó áóëî âіäçíà÷åíî ë
«Ïðåìієþ Ñàëåìà» – îäíієþ ç íàéïðåñòèæíіøèõ ïðåìіé, ùî є àíà-
ëîãîì Íîáåëіâñüêîї ïðåìії, àëå äëÿ ìîëîäèõ ìàòåìàòèêіâ.

Ìàë. 6.18

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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ÒÐÈÃÎÍÎÌÅÒÐÈ×ÍІ 
ÔÓÍÊÖІЇ 

Ó ÖÜÎÌÓ ÐÎÇÄІËІ ÌÈ

ïðèãàäàєìî âіäîìîñòі ç ãåîìå-
òðії ïðî ñèíóñ, êîñèíóñ і òàí-
ãåíñ êóòà òðèêóòíèêà;

äіçíàєìîñÿ ïðî ðàäіàííó ìіðó
êóòà; òðèãîíîìåòðè÷íі ôóíêöії
êóòà òà ÷èñëîâîãî àðãóìåíòà; îñ-
íîâíі ñïіââіäíîøåííÿ ìіæ òðè-
ãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöіÿìè;

  íàâ÷èìîñÿ ïåðåõîäèòè âіä ðà-
äіàí íîї ìіðè êóòà äî ãðàäóñíîї
і íàâïàêè; ïåðåòâîðþâàòè òðè-
ãîíîìåòðè÷íі âèðàçè òà îá÷èñ-
ëþâàòè їõ çíà÷åííÿ; áóäóâàòè
ãðàôіêè òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôóíêöіé; ðîçâ’ÿçóâàòè òðèãî-
íîìåòðè÷íі ðіâíÿííÿ.

ÐÎÇÄІË 2
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Ç êóðñó ãåîìåòðії íàì óæå âіäîìî, ùî òàêå ñèíóñ, êîñèíóñ
і òàíãåíñ êóòà  äå 0 J  J 180. Ó öüîìó ïàðàãðàôі îçíàéî-
ìèìîñÿ ç ïîíÿòòÿìè ñèíóñà, êîñèíóñà і òàíãåíñà äîâіëüíîãî
êóòà, à òàêîæ ç ïîíÿòòÿì êîòàíãåíñà êóòà.

Ðîçãëÿíåìî êîëî ðà äіóñà R іç öåíò-R
ðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò (ìàë. 7.1). 
Ïîçíà÷èìî íà äîäàòíіé ïіâîñі àáñ-
öèñ òî÷êó A, ÿêà íàëåæèòü êîëó.

Ðà äіóñ OA áóäåìî íàçèâàòèA ïî÷àòêîâèì ðà äіóñîì.
Ïîâåðíåìî ðà äіóñ OA íàâêîëî òî÷êè O íà 50 ïðîòè ðóõó 

ãîäèííèêîâîї ñòðіëêè, îòðèìàєìî ðà äіóñ OB. Êóò AOB, ÿêèé 
ïðè öüîìó óòâîðèâñÿ, íàçèâàþòü êó-
òîì ïîâîðîòó. Ó íàøîìó âèïàäêó êóò
ïîâîðîòó äîðіâíþє 50. Ïîâåðíåìî òå-
ïåð ïî÷àòêîâèé ðà äіóñ OA íà êóò 50
ó íàïðÿìêó ðóõó ãîäèííèêîâîї ñòðіë-
êè, îòðèìàєìî ðà äіóñ OC. Ó öüîìó âè-
ïàäêó êóò ïîâîðîòó äîðіâíþє –50. Íà 
ìàëþíêó 7.1 ñòðіëêàìè âêàçàíî êóòè 
ïîâîðîòó 50 і –50 òà íàïðÿì ïîâîðî-
òó. Óçàãàëі,

Êóò ïîâîðîòó ìîæå áóòè áóäü-ÿêèì ÷èñëîì. Íà ìàëþí-
êó 7.2 ìàєìî êóòè ïîâîðîòó 120 і –170.

    

     Ìàë. 7.2              Ìàë. 7.3             Ìàë. 7.4

Ïîêàæåìî êóò ïîâîðîòó 225. Îñêіëüêè 225  180 + 45, 
ïîâåðíåìî ïî÷àòêîâèé ðàäіóñ OA â äîäàòíîìó íàïðÿìі íà 
180, à ïîòіì ó òîìó æ íàïðÿìі ùå íà 45 (ìàë. 7.3). ßêùî ïî-
÷àòêîâèì ðàäіóñîì âèêîíàòè ïîâíèé îáåðò ïðîòè ðóõó ãîäèí-

СИНУС, КОСИНУС, ТАНГЕНС 
І КОТАНГЕНС КУТА§ 7. 

1. Êóòè äîâіëüíîї 1.1.. Ê. ÊÊóòÊóòòèòèè äè ääîâäîââіëâіëëüíëüííîїíîї 
âåëè÷èíèâååëèåëèè÷è÷èíèííèíè

Ìàë. 7.1

ðè ïîâîðîòі ïî÷àòêîâîãî ðà äіóñà ïðîòè ðóõó ãîäèííè-
îâîї ñòðіëêè êóò ïîâîðîòó ââàæàþòü äîäàòíèì, à çà 

ðóõîì ãîäèííèêîâîї ñòðіëêè – âіä’єìíèì (ìàë. 7.1).

Ì

ïð
êî
ðó
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íèêîâîї ñòðіëêè, òî îòðèìàєìî êóò ïîâîðîòó 360 (ìàë. 7.4).
Ïî÷àòêîâèé ðàäіóñ ìîæíà ïîâåðíóòè і áіëüø íіæ íà ïîâíèé
îáåðò, íàïðèêëàä, íà ìàëþíêó 7.5 ìàєìî êóò ïîâîðîòó 440.

ßêùî ïî÷àòêîâèé ðàäіóñ ïîâåðíóòè çà ðóõîì ãîäèííèêîâîї
ñòðіëêè íà 330, òîáòî ó âіä’єìíîìó íàïðÿìі, îòðèìàєìî êóò
ïîâîðîòó –330 (ìàë. 7.6).

    

     Ìàë. 7.5             Ìàë. 7.6             Ìàë. 7.7

Íåõàé ïðè ïîâîðîòі íà 40 ïî÷àòêîâèé ðà äіóñ OA ïåðåéøîâ
ó ðà äіóñ OB (ìàë. 7.7). ßêùî ïіñëÿ öüîãî ðà äіóñ OB ïîâåðíó-
òè íà êóò 360 àáî –360, òî çíîâó îòðèìàєìî ðà äіóñ OB. Іç
öüîãî ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî ðà äіóñ OA ïåðåõîäèòü ó ðà-
äіóñ OB ÿê ïðè ïîâîðîòі íà êóò 40 + 360  400òàê і ïðè
ïîâîðîòі íà êóò 40 – 360  –320, òà é óçàãàëі ïðè ïîâîðîòі
íà êóò 40 + 360k, äå k – áóäü-ÿêå öіëå ÷èñëî, òîáòî k  Z.

Î÷åâèäíî, ùî é áóäü-ÿêèé êóò  ìîæíà ïîäàòè ó âè-
ãëÿäі   0 + 360k, äå 0 J 0  360, k  Z. Íàïðèêëàä,
1100  20 + 360  3, à –640  80 + 360  (–2).

Çàäà÷à 1. Ñåðåä êóòіâ ïîâîðîòó 460, –270, 810, –660
çíàéòè òі, ïðè ïîâîðîòі íà ÿêі ïî÷àòêîâèé ðà äіóñ ïðèéìå òå
ñàìå ïîëîæåííÿ, ùî é ïðè ïîâîðîòі íà êóò 90.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè 460  100 + 360  1;
–270  90 + 360  (–1); 810  90 + 360  2;
–660  60 + 360  (–2), òî òàêèìè є êóòè –270 і 810.
Â і ä ï î â і ä ü. –270 і 810.

Íàãàäàєìî, ùî êîîðäèíàòíі îñі äіëÿòü
êîîðäèíàòíó ïëîùèíó íà ÷îòèðè ÷âåðòі
(ìàë. 7.8). Íåõàé ïðè ïîâîðîòі íà êóò  ïî-
÷àòêîâèé ðà äіóñ OA ïåðåéøîâ ó ðà äіóñ OB,
òîäі êóò  íàçèâàþòü êóòîì òîї ÷âåðòі, ó
ÿêіé ìіñòèòüñÿ ðà äіóñ OB. Òàê, íàïðèêëàä,
  50 – êóò ïåðøîї ÷âåðòі (ìàë. 7.1),
  120 – êóò äðóãîї ÷âåðòі (ìàë. 7.2),
  225 – êóò òðåòüîї ÷âåðòі (ìàë. 7.3),
  –50 – êóò ÷åòâåðòîї ÷âåðòі (ìàë. 7.1).

Çàäà÷à 1. 

Ìàë. 7.8
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Êóòè 0; 90; 180; 270; 360; … íå íàëåæàòü æîäíіé 
÷âåðòі.

Çàäà÷à 2. Êóòîì ÿêîї ÷âåðòі є êóò: 1) 1999;  2) –2010
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.
1) 1999  199 + 360  5, òîìó 1999 – êóò ІІІ ÷âåðòі.
2) –2010  150 + 360  (–6), òîìó –2010 – êóò ІІ ÷âåðòі.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) êóò ІІІ ÷âåðòі; 2) êóò ІІ ÷âåðòі.

Íåõàé ïðè ïîâîðîòі íà êóò  ïî÷àò-
êîâèé ðà äіóñ OA ïåðåéøîâ ó ðà äіóñ
OB, ïðè÷îìó òî÷êà B ìàє êîîðäè-
íàòè (x; y) (ìàë. 7.9).

Çàóâàæèìî, ùî âêàçàíі îçíà÷åííÿ íå ñóïåðå÷àòü îçíà÷åí-
íÿì ñèíóñà, êîñèíóñà і òàíãåíñà êóòіâ âіä 0 äî 180, ðàíіøå 
ââåäåíèì ó ãåîìåòðії.

          Ìàë. 7.9                    Ìàë. 7.10

ßê âіäîìî ç êóðñó ãåîìåòðії, çíà-
÷åííÿ ,  і , äå
0 J  J 180, çàëåæèòü ëèøå âіä 

Çàäà÷à 2. 

2. Îçíà÷åííÿ ñèíóñà,2.. ÎÎçííà÷÷åíííÿÿ ññèííóóóñàó à,
êîñèíóñà, òàíãåíñà,êîîñèîñèèíèíóñóñàà, òòòàíòàííãåíãååíñåíññàñà,
êîòàíãåíñàêîîòòàííãååíññà

èíóñîì êóòà  íàçèâàþòü âіäíîøåííÿ îðäèíàòè òî÷-

è B äî äîâæèíè ðà äіóñà: .

Êîñèíóñîì êóòà  íàçèâàþòü âіäíîøåííÿ àáñöèñè 

òî÷êè B äî äîâæèíè ðà äіóñà: .

Òàíãåíñîì êóòà  íàçèâàþòü âіäíîøåííÿ îðäèíàòè 

òî÷êè B äî її àáñöèñè: (ÿêùî x  0).

Êîòàíãåíñîì êóòà  íàçèâàþòü âіäíîøåííÿ àáñöèñè 

òî÷êè B äî її îðäèíàòè:  (ÿêùî y  0).

Ñè

êè

3. Îäèíè÷íå êîëî33. ÎÎ. ÎÎäÎäèÎäèèíèèíèè÷è÷÷íå÷íåå êå êîëîëëîëî
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ãðàäóñíîї ìіðè êóòà  і íå çàëåæèòü âіä äîâæèíè ðà äіóñà R.
Òîìó çðó÷íî ðîçãëÿäàòè êîëî ç ðà äіóñîì R  1 і öåíòðîì ó ïî-
÷àòêó êîîðäèíàò (ìàë. 7.10). Òàêå êîëî íàçèâàþòü îäèíè÷íèì
êîëîì.

Íåõàé ïðè ïîâîðîòі íà êóò  ïî÷àòêîâèé ðà äіóñ OP0 ïå-
ðåõîäèòü ó ðà äіóñ OP, äå òî÷êà P ìàє êîîðäèíàòè (x; y)
(ìàë. 7.10). Êàæóòü, ùî êóòó  âіäïîâіäàє òî÷êà P îäèíè÷íî-
ãî êîëà. Òîäі

)

Îçíà÷åííÿ òàíãåíñà ìîæíà ñôîðìóëþâàòè é òàê:

Ñïðàâäі, îñêіëüêè y  sin, à x  cos , òî , 

äå . Àíàëîãі÷íî:

Ñïðàâäі, , äå .

Âèðàçè  і  ìàþòü çìіñò äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åí-
íÿ . Âèðàç  ìàє çìіñò, êîëè , òîáòî êîëè  90,
270, 450, … , îñêіëüêè äëÿ öèõ êóòіâ àáñöèñà âіäïîâіäíîї
òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà äîðіâíþє íóëþ. Âèðàç  ìàє çìіñò,
êîëè , òîáòî êîëè   0, 180, 360, … , îñêіëüêè äëÿ
öèõ êóòіâ îðäèíàòà âіäïîâіäíîї òî÷êè îäèíè÷íîãî êîëà äîðіâ-
íþє íóëþ.

Îòæå, êîæíîìó äîïóñòèìîìó çíà÷åííþ êóòà  âіäïîâіäàє
єäèíå çíà÷åííÿ , , , . Òîìó ñèíóñ, êîñèíóñ,
òàíãåíñ і êîòàíãåíñ є ôóíêöіÿìè êóòà . Їõ íàçèâàþòü òðèãî-
íîìåòðè÷íèìè ôóíêöіÿìè êóòà.

èíóñîì êóòà  íàçèâàþòü îðäèíàòó òî÷êè P(x; y)
äèíè÷íîãî êîëà, òîáòî sin   y;

êîñèíóñîì êóòà  íàçèâàþòü àáñöèñó òî÷êè P(x; y)
îäèíè÷íîãî êîëà, òîáòî cos   x;

òàíãåíñîì êóòà  íàçèâàþòü âіäíîøåííÿ îðäèíàòè 
òî÷êè P(x; y) îäèíè÷íîãî êîëà äî її àáñöèñè, òîáòî 

 (ÿêùî x  0);

êîòàíãåíñîì êóòà  íàçèâàþòü âіäíîøåííÿ àáñöèñè 
òî÷êè P(x; y) îäèíè÷íîãî êîëà äî її îðäèíàòè, òîáòî 

 (ÿêùî y  0).

ãî êîëà

ñè
îä

êî

àíãåíñîì êóòà  íàçèâàþòü âіäíîøåííÿ ñèíóñà öüîãî 
óòà äî éîãî êîñèíóñà.

Îçíà

òà
êó

îòàíãåíñîì êóòà  íàçèâàþòü âіäíîøåííÿ êîñèíóñà 
üîãî êóòà äî éîãî ñèíóñà.

äå 

êî
öü
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Çíàéäåìî çíà÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷-
íèõ ôóíêöіé êóòіâ 0, 90, 180, 
270, 360 çà îçíà÷åííÿì.

Íà îäèíè÷íîìó êîëі (ìàë. 7.11)
ïîçíà÷èìî òî÷êè P äëÿ   0; 90; 

180; 270; 360. Ìàòèìåìî:
P0(1; 0), òîìó ; ; 

;  – íå іñíóє.
P90(0; 1), òîìó ; ; 

 – íå іñíóє; .
P180(–1; 0), òîìó ; 

; ;  –
íå іñíóє.
P270(0; –1), òîìó ; 

;  – íå іñíóє; .
Òî÷êà P360 ìàє òàêі ñàìі êîîðäèíàòè, ÿê і òî÷êà P0, òîìó 

; ; ; 
– íå іñíóє.

Ïîäàìî îòðèìàíі çíà÷åííÿ ó âèãëÿäі òàáëèöі, äîïîâíèâøè 
її çíà÷åííÿìè ñèíóñà, êîñèíóñà і òàíãåíñà ãîñòðèõ і òóïèõ 
êóòіâ, âіäîìèõ íàì ç êóðñó ãåîìåòðії. Íåâіäîìі çíà÷åííÿ òàí-
ãåíñà і êîòàíãåíñà äëÿ öієї òàáëèöі îá÷èñëèìî âіäïîâіäíî çà

ôîðìóëàìè  і  ïåðøîãî ðÿäêà 

öієї òàáëèöі ùå íàçèâàþòü òàáëè÷íèìè êóòàìè. Ìàєìî:

 0 30 45 60 90 120 135 150 180 270 360

sin 0 1 0 –1 0

cos 1 0 –1 0 1

tg 0 1 – –1 0 – 0

ctg – 1 0 –1 – 0 –

Çàäà÷à 3. Îá÷èñëèòè: ctg135 + sin230
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Êóòè 135 і 30 є òàáëè÷íèìè. Îòæå,

ctg135 + sin230  –0,75.

Â і ä ï î â і ä ü. –0,75.

4. Òðèãîíîìåòðè÷íі4.. ÒÒðèðèãîîíîîììåòòðððè÷ð ÷íіі
çíà÷åííÿ äåÿêèõçííà÷íà÷÷åí÷åííííííÿíÿ äåäååÿêåÿêêèõêèõõõ
êóòіâêóóòіòіââ

Ìàë. 7.11

Çàäà÷à 3. 
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ ñèíóñà, êîñèíóñà
і òàíãåíñà â êàëüêóëÿòîðàõ є âіäïî-

âіäíі êëàâіøі sin , cos  і tg

(ó äåÿêèõ êàëüêóëÿòîðàõ tan ).

Ñïî÷àòêó ïåðåìèêà÷ «Ã–Ð» òðåáà
âèñòàâèòè â ïîëîæåííÿ «Ã» äëÿ çàäàííÿ êóòіâ ó ãðàäóñàõ.
Ó äåÿêèõ êàëüêóëÿòîðàõ öå äîñÿãàєòüñÿ çà äîïîìîãîþ êëàâі-

øі MODE і âèáîðó âіäïîâіäíîãî ðåæèìó. Çàëåæíî âіä òèïó

êàëüêóëÿòîðіâ ïîñëіäîâíіñòü îá÷èñëåíü ìîæå áóòè ðіçíîþ,
òîìó ðàäèìî óâàæíî îçíàéîìèòèñÿ ç іíñòðóêöієþ äî âàøîãî
êàëüêóëÿòîðà. Íàâåäåìî ïîðÿäîê îá÷èñëåíü äëÿ äâîõ íàé-
áіëüø ïîøèðåíèõ òèïіâ êàëüêóëÿòîðіâ.

Ïðèêëàä
Êàëüêóëÿòîðè

І òèïó

Ðåçóëüòàò
(ç òî÷íіñòþ
äî äåñÿòè-
òèñÿ÷íèõ)

sin 28 28 sin  0,4695

cos 1220 20  60 + 12  cos  0,9769

tg 17 17 tg  0,3057

ctg 54 54 tg 1/x  0,7265

Ïðèêëàä
Êàëüêóëÿòîðè

ІІ òèïó

Ðåçóëüòàò
(ç òî÷íіñòþ
äî äåñÿòè-
òèñÿ÷íèõ)

sin 28 sin 28   0,4695

cos 1220 cos 12  , „ 20  , „   0,9769

tg 17 tg 17   0,3057

ctg 54 1  tg 54   0,7265

Â îñòàííüîìó ðÿäêó îáîõ òàáëèöü ñêîðèñòàëèñÿ òèì, ùî
êîòàíãåíñ є ÷èñëîì, îáåðíåíèì äî òàíãåíñà.

5. Çíàõîäæåííÿ5.. Çíààõîîäææååíííÿ
òðèãîíîìåòðè÷íèõòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íè÷íèèõèõ
çíà÷åíü çà äîïîìîãîþçííà÷÷åííü çà äà äääîïïîììîîãîîþ
êàëüêóëÿòîðààëüêêóëëÿòòîîðàà
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
7.1. (Óñíî.) Êóòó  íà îäèíè÷íîìó êîëі âіäïîâіäàє òî÷êà 

. Íàçâіòü çíà÷åííÿ sin і cos.

Òåðìіí òðèãîíîìåòðіÿ ïîõîäèòü âіä ãðåöü-
êèõ ñëіâ «òðèãîíîì» – òðèêóòíèê і «ìå-
òðіî» – âèìіðþþ, ùî ðàçîì îçíà÷àє âèìі-

íÿ òðèêóòíèêіâ.
òðåáà ó âèìіðþâàííі âіäñòàíåé і êóòіâ âèíèêëà ùå ó ñòà-
íі ÷àñè ÷åðåç íåîáõіäíіñòü âèçíà÷åííÿ ïîëîæåííÿ çіðîê íà

íåáі, êîðàáëіâ ó âіäêðèòîìó ìîðі, êàðàâàíіâ ó ïóñòåëі òîùî.
Äåÿêі çíàííÿ ç òðèãîíîìåòðії íàêîïè÷èëè і â÷åíі Ñòàðîäàâ-

íüîãî Âàâèëîíó. Çàñíîâíèêàìè æ òðèãîíîìåòðії ïðèéíÿòî
ââàæàòè äàâíüîãðåöüêèõ â÷åíèõ Ãіïàðõà (áë. 180 ð. – áë. 125 ð.
äî í.å.) і Ïòîëåìåÿ (áë. 100 ð. – áë. 178 ð.). Çîêðåìà, Ãіïàðõ
ñêëàâ òàáëèöі õîðä – ïåðøі òðèãîíîìåòðè÷íі òàáëèöі. Áіëüø
òî÷íі òàáëèöі ñèíóñіâ ñêëàâ Ïòîëåìåé. Êðіì öèõ òàáëèöü,
éîãî ïðàöÿ «Àëüìàãåñò» ìіñòèëà òàêîæ òîãî÷àñíі âіäîìîñòі ç 
àñòðîíîìії òà ñóìіæíèõ íàóê.

Ó Єâðîïі âïåðøå òðèãîíîìåòðіÿ ÿê ñàìîñòіéíà íàóêà òðàê-
òóєòüñÿ ó ïðàöі «Ï’ÿòü êíèã ïðî òðèêóòíèê óñіõ âèäіâ»
Éîãàííà Ìþëëåðà (1436–1476). Ïîäàëüøèé ðîçâèòîê òðèãî-
íîìåòðії âіäáóâñÿ çàâäÿêè Ìèêîëàþ Êîïåðíèêó (1473–1543),
Ôðàíñóà Âієòó (1540–1603), Éîãàííó Êåïëåðó (1571–1630) і
áóâ ïîâ’ÿçàíèé ç äîñëіäæåííÿìè â àñòðîíîìії. Ñó÷àñíîãî âè-
ãëÿäó òðèãîíîìåòðіÿ íàáóëà ó ïðàöÿõ Ëåî íàðäà Åéëåðà (1707–
1783), ÿêèé óïåðøå ñôîðìóëþâàâ îçíà÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôóíêöіé, ðîçãëÿíóâ їõ äëÿ äîâіëüíèõ êóòіâ òà äîâіâ êіëüêà òðè-
ãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë.

Òåðìіí «ñèíóñ» óïåðøå ç’ÿâèâñÿ ó ïðàöÿõ іíäіéñüêîãî â÷åíîãî
Àðіàáõàòòè (476–550). Òåðìіí «êîñèíóñ» є ñêîðî÷åííÿì ëà-
òèíñüêîãî «complementy sinus», òîáòî äîäàòêîâèé ñèíóñ.

Ñó÷àñíі ïîçíà÷åííÿ «sinx» і «cosx» óïåðøå çàïðîïîíóâàâ
Éîãàíí Áåðíóëëі â 1739 ð. â ëèñòі äî Åéëåðà. Åéëåð їõ ïðèéíÿâ
і ñèñòåìàòèçóâàâ.

Òåðìіíè «òàíãåíñ» і «êîòàíãåíñ» óâåäåíî àðàáñüêèì ìàòå-
ìàòèêîì Àáó-í-Âåôà (940–998). Âіí æå ñêëàâ ïåðøі òàáëèöі
òàíãåíñіâ і êîòàíãåíñіâ.

à

ííí
æàæ

íå
Äåÿ
îãíüîíü

åá êêîі êі

î
òò
êë
î äîä
ââââââ

í
ÄÄ
åíåíåíí

ää
ñ
ò
ñ
òòòî
é
òîòîò

íüíüíí

éîéîéé

 Що називають початковим ра діусом; кутом повороту?  Який
ут повороту вважають додатним, а який – від’ємним?  Сфор-

мулюйте означення синуса, косинуса, тангенса і котангенса
кута .  Яке коло називають одиничним?  Сформулюйте 
означення синуса, косинуса, тангенса і котангенса кута , зада-
ного на одиничному колі.
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7.2. Êóòó  íà îäèíè÷íîìó êîëі âіäïîâіäàє òî÷êà .
Çàïèøіòü çíà÷åííÿ sin і cos

Çíàéäіòü (7.3–7.4):

7.3. 1) sin 45;      2) cos 90;      3) tg 30;      4) ctg135;
5) cos 120;     6) sin 180;     7) ctg60;      8) tg 0.

7.4. 1) sin 120;     2) cos 30;      3) tg 45;      4) ctg90;
5) cos 270;     6) sin 0;       7) ctg120;     8) tg 60.
Íàêðåñëіòü êîëî іç öåíòðîì ó ïî÷àòêó êîîðäèíàò і ïîçíà-
÷òå íà íüîìó, âèêîðèñòîâóþ÷è òðàíñïîðòèð, êóò ïîâîðîòó
(7.5–7.6):

7.5. 1) 60;         2) 210;       3) –40;       4) –320.

7.6. 1) 110;       2) 300;       3) –130;      4) –200.

Çàïèøіòü êóò  ó âèãëÿäі   0 + 360k, äå 0 J 0  360, 
k  Z, ÿêùî (7.7–7.8):

7.7. 1)   420;   2)   765;   3)   –320;   4)   –1060.

7.8. 1)   730;   2)   395;   3)   –710;   4)   –770.

Êóòîì ÿêîї ÷âåðòі є êóò ãðàäóñíîї ìіðè (7.9–7.10):

7.9. 1) 190;      2) –190;     3) 105;      4) –105;
5) 89;       6) –89;       7) 320;       8) –320?

7.10. 1) 95;      2) –95;      3) 210;      4) –210;
 5) 20;      6) –20;       7) 280;       8) –280?

7.11. Âіäîìî, ùî ; . Çíàéäіòü tg  і ctg .

7.12. Âіäîìî, ùî ; . Çíàéäіòü tg і ctg.

Çíàéäіòü íà êàëüêóëÿòîðі (îêðóãëіòü äî òèñÿ÷íèõ) (7.13–7.14):

7.13. 1) sin (–15);   2) cos 127;    3) tg 1000;   4) ctg(–37).

7.14. 1) sin 190 ;   2) cos (–100);   3) tg (–29);   4) ctg1200.

Îá÷èñëіòü (7.15–7.16):

7.15. 1) cos 90 + sin 0;       2) 3cos 180  sin 90;
 3) 2tg 180 – 4ctg90;    4) ctg270 – cos 270 + sin 270.

7.16. 1) 5sin 360  + cos 360;   2) tg 0 + sin 180 – cos 0.

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (7.17–7.18):

7.17. 1) 4cos 30 – 2sin 60;    2)  sin 45 +  cos 45;
 3) tg 60 : ctg30;        4) sin 150 + cos 120.
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7.18. 1) ctg60 – tg 30;       2)  sin 120 – cos 60;
3) sin 135 + cos 135;    4) tg 120 : ctg 150.

7.19. Ñåðåä êóòіâ ïîâîðîòó 520; 440; –310; 220; 770; 
–560 çíàéäіòü òі, ó ÿêèõ ïî÷àòêîâèé ðà äіóñ ïðèéìàòèìå 
òå ñàìå ïîëîæåííÿ, ùî é ïðè ïîâîðîòі íà êóò:
1) 50;     2) 160.

7.20. Ó ïðîìіæêó âіä 0 äî 360 çíàéäіòü êóò  òàêèé, ùîá
ïîâîðîò ïî÷àòêîâîãî ðà äіóñà íà öåé êóò çáіãàâñÿ ç ïîâî-
ðîòîì íà êóò , ÿêùî:
1)   480;   2)   –70;   3)   1150;   4)   –670.

Çíàéäіòü íà êàëüêóëÿòîðі (îêðóãëіòü äî ñîòèõ) (7.21–7.22):

7.21. 1) sin 1237 + cos 1513;     2) tg 10512 + ctg 18538.

7.22. 1) cos 11324 + tg 1736;     2) sin 19015 + ctg 1230.

7.23. Óêàæіòü êóò  ç ïðîìіæêó [360; 720], äëÿ ÿêîãî:
1) sin  1;   2) cos   0;    3) sin   0;    4) cos  –1.

7.24. Óêàæіòü êóò  ç ïðîìіæêó [–360; 0], äëÿ ÿêîãî:
1) sin  –1;      2) cos   1.

7.25. Óêàæіòü òðè òàêèõ çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêèõ:

1) ;       2) tg x  0.

7.26. Óêàæіòü äâà òàêèõ çíà÷åííÿ , äëÿ ÿêèõ:

1) ;     2) ctg  0.

Îá÷èñëіòü (7.27–7.28):

7.27. 1) + ;       2) ;
3)  + ;
4) .

7.28. 1)  – ;       2) ;
3)  + ; 
4) .

7.29. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó , ÿêùî:
1)   15;     2)   30;     3)   60;     4)   90.

7.30. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó
1)   30;     2)   60.
Îá÷èñëіòü (7.31–7.32):

7.31. 1) ;

2) .
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7.32. 1) ;

 2) .

7.33. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè òî÷îê P– і P+180 íà îäèíè÷íî-
ìó êîëі, ÿêùî P(a; b).

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
7.34. Äëÿ òàáîðó ïëàñòóíіâ òðåáà ïðèäáàòè öóêîð ç ðîçðàõóí-
êó 50 ã öóêðó íà äîáó (íà îäíó îñîáó). Ó òàáîðі 4 êóðåíі íà
28 ìіñöü êîæåí. Ñêіëüêè êіëîãðàìîâèõ óïàêîâîê öóêðó çíà-
äîáèòüñÿ íà 5 äіá äëÿ âñüîãî òàáîðó?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

Ðàäіóñ êîëà äîðіâíþє 1 äì. Çíàéäіòü äîâæèíó äóãè, ùî
âіäïîâіäàє öåíòðàëüíîìó êóòó:
1) 30;       2) 45;        3) 60;        4) 90;
5) 120;      6) 135;      7) 150;      8) 180;  
9) 210;     10) 235;     11) 240;     12) 270.

ßê âіäîìî, êóòè âèìіðþþòü ó ãðàäóñàõ òà éîãî ÷àñòèíàõ –
ìіíóòàõ, ñåêóíäàõ. Ïðîòå â ìàòåìàòèöі, àñòðîíîìії, ôіçèöі òà
іíøèõ íàóêàõ âèêîðèñòîâóþòü òàêîæ і ðàäіàííó ìіðó êóòà,
ÿêà ìàє ïåâíі ïåðåâàãè ïåðåä ãðàäóñíîþ.

Íà ìàëþíêó 8.1 ABA  R, òîìó êóò AOB
ìàє ìіðó 1 ðàäіàí (ñêîðî÷åíî «ðàä»).

Óñòàíîâèìî çâ’ÿçîê ìіæ ðàäіàííîþ і
ãðàäóñíîþ ìіðàìè êóòà.

Äîâæèíà ïіâêîëà, ðà äіóñ ÿêîãî R, äî-
ðіâíþє R, ùî â  ðàçіâ áіëüøå çà äîâæè-
íó äóãè AB. Òîìó ðîçãîðíóòîìó êóòó âіä-
ïîâіäàє äóãà, ìіðè  ðàäіàíіâ. Îòæå,

РАДІАННЕ ВИМІРЮВАННЯ КУТІВ. 
ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ФУНКЦІЇ ЧИСЛОВОГО
АРГУМЕНТУ

§ 8. 

óòîì â 1 (îäèí) ðàäіàí íàçèâàþòü 
åíòðàëüíèé êóò, äîâæèíà äóãè ÿêî-

ãî äîðіâíþє äîâæèíі ðà äіóñà êîëà.

Êó
öå
ãî

1. Ðàäіàííà ìіðà11 Ð1. ÐÐàÐààäіàäііàíіàííííííàíà ìììіðìіððàðà
êóòàêêóòêóòòàòààà

Ìàë. 8.1

180   ðàä.

ïîâіäàє
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Òîäі  ðàä, , òîìó

 

Öі ôîðìóëè, çîêðåìà, äîïîìîãàþòü ïåðåéòè âіä ãðàäóñíîї
ìіðè êóòà äî ðàäіàííîї, і íàâïàêè, àëå ìîæíà çàñòîñîâóâàòè 
і ïðîïîðöіþ, âðàõóâàâøè, ùî 180   ðàä.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ðàäіàííó ìіðó êóòà 144.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1-é ñïîñіá (çà ôîðìóëîþ):á

 (ðàä).

2-é ñïîñіá (çà äîïîìîãîþ ïðîïîðöії):  180á  –  ðàä
                                 144 – x ðàä

Ìàєìî ðіâíÿííÿ: , çâіäêè , òîáòî (ðàä).

Â і ä ï î â і ä ü.  ðàä.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ãðàäóñíó ìіðó êóòà: 1) 1,5 ðàä;   2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) .

2) Çíàéòè ìîæíà â òîé ñàìèé ñïîñіá, ùî é äëÿ ïîïåðåäíüîãî
êóòà, àëå òóò äîöіëüíіøå áóäå çàìіíèòè  íà 180. Ìàòèìå-

ìî: .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) 150.

Çàäà÷à 3. Çíàéäåìî ðàäіàííі ìіðè òàáëè÷íèõ êóòіâ:

;             ;

;           ;

;   ;

;   ; 

 ðàä;  ;  .

Çàäà÷à 1. 

Çàäà÷à 2. 

Çàäà÷à 3.
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Ðàäіàííó ìіðó êóòà, òàê ñàìî ÿê і
ãðàäóñíó, âèêîðèñòîâóþòü äëÿ çà-
ïèñó òðèãîíîìåòðè÷íèõ âèðàçіâ.
Òàê, çàïèñ sin 2 îçíà÷àє ñèíóñ êóòà,
ìіðà ÿêîãî äîðіâíþє 2 ðàäіàíè, çà-

ïèñ  îçíà÷àє êîñèíóñ êóòà ìіðè  ðàäіàíіâ, çàïèñ

 – òàíãåíñ êóòà, ìіðà ÿêîãî äîðіâíþє –3 ðàäіàíè.
Êîæíîìó äîïóñòèìîìó çíà÷åííþ ÷èñëà x (êóòà, ùî ìіñòèòü

x ðàäіàíіâ) âіäïîâіäàє єäèíå çíà÷åííÿ sinx, cos x, tgx, ctgx.
Òîìó ñèíóñ, êîñèíóñ, òàíãåíñ і êîòàíãåíñ є ôóíêöіÿìè ÷èñëî-
âîãî àðãóìåíòó x. Їõ íàçèâàþòü òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöі-
ÿìè ÷èñëîâîãî àðãóìåíòó.

Íàïðèêëàä, ; ; 

Çàäà÷à 4. Çíàéòè çíà÷åííÿ âèðàçó cos x + x, ÿêùî x  0.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ßêùî x  0, ìàєìî:
cosx + x  cos 0 + 0  1 + 0  1.
Â і ä ï î â і ä ü. 1.

Çíà÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíê-
öіé ÷èñëîâîãî àðãóìåíòó çà äîïîìî-
ãîþ êàëüêóëÿòîðà çíàõîäÿòü òàê
ñàìî, ÿê і çíà÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷-
íèõ ôóíêöіé êóòіâ, ÿêі çàäàíî
ó ãðàäóñàõ (äèâ. § 7, ï. 5), àëå â
öüîìó âèïàäêó äëÿ çàäàííÿ êóòіâ
ó ðàäіàíàõ ïåðåìèêà÷ <Ã–Ð> òðåáà

âèñòàâèòè â ïîëîæåííÿ «Ð». Íàãàäàєìî, ùî â äåÿêèõ êàëüêó-

ëÿòîðàõ öå äîñÿãàєòüñÿ çà äîïîìîãîþ êëàâіøі MODE  і âèáî-

ðó âіäïîâіäíîãî ðåæèìó.
Ïåðåâіðòå íà ñâîєìó êàëüêóëÿòîðі, ùî
sin 2  0,9093;        cos 30  0,1543;   
tg (–2,7)  0,4727;     ctg 2,95  –5,1554.

2. Òðèãîíîìåòðè÷íі2.. ÒÒðèðèãîîíîîììåòòðððè÷ð ÷íіі
ôóíêöії ÷èñëîâîãîôóóíóííêöíêööіїöії ÷è÷èèñëèñëëîëîâîâîîãîîãî
àðãóìåíòóàððãóóììåííòòó

Çàäà÷à 4.

3. Çíàõîäæåííÿ3.. Çíààõîîäææååíííÿ
çíà÷åíüçííà÷íà÷÷åí÷åííüíü
òðèãîíîìåòðè÷íèõòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íè÷íèèõèõ
ôóíêöіé çà äîïîìîãîþôóóíóíêöööіéö é çàà ääîïïîììîîãîîþ
êàëüêóëÿòîðààëüêêóëëÿòòîîðàà

Ïåðøå âèêîðèñòàííÿ ðàäіàíà çàìіñòü êó-
òîâîãî ãðàäóñà çàçâè÷àé ïðèïèñóþòü Ðî-
äæåðó Êîòñó (XVII ñò.), ÿêèé ââàæàâ öþ 

äèíèöþ âèìіðþâàííÿ êóòіâ íàéáіëüø ïðèðîäíîþ. Îäíàê іäåþ 
èìіðþâàííÿ äîâæèíè äóãè ðà äіóñîì êîëà âèêîðèñòîâóâàëè é
íøі ìàòåìàòèêè. Íàïðèêëàä, Àëü-Êàøі âèêîðèñòîâóâàâ îäè-ø
èì
äää
èèìèìì
äèäèèíäèíää

íøíøí

іііøå...øå....іøøíі .іøå
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Çíàéäіòü ðàäіàííó ìіðó êóòà (8.1–8.2):

8.1. 1) 20;   2) 75;   3) –40;  4) 720;  5) –110;   6) 225.

8.2. 1) 25 ;   2) –30;  3) 130;  4) –160;  5) 50;    6) 240.

Çíàéäіòü ãðàäóñíó ìіðó êóòà, ðàäіàííà ìіðà ÿêîãî äîðіâíþє 
(8.3–8.4):

8.3. 1) ;    2) 3;     3) ;    4) –;     5) 0,5;    6) –2.

8.4. 1) ;    2) –2;    3) ;      4) ;    5) 1,5;    6) –3.

Êóòîì ÿêîї ÷âåðòі є êóò (8.5–8.6):

8.5. 1) ;      2) ;      3) ;     4) ?

8.6. 1) ;     2) ;     3) ;     4) ?

8.7. Äàõ ìàє ôîðìó òðèêóòíèêà. Ðàäіàííà ìіðà äâîõ êóòіâ

öüîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþє  і . Çíàéäіòü ðàäіàííó і

ãðàäóñíó ìіðè òðåòüîãî êóòà òðèêóòíèêà.

íèöþ âèìіðþâàííÿ, ÿêó íàçèâàâ «÷àñòèíà äіàìåòðà» і ÿêà äî-

ðіâíþâàëà  ñó÷àñíîãî ðîçóìіííÿ ðàäіàíà. Òàêîæ âіí âèêî-

ðèñòîâóâàâ і áіëüø äðіáíі ÷àñòèíè öієї îäèíèöі âèìіðþâàííÿ.
Òåðìіí «ðàäіàí» óïåðøå áóëî âæèòî 5 ÷åðâíÿ 1873 ðîêó

â åêçàìåíàöіéíèõ áіëåòàõ, ñêëàäåíèõ Äæåéìñîíîì Òîìñîíîì
äëÿ ñòóäåíòіâ óíіâåðñèòåòó Êâіíñà â Áåëôàñòі (Ïіâíі÷íà
Іðëàíäіÿ). Òîìñîí ïî÷àâ âèêîðèñòîâóâàòè öåé òåðìіí ùå äî
òîãî, ÿê ñêëàâ öі áіëåòè. Ñàìå òîäі éîãî êîëåãà Òîìàñ Ìþїð
іç Ñåíò-Åêäðþñüêîãî óíіâåðñèòåòó íàìàãàâñÿ âèçíà÷èòèñÿ ç
íàçâîþ òåðìіíó, âàãàþ÷èñü ìіæ íàçâàìè «ðàä», «ðàäіàë» і «ðà-
äіàí». Ó 1879 ðîöі Ìþїð, ïðîêîíñóëüòóâàâøèñÿ ç Òîìñîíîì,
âèðіøèâ âèêîðèñòîâóâàòè òåðìіí «ðàäіàí».

 Що називають кутом в 1 радіан?  Яка радіанна міра кута 
80?  Як перейти від градусної міри до радіанної, і навпаки?
 Укажіть наближено градусну міру кута в 1 рад.  Що назива-

ють тригонометричною функцією числового аргументу?  За-
пам’ятайте радіанні міри табличних кутів.

11111111111

8888888888 1111111111 1
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8.8. Òóðèñòè÷íèé íàìåò ìàє ôîðìó ðіâíîáі÷íîї òðàïåöії, îäèí
ç êóòіâ ÿêîї äîðіâíþє 72. Çíàéäіòü ãðàäóñíó і ðàäіàííó
ìіðè áіëüøîãî ç êóòіâ òðàïåöії.

Çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà çíàéäіòü ÷èñëî ç òî÷íіñòþ äî ñîòèõ
(8.9–8.10):

8.9.  1) ;      2) ;      3) 2;        4) –4,5.

8.10. 1) ;     2) ;      3) –1,5;      4) 8.

Çíàéäіòü çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà (îêðóãëіòü äî òèñÿ÷íèõ) 
(8.11–8.12):

8.11. 1) sin 1;     2) cos (–2,5);    3) ;     4) .

8.12. 1) sin (–3);    2) cos 0,8;     3) ;     4) ctg 4,2.

8.13. Íàêðåñëіòü òàáëèöþ â çîøèòі òà çàïîâíіòü її.

 0
        


  

2

sin
cos
tg
ctg 

Îá÷èñëіòü (8.14–8.15):

8.14. 1)  + ;         2)  + ;

 3)  – ;       4)  + .

8.15. 1)  – ;          2)  + ;

 3)  – ;         4)  + .

8.16. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 3sin + 2cos, ÿêùî:

1)   0;     2) ;     3)   ;     4) .

8.17. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó 5cos  – 2sin, ÿêùî:

1)   0;     2) ;     3)   ;     4) .

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



82

8.18. Çíàéäіòü ðàäіàííó ìіðó âíóòðіøíüîãî êóòà ïðàâèëü-
íîãî:
1) òðèêóòíèêà;              2) ÷îòèðèêóòíèêà;
3) øåñòèêóòíèêà;           4) äåñÿòèêóòíèêà;
5) äâàíàäöÿòèêóòíèêà;      6) äâàäöÿòèêóòíèêà.

8.19. Çíàéäіòü ðàäіàííó ìіðó êóòіâ òðèêóòíèêà, ÿêùî âîíè
âіäíîñÿòüñÿ ÿê 1 : 4 : 5.

Ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (8.20–8.21):

8.20. 1)  і 1,6;     2)  і ;    3)  і –5;   4) –2 і –6.

8.21. 1) і –1,5;   2) 2 і 6,3;   3) – і –3,2;   4)  і 4,5.

Îá÷èñëіòü (8.22–8.23):

8.22. 1) ;         2) ;

3) ;    4) .

8.23. 1) ;    2) ;

3) ;   4) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (8.24–8.25):

8.24. 1) sin 2 – 4cos, ÿêùî   ; ; ;

2) 4sin + 2cos 3, ÿêùî   ; .

8.25. 1) 2cos 2  + sin , ÿêùî   0; ; ;

2) 3cos – sin 3, ÿêùî   ; ; .

8.26. Ñêіëüêè ñòîðіí ìàє ïðàâèëüíèé ìíîãîêóòíèê, ÿêùî:

1) éîãî âíóòðіøíіé êóò äîðіâíþє ;

2) éîãî çîâíіøíіé êóò äîðіâíþє ?
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Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (8.27–8.28):

8.27. 1) , ÿêùî   ;

 2) , ÿêùî   ;   .

8.28. 1) , ÿêùî   ;

 2) , ÿêùî   ;   .

Ïîðіâíÿéòå (8.29–8.30):

8.29. 1)  і –2;     2)  і .

8.30. 1)  і 2;        2)  і .

8.31. Äîâåäіòü, ùî .

8.32. Äîâåäіòü, ùî .

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
8.33. Ïåðøі ï’ÿòü öèôð іäåíòèôіêàöіéíîãî ïîäàòêîâîãî íîìå-
ðà (ІÏÍ) ãðîìàäÿíèíà Óêðàїíè – öå ÷èñëî, ùî òî÷íî äîðіâ-
íþє êіëüêîñòі äíіâ âіä 1 ñі÷íÿ 1900 ðîêó äî äàòè íàðîäæåííÿ
âëàñíèêà ІÏÍ âêëþ÷íî.

1) Çíàéäіòü, ÿêèìè ìàþòü áóòè ïåðøі ï’ÿòü öèôð âàøîãî ІÏÍ.
2) Çíàéäіòü ÷èñëî, ìіñÿöü òà ðіê íàðîäæåííÿ îñîáè, ІÏÍ
ÿêîї äîðіâíþє ÷èñëó 2395312785.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

8.34. 1) Íàçâіòü êіëüêà çíà÷åíü êóòà , äëÿ ÿêèõ tg íå іñíóє.
2) Íàçâіòü êіëüêà çíà÷åíü êóòà , äëÿ ÿêèõ ctg íå іñíóє.

8.35. Íåõàé A(x; y) – äîâіëüíà òî÷êà, ùî ëåæèòü íà îäèíè÷íî-
ìó êîëі. ×è ïðàâèëüíі íåðіâíîñòі –1 J x J 1, –1 J y J 1?
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8.36. Ïîðіâíÿéòå ç íóëåì êîîðäèíàòè x і y, ÿêùî òî÷êà A(x; y) 
ëåæèòü ó:
1) I ÷âåðòі;    2) II ÷âåðòі;    3) III ÷âåðòі;   4) IV ÷âåðòі.

8.37. Òî÷êè A і A ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî îñі àáñöèñ. Çíàéäіòü 
êîîðäèíàòè òî÷êè A, ÿêùî:

1) .

8.38. Ïàðíîþ ÷è íåïàðíîþ є ôóíêöіÿ:

1) ;     2) ;    3) ;    4) ?

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòі òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé, ÿêі
áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàþòü ç їõ îçíà÷åíü.

ßê ìè âæå çàçíà÷àëè ðàíіøå, âèðà-
çè  і  ìàþòü çìіñò äëÿ 
áóäü-ÿêîãî êóòà  (äèâ. § 7, ï. 3).
Òàê ñàìî ìàþòü çìіñò âèðàçè
і  äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà x (êóòà 

x ó ðàäіàíàõ). Îòæå,

Öå ìîæíà çàïèñàòè òàê: D(sin x)  D(cosx)  (–u; +u) 

àáî D(sin x)  D(cosx)  R.
Âèðàç tg ìàє çìіñò äëÿ áóäü-ÿêèõ êóòіâ , êðіì 90, 

270, 450, …, òîáòî êðіì êóòіâ, ÿêі ìîæíà çàäàòè ôîðìó-
ëîþ 90 + 180k, äå k  Z. Òîìó âèðàç tg x íå ìàє çìіñòó, êîëè 

x  , k  Z.

Âèðàç ctg ìàє çìіñò äëÿ áóäü-ÿêèõ êóòіâ , êðіì 0; 
180; 360; …, òîáòî êðіì êóòіâ, ÿêі ìîæíà çàäàòè ôîðìó-
ëîþ 180k, äå k  Z. Òîìó âèðàç ctgx íå ìàє çìіñòó, êîëè 
x  k, äå k  Z.

ВЛАСТИВОСТІ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ 
ФУНКЦІЙ§ 9. 

1. Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ 1. ÎÎáëëàññòüü ââèççíàà÷ååíííÿ
òðèãîíîìåòðè÷íèõòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íè÷íèèõèõ
ôóíêöіéôóóííêöіéöіééé

áëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöіé ñèíóñà і êîñèíóñà є ìíî-
æèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë.

ó ð

Ö

îá
æ

áëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії òàíãåíñà є ìíîæèíà âñіõ 

іéñíèõ ÷èñåë, êðіì ÷èñåë , äå k  Z.

Î

äі
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Çàäà÷à 1. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çíàéäåìî çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêèõ êîòàíãåíñ

íå іñíóє, ðîçâ’ÿçàâøè ðіâíÿííÿ: .

Ìàєìî: ; , äå k  Z.

Îòæå, îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії є ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ

÷èñåë, êðіì ÷èñåë , k  Z. Ñêîðî÷åíî öå ìîæíà çàïè-

ñàòè òàê: D(ó): , k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , k  Z.

Ñèíóñ і êîñèíóñ êóòà  є âіäïîâіäíî
îðäèíàòîþ і àáñöèñîþ òî÷êè P(x; y) 
îäèíè÷íîãî êîëà (äèâ. § 7, ï. 3).
Òîìó îðäèíàòè і àáñöèñè òî÷îê îäè-
íè÷íîãî êîëà íàáóâàþòü áóäü-ÿêèõ

çíà÷åíü âіä –1 äî 1. Îòæå,

Òîé ñàìèé ïðîìіæîê [–1; 1] є ìíîæèíîþ çíà÷åíü і ó âè-
ïàäêó ñèíóñà і êîñèíóñà ÷èñëîâîãî àðãóìåíòó x (êóòà x ó ðà-
äіàíàõ). Îòæå,

E(sinx)  E(cosx)  [–1; 1].

Çàäà÷à 2. ×è іñíóє çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêîãî:

1) ;   2) ?

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè , òî çíà÷åííÿ x,

ïðè ÿêîìó , іñíóє.

2) Îñêіëüêè , òî íå іñíóє çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêîìó

.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) Òàê;  2) íі.

áëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії êîòàíãåíñà є ìíîæèíà 
ñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, êðіì ÷èñåë k, äå k  Z.

Î
âñ

Çàäà÷à 1. 

2. Ìíîæèíà çíà÷åíü2.. ÌÌíîææèííàà çííàà÷ååíüü
òðèãîíîìåòðè÷íèõòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íè÷íèèõèõ
ôóíêöіéôóóííêöіéöіééé

íîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöіé ñèíóñà і êîñèíóñà 
ïðîìіæîê [–1; 1].

ì
є 

Çàäà÷à 2.
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Çàäà÷à 3. Çíàéòè ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії: 

1) y  sinx + 2;     2) y  cos2x – 3.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ßê âіäîìî, –1 J sinx J 1. Ìàєìî:

–1 J sinx J 1;
–1 + 2 J sinx + 2 J 1 + 2   (äîäàëè äî âñіõ ÷àñòèí ÷èñëî 2);

1 J sin x + 2 J 3. 
Îòæå, Å(ó)  [1; 3].
2) Çðîçóìіëî, ùî cos2x I 0, ç іíøîãî áîêó, –1 J cos x J 1, 
òîìó cos2x J 1. Ìàєìî:

0 J cos2x J 1;
0 – 3 J cos2x – 3x J 1 – 3   (âіäíÿëè âіä óñіõ ÷àñòèí ÷èñëî 3);

–3 J cos2x – 3 J –2.
Îòæå, Å(ó)  [–3; –2].
Â і ä ï î â і ä ü. 1) [1; 3];  2) [–3; –2].

Ìíîæèíó çíà÷åíü òàíãåíñà çíàéäåìî çà äîïîìîãîþ ãðàôі÷-
íîї іíòåðïðåòàöії.

Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó l, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó (1; 0) ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî äî îñі àáñöèñ. Âîíà є äîòè÷íîþ 
äî îäèíè÷íîãî êîëà (ìàë. 9.1). Íåõàé
ïðè ïîâîðîòі íà êóò  ïî÷àòêîâèé ðà-
äіóñ OP0 îäèíè÷íîãî êîëà ïåðåõîäèòü 
ó ðà äіóñ OP, à ïðÿìà OP ïåðåòèíàє
ïðÿìó l ó òî÷öі D. Íåõàé P(x; y),
òîìó x  cos; y  sin. Ïðîâåäåìî
ïåðïåíäèêóëÿð PK íà âіñü àáñöèñ. 
Òîäі {OPK V {ODP0, òîìó ìàєìî:

, îòæå,

. Îòæå, îðäèíàòà òî÷êè D äî-

ðіâíþє òàíãåíñó êóòà .
Ïðÿìó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó (1; 0) ïåðïåíäèêóëÿðíî

äî îñі àáñöèñ, íàçèâàþòü ëіíієþ òàíãåíñіâ.
Ó ðàçі çìіíè êóòà ïîâîðîòó âіä –90 äî 90 çìіíþâàòè-

ìåòüñÿ і ïîëîæåííÿ òî÷êè P íà îäèíè÷íîìó êîëі, îòæå, і 
ïîëîæåííÿ òî÷êè D íà ëіíії òàíãåíñіâ. Î÷åâèäíî, ùî îðäè-
íàòà òî÷êè D ìîæå íàáóâàòè áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü (ìàë. 9.1).
Îòæå, ìíîæèíîþ çíà÷åíü òàíãåíñà є ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ
÷èñåë.

Ó òîé ñàìèé ñïîñіá ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ і ïðî ìíîæèíó
çíà÷åíü êîòàíãåíñà.

Çàäà÷à 3. 

Ìàë. 9.1
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Ïðÿìó m, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷-
êó (0; 1) ïåðïåíäèêóëÿðíî äî îñі îðäè-
íàò, íàçèâàþòü ëіíієþ êîòàíãåíñіâ
(ìàë. 9.2). Ìîæíà äîâåñòè, ùî àáñöèñà
òî÷êè C ïåðåòèíó ïðÿìîї OP ç ëі íієþ 
êîòàíãåíñіâ äîðіâíþє êîòàíãåíñó .

Ó ðàçі çìіíè êóòà ïîâîðîòó âіä 0
äî 180 òî÷êà C ìîæå íàáóâàòè áóäü-
ÿêèõ çíà÷åíü, òîìó ìíîæèíîþ çíà-
÷åíü êîòàíãåíñà є ìíîæèíà âñіõ äіéñ-
íèõ ÷èñåë. Îòæå,

Àíàëîãі÷íî і äëÿ ÷èñëîâîãî àðãóìåíòó: E(tg x)  E(ctgx)  R.

Ñèíóñ êóòà  є îðäèíàòîþ òî÷êè
P(x; y) îäèíè÷íîãî êîëà (ìàë. 7.10).
Ó І òà ІІ ÷âåðòÿõ y  0, à ó ІІІ òà ІV
÷âåðòÿõ y  0. Òîìó:

 , ÿêùî  – êóò І àáî ІІ ÷âåðòі,
 , ÿêùî  – êóò ІІІ àáî ІV ÷âåðòі.
Êîñèíóñ êóòà  є àáñöèñîþ òî÷êè P(x; y) îäèíè÷íîãî êîëà

(ìàë. 7.10). Ó І òà ІV ÷âåðòÿõ x  0, à ó ІІ òà ІІІ ÷âåðòÿõ x  0.
Òîìó:  , ÿêùî  – êóò І àáî ІV ÷âåðòі,

    , ÿêùî  – êóò ІІ àáî ІІІ ÷âåðòі.

Îñêіëüêè , à  і  çà-

ëåæàòü âіä çíàêіâ  і . Ó І òà ІІІ ÷âåðòÿõ çíàêè  і
ìàþòü îäíàêîâі çíàêè, à ó ІІ òà ІV ÷âåðòÿõ – ðіçíі. Òîìó:

  і , ÿêùî  – êóò І àáî ІІІ ÷âåðòі;
  і , ÿêùî  – êóò ІІ àáî ІV ÷âåðòі.
Âèñíîâêè ùîäî çíàêіâ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé êóòіâ

çðó÷íî çàïà ì’ÿòàòè çà ìàëþíêîì 9.3.
       sin cos tg, ctg

        

Ìàë. 9.3

Ìàë. 9.2

íîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöіé òàíãåíñà і êîòàíãåíñà 
ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë.

íèõ ÷èñ

À

ì
є 

3. Çíàêè3.. Çíààêèè
òðèãîíîìåòðè÷íèõòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íè÷íèèõèõ
ôóíêöіéôóóííêöіéöіééé
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Çàäà÷à 4. Ïîðіâíÿòè ç íóëåì ÷èñëî:

1) sin 152;    2) cos (–12);    3) tg (–125);    4) ctg 2.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) 152 – êóò ІІ ÷âåðòі, òîìó sin 152 > 0. 
2) –12 – êóò ІV ÷âåðòі, òîìó cos (–12) > 0.
3) –125 – êóò ІІІ ÷âåðòі, òîìó tg (–125) > 0.
4) 2 ðàäіàíè ≈ 2  57  114, îòæå, 2 ðàäіàíè – êóò ІІ ÷âåðòі, 
òîìó ctg 2 < 0.
Â і ä ï î â і ä ü.  1) sin 152 > 0;      2) cos (–12) > 0;
             3) tg (–125) > 0;     4) ctg 2 < 0.

Íåõàé ïðè ïîâîðîòі íà êóò  ïî÷àò-
êîâèé ðà äіóñ OP0 îäèíè÷íîãî êîëà 
ïåðåõîäèòü ó ðà äіóñ OP, à ïðè ïî-
âîðîòі íà êóò – – ó ðà äіóñ OP–
(ìàë. 9.4). Òî÷êè P і P– – ñèìå-

òðè÷íі âіäíîñíî îñі àáñöèñ, òîìó їõ àáñöèñè îäíàêîâі, à îðäè-
íàòè ïðîòèëåæíі. Ìàєìî:

cos  x і cos (–)  x, òîìó cos (–)  cos;
sin  ó і sin (–)  –y, òîìó
sin (–)  –sin.

Òîäі

.

Îòæå,

Öі ôîðìóëè ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ îá÷èñëåíü çíà-
÷åíü òðèãîíîìåòðè÷íèõ âèðàçіâ. Íàïðèêëàä,

1) ;     2) ;

3) ;     4) .

ßêùî ïðè ïîâîðîòі íà êóò  ïî÷àò-
êîâèé ðà äіóñ OP0 îäèíè÷íîãî êîëà 
ïåðåõîäèòü ó ðà äіóñ OP (ìàë. 9.4),
òî öåé ñàìèé ðà äіóñ OP îòðèìàєìî 

Çàäà÷à 4.

Ìàë. 9.4

4. Ïàðíіñòü і íåïàð-4.. ÏÏàðððíð іñòòüü і íååïààð-ð-
íіñòü òðèãîíîìåò-íііñòіñòòüòü òòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòò-ò
ðè÷íèõ ôóíêöіéðèè÷íèèõ ôôóóíêöіéöіééé

èíóñ, òàíãåíñ і êîòàíãåíñ – íåïàðíі ôóíêöії,
îñèíóñ – ïàðíà ôóíêöіÿ,  òîáòî:

      cos (–)  cos         tg (–)  –tg 
      sin (–)  –sin        ctg (–)  –ctg

Îòæ

ñè
êî

5. Ïåðіîäè÷íіñòü5.. ÏÏåðððіîð îäèè÷ííіññòòü
òðèãîíîìåòðè÷íèõòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íè÷íèèõèõ
ôóíêöіéôóóííêöіéöіééé
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é ïðè ïîâîðîòі ðà äіóñà OP0 íà êóò, âіäìіííèé âіä  íà ïîâíèé
îáåðò àáî íà áóäü-ÿêó êіëüêіñòü ïîâíèõ îáåðòіâ, òîáòî íà ÷èñ-
ëî 360k (àáî 2k), äå k  Z. Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî

Îòæå, çíà÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé ñèíóñ і êîñè-
íóñ íå çìіíþþòüñÿ, ÿêùî äî їõ àðãóìåíòіâ äîäàòè (àáî âіä-
íÿòè) ÷èñëî, êðàòíå ÷èñëó 2. Êîæíå òàêå ÷èñëî äëÿ ñèíóñà
і êîñèíóñà є ïåðіîäîì, à 2 – íàéìåíøèì ïåðіîäîì. Ôóíêöії,
ùî ìàþòü òàêó âëàñòèâіñòü, íàçèâàþòü ïåðіîäè÷íèìè.

×èñëî 2 òàêîæ є ïåðіîäîì ôóíêöіé òàíãåíñ і êîòàíãåíñ,
ïðîòå äëÿ öèõ ôóíêöіé ìîæíà çíàéòè і ìåíøèé ïåðіîä.
Ðîçãëÿíåìî òî÷êè O, P òà P, ÿêі ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé
(ìàë. 9.5). Òîäі ïðÿìі OP і OP



 çáіãàþòüñÿ, à òîìó ïåðåòèíà-
þòü âіñü òàíãåíñіâ â îäíіé і òіé ñàìіé òî÷öі


D.

       

           Ìàë. 9.5                  Ìàë. 9.6

Àíàëîãі÷íî, ïðÿìі OP і OP ïåðåòèíàþòü âіñü êîòàíãåíñіâ
â îäíіé і òіé ñàìіé òî÷öі C (ìàë. 9.6). Îòæå,

)

Âèõîäÿ÷è ç ïåðіîäè÷íîñòі, çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü ñèíó-
ñà і êîñèíóñà áóäü-ÿêîãî êóòà ìîæíà çâåñòè äî çíàõîäæåí-
íÿ çíà÷åííÿ öієї æ ôóíêöії íåâіä’єìíîãî êóòà, ìåíøîãî âіä
360 (àáî âіä 2), à çíà÷åíü òàíãåíñà і êîòàíãåíñà áóäü-ÿêîãî
êóòà – äî çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ öієї æ ôóíêöії íåâіä’єìíîãî
êóòà, ìåíøîãî âіä 180 (àáî âіä ).

ðè çìіíі êóòà íà öіëå ÷èñëî îáåðòіâ çíà÷åííÿ òðèãîíî-
åòðè÷íèõ ôóíêöіé ñèíóñà і êîñèíóñà íå çìіíþþòüñÿ:

   sin ( + 360k)  sin    àáî   sin ( + 2k)  sin ,
   cos ( + 360k)  cos   àáî   cos ( + 2k)  cos .

ïð
ì

si

ðè çìіíі êóòà íà öіëå ÷èñëî ïіâîáåðòіâ (, 2, 3, 4, …) 
íà÷åííÿ ôóíêöіé òàíãåíñà і êîòàíãåíñà íå çìіíþ þòüñÿ.

   tg ( + 180k)  tg     àáî    tg ( + k)  tg.
   ctg ( + 180k)  ctg   àáî    ctg ( + k)  ctg .

ïð
çí
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Çàäà÷à 6. Îá÷èñëèòè: 1) sin 780  2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) 1-é ñïîñіá. Îñêіëüêè 780  60 + 360  2 
і sin ( + 360k)  sin, k  Z, ìàòèìåìî:

sin 780  sin (60 + 2  360)  sin 60  .

2-é ñïîñіá. Âіä 780 âіäíіìåìî äâà ïåðіîäè ïî 360. Ìàòèìåìî:

sin 780  sin (780 – 2  360)  sin 60  .

2) Óðàõîâóþ÷è, ùî ïåðіîä òàíãåíñà äîðіâíþє , ìàòèìåìî:

(1-é ñïîñіá) àáî

.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) .

Іíêîëè çíàõîäèòè çíà÷åííÿ òðèãîíîìåòðè÷íîї ôóíêöії äå-
ÿêîãî êóòà çà äîïîìîãîþ ïåðіîäè÷íîñòі äîöіëüíіøå ÷åðåç çíà-
÷åííÿ öієї ôóíêöії âіä’єìíîãî êóòà, ùî ëåæèòü ó ìåæàõ âіä 
–180 äî 0 (àáî âіä –äî 0, à äàëі çàñòîñóâàòè çàëåæíіñòü 
ìіæ îäíîéìåííèìè ôóíêöіÿìè ïðîòèëåæíèõ êóòіâ.

Íàïðèêëàä,

;

.

îçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
9.1. (Óñíî). ×è іñíóє òàêå çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêîãî:
1) sinx  0,3;      2) cosx  1,2;      3) sin x  –1,8;

4) ;       5) tgx  12;        6) ctgx  –14?

Çàäà÷à 6.

 Назвіть область визначення синуса, косинуса, тангенса і ко-
ангенса.  Назвіть множину значень синуса, косинуса, тангенса
котангенса.  Які знаки мають тригонометричні функції в кож-

ній з координатних чвертей?  Назвіть тригонометричні функції,
що є парними; непарними. Запишіть відповідні рівності.  Пояс-
ніть, у чому полягає періодичність тригонометричних функцій.

ттттттттатттттт
іііііііі

9999
11
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9.2. ×è іñíóє òàêå çíà÷åííÿ , äëÿ ÿêîãî:

1) ;       2) cos   0,33;     3) tg  –4,7;

4) cos  –1,8;     5) ;       6) ctg  1,18?

ßêèé çíàê ìàє (9.3–9.4):
9.3. 1) , ÿêùî   13;   115;   215;   288;

2) , ÿêùî   83;   132;   193;   315;
3) , ÿêùî   37;   158;   235;   328;
4) , ÿêùî   42;   173;   217;   359?

9.4. 1) , ÿêùî   57;   123;   240;   329;
2) , ÿêùî   32;   142;   215;   278;
3) , ÿêùî   12;   137;   189;   280;
4) , ÿêùî   68;   163;   237;   342?

Çàêіí÷іòü îá÷èñëåííÿ (9.5–9.6):

9.5. 1) sin 750  sin (30 + 360  2)  sin 30  …;
2) cos 405  cos (405 – 360)  …;
3) tg 240  tg (60 + 180)  …;
4) ctg (–510)  ctg (–510 + 180  3)  ….

9.6. 1) cos 720  cos (0 + 360  2)  cos 0  …;
2) sin 420  sin (420 – 360)  …;
3) ctg 600  ctg (60 + 180  3)  …;
4) tg (–330)  tg (–330 + 180  2)  ….

Ïîðіâíÿéòå âèðàç ç íóëåì (9.7–9.10):

1) sin (–12);   2) cos (–88);   3) tg (–115);  4) ctg (–97);

5) ;        6) ;     8) .

9.8. 1) sin (–112);  2) cos (–139);  3) tg (–13);   4) ctg (–46);

5) ;    6) ;      7) ;   8) .

9.9. 1) sin 92cos 193;      2) sin 342tg 310;    

3) ;           4) .

9.10. 1) cos 15 sin 207;     2) tg 195 ctg 279;

 3) ;           4)

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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Îá÷èñëіòü (9.11–9.12):

9.11. 1) cos (–60);     2) sin (–90);     3) ctg (–45);

4) tg (–60);      5) ;      6) .

9.12. 1) cos (–45 );     2) sin (–60);     3) ctg (–30);

4) tg (–45);      5) ;      6) .

9.13. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî  є çíà÷åííÿì:

1) sin;      2) cos ;      3) tg;      4) ctg ?

9.14. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî  є çíà÷åííÿì:

1) sin;      2) cos ;      3) tg;      4) ctg ?

Îá÷èñëіòü (9.15–9.16):

9.15. 1) cos 390;       2) sin 405;       3) ctg 420;
4) tg 750;       5) sin 720;       6) cos 780.

9.16. 1) cos 420;       2) sin 390;       3) ctg 405;
4) tg 390;       5) cos 750;       6) sin 765.

9.17. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ є ïàðíîþ:
1) f(x)  3 + cosx;         2) f(x)  xsinx.

9.18. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ є íåïàðíîþ:
1) f(x)  xcosx;            2) f(x)  x + sinx.

9.19. Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ: 
1) f(x)  x2cosx є ïàðíîþ;  
2) f(x)  x3 – sinx є íåïàðíîþ.

Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ âèðàçó (9.20–
9.21):

9.20. 1) 1 + sin;   2) 2 – cos;   3) 4 + sin2;   4) cos2 – 3.

9.21. 1) cos  – 3;   2) sin  – 1;   3) cos2 + 1;   4) 2 – sin2.

9.22. ×è іñíóє òàêèé êóò , ïðè ÿêîìó ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâ-
íіñòü:
1) cos  cos 60 + cos 45;    2) sin  sin 30 – sin 45?

9.23. ßêіé ÷âåðòі íàëåæèòü êóò , ÿêùî:
1) sin  0 і cos  0;       2) sin  0 і tg   0;
3) cos  0 і ctg   0;       4) tg  0 і cos  0?
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9.24. Êóòîì ÿêîї ÷âåðòі є êóò , ÿêùî:
1) cos  0 і sin  0;       2) cos   0 і ctg  0;
3) sin  0 і tg  0;        4) ctg   0 і sin   0?

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (9.25–9.26):

9.25. 1) sin (–60) + cos (–30) – 2ctg (–60)tg (–30);

 2) .

9.26. 1) cos (–45 ) + sin (–45) + 6cos (–60) – 3sin (–30);

 2) .

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (9.27–9.28):

9.27. 1) y  ctg 2x;          2) .

9.28. 1) y  tg 4x;           2)

Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії (9.29–9.30):

9.29. 1) y  4sinx – 3;       2) y  2 – 3cosx.

9.30. 1) y  2cosx + 7;      2) y  4 – 5sinx.

Äîñëіäіòü ôóíêöіþ íà ïàðíіñòü òà íåïàðíіñòü (9.31–9.32):

9.31. 1) f(x)  x + cosx;     2) f(x)  x5 + sin x.

9.32. 1) f(x)  x2 + cosx;     2) f(x)  sinx + x4.

9.33. Âіäîìî, ùî  – êóò äðóãîї ÷âåðòі. Ñïðîñòіòü âèðàç:
1) |sin – sin;         2) cos – |cos;
3) |tg + tg ;          4) 2|ctg – ctg.

9.34. Êóòîì ÿêîї ÷âåðòі ìîæå áóòè êóò x, ÿêùî:
1) sinx cosx  0;        2) cosx ctgx  0;
3) |cosx|  cosx;        4) |ctgx|  –ctgx?

9.35. Êóòîì ÿêîї ÷âåðòі ìîæå áóòè êóò , ÿêùî:
1) sin cos  0;        2) sin  tg   0;
3) |sin|  –sin;       4) |tg |  tg ?

9.36. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ b äëÿ äåÿêîãî êóòà x є ïðàâèëüíîþ

ðіâíіñòü: 1) ;      2) ?

9.37. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a äëÿ äåÿêîãî êóòà x є ïðàâèëüíîþ

ðіâíіñòü: 1) ;      2) ?
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òò âà ìàòåìàòèêà
9.38. Ïà÷êà îôіñíîãî ïàïåðó ôîðìàòó À4 íàëі÷óє 500 àðêó-
øіâ. Îôіñ ó ñåðåäíüîìó âèòðà÷àє 1700 òàêèõ àðêóøіâ íà òèæ-
äåíü. ßêó íàéìåíøó êіëüêіñòü ïà÷îê ïàïåðó òðåáà ïðèäáàòè
äëÿ îôіñó íà 4 òèæíі?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

9.39. Íà êîëі  çíàéäіòü òî÷êè:

1) ç àáñöèñîþ ;       2) ç îðäèíàòîþ .

9.40. Çíàéäіòü òî÷êó, ùî íàëåæèòü êîëó  òà ìàє:

1) àáñöèñó  і ðîçìіùåíà â IV ÷âåðòі;   

2) îðäèíàòó  і ðîçìіùåíà ó III ÷âåðòі.

Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî çàëåæíіñòü ìіæ òðèãîíîìå-
òðè÷íèìè ôóíêöіÿìè îäíîãî é òîãî ñàìîãî àðãóìåíòó.

Íåõàé ïðè ïîâîðîòі íà êóò  ïî÷àò-
êîâèé ðà äіóñ OP0 îäèíè÷íîãî êîëà 
ïåðåõîäèòü ó ðà äіóñ OP
(ìàë. 10.1). Îñêіëüêè ðà äіóñ êîëà
äîðіâíþє 1, òî êîîðäèíàòè òî÷êè

P(x; y) çàäîâîëüíÿþòü ðіâíÿííÿ êîëà: . Àëå
x  cos, y  sin , òîìó

Öå ñïіââіäíîøåííÿ íàçèâàþòü îñíîâíîþ
òðèãîíîìåòðè÷íîþ òîòîæíіñòþ. Âîíà 
çàäàє çàëåæíіñòü ìіæ çíà÷åííÿìè ñèíóñà і 
êîñèíóñà îäíîãî é òîãî ñàìîãî êóòà, îòæå
äîçâîëÿє çíàõîäèòè îäíå іç öèõ çíà÷åíü
÷åðåç іíøå.

ОСНОВНІ СПІВВІДНОШЕННЯ 
МІЖ ТРИГОНОМЕТ РИЧНИМИ ФУНКЦІЯМИ 
ОДНОГО АРГУМЕНТУ

§ 10. 

Ìàë. 10.1

1. Îñíîâíà1.. ÎÎñííîââíàà
òðèãîíîìåòðè÷íàòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íà÷íààà
òîòîæíіñòüòòîòòîæíіíіññòòü

.

x  cos
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Ïîêàæåìî öå íà ñõåìі:

Ó ôîðìóëàõ  і  çíàê 
ïåðåä ðàäèêàëîì çàëåæàòèìå âіä ÷âåðòі, ó ÿêіé ëåæèòü êóò .

Çàäà÷à 1. Ñïðîñòèòè âèðàç: 

1) (1 – sinx)(1 + sinx);    2) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 
1) (1 – sinx)(1 + sinx)  12 – sin2x  1 – sin2x  cos2x.

2) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) cos2 x;  2) .

Çàäà÷à 2. Çíàéòè sin , ÿêùî cos  –0,6 і .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè  – êóò ІІ ÷âåðòі, òî sin > 0.

Ç ôîðìóëè ìàєìî: 

.
Â і ä ï î â і ä ü. 0,8.

Ïåðåìíîæèâøè ïî÷ëåííî ðіâíîñòі

 і 

ìî:

, ÿêùî , . 

Îòæå,

Òîäі

Çàäà÷à 3. Äîâåñòè òîòîæíіñòü: .

Çàäà÷à 1. 

Çàäà÷à 2.

2. Іíøі2.. Іííøøі
òðèãîíîìåò ðè÷íіòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðò ðè÷è÷÷íі÷íііі
òîòîæíîñòіòòîòòîæííîññòіòі

tg  ctg   1.

Îòæ

Òîäі

  òà  .

Òîäі

Çàäà÷à 3.
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ïåðåòâîðèìî ëіâó ÷àñòèíó òîòîæíîñòі:

.

Îòðèìàëè ïðàâó ÷àñòèíó òîòîæíîñòі. 
Ïîäіëèìî îáèäâі ÷àñòèíè òîòîæíî-
ñòі  íà  (çà
óìîâè, ùî ). Îòðèìàєìî:

, òîáòî

ßêùî îáèäâі ÷àñòèíè òîòîæíîñòі  ïîäіëè-
òè íà  (çà óìîâè, ùî ), òî îòðèìàєìî:

, òîáòî

Çàäà÷à 4. Äîâåñòè, ùî ïðè âñіõ äîïóñòèìèõ çíà÷åííÿõ , 

çíà÷åííÿ âèðàçó .

Ä î â å ä å í í ÿ. 

.

Îòæå, çíà÷åííÿ âèðàçó âіä çíà÷åííÿ íå çàëåæèòü. 

Çàäà÷à 5. Âіäîìî, ùî  і . Çíàéòè âñі 

іíøі òðèãîíîìåòðè÷íі ôóíêöії êóòà x. 
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Òðåáà çíàéòè sin x, cosx і tg x. Ìàєìî:

.

Ç ôîðìóëè  ìàòèìåìî: 

3. Íàñëіäêè ç îñíîâíîї 3.. ÍÍàññëііäêêè ç îñíîîâííîї
òðèãîíîìåòðè÷íîї òòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íî÷íîîїîї 
òîòîæíîñòіòòîòòîæííîññòіòі

.

.

Çàäà÷à 4.

Çàäà÷à 5. 
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Òîäі . Çà óìîâîþ x – êóò ІV ÷âåðòі,

òîìó sinx  0, îòæå, . 

Òåïåð çíàéäåìî cosx, âðàõîâóþ÷è, ùî

Ìàòèìåìî: .

Â і ä ï î â і ä ü. tg x  –2,4; ; .

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
10.1. Ñïðîñòіòü âèðàç:  1) ;     2) .

10.2. Ñïðîñòіòü âèðàç:      1)  ;     2) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (10.3–10.4):

10.3. 1) ;       2) .

10.4. 1) ;          2) .

Äîâåäіòü, ùî (10.5–10.6):

10.5. 1) ;        2) ;
 3) .

10.6. 1) ;        2)

 3) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (10.7–10.8):

1) ;
 3) ;     4) 

10.8. 1) ;

 3) ;        4)

 Запам’ятайте основну тригонометричну тотожність.  Запи-
шіть означення тангенса і котангенса кута через синус і косинус
цього самого кута.  Як пов’язані між собою тангенс і котангенс?

 Запам’ятайте формули, що є наслідками з основної тригоно-
метричної тотожності.

шшшшшшшшшшшшшшш
цццццццццц

111

101010101010101010 222222

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



98

Ñïðîñòіòü âèðàç (10.9–10.10):

10.9. 1) ;

3) ;            4)

5) ;            6) 

10.10. 1) ;

 3) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (10.11–10.12):

10.11. 1) ;    2) .

10.12. 1) ;     2) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (10.13–10.14):
10.13. 1) ;     2) .

10.14. 1) ;     2) .

10.15. Äîâåäіòü, ùî íå ìîæóòü îäíî÷àñíî âèêîíóâàòèñÿ ðіâíîñòі:

1) ; ;          2) ; .

×è ìîæóòü îäíî÷àñíî âèêîíóâàòèñÿ ðіâíîñòі (10.16–10.17):

10.16. 1) ; ;    2) ; ;

 3) ; ;       4) ; ?

10.17. 1) ; ;        2) ; ;

  3) ; ;         4) ; ?

Çíàéäіòü (10.18–10.19):

10.18. 1) , ÿêùî ;

  2)  і , ÿêùî  і ;

  3) , , , ÿêùî  і ;

  4) , , , ÿêùî  і .
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10.19. 1) , ÿêùî ;

  2)  і , ÿêùî  і ;

  3) , , , ÿêùî  і ;

  4) , , , ÿêùî  і .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (10.20–10.21):

10.20. 1) ;      2) .

10.21. 1) ;      2) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (10.22–10.23):

10.22. 1) ;

  3) ;          4) ;

  5) ;      6) .

10.23. 1) ;               2) ;

  3) ;         4) ;

  5) ;       6) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (10.24–10.25):

10.24. 1) ; 

  2) ;

  3) ;   4) .
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10.25. 1) ; 

 2) ;

 3) ;  

 4) .

10.26. Ñïðîñòіòü âèðàç:

1) ;     2) .

Çíàéäіòü (10.27–10.28):

10.27. 1)  і , ÿêùî  і ;

 2)  і , ÿêùî  і x – êóò ІІІ ÷âåðòі.

10.28. 1)  і , ÿêùî  і  – êóò І ÷âåðòі;

 2)  і , ÿêùî  і .

10.29. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ óñіõ іíøèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíê-
öіé êóòà , ÿêùî:

1)  і  – êóò ІІ ÷âåðòі;    2)  і .

10.30. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ óñіõ іíøèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíê- 
öіé êóòà , ÿêùî:

1)  і ;   2)  і  – êóò І ÷âåðòі.

Ñïðîñòіòü âèðàç (10.31–10.32):

10.31. 1) ;      2) .

10.32. 1) ;      2) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (10.33–10.34):

10.33. 1) ; 

 2) .
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10.34. 1) ; 

  2) .

10.35. Âіäîìî, ùî . Çíàéäіòü .

10.36. Çíàéäіòü , ÿêùî .

10.37. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó:

1) , ÿêùî ;

2) .

10.38. Âіäîìî, ùî . Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó

.

10.39. Äîâåäіòü, ùî çíà÷åííÿ âèðàçó íå çàëåæèòü âіä :

1) ;      2) .

10.40. Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ âèðàçó:
1) ;       2) .

1. Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії .

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
2. Îñâіòëåííÿ êіìíàòè ñïîæèâàє 300 Âò ùîãîäèíè. Ùîäíÿ

éîãî âìèêàþòü íà 6 ãîäèí. ßêùî ïðîâåñòè çàìіíó îñâіòëåííÿ
íà åíåðãîçáåðі ãàþ÷å, òî âèòðàòè çìåíøàòüñÿ íà 30 %. 1) Ñêіëü-
êè êÂò ãîä ïðîòÿãîì òèæíÿ ìîæíà çàîùàäèòè íà îñâіòëåííі
êіìíàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è åíåðãîçáåðіãàþ÷å îñâіòëåííÿ?
2) Ñêіëüêè êîøòіâ ìîæíà çàîùàäèòè ïðîòÿãîì òèæíÿ çà äіþ-
÷èìè òàðèôàìè íà åëåêòðîåíåðãіþ, ïåðåéøîâøè íà åíåðãî-
çáåðіãàþ÷å îñâіòëåííÿ?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

3. Ïðèãàäàéòå ôîðìóëè ç êóðñó ãåîìåòðії òà çàïîâíіòü
ïðîïóñêè:
1) ;     2) ;
3) ;      4)  .
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10.44. Ïîðіâíÿéòå ç íóëåì âèðàç, äå 0 <  < 90:
1) ;      2) ;      3) ; 
4) ;     5) ;      6) ;
7) ;       8) ;      9) .

Òðèãîíîìåòðè÷íі ôóíêöії êóòіâ x  , äå x  ; ; ; 

2, (àáî x  90; 180; 270; 360) ìîæíà çâîäèòè äî òðèãîíî-
ìåòðè÷íèõ ôóíêöіé êóòà  çà äîïîìîãîþ ôîðìóë, ÿêі íàçèâà-
þòü ôîðìóëàìè çâåäåííÿ.

Ç êóðñó ãåîìåòðії ìè çíàєìî, ùî:

;  ;
àáî ó ðàäіàíàõ:

;   ;

;   .

Çàñòîñîâóþ÷è öі ôîðìóëè òà âëàñòèâîñòі òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôóíêöіé, ìîæíà çíàéòè ôîðìóëè çâåäåííÿ äëÿ ðіçíèõ êóòіâ.

Íàïðèêëàä, äëÿ êóòà , ìàòèìåìî:

.

À äëÿ êóòà , óðàõîâóþ÷è âèùåçãàäàíі ôîðìóëè, ìàòè-
ìåìî:

.

Ó òîé ñàìèé ñïîñіá ìîæíà çíàéòè ôîðìóëè çâåäåííÿ äëÿ
âñіõ çàçíà÷åíèõ íà ïî÷àòêó ïàðàãðàôà êóòіâ. Óñüîãî òàêèõ
ôîðìóë òðèäöÿòü äâі. Çàïèøåìî їõ ó âèãëÿäі òàáëèöі (ñ. 103).

Öі ôîðìóëè íå òðåáà çàïàì’ÿòîâóâàòè. Äîñòàòíüî ëèøå ïî-
ìіòèòè â íèõ ïåâíó çàêîíîìіðíіñòü, ñôîðìóëþâàòè її ó âè-
ãëÿäі ïðàâèëà і çàïàì’ÿòàòè. Äëÿ öüîãî äîìîâèìîñÿ íàçèâàòè 
ñèíóñ êîôóíêöієþ êîñèíóñà, êîñèíóñ – êîôóíêöієþ ñèíóñà,
òàíãåíñ – êîôóíêöієþ êîòàíãåíñà, і êîòàíãåíñ – êîôóíêöієþ
òàíãåíñà.

ФОРМУЛИ
ЗВЕДЕННЯ§ 11. 
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x

Òåïåð ñôîðìóëþєìî ïðàâèëî çàñòîñóâàííÿ öèõ ôîðìóë.

é

Çàóâàæèìî, ùî êóò ââàæàєìî ãîñòðèì òіëüêè äëÿ çðó÷-
íîñòі âèêîðèñòàííÿ ïðàâèëà. Êîæíà ç ôîðìóë çâåäåííÿ є
ïðàâèëüíîþ äëÿ áóäü-ÿêîãî  ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ òðèãîíî-
ìåòðè÷íîї ôóíêöії.

Çâåðíіòü óâàãó, ùî ïîñëіäîâíіñòü ìіðêóâàíü çà çãàäàíèì
ïðàâèëîì ìîæíà ñòèñëî ñôîðìóëþâàòè ó âèãëÿäі ìíåìîíі÷íî-
ãî1 ïðàâèëà: «×âåðòü. Çíàê. Íàçâà». Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä íà
çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà.

Çàäà÷à 1. Çàïèñàòè ÷åðåç òðèãîíîìåòðè÷íó ôóíêöіþ êóòà : 

1) cos( – );    2) ñtg(270 – ).
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ×âåðòü: ( – ) – êóò
ІІ ÷âåðòі (ìàë. 11.1). Çíàê: êîñèíóñ ó
ІІ ÷âåðòі – âіä’єìíèé, òîìó ìàòèìåìî çíàê
«». Íàçâà: äëÿ êóòà ( – ) íàçâà òðèãîíî-
ìåòðè÷íîї ôóíêöії çáåðіãàєòüñÿ, òîáòî ìà-
òèìåìî «cos». Îòæå, cos( – )  –cos .
2) (270 – ) – êóò ІII ÷âåðòі (ìàë. 11.1),
òàíãåíñ ó ІII ÷âåðòі ìàє çíàê «+». Îñêіëü-

êè 270  , òî íàçâó ôóíêöії çìіíþєìî íà êîôóíêöіþ, òîá-

òî íà «tg». Îòæå, ñtg(270 – )  tg .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) –cos ;  2) tg .

1 Ìíåìîíіêà (äàâíüîãð. – ìèñòåöòâî çàïàì’ÿòîâóâàííÿ) – ñó-
êóïíіñòü ïðèéîìіâ і ìåòîäіâ çàïàì’ÿòîâóâàííÿ іíôîðìàöії.

Ó ïðàâіé ÷àñòèíі ôîðìóëè çâåäåííÿ çàïèñóєìî òîé 
íàê (+ àáî –), ÿêèé ìàє ëіâà ÷àñòèíà ôîðìóëè çà 

óìîâè, ùî êóò  – ãîñòðèé, ïðè÷îìó äëÿ êóòіâ , 
 íàçâó òðèãîíîìåòðè÷íîї ôóíêöії íå çìіíþєìî, äëÿ 

êóòіâ ,  – íàçâó çìіíþєìî íà êîôóíêöіþ.

Ó
çí
óì

Çàäà÷à 1. 

Ìàë. 11.1
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Ôîðìóëè çâåäåííÿ äîïîìàãàþòü îá÷èñëþâàòè çíà÷åí-
íÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé äåÿêèõ êóòіâ, ùî ïåðåâèùó-
þòü  (àáî 180.

Äëÿ ôîðìóëè çâåäåííÿ òàêі êóòè ìîæíà çàïèñóâàòè îäíèì
іç äâîõ ñïîñîáіâ, ó âèãëÿäі ñóìè àáî ðіçíèöі. Íàïðèêëàä, êóò
195 ëåæèòü íà îäèíè÷íîìó êîëі ìіæ êóòàìè 180 è 270, òîìó
éîãî ìîæíà çàïèñàòè і ÿê 180 + 15, і ÿê 270 – 75.

Çàäà÷à 2. Îá÷èñëèòè: 1) tg 315;   2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 
1) 1-é ñïîñіá. .
  2-é ñïîñіá. .

2)

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) .

Çà äîïîìîãîþ ôîðìóë çâåäåííÿ, âëàñòèâîñòåé ïåðіîäè÷íî-
ñòі, ïàðíîñòі ÷è íåïàðíîñòі òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé çíàõî-
äæåííÿ çíà÷åíü òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé áóäü-ÿêîãî êóòà
ìîæíà çâåñòè äî çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôóíêöіé ãîñòðîãî êóòà.

Çàäà÷à 3. Îá÷èñëèòè .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïîñëіäîâíî âèêîðèñòàєìî ïàðíіñòü êîñèíó-
ñà, éîãî ïåðіîäè÷íіñòü òà ôîðìóëó çâåäåííÿ:

  

.

Â і ä ï î â і ä ü. .

Ôîðìóëè çâåäåííÿ âèêîðèñòîâóþòü і äëÿ òîòîæíèõ ïåðå-
òâîðåíü òðèãîíîìåòðè÷íèõ âèðàçіâ.

Çàäà÷à 4. Ñïðîñòèòè âèðàç: .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè:
;

, òî

.

Â і ä ï î â і ä ü. 0.

Çàäà÷à 2. 

Çàäà÷à 3.

Çàäà÷à 4. 
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Çàäà÷à 5. Äîâåñòè, ùî ,  і  – êóòè

òðèêóòíèêà.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ,  і  – êóòè òðèêóòíèêà, òîìó

 +  +   , îòæå,  +    –  і , òîáòî

. Òîäі . 

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Êîðèñòóþ÷èñü òàáëèöåþ ôîðìóë çâåäåííÿ (ñ. 103), çâå-
äіòü äî òðèãîíîìåòðè÷íîї ôóíêöії êóòà  (11.1–11.2):

11.1. 1) ;       2) ; 

 3) ;        4) ;

 5) ;     6) ; 

 7) ;      8) .

11.2. 1) ;      2) ;

 3) ;      4) ;

 5) ;       6) ; 

 7) ;       8) .

Êîðèñòóþ÷èñü ïðàâèëîì, çâåäіòü äî òðèãîíîìåòðè÷íîї
ôóíêöії êóòà  (11.3–11.4):

11.3. 1) ;       2) ;    

 3) ;      4) ;

 5) ;       6) ;

 7) ;       8) .

Çàäà÷à 5.

 Сформулюйте правило та мнемонічне правило застосування
формул зведення.фффффффффффффффф

ÊÊÊÊÊÊÊÊ
ää
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11.4. 1) ;       2) ; 

3) ;         4) ;

5) ;      6) ;

7) ;      8) .

Çâåäіòü äî òðèãîíîìåòðè÷íîї ôóíêöії ãîñòðîãî êóòà (11.5–11.6):

11.5. 1) ;    2) ;    3) ;     4) ;
5) ;  6) ;  7) ;   8) .

11.6. 1) ;    2) ;    3) ;     4) ;
5) ;  6) ;  7) ;   8) .

Îá÷èñëіòü (11.7–11.8):

11.7. 1) ;     2) ;    3) ;    4) ;

5) ;    6) ;      7) ;      8) .

11.8. 1) ;    2) ;    3) ;     4) ;

5) ;     6) ;      7) ;      8) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (11.9–11.12):

11.9. 1) ;   2) ;

3) ;       4) .

11.10. 1) ;  
 2) ;

 3) ;   4) .

11.11. 1) ;      2) ;  

     3) ;      4) .

11.12. 1) ;        2) ;   

 3) ;         4) .
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Çâåäіòü äî òðèãîíîìåòðè÷íîї ôóíêöії ãîñòðîãî êóòà (11.13–11.14):

11.13. 1) ;       2) ;  

  3) ;     4) .

11.14. 1) ;   2) ;    3) ;    4) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (11.15–11.18):

11.15. 1) ;

  2)

11.16. 1) ;    

  2) .

11.17. 1) ;             2) 

  3) ;       4) .

11.18. 1) ;             2) ;

  3) ;       4) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (11.19–11.20):
11.19. 1) ; 

  2) ;

  3) ;

  4) .

11.20. 1) ;    

  2) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (11.21–11.22):

11.21. 1) ;     

  2) .
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11.22. 1) ;  

 2) .

11.23. Äàíî: . Çíàéäіòü:
1) ;      2) ; 
3) ;      4) .

11.24. Äàíî: , . Çíàéäіòü:

1) ;       2) .

11.25.  і  – ñóìіæíі êóòè, . Çíàéäіòü sin і cos.

11.26.  і  – ñóìіæíі êóòè, . Çíàéäіòü sin і cos.

Íåõàé , ,  – êóòè òðèêóòíèêà. Äîâåäіòü, ùî (11.27–11.28):

11.27. 1) ;     2) .

11 28 .

òò âà ìàòåìàòèêà
11.29. Çàëåæíіñòü îáñÿãó ïîïèòó q (îäèíèöü ó ìіñÿöü) âіä öіíè 
p (òèñ. ãðí) íà ïðîäóêöіþ ïіäïðèєìñòâà-ìîíîïîëіñòà çàäàєòü-
ñÿ ôîðìóëîþ . Âèðó÷êà ïіäïðèєìñòâà çà ìіñÿöü r
(ó òèñ. ãðí) îá÷èñëþєòüñÿ çà ôîðìóëîþ . Âèçíà÷òå
íàéáіëüøó öіíó p, ïðè ÿêіé âèðó÷êà çà ìіñÿöü r(p(( ) ñêëàäå íå 
ìåíøå íіæ 120 òèñ. ãðí.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

11.30. Îá÷èñëіòü:
1) ;    2) ;   3) ;   4) .

11.31. Çíàéäіòü íóëі ôóíêöії:

1) ;       2) ; 

3) ;     4) .
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11.32. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:

1) ;     2) ;      3) ;   

4) ;     5) ;        6) .

Ïðîöåñè і ÿâèùà ó ïðèðîäі, òåõíіöі,
ìåäèöèíі ÷àñòî ìàþòü ïîâòîðþâàëü-
íèé õàðàêòåð: ðóõ Çåìëі íàâêîëî
Ñîíöÿ, ðóõ ìàÿòíèêà, ðіçíі îáåð-

òàëüíі ðóõè òîùî. Òàêі ïðîöåñè íàçèâàþòü ïåðіîäè÷íèìè, 
à ôóíêöії, ùî їõ îïèñóþòü, – ïåðіîäè÷íèìè ôóíêöіÿìè.

Ìè âæå çíàєìî, ùî òðèãîíîìåòðè÷íі ôóíêöії є ïåðіîäè÷-
íèìè, àäæå çíà÷åííÿ ñèíóñà і êîñèíóñà ïðè çìіíі êóòà íà
öіëå ÷èñëî îáåðòіâ íå çìіíþþòüñÿ (äèâ. § 9, ï. 5). Ïðè çìіíі
æ êóòà íà öіëå ÷èñëî ïіâîáåðòіâ íå çìіíþþòüñÿ çíà÷åííÿ òàí-
ãåíñà і êîòàíãåíñà, òîáòî òðèãîíîìåòðè÷íі ôóíêöії ñèíóñà і
êîñèíóñà íå çìіíþþòüñÿ, ÿêùî äî їõ àðãóìåíòó äîäàòè äåÿêå
÷èñëî, êðàòíå 2, à òàíãåíñà і êîòàíãåíñà, – ÿêùî äîäàòè ÷èñ-
ëî, êðàòíå .

Îñêіëüêè sin (x + 2)  sin (x – 2)  sinx і cos (x + 2) 
 cos (x – 2)  cosx äëÿ áóäü-ÿêîãî x, òî ôóíêöії ñèíóñ і êîñè-
íóñ ïåðіî äè÷íі ç ïåðіîäîì 2. Ïåðіîäàìè öèõ ôóíêöіé òàêîæ
áóäóòü ÷èñëà, êðàòíі 2, òîáòî ÷èñëà –2; 4; 6; … .

Äëÿ äîñëіäæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêöіé òà ïîáóäîâè їõ ãðà-
ôіêіâ âàæëèâî çíàòè íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðіîä ôóíêöії.

Äîâåäåìî, ùî íàéìåíøèì äîäàòíèì ïåðіîäîì ôóíêöії
y  cosx є 2. Íåõàé T – äîâіëüíèé ïåðіîä êîñèíóñà, òîäі
cos (x + T)  cos x äëÿ áóäü-ÿêîãî x, çîêðåìà äëÿ x  0. Ìàє-
ìî: cosT  cos 0  1. Íàéìåíøèì äîäàòíèì çíà÷åííÿì T, äëÿ
ÿêîãî cosT  1, є ÷èñëî 2. Îòæå, 2 – íàéìåíøèé äîäàòíèé
ïåðіîä ôóíêöії y  cos x.

Ó òîé ñàìèé ñïîñіá ìîæíà äîâåñòè, ùî íàéìåíøèì äîäàò-
íèì ïåðіîäîì ôóíêöії y  sinx òàêîæ є ÷èñëî 2. Îòæå,

ПЕРІОДИЧНІСТЬ ФУНКЦІЙ. ВЛАСТИВОСТІ 
ТА ГРАФІКИ ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ§ 12. 

1. Ïåðіîäè÷íіñòü1.. Ï. ÏÏåðÏåððіîðіîîäèîäèè÷íè÷ííіñíіññòñòòüòü
ôóíêöіéôóôóóíóííêöíêöіéöіéöіéééé

Ôóíêöіþ y  f(ff x) íàçèâàþòü ïåðіîäè÷íîþ ç ïåðіîäîì
 0, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî x ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíê-
ії ÷èñëà x + T і x – T òàêîæ íàëåæàòü îáëàñòі âèçíà-

÷åííÿ і ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü: f(ff x + T)  f(ff x)  f(ff x – Ò).

ëî, êðà

Ô
T
öі

àéìåíøèé äîäàòíèé ïåðіîä äëÿ êîæíîї ç ôóíêöіé 
 sinx і y  cos x äîðіâíþє 2.

íèì ïå

íà
y
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Îñêіëüêè tg (x + )  tg x і tg (x – )  –tg ( – x)  tg x, 
à òàêîæ ctg (x + )  ctgx і ctg (x – )  ctgx äëÿ áóäü-ÿêîãî 
x ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ òàíãåíñà і êîòàíãåíñà âіäïîâіäíî, òî
ìîæíà äіéòè âèñíîâêó ïðî òå, ùî òàíãåíñ і êîòàíãåíñ – ïåðіî-
äè÷íі ôóíêöії ç ïåðіîäîì .

Äîâåäåìî, ùî  – íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðіîä ôóíêöії 
y  tgx. Íåõàé T – äîâіëüíèé ïåðіîä ôóíêöії y  tg x, òîäі
tg (x + T)  tgx äëÿ áóäü-ÿêîãî x ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ, çî-
êðåìà і äëÿ x  0. Òîäі tg T  tg 0  0. Íàéìåíøèì äîäàòíèì
çíà÷åííÿì T, äëÿ ÿêîãî tgT  0, є ÷èñëî . Îòæå,  – íàéìåí-
øèé äîäàòíèé ïåðіîä ôóíêöії y  tgx.

Ó òîé ñàìèé ñïîñіá ìîæíà äîâåñòè, ùî íàéìåíøèì äîäàò-
íèì ïåðіîäîì ôóíêöії y  ctg x òàêîæ є ÷èñëî . Îòæå,

Ïåðіîäè÷íіñòü ôóíêöії âèêîðèñòîâóþòü äëÿ ïîáóäîâè її
ãðàôіêà:

Ñïî÷àòêó ïîáóäóєìî ãðàôіê ôóíê-
öії y  sin x íà ïðîìіæêó [0; ]. Âè-
êîðèñòàєìî òàá ëèöþ çíà÷åíü:

x 0

y 0 1 0

Áóäóєìî ãðàôіê ôóíêöії y  sinx íà ïðîìіæêó [0; ], âðà-
õîâóþ÷è, ùî   3,14. Íà ìàëþíêó 12.1 çîáðàæåíî ãðàôіê
ôóíêöії y  sinx íà ïðîìіæêó [0; ].

       

         Ìàë. 12.1                   Ìàë. 12.2

àéìåíøèé äîäàòíèé ïåðіîä äëÿ êîæíîї ç ôóíêöіé 
 tg x і y  ctg x äîðіâíþє .

íèì ïåð

Ïåðі

íà
y

ëÿ ïîáóäîâè ãðàôіêà ïåðіîäè÷íîї ôóíêöії ç íàéìåíøèì 
îäàòíèì ïåðіîäîì T0 äîñòàòíüî ïîáóäóâàòè ãðàôіê íà 

áóäü-ÿêîìó ïðîìіæêó äîâæèíîþ T0 (íàïðèêëàä, [0; T0]), 
à ïîòіì äîïîâíèòè éîãî îäåðæàíèì ãðàôіêîì, ïàðàëåëü-
íî ïåðåíåñåíèì âïðàâî і âëіâî âçäîâæ îñі àáñöèñ íà âіä-
ñòàíü kT0, äå k – áóäü-ÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî.

ãðàôіêà

äë
äî
áó

2. Ãðàôіê ôóíêöії 2.. Ãð. ÃðÃðàÃðààôіàôііêіê ôóôóóíóíêöêööіїöії 
y y  sinsinsinnn x xxx
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Îñêіëüêè ôóíêöіÿ y  sinx є íåïàðíîþ, òî її ãðàôіê ñèìå-
òðè÷íèé âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. Âèêîíàєìî ñèìåòðè÷-
íå âіäîáðàæåííÿ ëіíії, çîáðàæåíîї íà ìàëþíêó 12.1, âіäíîñíî
ïî÷àòêó êîîðäèíàò і îòðèìàєìî ãðàôіê ôóíêöії y  sinx íà
ïðîìіæêó [–; ] (ìàë. 12.2).

Äàëі âðàõóєìî ïåðіîäè÷íіñòü ôóíêöії y  sinx, íàéìåíøèé 
äîäàòíèé ïåðіîä ÿêîї äîðіâíþє 2. Ïàðàëåëüíî ïåðåíåñåìî
îäåðæàíèé ãðàôіê âëіâî і âïðàâî âçäîâæ îñі àáñöèñ íà 2, 4, 
6, … . Îäåðæèìî ãðàôіê ôóíêöії y  sinx íà âñіé îáëàñòі âè-
çíà÷åííÿ (ìàë. 12.3). Ëіíіþ, ÿêà є ãðàôіêîì ôóíêöії y  sinx, 
íàçèâàþòü ñèíóñîїäîþ.

Ìàë. 12.3

Ïîáóäóâàòè ãðàôіê ôóíêöії y  cosx
ìîæíà â òîé ñàìèé ñïîñіá, ÿêèì
áóäóâàëè ãðàôіê ôóíêöії y  sin x.
Àëå, âðàõîâóþ÷è, ùî

, ãðàôіê ôóíêöії y  cosx ìîæíà îòðèìàòè ç ãðàôі-

êà ôóíêöії y  sin x çà äîïîìîãîþ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ

âçäîâæ îñі àáñöèñ âëіâî íà  (ìàë. 12.4). Ãðàôіêîì ôóíêöії

y  cosx є òàêîæ ñèíóñîїäà, áî öå òà ñàìà ëіíіÿ, ùî é ãðàôіê 
ôóíêöії y  sinx, òіëüêè ðîçìіùåíà іíàêøå âіäíîñíî ñèñòåìè
êîîðäèíàò. Ãðàôіê ôóíêöії y  cos x çîáðàæåíî íà ìàëþí-
êó 12.4, éîãî ùå íàçèâàþòü êîñèíóñîїäîþ.

Ìàë. 12.4

Ñïî÷àòêó ïîáóäóєìî ãðàôіê ôóíê-

öії y  tgx íà ïðîìіæêó .

3. Ãðàôіê ôóíêöії 3.3.. Ãð. ÃðÃðàÃðààôіàôііêіê ôóôóóíóíêöêööіїöії 
yy  coscoss x xxx

4. Ãðàôіê ôóíêöії 4.. Ãð. ÃðÃðàÃðààôіàôііêіê ôóôóóíóíêöêööіїöії 
yy  tgtgtgxxx
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Äëÿ öüîãî ñêëàäåìî òàá ëèöþ çíà÷åíü ôóíêöії:

x 0

y – –1 0 1 –

Ãðàôіê ôóíêöії çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 12.5. Çàóâàæèìî,

ùî âіí íå ïåðåòèíàє ïðÿìі  é  (îñêіëüêè òàíãåíñ

ó òî÷êàõ і  íå іñíóє), ïðè íàáëèæåííі x äî  çíà÷åííÿ 

tg x ñòàє ÿê çàâãîäíî âåëèêèì, à ïðè íàáëèæåííі äî  – ÿê

çàâãîäíî ìàëèì.

     

     Ìàë. 12.5                    Ìàë. 12.6

Äàëі, âðàõîâóþ÷è ïåðіîäè÷íіñòü ôóíêöії y  tgx, íàéìåí-
øèé äîäàòíèé ïåðіîä ÿêîї äîðіâíþє , îòðèìàєìî ãðàôіê 
ôóíêöії y  tg x íà âñіé îáëàñòі âèçíà÷åííÿ (ìàë. 12.6). Ãðà-
ôіê ôóíêöії y  tg x íàçèâàþòü òàíãåíñîїäîþ, âіí ñêëàäàєòüñÿ 
ç áåçëі÷і îêðåìèõ ãіëîê – ãіëîê òàíãåíñîїäè.

Ôóíêöіÿ y  ctgx íå âèçíà÷åíà äëÿ 
x  , . Ãðàôіê öієї ôóíêöії 
ìîæíà ñïî÷àòêó ïîáóäóâàòè íà ïðî-
ìіæêó (0; ), і äàëі âèêî ðèñòàòè ïå-

ðіîäè÷íіñòü ôóíêöії. À ìîæíà, îñêіëüêè , îò-

ðèìàòè ç ãðàôіêà ôóíêöії y  tg x ïàðàëåëüíèì ïåðåíåñåííÿì 

íà  âëіâî âçäîâæ îñі àáñöèñ, à ïîòіì ñèìåòðè÷íèì âіäîáðà-

æåííÿì îòðèìàíîãî ãðàôіêà âіäíîñíî öієї îñі.

5. Ãðàôіê ôóíêöії 5.. Ãð. ÃðÃðàÃðààôіàôііêіê ôóôóóíóíêöêööіїöії 
y y  ctgctgctggg x xxx
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Ãðàôіê ôóíêöії y  ctgx çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 12.7. Öå òà-
êîæ òàíãåíñîїäà, àëå ðîçìіùåíà іíàêøå âіäíîñíî ñèñòåìè êîîð-
äèíàò. Ãðàôіê ôóíêöії y  ctg x íàçèâàþòü ùå êîòàíãåíñîїäîþ.

Ìàë. 12.7

Óçàãàëüíèìî âèâ÷åíі ðàíіøå âëà-
ñòèâîñòі òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíê-
öіé òà âëàñòèâîñòі, îòðèìàíі ç їõ
ãðàôіêіâ, ó òàáëèöі (ñ. 114 і 115).

Òåïåð ìè ìîæåìî çíàõîäèòè
âëàñòèâîñòі íå òіëüêè ôóíêöіé, çàçíà÷åíèõ ó öèõ òàá ëèöÿõ, à
é іíøèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè íóëі ôóíêöії 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íóëÿìè ôóíêöії  є çíà÷åííÿ àðãó-
ìåíòó âèãëÿäó , . Òîìó äëÿ äàíîї ôóíêöії çíàéäåìî

òі çíà÷åííÿ x, äëÿ ÿêèõ  . Ðîçâ’ÿæåìî îòðèìàíå

ëіíіéíå ðіâíÿííÿ:  ; 

                  ; 

                  , , – íóëі ôóíêöії.

Â і ä ï î â і ä ü. , .

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ïðîìіæêè çðîñòàííÿ ôóíêöії .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè , , – ïðî-

ìіæêè çðîñòàííÿ ôóíêöії , ðîçâ’ÿæåìî íåðіâíіñòü:

6. Âëàñòèâîñòі6.. ÂÂëààñòòèèâîîñòòі
òðèãîíîìåòðè÷íèõòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íè÷íèèõèõ
ôóíêöіéôóóííêöіéöіééé

Çàäà÷à 1. 

Çàäà÷à 2.
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, 

, k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , .

№ Âëàñòèâîñòі
Ôóíêöіÿ

y  sinx y  cosx

1
Îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ (–u; +u) (–u; +u)

2
Ìíîæèíà
çíà÷åíü

[–1; 1] [–1; 1]

3
Ïàðíіñòü,
íåïàðíіñòü

Íåïàðíà Ïàðíà

4 Íàéìåíøèé
äîäàòíèé
ïåðіîä

2 2

5
Íóëі
ôóíêöії

k

6
Çíàêîñòà-
ëіñòü, y > 0

7
Çíàêîñòà-
ëіñòü, y < 0

8
Ïðîìіæêè
çðîñòàííÿ

9
Ïðîìіæêè
ñïàäàííÿ

10 Íàéáіëüøå
çíà÷åííÿ
ôóíêöії

1 ïðè 1 ïðè 

11 Íàéìåíøå
çíà÷åííÿ
ôóíêöії

–1 ïðè –1 ïðè
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№ Âëàñòèâîñòі
Ôóíêöіÿ

y  tgx y  ctg x

1 Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ

2 Ìíîæèíà çíà÷åíü (–u; +u) (–u; +u)

3 Ïàðíіñòü, íåïàðíіñòü Íåïàðíà Íåïàðíà

4 Íàéìåíøèé äîäàòíèé
ïåðіîä

 

5 Íóëі ôóíêöії k

6 Çíàêîñòàëіñòü, y > 0

7 Çíàêîñòàëіñòü, y < 0

8 Ïðîìіæêè çðîñòàííÿ –

9 Ïðîìіæêè ñïàäàííÿ –

10 Íàéáіëüøå çíà÷åííÿ
ôóíêöії

– –

11 Íàéìåíøå çíà÷åííÿ
ôóíêöії

– –

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïåðіîäіâ äåÿêèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíê-
öіé ñêîðèñòàєìîñÿ âëàñòèâіñòþ, ÿêó ïðèéìåìî áåç äîâåäåííÿ:

Íàïðèêëàä, íàéìåíøèì äîäàòíèì ïåðіîäîì T ôóíê-

öії  áóäå ÷èñëî , òîáòî T  , à ôóíêöії

 áóäå ÷èñëî , òîáòî T  .

àéìåíøèé äîäàòíèé ïåðіîä ôóíêöіé âèãëÿäó
 sin (kx + ) і y  cos (kx + ), äå k і  – ÷èñëà, 

äîðіâíþє , à ôóíêöіé âèãëÿäó y  tg (kx + ) і

y  ctg (kx + ) äîðіâíþє .

öіé ñêî

íà
y

äî
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Äëÿ ïîáóäîâè ãðàôіêіâ òðèãîíîìåò-
ðè÷íèõ ôóíêöіé, âіäìіííèõ âіä 
òèõ, ÿêі ìè ðîçãëÿíóëè âèùå, ìîæ-
íà âèêîðèñòîâóâàòè ïåðåòâîðåííÿ
ãðàôіêіâ ôóíêöіé.

Íàïðèêëàä, äëÿ ïîáóäîâè ãðà-
ôіêà ôóíêöії  äîñòàòíüî ãðàôіê ôóíêöії
ïåðåíåñòè âçäîâæ îñі y íà 1 âíèç (ìàë. 12.8).

À äëÿ ïîáóäîâè ãðàôіêà ôóíêöії  äîñòàòíüî ãðàôіê 
ôóíêöії  ðîçòÿãíóòè ó 2 ðàçè âіä îñі àáñöèñ (ìàë. 12.9).

Ìàë. 12.9

Çà äîïîìîãîþ ñïåöіàëüíèõ êîìï’þ-
òåðíèõ ïðîãðàì ìîæíà áóäóâàòè ãðà-
ôіêè áóäü-ÿêèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ
ôóíêöіé. Íà ìàëþíêó 12.10 çîáðà-

æåíî ãðàôіê ôóíêöії , à íà 

ìàëþíêó 12.11 – ãðàôіê ôóíêöії , ïîáóäîâàíі 
çà äîïîìîãîþ îäíієї ç òàêèõ ïðîãðàì.

Ðàäèìî ïіä ÷àñ âèêîðèñòàííÿ êîíêðåòíîї ïðîãðàìè çíàéî-
ìèòèñÿ ç ôàéëîì äîïîìîãè (÷àñòî äëÿ öüîãî äîñòàòíüî íàòèñ-
íóòè êëàâіøó F1 , çíàõîäÿ÷èñü ó âіêíі ïðîãðàìè). Ó áіëüøî-
ñòі ïðîãðàì є ñïåöіàëüíі îïöії àáî іíñòðóìåíòè äëÿ ðîáîòè ç 
òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöіÿìè, íàïðèêëàä îïöіÿ «òðèãîíî-
ìåòðè÷íèé íàáіð» äîçâîëÿє ïî îñі x âіäêëàäàòè ïîçíà÷êè, ùî 
çàëåæàòü âіä . Ñàìå òàêó îïöіþ çàñòîñîâàíî äî ãðàôіêіâ íà 
ìàëþíêàõ 12.10 і 12.11.

7. Ïîáóäîâà ãðàôіêіâ7.. ÏÏîááóääîââàà ãððàôôіêіââ
òðèãîíîìåòðè÷íèõòðèèãîîíîîììåòòðè÷÷íèè
ôóíêöіé çà äîïîìîãîþôóóííêöіéöіééé çà äà äääîïïîììîîãîîþ
ïåðåòâîðåíüïååðååòòâîîðååíüü

8. Ïîáóäîâà ãðàôіêіâ8.. ÏÏîááóääîââàà ãððàôôіêіââ
òðèãîíîìåòðè÷íèõòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íè÷íèèõèõ
ôóíêöіé çà äîïîìîãîþôóóííêöіéöіééé çà äà äääîïïîììîîãîîþ
êîìï’þòåðàêîîì ’ìï’þòòååðàà
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Ìàë. 12.10

Çà ãðàôіêàìè ëåãêî âèçíà÷àòè âëàñòèâîñòі ôóíêöіé. Íà-

ïðèêëàä, íóëÿìè ôóíêöії  є ÷èñëà âèãëÿäó , 

, à ôóíêöіÿ  ñïàäàє íà ïðîìіæêàõ
, , òîùî.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
 Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü:

1) ;       2) ;       3) ;      4) .

 Яку функцію називають періодичною з періодом T  0?  На-
віть найменший додатний період функцій , ,

,  та , ,
, .  Як використовують періодич-

ність для побудови граф За графіками функцій ,
, , сформулюйте їх властивості.

зззззззззвзззззззз

111

1
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12.2. Äëÿ ôóíêöії  çíàéäіòü: 

1) ;       2) ;       3) ;      4) .

12.3. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії  íà ïðîìіæêó 
[0; 2]. Óêàæіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії, ïðîìіæîê
çðîñòàííÿ і ïðîìіæîê ñïàäàííÿ, íóëі ôóíêöії.

12.4. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії   íà ïðîìіæêó .

Óêàæіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії, ïðîìіæîê çðîñòàííÿ і 
ïðîìіæîê ñïàäàííÿ, íóëі ôóíêöії.

12.5. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії  íà ïðîìіæêó . 

Óêàæіòü íóëі ôóíêöії, ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ïðîìіæêè
ñïàäàííÿ ôóíêöії.

Çíàéäіòü íàéìåíøèé äîäàòíèé ïåðіîä ôóíêöії (12.6–12.7):

12.6. 1) ;            2) ; 

3) 

12.7. 1) 

3) .

12.8. Çà ãðàôіêàìè ôóíêöіé , , , 
 âèçíà÷òå çíàê ÷èñëà:

1) ;     2) ;      3) ;     4) ;

5) ;    6) ;     7) ;        8) .

12.9. Çà ãðàôіêàìè ôóíêöіé  , , , 
 ïîðіâíÿéòå ç íóëåì ÷èñëî:

1) ;        2) ;      3) ;

4) ;     5) ;        6) .

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії òà çà çðàçêîì òàá ëèöü íà 
ñ. 114 і 115 çàïèøіòü її âëàñòèâîñòі (12.10–12.11):

12.10. 1) ;     2) .

12.11. 1) ;     2) .
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12.12. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії . Óêàæіòü:

1) íóëі ôóíêöії.
2) ïðîìіæêè, íà ÿêèõ ôóíêöіÿ íàáóâàє äîäàòíèõ çíà÷åíü,
і ïðîìіæêè, íà ÿêèõ ôóíêöіÿ íàáóâàє âіä’єìíèõ çíà÷åíü.
3) ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ïðîìіæêè ñïàäàííÿ ôóíêöії.

12.13. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії 

1) íóëі ôóíêöії;
2) ïðîìіæêè, íà ÿêèõ ôóíêöіÿ íàáóâàє äîäàòíèõ çíà÷åíü,
і ïðîìіæêè, íà ÿêèõ ôóíêöіÿ íàáóâàє âіä’єìíèõ çíà÷åíü;
3) ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ïðîìіæêè ñïàäàííÿ ôóíêöії.

12.14. ×è є ÷èñëî T ïåðіîäîì ôóíêöії f, ÿêùî:

1) ; ;      2) ; ;

3) ; ;       4) ; ?

Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü íóëі ôóíêöії (12.15–12.16):

12.15. 1) ;           2) .

12.16. 1) ;     2) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ãðàôіêè ôóíêöіé , , , 
, ïîðіâíÿéòå ÷èñëà (12.17–12.18):

12.17. 1)  і ;      2)  і ;

  3) і ;        4) і .

12.18. 1) і ;            

  2)  і ;

  3)  і ;      

  4)  і .

12.19. Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü:

1) ïðîìіæêè çðîñòàííÿ ôóíêöії

2) çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêèõ ôóíêöіÿ  íàáó-

âàє âіä’єìíèõ çíà÷åíü.
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12.20. Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü: 

1) ïðîìіæêè ñïàäàííÿ ôóíêöії

2) çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêèõ ôóíêöіÿ  íàáó-

âàє äîäàòíèõ çíà÷åíü.

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (12.21–12.22):

12.21. 1)

12.22. 1) .

12.23. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії .

12.24. Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії .

12.25. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x, x  [0; 2], ôóíêöіÿ f(x) íàáó-
âàє íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ, à ïðè ÿêèõ – íàéáіëüøîãî?
Çíàéäіòü öі çíà÷åííÿ, ÿêùî:
1) ;       2) .

12.26. (Ïðàêòè÷íå çàâäàííÿ.) Çà äîïîìîãîþ áóäü-ÿêîї êîìï’þ-
òåðíîї ïðîãðàìè, ùî áóäóє ãðàôіêè, ïîáóäóéòå ãðàôіêè

ôóíêöіé ; ; 

òà çà çðàçêîì òàá ëèöü íà ñ. 114–115 óêàæіòü їõ âëàñòèâîñòі.

òò âà ìàòåìàòèêà
12.27. Äëÿ äîðîñëèõ âõіäíèé êâèòîê íà
2-é ïîâåðõ Åéôåëåâîї âåæі êîøòóє 8 єâðî, 
äëÿ îñіá âіêîì 12–24 ðîêè – 6,4 єâðî,
à äëÿ äіòåé 4–11 ðîêіâ – 4 єâðî. Ðîäèíà
òåðíîïіëü÷àí, ùî ñêëàäàєòüñÿ ç áàòüêà,
ìàìè, ñòóäåíòà Ñåðãіÿ (19 ðîêіâ), øêîëÿð-
êè Ìàðіéêè (10 ðîêіâ) òà ìàëþêà Îðåñòà
(2 ðîêè), õî÷å âіäâіäàòè 2-é ïîâåðõ Åéôåëå-
âîї âåæі. Ó ïàðèçüêîìó áàíêó 1 єâðî êîø-
òóє 32 ãðèâíі. ßêó ñóìó (ó ãðí) çàïëàòèòü
öÿ ðîäèíà çà òàêó åêñêóðñіþ. Îêðóãëіòü äî 
öіëèõ ãðèâåíü.
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

12.28. Çíàéäіòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê , ÿêùî:
1) ; ; 
2) ; .

12.29. Äàíî:   60;   30. Ïåðåâіðòå, ùî:
1) ;      2) ; 
3) ;     4) .

Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè, ÿêі äàþòü ìîæ-
ëèâіñòü çàïèñóâàòè òðèãîíîìåòðè÷íі ôóíêöії ñóìè і ðіçíèöі 
äâîõ êóòіâ ÷åðåç òðèãîíîìåò ðè÷íі ôóíêöії öèõ êóòіâ.

Äëÿ òîãî, ùîá îòðèìàòè ôîðìóëó
äëÿ , ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî
âèïàäîê, êîëè    і  –   .

Íåõàé ïðè ïîâîðîòі íà êóò  ïî-
÷àòêîâèé ðàäіóñ OP0 îäèíè÷íîãî êîëà ïåðåéøîâ ó ðà äіóñ OP,
P(x; y) (ìàë. 13.1). Îñêіëüêè , , òî ìàєìî âåê-

òîð . Àíà ëîãі÷íî, . Òîäі:

.
Ç іíøîãî áîêó:

.

Àëå , , . 

Ìàєìî: .
Àíàëîãі÷íî ðîçãëÿäàþòü і âèïàäêè, êîëè

   àáî  –   .
Îòðèìàëè ôîðìóëó êîñèíóñà ðіçíèöі:

Іç öієї ôîðìóëè ìàєìî:

.
Îòðèìàëè ôîðìóëó êîñèíóñà ñóìè:

ТРИГОНОМЕТРИЧНІ ФОРМУЛИ
ДОДАВАННЯ§ 13. 

1. Êîñèíóñ ðіçíèöі1.. Ê. ÊÊîñÊîññèíñèííóñíóññ ðñ ððіçðіççíèçíèèöіèöііі
é ñóìèéé ñóñóóìóìèè

Ìàë. 13.1

.

Îòðè

Іç öі

.

Îòðè
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Çàäà÷à 1. Îá÷èñëèòè .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 

. Â і ä ï î â і ä ü. .

Çàäà÷à 2. Ñïðîñòèòè âèðàç .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

.

Â і ä ï î â і ä ü. .

Çíàéäåìî ôîðìóëó äëÿ . 

Ìàєìî:

.
Îòðèìàëè ôîðìóëó ñèíóñà ðіçíèöі:

Äëÿ  ìàòèìåìî:

.
Îòðèìàëè ôîðìóëó ñèíóñà ñóìè:

Çàäà÷à 3. Çíàéòè , ÿêùî  і .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

. 

Îñêіëüêè  – êóò ІІ ÷âåðòі, òî . Ìàєìî:

Çàäà÷à 1.

Çàäà÷à 2. 

2. Ñèíóñ ðіçíèöі2.. Ñ. ÑÑèíÑèííóñíóññ ðñ ððіçðіçíèíèèöіèöііі
é ñóìèéé ñóñóóìóìèè

.

Îòðè

Äëÿ

.

Îòðè

Çàäà÷à 3. 
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.

Òîäі .

Â і ä ï î â і ä ü. .

Çàäà÷à 4. Ñïðîñòèòè âèðàç .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåâàæêî ïîìіòèòè, ùî äàíèé âèðàç – öå
ïðàâà ÷àñòèíà ôîðìóëè , äå , . 
Îòæå, .
Â і ä ï î â і ä ü. .

Âèðàçèìî  ÷åðåç  і
çà óìîâè, ùî êîæåí іç öèõ âèðàçіâ
ìàє çìіñò, òîáòî, ùî , 

, . Ìàєìî:

.

Ïîäіëèìî ÷èñåëüíèê і çíàìåííèê íà äîáóòîê .
Ìàòèìåìî:

.

Îòðèìàëè ôîðìóëó òàíãåíñà ðіçíèöі:

Äëÿ òàíãåíñà ñóìè ìàòèìåìî:

Îòðèìàëè ôîðìóëó òàíãåíñà ñóìè:

Çàäà÷à 5. Îá÷èñëèòè: 1) ;    2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) 

Çàäà÷à 4. 

3. Òàíãåíñ ðіçíèöі3.. Ò. ÒÒàíÒàííãåíãååíñåíññ ðñ ððіçíðіçííèíèèöіèöііі
é ñóìèéé ñóñóóìóìèè

.

ð

ð

Çàäà÷à 5.
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.

2) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;    2) .

îçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
×è ïðàâèëüíà ðіâíіñòü (13.1–13.2):

13.1. 1) ;

2) ?

13.2. 1) ;

2) ?

×è ïðàâèëüíî âèêîíàíî ñïðîùåííÿ (13.3–13.4):

13.3. 1) ;
2) ?

Äëÿ ñêëàäàííÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ òàá-
ëèöü âàæëèâî ìàòè ôîðìóëè, ùî äàþòü
ìîæëèâіñòü çíàõîäèòè òðèãîíîìåòðè÷íі

öії ñóìè òà ðіçíèöі àðãóìåíòіâ (  ) ÷åðåç òðèãîíîìå-
òðè÷íі ôóíêöії àðãóìåíòіâ  і .

Ïåðøèì, ÿêèé äіéøîâ äî íàñ, òðàêòàòîì, ùî ìіñòèòü òàêі
ôîðìóëè, ñòàâ «Àëüìàãåñò» Ïòîëåìåÿ. Ó öіé ïðàöі âèäàòíèé
ìàòåìàòèê ãåîìåòðè÷íèì øëÿõîì íà îñíîâі òåîðåìè Ïòîëå-
ìåÿ âèâîäèòü ôîðìóëè ðіçíèöі і ñóìè äâîõ êóòіâ äëÿ õîðä. Іí-
äіéñüêі â÷åíі, çîêðåìà Áõàñêàðà (XII ñò.), âèêîðèñòîâóâàëè
ôîðìóëè, ÿêі â ñó÷àñíіé ñèìâîëіöі ìîæíà çàïèñàòè òàê:

, äå R – ðàäіóñ êîëà.

Öþ òà іíøі ôîðìóëè äîäàâàííÿ âèêîðèñòîâóâàëè â÷åíі ñå-
ðåäíüîâі÷íèõ êðàїí Àçії òà Єâðîïè.

Ó ñó÷àñíîìó âèãëÿäі ôîðìóëè äîäàâàííÿ ñòàëè âèêîðèñòîâó-
âàòè ïіñëÿ ïðàöі І. Êëþãåðà «Àíàëіòè÷íà òðèãîíîìåòðіÿ»
(1770 ð.). Ó íіé àâòîð ââîäèòü òðèãîíîìåòðè÷íі ôóíêöії ÿê
ñïіââіäíîøåííÿ ìіæ ñòîðîíàìè òðèêóòíèêà. Òàê, íàïðèêëàä,
ôîðìóëó ñèíóñà ñóìè Êëþãåð îòðèìóє ç ôîðìóëè:

, äå A, B, C – êóòè òðèêóòíèêà.

ÀÀ ùå ðàíіøåøå.À àí ...іøÀÀ øðàð íі .íі åð

 Запам’ятайте формули косинуса різниці й суми; синуса різниці
 суми; тангенса різниці й суми.йййййй йййййййй

××××

1313131331313113133131 1111111
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13.4. 1) ;
 2) ?

Çà ôîðìóëàìè äîäàâàííÿ ïåðåòâîðіòü âèðàç (13.5–13.6):

1) ;      2) ;

 3) ;     4) .

13.6. 1) ;      2) ;

 3) ;     4) .

Çà ôîðìóëàìè äîäàâàííÿ ïåðåâіðòå іñòèííіñòü ôîðìóëè çâå-
äåííÿ (13.7–13.8):

13.7. 1) ; 

 3) ;         4) 

13.8. 1) ;           2) ; 

 3)

13.9. Çàïèøіòü êóò 105 ÿê ñóìó 60 + 45 òà îá÷èñëіòü:
1) ;       2) ;      3) .

13.10. Çàïèøіòü êóò 15  ÿê ðіçíèöþ 60 – 45 (àáî 45 – 30) 
òà îá÷èñëіòü:   1) ;      2) ;       3) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (13.11–13.16):

13.11. 1)

  3) ;       4) .

13.12. 1) .

13.13. 1) ;       2) ;

  3) ;      4) .

13.14. 1) ;        2) .
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13.15. 1) ;

 2) ;

 3) ;

 4) .

13.16. 1) ;

 2) ;

 3) ;

 4) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (13.17–13.18):

13.17. 1) ; 

 2) ;

 3) ; 

 4) .

13.18. 1) ;  

 2) ;

 3) ; 

 4) .

13.19. Âіäîìî, ùî ; . Çíàéäіòü:

1) ;       2) .

13.20. Âіäîìî, ùî ; . Çíàéäіòü:

1) ;       2) .

Îá÷èñëіòü (13.21–13.22):

13.21. 1) ;       2) .

13.22. 1) ;      2) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (13.23–13.24):
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13.23. 1) ;   2) ;

  3) .

13.24. 1) ;     2) ;

  3) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (13.25–13.26):

13.25. 1) ;

  2) ;    3) ;

  4) .

13.26. 1) ;

  2) ;  

  3) ;

  4) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (13.27–13.28):

13.27. 1)

  2) .

13.28. 1) ;

  2) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (13.29–13.30):

13.29. 1) , ÿêùî  і ;

  2) , ÿêùî  і .
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13.30. 1) , ÿêùî  і ;

 2) , ÿêùî  і .

13.31. Äàíî: , , , . 

Çíàéäіòü:  1) ;    2) .

13.32. Äàíî: , , , . 

Çíàéäіòü:  1) ;    2) .

13.33. Äîâåäіòü ôîðìóëè êîòàíãåíñà ñóìè é ðіçíèöі:

1) ;    2) .

13.34. Çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëè ç ïîïåðåäíüîї âïðàâè, îá÷èñëіòü:

1) ;          2) .

13.35. Äîâåäіòü, ùî êîëè , ,  – êóòè òðèêóòíèêà, òî
.

13.36. Çíàéäіòü , ÿêùî , ,  і  – 

êóòè ІІ ÷âåðòі.

13.37. Çíàéäіòü , ÿêùî , ,  і  – 

êóòè І ÷âåðòі.

13.38. Äîâåäіòü òîòîæíіñòü: .

13.39. Äîâåäіòü òîòîæíіñòü: .

13.40. Çíàéäіòü íàéìåíøå і íàéáіëüøå çíà÷åííÿ âèðàçó:

1) ;        2) .

13.41. Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії: 

1) ;     2) .

òò âà ìàòåìàòèêà
13.42. Êîåôіöієíò êîðèñíîї äії (ÊÊÄ) äåÿêîãî äâèãóíà âèçíà-

÷àþòü çà ôîðìóëîþ , äå T1– òåìïåðàòóðà íà-
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ãðіâà÷à (ó ãðàäóñàõ Êåëüâіíà), T2 – òåìïåðàòóðà õîëîäèëüíè-
êà (ó ãðàäóñàõ Êåëüâіíà). Ïðè ÿêіé ìіíіìàëüíіé òåìïåðàòóðі
íàãðіâà÷à T1 ÊÊÄ öüîãî äâèãóíà ñòàíîâèòèìå íå ìåíøå 20 %,
ÿêùî òåìïåðàòóðà õîëîäèëüíèêà T2  320 Ê? Âіäïîâіäü çàïè-
øіòü ó ãðàäóñàõ Êåëüâіíà.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
13.43. Äëÿ   30 і   60 ïîðіâíÿéòå çíà÷åííÿ âèðàçіâ:

1)  і ;       2)  і .

Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè, ùî є íàñëіäêàìè ôîðìóë äîäàâàííÿ.

Ôîðìóëà

є іñòèííîþ äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü
 і . ßêùî ïðèïóñòèìî, ùî   , ìàòèìåìî:

, òîáòî

Îòðèìàëè ôîðìóëó ñèíóñà ïîäâіéíîãî êóòà.
Àíàëîãі÷íî äëÿ ôîðìóëè , 

  , ìàòèìåìî: , òîáòî

Îòðèìàëè ôîðìóëó êîñèíóñà ïîäâіéíîãî êóòà.
ßêùî â îòðèìàíó ôîðìóëó ñïî÷àòêó çàìіñòü  ïіäñòà-

âèòè , à ïîòіì çàìіñòü  ïіäñòàâèòè ,
îòðèìàєìî ùå äâі ôîðìóëè êîñèíóñà ïîäâіéíîãî êóòà:

Òàê ñàìî ç ôîðìóëè  îòðèìàєìî ôîð-

ìóëó òàíãåíñà ïîäâіéíîãî êóòà , òîáòî

ФОРМУЛИ ПОДВІЙНОГО І ПОЛОВИННОГО КУТА. 
ФОРМУЛИ ПОНИЖЕННЯ СТЕПЕНЯ§ 14. 

1. Ôîðìóëè1.. Ô. ÔÔîðÔîððìðììóëìóëëèëè
ïîäâіéíîãî êóòàïîïîäîäâîäâіéâіéâіéééíîéíîîãîîãîî êî êêóòêóòòàòààà

.

Î

.

êîëè 

Î

 òà .

îòðèìà

.
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Îòðèìàëè ôîðìóëó òàíãåíñà ïîäâіéíîãî êóòà, ÿêà є іñ-
òèííîþ, êîëè tg і tg 2 іñíóþòü.

Çàäà÷à 1. Ñïðîñòèòè âèðàç: 1) ;    2) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

1) .

2)

.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) .

Çàäà÷à 2. Îá÷èñëèòè: .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

.

Â і ä ï î â і ä ü. 0,25.

Çàóâàæèìî, ùî îòðèìàíі ôîðìóëè ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äî
áóäü-ÿêîãî êóòà 2, àäæå áóäü-ÿêèé êóò ìîæíà ïîäàòè ÿê ïî-
äâіéíèé. Íàïðèêëàä, .

.

.

ßêùî ç ôîðìóë 
і  âèðàçèòè âіä-
ïîâіäíî  і , îòðèìàєìî:

Öі ôîðìóëè íàçèâàþòü ôîðìóëàìè ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿ. 
Âîíè äàþòü ìîæëèâіñòü çàïèñàòè êâàäðàòè ñèíóñà і êîñèíóñà 
êóòà  ÷åðåç êîñèíóñ êóòà 2.

Çàäà÷à 1. 

Çàäà÷à 2. 

2. Ôîðìóëè2.. Ô. ÔÔîðÔîððìðììóëìóëëèëè
ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿïîîíèîíèèæèææåíæåííííííÿíÿ ñòñòòåïòåïïåíïåííÿíÿ

  òà  .
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Îñêіëüêè , ìàєìî ùå

îäíó ôîðìóëó ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿ:

Öÿ ôîðìóëà іñòèííà, ÿêùî  іñíóє.

Çàäà÷à 3. Ïîíèçèòè ñòåïіíü âèðàçó: 

1) ;     2) ;     3) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) .

2) .

3)

.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) ;   3)

ßêùî ó ôîðìóëàõ 

çàìіñòü êóòà  ïіä ñòàâèòè êóò , îòðèìàєìî ôîðìóëè ïîëî-

âèííîãî êóòà:

.

îäíó ôî

Çàäà÷à 3. 

3. Ôîðìóëè3.. Ô. ÔÔîðÔîððìðììóëìóëëèëè
ïîëîâèííîãî êóòàïîîëîîëîîâîâèíèíííîííîîãîîãîî êî êêóòêóòòàòààà

; ; .

âèííîãî
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Çàäà÷à 4. Çíàéòè , ÿêùî і .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çà ôîðìóëîþ ïîëîâèííîãî êóòà

, òî

òî , îòæå, , і òîìó

. Â і ä ï î â і ä ü. .

Äëÿ tg  ìîæíà îòðèìàòè ùå äâі ôîðìóëè. Îñêіëüêè

і , òî ìàєìî ôîðìóëè:

Çàäà÷à 6. Îá÷èñëèòè .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 

Â і ä ï î â і ä ü. .

Çàäà÷à 4.

 і .

Çàäà÷à 6.

Ñêëàäàþ÷è òàá ëèöі õîðä, Ïòîëåìåé óæå
âèêîðèñòîâóâàâ ñïіââіäíîøåííÿ, ÿêå â ñó-
÷àñíèõ ïîçíà÷åííÿõ âèãëÿäàє òàê:

.

åÿêèõ ôîðìóë, ùî ïіñëÿ ñïðîùåíü çâîäèëèñÿ äî öієї ôîð-
äіéøëè òàêîæ і äàâíüîіíäіéñüêі ìàòåìàòèêè. Іíäóñè
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
×è ïðàâèëüíî âèêîðèñòàíî ôîðìóëè ïîäâіéíîãî êóòà
14.1–14.2):

14.1. 1) ;     2)

 3) ;       4) ?

14.2. 1) 

 3) ?

Ñïðîñòіòü âèðàç (14.3–14.4):

14.3. 1) ;       2) ;

4) ;    5) ;   6) .

14.4. 1) ;           2)

 3) ;    4) .

çíàëè і êіëüêà іíøèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôîðìóë. Òàê, íàïðè-
êëàä, Àáó-ë-Âàôà (940–998) âèíàéøîâ ôîðìóëó

.

Öÿ, à òàêîæ ôîðìóëè ïîäâіéíîãî òà ïîëîâèííîãî êóòіâ äëÿ
ñèíóñà і êîñèíóñà, є ó ïðàöÿõ áàãàòüîõ ñåðåäíüîâі÷íèõ ó÷åíèõ.

Ôðàíñóà Âієò ó ïðàöі «×èñëåííÿ òðèêóòíèêіâ» çíàõîäèâ
ñèíóñè і êîñèíóñè áóäü-ÿêèõ êðàòíèõ äóã, âèêîðèñòîâóþ÷è
ïðèéîìè, ïîäіáíі äî ïðèéîìіâ ìíîæåííÿ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë.

Àíãëієöü Äæîí Ïåëëü, ôðàíöóç Ã. Ðîáåðâàëü òà іíøі ìàòåìà-
òèêè XVIII ñò. ðіçíèìè øëÿõàìè ïðèéøëè äî ôîðìóëè

.

Âèäàòíèé ìàòåìàòèê Ë. Åéëåð ó ïðàöі «Ââåäåííÿ â àíàëіç»
çàïðîïîíóâàâ ôîðìóëó:

.

ßêà, ïðîòå, çàðàç íå ìàє øèðîêîãî âæèòêó.

 Запам’ятайте формули синуса, косинуса і тангенса подвійного
ута.  Запам’ятайте формули пониження степеня.  Запам’я-

тайте формули половинного кута.
ккккккккккуккккк
тттттттттат

×
(
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Ñêîðîòіòü äðіá (14.5–14.6):

14.5. 1) ;             2) 

3) ;     4) .

14.6. 1) ;             2) 

3) ;     4) .

Îá÷èñëіòü (14.7–14.8):

14.7. 1) ;             2) ;

3) ;               4)

5) ;      6) .

14.8. 1) ; 

3)

5) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (14.9–14.12):

14.9. 1) ;       2) ;    3) ;

4) ;   5) ;     6) 

14.10. 1) ;             2) 

 3) ;      4) .

14.11. 1)

14.12. 1) ;           2)

14.13. Çíàéäіòü , ÿêùî:  1) ;     2) .
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14.14. Çíàéäіòü , ÿêùî:   1) ;    2) .

14.15. Çíàéäіòü , ÿêùî:  1) ;    2) .

14.16. Çíàéäіòü , ÿêùî:  1) ;    2) .

Çàïèøіòü òðèãîíîìåòðè÷íó ôóíêöіþ êóòà ÷åðåç òðèãîíîìåò-
ðè÷íó ôóíêöіþ âäâі÷і ìåíøîãî êóòà (14.17–14.18):

14.17. 1) ;       2) ;     3) ; 

  4) ;       5) ;     6) .

14.18. 1) ;       2) ;      3) ;  

  4) ;       5) ;      6) .

Âèêîíàéòå ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿ ó âèðàçі (14.19–14.22):

14.19. 1) ;     2) .

14.20. 1) ;     2) .

14.21. 1) ;   

      3) ;          4) 

14.22. 1)

  3) ;         4) 

Ïîäàéòå ó âèãëÿäі äîáóòêó âèðàç (14.23–14.24):

14.23. 1) ;        2) ;       3) ;
  4) ;      5) ;        6) .

14.24. 1) ;        2) ;        3) ;

  4) ;      5) ;        6) .

14.25. Ñïðîñòіòü âèðàç:  1) .

14.26. Ñïðîñòіòü âèðàç:  1) .
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14.27. Çíàéäіòü , ÿêùî ; .

14.28. Çíàéäіòü , ÿêùî ; .

14.29. Âіäîìî, ùî , . Çíàéäіòü:

1) ;       2) ;        3) ;        4) .

14.30. Âіäîìî, ùî , . Çíàéäіòü:

1) ;       2) ;        3) ;        4) .

14.31. ×è іñíóє òàêå çíà÷åííÿ , ïðè ÿêîìó:

1) ;           2)

14.32. ×è іñíóє òàêå çíà÷åííÿ , ïðè ÿêîìó:
1) ;         2) ?

Ñïðîñòіòü âèðàç (14.33–14.34):

14.33. 1) ;            2) ;

 3) ;         4) .

14.34. 1) ;      2) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (14.35–14.36):

14.35. 1) ;

 2) .

14.36. 1) ;

 2) .

14.37. Çíàéäіòü , ÿêùî

14.38. Çíàéäіòü , ÿêùî .
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14.39. Äîâåäіòü ôîðìóëè ïîòðіéíîãî êóòà:

1) ;     2) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (14.40–14.41):

14.40. 1) ;       2) , ÿêùî .

14.41. 1) , ÿêùî ;      2) .

14.42. Êîñèíóñ êóòà ïðè îñíîâі ðіâíîáåäðåíîãî òðèêóòíèêà äî-
ðіâíþє 0,8. Çíàéäіòü êîñèíóñ і ñèíóñ êóòà ïðè âåðøèíі.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
3. Ëіòð áåíçèíó íà àâòîçàïðàâöі êîøòóє 22 ãðí. Ìàðіÿ çà-

ëèëà â áàê 30 ëіòðіâ áåíçèíó òà ïðèäáàëà ïàêåò ñîêó âàðòіñòþ
12 ãðí. Ñêіëüêè ðåøòè âîíà îòðèìàє іç 700 ãðí?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

14.44. Ðîçâ’ÿæіòü ñèñòåìó ðіâíÿíü , äå x і y – çìіííі.

14.45. Ïîðіâíÿéòå çíà÷åííÿ âèðàçіâ  і

, ÿêùî:
1) ; ;        2) ; .

Ðîçãëÿíåìî ùå êіëüêà ôîðìóë, ùî є íàñëіäêàìè ôîðìóë 
äîäàâàííÿ.

Äîäàìî ïî÷ëåííî ôîðìóëè äîäà-
âàííÿ:

.

ФОРМУЛИ СУМИ Й РІЗНИЦІ ОДНОЙМЕННИХ 
ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ.
ФОРМУЛИ ПЕРЕТВОРЕННЯ ДОБУТКУ 
ТРИГОНОМЕТРИЧНИХ ФУНКЦІЙ У СУМУ

§ 15. 

1. Ôîðìóëè ñóìè1.. ÔÔîððììóëëè ñóóììè
і ðіçíèöіі ðіðіççíèèöіöі
òðèãîíîìåò ðè÷íèõòðèèãîîíîîììåòò ðè÷÷íèè
ôóíêöіéôóóííêöіéöіééé
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Íåõàé x + y  , x – y  . Òîäі , , òîáòî

і . Ïіäñòàâèìî öі âèðàçè äëÿ x і y ó âèùå 

çíàéäåíó ñóìó ôîðìóë äîäàâàííÿ. Îòðèìàєìî:

Çàìіíèìî â öіé ôîðìóëі  íà –:

Àíàëîãі÷íî ìîæíà îòðèìàòè:

Îñêіëüêè , òî îñòàííþ 

ôîðìóëó ìîæíà çàïèñàòè ùå é òàê:

Äëÿ ñóìè òàíãåíñіâ ìàєìî:

.

Çàìіíèâøè â öіé ôîðìóëі  íà – і âðàõóâàâøè, ùî 
tg(–)  –tg, ìàòèìåìî:

Çàäà÷à 1. Ïîäàòè ó âèãëÿäі äîáóòêó âèðàç: 

1) ;     2) .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çà ôîðìóëîþ ñóìè ñèíóñіâ:

 – ôîðìóëà ñóìè ñèíóñіâ.

çíàéäåí

 – ôîðìóëà ðіçíèöі 
ñèíóñіâ.

 – ôîðìóëà ñóìè 
êîñèíóñіâ;

– ôîðìóëà ðіçíèöі 
êîñèíóñіâ.

Àíàë

– ôîðìóëà ñóìè òàíãåíñіâ.

– ôîðìóëà ðіçíèöі òàíãåíñіâ.

tg( ) 

Çàäà÷à 1. 
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.

2) Âèêîðèñòàєìî ôîðìóëó ðіçíèöі êîñèíóñіâ, óðàõîâóþ÷è,

ùî çà ôîðìóëîþ çâåäåííÿ . Ìàòèìåìî:

.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;   2) .

Çàäà÷à 2. Îá÷èñëèòè .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çà ôîðìóëîþ ðіçíèöі ñèíóñіâ ìàєìî:

.

Â і ä ï î â і ä ü. .

Çàäà÷à 3. Ïîäàòè âèðàç  ó âèãëÿäі äîáóòêó.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñïî÷àòêó âèíåñåìî ÷èñëî 2 çà äóæêè òà

âðàõóєìî, ùî  , äàëі âèêîðèñòàєìî ôîðìóëó ñóìè

êîñèíóñіâ.
Ìàєìî:

.

Â і ä ï î â і ä ü. .

Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 3. 
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Äîäàìî ïî÷ëåííî ôîðìóëè äîäà-
âàííÿ:

.

Çâіäñè ìàєìî:

Âіäíіìåìî ïî÷ëåííî âіä ïåðøîї ôîðìóëè äîäàâàííÿ äðóãó:

, çâіäñè

Äîäàìî ïî÷ëåííî ôîðìóëè äîäàâàííÿ:

, çâіäñè:

Îòðèìàëè òðè ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ äîáóòêó òðèãîíî-
ìåòðè÷íèõ ôóíêöіé ó ñóìó.

Çàäà÷à 4. Îá÷èñëèòè .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ïåðåòâîðèìî äîáóòîê ñèíóñіâ ó ñóìó:

Â і ä ï î â і ä ü. .

Çàäà÷à 5. Ñïðîñòèòè âèðàç:

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

.
Â і ä ï î â і ä ü. .

2. Ôîðìóëè2.. ÔÔîððììóëëè
ïåðåòâîðåííÿïååðååðååòåòòâîòâîîðåîðååííåíííÿíÿÿÿ
äîáóòêóäîîáóîáóóòóòòêóòêóóó
òðèãîíîìåòðè÷íèõòðèðèãîîíîîììåòòððè÷÷íèèõ
ôóíêöіé ó ñóìóôóóííêööіéé óó ñóóììó

.

.

.

Çàäà÷à 4.

Çàäà÷à 5. 
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
×è ïðàâèëüíî çàñòîñîâàíî ôîðìóëè ñóìè é ðіçíèöі òðè-
ãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé (15.1–15.2):

15.1. 1) ;

 2) ;

 3) ;

 4) ?

15.2. 1) ; 

 2) ?

Ïåðåòâîðіòü ñóìó íà äîáóòîê (15.3–15.6):

15.3. 1) ;            2) ; 
 3) ;            4) .

15.4. 1) ;            2) ; 
 3) ;            4) .

Ïîòðåáà ó ïåðåòâîðåííÿõ äîáóòêó òðèãî-
íîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé ó ñóìó і íàâïàêè çà-
ëåæàëà íå ëèøå âіä ìåòè ïåðåòâîðåíü, à é

ä îá÷èñëþâàëüíèõ çàñîáіâ, ùî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ íà òîé ÷àñ.
іÿ ìíîæåííÿ, îñîá ëèâî ÿêùî ìîâà éøëà ïðî áàãàòîöèôðîâі
èñëà, çàâæäè ââàæàëàñÿ ñêëàäíіøîþ, íіæ äіÿ äîäàâàííÿ. Òîìó

äàâíі ÷àñè øóêàëè ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ äîáóòêó
ðèãîíîìåò ðè÷íèõ âåëè÷èí ó ñóìó, ùîá çàìіíèòè ìíîæåííÿ
îäàâàííÿì.
Ó XVI ñò. àñòðîíîìè, ó òîìó ÷èñëі é ïîïåðåäíèê Êåïëåðà,

äàòñüêèé â÷åíèé Òèõî Áðàãå, âïåðøå çàñòîñóâàëè ôîðìóëó

äëÿ çàìіíè äîáóòêó ñóìîþ. Äëÿ äîâåäåííÿ òîòîæíîñòåé, îá-
÷èñëåíü òîùî іç öієþ æ ìåòîþ їõ çàñòîñîâóþòü і â íàø ÷àñ.÷

òòò
Ó

î
Ó

ðèã
ä

ààäàâää
èñë

àòäàä

ðð

іÿіі
äää
іÿіÿÿ
ä äää îääää á

èèè

ää

äëäëää

іііøå...øå....іøøíі .іøå

 Запишіть формули суми й різниці синусів; суми й різниці ко-
инусів; суми й різниці тангенсів.  Запишіть формули перетво-

рення добутку тригонометричних функцій у суму.
сссссссссссссссс
рррррррррр

×
ãã
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15.5. 1) ;        2) ;
3) ;           4) .

15.6. 1) ;        2) ;
3) ;          4) .

Äîâåäіòü, ùî (15.7–15.8):

15.7. 1) ;   2) .

15.8. 1) ;   2) .

Çàïèøіòü âèðàç ó âèãëÿäі ÷àñòêè (15.9–15.10):
15.9. 1) ;       2) .

15.10. 1) ;      2) .

Ïåðåòâîðіòü äîáóòîê ó ñóìó (15.11–15.12):
15.11. 1) ;      2) ;      3) ;

 4) ;    5) ;     6) .

15.12. 1) ;       2) ;       3) ;
 4) ;    5) ;      6) .

Îá÷èñëіòü (15.13–15.14):
15.13. 1) ;       2) .

15.14. 1) ;       2) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (15.15–15.16):

15.15. 1) ;       2) .

15.16. 1) ;       2) .

Çàïèøіòü ó âèãëÿäі äîáóòêó (15.17–15.20):

15.17. 1) ;       2) .

15.18. 1) ;      2) .

15.19. 1) ;          2) .

15.20. 1) ;          2) .

15.21. Äîâåäіòü ôîðìóëè ñóìè і ðіçíèöі êîòàíãåíñіâ:

1) ;     2) .
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Çàïèøіòü âèðàç ó âèãëÿäі ÷àñòêè (15.22–15.23):
15.22. 1) ;          2) .

15.23. 1) ;         2) .

Ïîäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі äîáóòêó (15.24–15.25):
15.24. 1) ;      2) .

15.25. 1) ;      2) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (15.26–15.27):

15.26. 1) ; 

  2) ;

  3) ;

  4) .

15.27. 1) ;    2) ;

  3) ;

  4) .

Ïîäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі äîáóòêó (15.28–15.29):

15.28. 1) ;       2) ;    

  3) ;     4) .

15.29. 1) ;      2) .

Ïîäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі ÷àñòêè (15.30–15.31):

15.30. 1) ;         2) .

15.31. 1) ;         2) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (15.32–15.33):

15.32. 1) ;

  2)
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15.33. 1) ;

 2)

15.34. Ïåðåòâîðіòü íà äîáóòîê âèðàç:
1) ;    
2) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (15.35–15.36):

15.35. 1) .

15.36. 1) ;     2) .

Îá÷èñëіòü (15.37–15.38):

15.37. 1) ;    2) .

15.38. 1) ;    2) .

Ñïðîñòіòü âèðàç (15.39–15.40):

15.39. 1) ; 

 2) ;

 3) ; 

 4) .

15.40. 1) ;

 2) .

Äîâåäіòü òîòîæíіñòü (15.41–15.42):

15.41. 1) ;

 2) .

15.42.
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Æèòò âà ìàòåìàòèêà
15.43. Âіéñüêîâèé çáіð ó 2016 ðîöі ñêëàäàâ 1,5 % âіä çàðîáіò-
íîї ïëàòè. Çàðîáіòíà ïëàòà äèðåêòîðà ïðèâàòíîãî ïіäïðèєì-
ñòâà «Ïàòðіîò» ïðîòÿãîì ðîêó ñòàíîâèëà 8000 ãðí íà ìіñÿöü,
à êîæíîãî ç òðüîõ éîãî ðîáіòíèêіâ – ïî 6000 ãðí íà ìіñÿöü.
Îêðіì âіéñüêîâîãî çáîðó, ùîìіñÿöÿ äèðåêòîð ïåðåðàõîâóâàâ
500 ãðí, à êîæíèé ç éîãî ðîáіòíèêіâ – ïî 300 ãðí ó ôîíä íà
ïіäòðèìêó óêðàїíñüêîї àðìії. ßêó çàãàëüíó ñóìó êîøòіâ ñïëà-
òèëè ðîáіòíèêè öüîãî ïðèâàòíîãî ïіäïðèєìñòâà ó 2016 ðîöі
íà ïîòðåáè óêðàїíñüêîї àðìії?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

15.44. ×è іñíóє òàêå çíà÷åííÿ x, ùî:

1) ;      2) ;     3) ;

4) ;        5) ;      6) ?

15.45. Óêàæіòü çíà÷åííÿ êóòà , äå , äëÿ ÿêîãî
ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü:

1) ;      2) ;       3) ;

4) ;      5) ;      6) .

Òàêі ðіâíÿííÿ ìè âæå ðîçãëÿäàëè ó âïðàâàõ 7.23–7.26, äå
øóêàëè їõ îêðåìі ðîçâ’ÿçêè. Òðèãîíîìåòðè÷íèìè є òàêîæ ðіâ-

íÿííÿ ; ;  òîùî.

Ó öüîìó ïàðàãðàôі íàâ÷èìîñÿ çíàõîäèòè ðîçâ’ÿçêè íàéïðî-
ñòіøèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðіâíÿíü, äëÿ ÷îãî ñïî÷àòêó îçíàéî-
ìèìîñÿ ç îáåðíåíèìè òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöіÿìè òà ïî-
íÿòòÿìè àðêñèíóñà, àðêêîñèíóñà, àðêòàíãåíñà і àðêêîòàíãåíñà.

НАЙПРОСТІШІ ТРИГОНОМЕТРИЧНІ
РІВНЯННЯ§ 16. 

іâíÿííÿ, ùî ìіñòèòü çìіííó ïіä çíàêîì òðèãîíîìåò-
è÷íîї ôóíêöії, íàçèâàþòü òðèãîíîìåòðè÷íèì ðіâ-
ÿííÿì.

Ðі
ðè
íÿ
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Ïîçíà÷àþòü àðêñèíóñ ÷èñëà a ÷åðåç arcsin a. Ç îçíà÷åííÿ 
àðêñèíóñà âèïëèâàє, ùî

Íàïðèêëàä, , áî  і ;

, áî  і .

Ïîçíà÷àþòü àðêêîñèíóñ ÷èñëà a ÷åðåç arccosa. Ç îçíà÷åí-
íÿ àðêêîñèíóñà âèïëèâàє, ùî

Íàïðèêëàä, , áî  і ;

, áî  і .

Êіëüêà íàé÷àñòіøå âæèâàíèõ çíà÷åíü àðêñèíóñà і àðêêîñèíó-
ñà ïîäàìî ó òàá ëèöі (їõ ùå íàçèâàþòü òàáëè÷íèìè çíà÷åííÿìè):

a –1 0 1

arcsina 0

arccosa 0

é

ðêñèíóñîì ÷èñëà a, äå –1 J a J 1, 
àçèâàþòü òàêèé êóò іç ïðîìіæêó 

, ñèíóñ ÿêîãî äîðіâíþє a.

Àð
íà1. Îáåðíåíі11. ÎÎááåððííåííі

òðèãîíîìåòðè÷íіòðððèãð ãîíîîììåòòðððèðè÷ííі
ôóíêöіїôôóôóíêíêêöêööіїöії

 arcsin a òîäі і òіëüêè òîäі, êîëè: 

) ;     2) sin x  a.

àðêñèí

x

1)

Àðêêîñèíóñîì ÷èñëà a, äå –1 J a J 1, íàçèâàþòü òà-
èé êóò іç ïðîìіæêó [0; ], êîñèíóñ ÿêîãî äîðіâíþє a.

Ï

À
êè

 arccosa òîäі і òіëüêè òîäі, êîëè: 

) ;     2) cos x  a.

íÿ àðêê

x
1)

Àðêòàíãåíñîì ÷èñëà a, äå a  R, íàçèâàþòü òàêèé 

óò іç ïðîìіæêó , òàíãåíñ ÿêîãî äîðіâíþє a.

À

êó
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Ïîçíà÷àþòü àðêòàíãåíñ ÷èñëà a ÷åðåç arctga. Ç îçíà÷åííÿ
àðêòàíãåíñà âèïëèâàє, ùî

Íàïðèêëàä, , îñêіëüêè  і  ;

, îñêіëüêè  і .

Ïîçíà÷àþòü àðêêîòàíãåíñ ÷èñëà a ÷åðåç arcñtg a. Ç îçíà-
÷åííÿ àðêêîòàíãåíñà âèïëèâàє, ùî

Íàïðèêëàä, , îñêіëüêè  і ;

 і .

Êіëüêà íàé÷àñòіøå âæèâàíèõ çíà÷åíü àðêòàíãåíñà і àðêêî-
òàíãåíñà ïîäàìî ó òàá ëèöі:

a –1 0 1

arctga 0

arcñtga

ßêùî òðèãîíîìåòðè÷íі âèðàçè ìіñòÿòü òàáëè÷íі çíà÷åííÿ,
çíà÷åííÿ òàêèõ âèðàçіâ ëåãêî îá÷èñëèòè.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè çíà÷åííÿ âèðàçó:

1) ;   2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) 

rctg a  x òîäі і òіëüêè òîäі, êîëè: 

) ;    2) tg x  a.

àðêòàíã

ar

1)

Àðêêîòàíãåíñîì ÷èñëà a, äå a  R, íàçèâàþòü òàêèé 
óò іç ïðîìіæêó , êîòàíãåíñ ÿêîãî äîðіâíþє a.

Ïîçí

À
êó

rcctga  x òîäі і òіëüêè òîäі, êîëè: 

) ;    2) ctg x  a.

÷åííÿ à

ar

1)

Çàäà÷à 1. 
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.

2) Îñêіëüêè , òî .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ;    2) .

Ðіâíÿííÿ âèãëÿäó , ,
, , x – çìіííà, , 

íàçèâàþòü íàéïðîñòіøèìè òðèãî-
íîìåòðè÷íèìè ðіâíÿííÿìè. Ðîç-
ãëÿíåìî, ÿê їõ ðîçâ’ÿçàòè.

Ðіâíÿííÿ cos t  a. 
ßêùî a  –1 àáî a  1, òî ðіâíÿííÿ cos t  a ðîçâ’ÿçêіâ

íå ìàє, îñêіëüêè |cos t| J 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ t. Íåõàé 
–1 J a J 1. Òîäі ðіâíÿííÿ cos t  a ìàє ðîçâ’ÿçêè, ÿêі ïðîіëþ-
ñòðóєìî íà îäèíè÷íîìó êîëі. Çà îçíà÷åííÿì, cos t – öå àáñöè-
ñà òî÷êè Pt íà îäèíè÷íîìó êîëі. Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ðіâíÿííÿ 
cos t  a òðåáà íà îäèíè÷íîìó êîëі çíàéòè êóòè, êîñèíóñ ÿêèõ 
äîðіâíþє a, òîáòî çíàéòè òàêі òî÷êè, àáñöèñè ÿêèõ äîðіâíþ-
þòü a. ßêùî |a|  1, òî òàêèõ òî÷îê äâі (ìàë. 16.1 і 16.3),
êîæíіé ç ÿêèõ âіäïîâіäàє ïåâíèé êóò t1 і t2. À ÿêùî a  1 àáî 
a  –1, òî îäíà (ìàë. 16.2).

    

      Ìàë. 16.1            Ìàë. 16.2           Ìàë. 16.3

Îñêіëüêè  і cos t1  a, òîìó t1  arccosa, òîäі 
t2  –t1  –arccos a. Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêöіÿ  є ïå-
ðіîäè÷íîþ ç íàéìåíøèì äîäàòíèì ïåðіîäîì 2, ðîçâ’ÿçêàìè 
ðіâíÿííÿ áóäóòü òàêîæ óñі êóòè âèãëÿäó  і . 
Îòæå, ìàєìî ôîðìóëè äëÿ êîðåíіâ ðіâíÿííÿ cos t  a:

t  arccosa + 2k, k  Z òà t  –arccosa + 2k, k  Z,
ÿêі ëåãêî îá’єäíàòè â îäíó:

2. Íàéïðîñòіøі2.. ÍÍàééïðððîðîñòòіøøі
òðèãîíîìåòðè÷íіòòðèòðèèãîèãîîíîîíîîìîììåòìåòòðòðè÷è÷÷íі÷íііі
ðіâíÿííÿðіііâííÿííííÿ

t  arccos a + 2k, k  Z.             (1)

ÿêі ëåã
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Ðіâíÿííÿ cos t  a, ÿêùî a  –1, a  0, a  1, ìîæíà
íå ðîçâ’ÿçóâàòè çà ôîðìóëîþ (1), à çíàéòè éîãî ðîçâ’ÿçêè çà
äîïîìîãîþ îäèíè÷íîãî êîëà:

1) cos t  –1, òî , k  Z (ìàë. 16.2);

2) cos t  0, òî , k  Z (ìàë. 16.3);

3) cos t  1, òî , k  Z (ìàë. 16.2).
Ðіâíÿííÿ cos t  1, cos t  0, cos t  –1 ïðèéíÿòî ùå íàçèâà-

òè ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ðіâíÿííÿ cos t  a.
Ïîäàìî ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ cos t  a ó âèãëÿäі òàáëèöі:

ðîç-
â’ÿçêіâ
íåìàє

Çàäà÷à 3. Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ:

1) ;   2) ;    3) ;    4) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ; . Çà ôîðìóëîþ (1):

, k  Z, òîáòî , k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü.  , k  Z.

2) ; îñêіëüêè , òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє.

Â і ä ï î â і ä ü.  .

3) ; , òîäі: k  Z. Çíà÷åí-

íÿ  ìîæíà çíàéòè ëèøå íàáëèæåíî (íàïðèêëàä, çà

äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà). Äëÿ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ çíà÷åííÿ

 çíàõîäÿòü íàáëèæåíî:

çîê çàïèñóþòü íàáëèæåíî: , k  Z. 

Çàäà÷à 3.
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Ó ìàòåìàòèöі æ ó âіäïîâіäü ïðèéíÿòî çàïèñóâàòè òî÷íèé

ðîçâ’ÿçîê: k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , k  Z.

4) ; 

    , k  Z; 

     , k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , k  Z.

Ðіâíÿííÿ sin t  a. 
ßêùî a  –1 àáî a  1, òî ðіâíÿííÿ sin t  a ðîçâ’ÿçêіâ íå

ìàє, îñêіëüêè –1 J sin t J 1 äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ t. Íå-
õàé –1 J a J 1. Òîäі ðіâíÿííÿ ìàє ðîçâ’ÿçêè. Ïðîіëþñòðóєìî 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿííÿ sin t  a íà îäèíè÷íîìó êîëі. Çà îçíà-
÷åííÿì, sin t – öå îðäèíàòà òî÷êè Pt îäèíè÷íîãî êîëà. Äëÿ 
ðîçâ’ÿçàííÿ ðіâíÿííÿ sin t  a òðåáà íà îäèíè÷íîìó êîëі çíàé-
òè òàêі êóòè, ñèíóñ ÿêèõ äîðіâíþє a, òîáòî òàêі òî÷êè, îðäè-
íàòè ÿêèõ äîðіâíþþòü a. ßêùî –1 < a  1, òî òàêèõ òî÷îê äâі
(ìàë. 16.4 і 16.6), êîæíіé ç ÿêèõ âіäïîâіäàє ïåâíèé êóò t1 і t2. 
ßêùî a  1 àáî a  –1, òî òàêà òî÷êà єäèíà (ìàë. 16.5).

    

    Ìàë. 16.4           Ìàë. 16.5            Ìàë. 16.6

Ìàєìî, ùî: і sin t1  a, òîìó , òîäі 

 є 
ïåðіîäè÷íîþ ç íàéìåíøèì äîäàòíèì ïåðіîäîì 2, ìàєìî ôîð-
ìóëè äëÿ êîðåíіâ ðіâíÿííÿ sin t  a:

t1  arcsina + 2n, n  Z, і t2   – arcsina + 2n, n  Z.

Öі ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ sin t  a ìîæíà îá’єäíàòè â îäíó 
ôîðìóëó:
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Äіéñíî, ÿêùî ó ôîðìóëó (2) ïіäñòàâèòè ïàðíå k, òîáòî
k  2n, n  Z, ìàòèìåìî, ùî t  arcsina + 2n. ßêùî æ ïіä-
ñòàâèòè íåïàðíå k, òîáòî k  2n + 1, n  Z, ìàòèìåìî, ùî
t   – arcsina + 2n, n  Z.

ßêùî a  –1, a  0, a  1, ðіâíÿííÿ sin t  a ìîæíà íå
ðîçâ’ÿçóâàòè çà ôîðìóëîþ (2), à, ÿê і ó âèïàäêó ðіâíÿííÿ
cost  a, çíàéòè ðîçâ’ÿçêè çà äîïîìîãîþ îäèíè÷íîãî êîëà.
À ñàìå, ÿêùî:

1) sin t  –1, òî , k  Z (ìàë. 16.5);

2) sin t  0, òî , k  Z (ìàë. 16.6);

3) sin t  1, òî , k  Z (ìàë. 16.5).

Ðіâíÿííÿ sin t  –1, sin t  1, sin t  0 ïðèéíÿòî íàçèâàòè
÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ðіâíÿííÿ sin t  a.

Ïîäàìî ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ sin t  a ó âèãëÿäі òàáëèöі:

ðîç-
â’ÿç-
êіâ

íå ìàє

Çàäà÷à 2. Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ: 1) ; 

2) ;    3) ;    4) 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) ; . Çà ôîðìóëîþ (2):

, k  Z, òîáòî , k  Z.  

Â і ä ï î â і ä ü.  , k  Z.

2) ; , òîäі: , k  Z, 

t  (–1)karcsin a + k, k  Z.           (2)

Äіéñ

Çàäà÷à 2.
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òîáòî , k  Z. Îñêіëüêè , òî 

, òîìó , k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , k  Z.

3) ; , òîìó ðіâíÿííÿ íå ìàє ðîçâ’ÿçêіâ.

Â і ä ï î â і ä ü. .

4) 

    , k  Z; 

    , k  Z; 

    , k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , k  Z.

Ðіâíÿííÿ tg t  a.
Îñêіëüêè tg t ìîæå íàáóâàòè áóäü-ÿêèõ 

äіéñíèõ çíà÷åíü, òî ðіâíÿííÿ tg t  a ìàє 
ðîçâ’ÿçêè äëÿ áóäü-ÿêîãî a.

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ðіâíÿííÿ tg t  a íà ëі-
íії òàíãåíñіâ (äèâ. § 9, ï. 3) çíàéäåìî òàêèé 
êóò, òàíãåíñ ÿêîãî äîðіâíþє a, òîáòî òî÷êó 
Dt, îðäèíàòà ÿêîї äîðіâíþє a (ìàë. 16.7), 
òàêà òî÷êà єäèíà. Ïðÿìà ODt ïåðåòèíàє 
îäèíè÷íå êîëî ó òî÷öі Pt. Êóò t òàêèé, 

ùî  і tg t  a, òîìó t  arctg a. 

Îñêіëüêè ôóíêöіÿ y  tg x ïåðіîäè÷íà ç íàéìåíøèì äîäàò-
íèì ïåðіîäîì , òî ðîçâ’ÿçêàìè ðіâíÿííÿ áóäóòü і âñі êóòè 
âèãëÿäó , . Îòæå, ìàєìî ôîðìóëó êîðåíіâ ðіâíÿí-
íÿ tg t  a:

Çàäà÷à 4. Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ:

1) ;   2) .

Ìàë. 16.7

t  arctg a + k, k  Z.                 (3)

íÿ tg t

Çàäà÷à 4. 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



153

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 

1) ; 

k  Z; 

, k  Z. 

Â і ä ï î â і ä ü. , 

k  Z.

2) , k  Z.
Ïîäіëèâøè ëіâó і ïðàâó ÷àñòè-
íè ðіâíÿííÿ íà 2, çíàéäåìî,

ùî k  Z.

Òàêó âіäïîâіäü ïðèéíÿòî çàïè-
ñóâàòè ó âèãëÿäі:

k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , 

k  Z.

Ðіâíÿííÿ ctg t  a.
Îñêіëüêè ctg t ìîæå íàáóâàòè áóäü-ÿêèõ

äіéñíèõ çíà÷åíü, òî ðіâíÿííÿ ctg t  a ìàє
ðîçâ’ÿçêè äëÿ áóäü-ÿêîãî a.

Ìіðêóþ÷è, ÿê і ó âèïàäêó ðіâíÿííÿ 
 òà âèêîðèñòîâóþ÷è ëіíіþ êîòàí-

ãåíñіâ (ìàë. 16.8), îòðèìàєìî ôîðìóëó êî-
ðåíіâ ðіâíÿííÿ ctg t  a:

Çàäà÷à 5. Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ:

1) ;     2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.

1)  , 

   k  Z; 

   , k  Z; 

   , k  Z; 

   , k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ,

k  Z.

2) Î÷åâèäíî, ùî êóò x çàäàíî
â ãðàäóñàõ. Òîìó, âðàõîâóþ÷è,

ùî ; 

, k  Z, ìàòèìåìî:
x + 40  135 + 180k; 
x  135 – 40 + 180k; 
x  95 + 180k, k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. 95 + 180k, 
k  Z.

Ìàë. 16.8

t  arcctga + k, k  Z.             (4)

ðåíіâ ð

Çàäà÷à 5. 
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Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü òðèãîíî-
ìåò ðè÷íèõ âèðàçіâ ðîçâ’ÿçóâàííÿ
òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðіâíÿíü, ùî
íå є íàéïðîñòіøèìè, ìîæíà çâåñòè 
äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ íàéïðîñòіøèõ ðіâ-
íÿíü. Ðîçãëÿíåìî öå íà ïðèêëàäàõ.

Çàäà÷à 6. Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ:

1) ;     2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 

1) Îñêіëüêè , 

ìàєìî: ; 

      ; 

      ; 

k  Z; 

   , k  Z; 

   , k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , k  Z.

2) Ïîìíîæèìî ëіâó і ïðàâó
÷àñòèíè ðіâíÿííÿ íà 2, ìàòè-
ìåìî: . 
Îñêіëüêè , 
îòðèìàєìî ðіâíÿííÿ: 

.
Ðîçâ’ÿæåìî éîãî:

, k  Z; 

, k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , k  Z.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
×è ìàє êîðåíі ðіâíÿííÿ (16.1–16.2):

16.1. 1) ;       2) ;       3) ; 

 4) ;      5) ;        6) ?

6. Òðèãîíîìåòðè÷íі6.. ÒÒðèèãîîíîîììåòòððè÷÷íіі
ðіâíÿííÿ,ðііâíіâííÿííÿííííííÿíÿ,
ÿêі çâîäÿòüñÿÿêіêі çâ äîäääÿòòüñÿÿ
äî íàéïðîñòіøèõäîî ííàéééïððîîñòòіøøèèõ

Çàäà÷à 6.

 Які рівняння називають тригонометричними?  Що називають 
рксинусом числа a; арккосинусом числа a; арктангенсом числа

a; арккотангенсом числа a?  Запишіть формули для розв’язу-
вання рівняння cos t  a у загальному випадку та для частко-
вих випадків.  Запишіть формули для розв’язування рівняння 
sin t  a у загальному випадку та для часткових випадків.  За-
пишіть формулу для розв’язування рівняння tg t  a.  Запишіть
формулу для розв’язування рівняння ctg t  a.

аааааааааааа
aaaaaa

××××

1616 1
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16.2. 1) ;      2) ;      3) ; 

 4) ;      5) ;        6) ?

Çíàéäіòü çà äîïîìîãîþ òàá ëèöü (ñ. 146–147) (16.3–16.4):

16.3. 1) ;     2)

 3) ;          4) .

16.4. 1) ;        2) ; 

 3) .

Îá÷èñëіòü (16.5–16.6):

16.5. 1) .

16.6. 1) ;     2) .

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ âèðàçó (16.7–16.8):

16.7. 1) ;     2) .

16.8. 1) ;          2) .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (16.9–16.12):

16.9. 1) ;      2) ;       3) ;

 4) ;        5) ;      6) ;

 7) ;      8) .

16.10. 1) ;       2) ;      3) ;   

  4) ;    5) ;     6) ; 

  7) ;       8) .
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16.11. 1) ;       2) ;  

 3) ;       4) .

16.12. 1) ;      2) ;   

 3) ;        4) .

Çíàéäіòü óñі êîðåíі ðіâíÿííÿ (16.13–16.16):

16.13. 1) ;

 3) .

16.14. 1)

16.15. 1) ;            2) ; 

 3) ;             4) .

16.16. 1) ;          2) ; 

 3) ;            4) .

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (16.17–16.18):

16.17. 1) ;          2) ;

 3) ;      4) .

16.18. 1) ;     2)

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (16.19–16.23):

16.19. 1) ;         2) .

16.20. 1) ;          2) .

16.21. 1) ;      2) .
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16.22. 1) ;           2) .

16.23. 1) ;       2) .

16.24. Çàïèøіòü õî÷à á îäíå ðіâíÿííÿ, ðîçâ’ÿçêàìè ÿêîãî є ÷èñëà:

1) , k  Z;            2) , k  Z; 

3) , k  Z;          4) , k  Z;   

5) , k  Z;      6) , k  Z.

Âèêîðèñòîâóþ÷è òðèãîíîìåòðè÷íі ôîðìóëè, çâåäіòü ðіâíÿííÿ
äî íàéïðîñòіøîãî і ðîçâ’ÿæіòü éîãî (16.25–16.26):

16.25. 1) ;     2) ;

 3) ;      4) .

16.26. 1) ;    2) ;

 3) ;    4) .

Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (16.27–16.28):  

16.27. 1) ;      2) .

16.28. 1) ;     2) .

16.29. Çíàéäіòü íàéìåíøèé äîäàòíèé êîðіíü ðіâíÿííÿ:

1) ;         2) .

16.30. Çíàéäіòü íàéáіëüøèé âіä’єìíèé êîðіíü ðіâíÿííÿ:

1) .

16.31. Çíàéäіòü íàéìåíøèé äîäàòíèé і íàéáіëüøèé âіä’єìíèé 

êîðåíі ðіâíÿííÿ .
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16.32. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ  òà çíàéäіòü òі éîãî

êîðåíі, ùî íàëåæàòü ïðîìіæêó .

16.33. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ a ìàє êîðåíі ðіâíÿííÿ:

1) ;           2) ?

òò âà ìàòåìàòèêà
16.34. Âè õî÷åòå îðåíäóâàòè àâòîìîáіëü íà îäíó äîáó äëÿ ïî-
їçäêè íà âіäñòàíü 400 êì. Ó òàá ëèöі íàâåäåíî õàðàêòåðèñòèêè 
òðüîõ àâòîìîáіëіâ òà âàðòіñòü їõ îðåíäè. Êðіì îðåíäè, âè ìà-
єòå îïëàòèòè ïàëèâî äëÿ àâòîìîáіëÿ íà âñþ ïîїçäêó. Ñêіëüêè 
êîøòóâàòèìå öÿ ïîїçäêà, ÿêùî âè âèáåðåòå íàéäåøåâøèé âà-
ðіàíò?

Âàðòіñòü äèçåëüíîãî ïàëèâà – 20 ãðí çà ëіòð, áåíçèíó – 
22 ãðí çà ëіòð, ãàçó – 12 ãðí çà ëіòð.

Àâòîìîáіëü Ïàëèâî Âèòðàòà ïàëèâà
(ë íà 100 êì)

Îðåíäíà ïëàòà
(ãðí çà äîáó)

À Äèçåëüíå 7 500

Á Áåíçèí 10 400

Â Ãàç 14 450

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

16.35. Äàíî ôóíêöіþ: . 

1) Çíàéäіòü її îáëàñòü âèçíà÷åííÿ òà ïîáóäóéòå її ãðàôіê.
2) ×è ìîæíà çíàéòè ?
3)  Çíàéäіòü çà äîïîìîãîþ êàëüêóëÿòîðà , , 

 òà , , . Äî ÿêîãî çíà÷åííÿ 
íàáëèæàþòüñÿ çíà÷åííÿ ôóíêöіé ó çàçíà÷åíèõ òî÷êàõ?

16.36. Äëÿ ÿêèõ ç íàâåäåíèõ ôóíêöіé ìîæíà çíàéòè , à 
äëÿ ÿêèõ – íі:

1) ;      2) ;       3) ;

4) ;      5) ;      6) ?
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ÏÎÕІÄÍÀ 
ÒÀ ЇЇ 

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

Ó ÖÜÎÌÓ ÐÎÇÄІËІ ÌÈ

îçíàéîìèìîñÿ ç ïîíÿòòÿì ãðà-
íèöі ôóíêöії â òî÷öі, ïîõіäíîї,
òàáëèöåþ ïîõіäíèõ;

äіçíàєìîñÿ ïðî ãåîìåòðè÷íèé і
ôіçè÷íèé çìіñò ïîõіäíîї, ïðà-
âèëà îá÷èñëåííÿ ïîõіäíèõ;

 íàâ÷èìîñÿ çàñòîñîâóâàòè ïî-
õіäíó äëÿ äîñëіäæåííÿ ôóíê-
öіé і ïîáóäîâè їõ ãðàôіêіâ,
ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çà-
äà÷.

ÐÎÇÄІË 3 
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Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ f(x)  x – 1. 
Çíàéäåìî її çíà÷åííÿ â òî÷öі õ  3,
îòðèìàєìî: f(3)  3 – 1  2.

Ñêëàäåìî òàáëèöþ çíà÷åíü ôóíê-
öії f(x)  x – 1 ó òî÷êàõ, ÿêі íà ÷èñëîâіé ïðÿìіé ëåæàòü äî-
ñèòü áëèçüêî äî ÷èñëà 3.

x 2,9 2,99 2,999 2,9999 3,0001 3,001 3,01 3,1

f(x) 1,9 1,99 1,999 1,9999 2,0001 2,001 2,01 2,1

Ç òàáëèöі ïîìі÷àєìî, ùî ÷èì áëèæ÷å àðãóìåíò õ äî ÷èñ-
ëà 3, òèì áëèæ÷å çíà÷åííÿ ôóíêöії â öіé òî÷öі äî ÷èñëà 2.

Ó òàêîìó ðàçі, êàæóòü, ùî ÿêùî àðãóìåíò ïðÿìóє äî ÷èñ-
ëà 3 (ïîçíà÷àþòü òàê: õ  3), òî çíà÷åííÿ ôóíêöії ïðÿìóє äî 
÷èñëà 2 (ïîçíà÷àþòü òàê: f(ff õ)  2). Äëÿ çàïèñó öüîãî ôàêòó
âèêîðèñòîâóþòü ïîçíà÷åííÿ lim, à ñàìå,  (÷èòàþòü:  

«ëіìіò (àáî ãðàíèöÿ) õ – 1 ïðè õ, ùî ïðÿ ìóє äî 3, äîðіâíþє 2»).
×èñëî 2 ïðè öüîìó íàçèâàþòü ãðàíèöåþ ôóíêöії f(x)  x – 1 
ó òî÷öі 3. Ïîçíà÷åííÿ lim ïðèéøëî â ìàòåìàòèêó âіä ëàòèí-
ñüêîãî ñëîâà limes, ùî îçíà÷àє «ãðàíèöÿ».

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó çàïèñ îçíà÷àє, ùî

ãðàíè öÿ ôóíêöії ó  f(x) ó òî÷öі õ0 äîðіâíþє ÷èñëó À.
Çàóâàæèìî, ùî ó ïðèêëàäі, ÿêèé ìè ùîéíî ðîçãëÿíóëè,

ãðàíèöÿ ôóíêöії f(x)  x – 1 ó òî÷öі 3 äîðіâíþє çíà÷åííþ 
ôóíêöії â öіé òî÷öі. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ôóíêöіÿ
f(x)  x – 1 íåïåðåðâíà â òî÷öі 3.

Çàóâàæèìî, ùî öå îçíà÷åííÿ íå ñóïåðå÷èòü іíòóїòèâíî çðî-
çóìіëîìó ïîíÿòòþ íåïåðåðâíîñòі ôóíêöії, äàíîìó ó ï. 3 § 2.

Çâåðíіòü óâàãó, ùî âñі âіäîìі íàì ðàíіøå ôóíêöії íåïåðåðâ-
íі â êîæíіé òî÷öі ñâîєї îáëàñòі âèçíà÷åííÿ.

Íàïðèêëàä, ôóíêöіÿ f(õ)  3õ7 – 5õ2 + 4õ – 11 íåïåðåðâíà 
äëÿ âñіõ çíà÷åíü õ (іíøèìè ñëîâàìè, ôóíêöіÿ íåïåðåðâíà

íà R), à ôóíêöіÿ íåïåðåðâíà äëÿ âñіõ çíà÷åíü õ, 

çà âèíÿò êîì çíà÷åííÿ õ  2. Íàãàäàєìî, ùî ó öüîìó âèïàäêó
êàæóòü, ùî ôóíêöіÿ g(x) íåïåðåðâíà íà êîæíîìó ç ïðîìіæ-
êіâ (–u; 2) і (2; +u), à â òî÷öі õ  2 ìàє ðîçðèâ.

ГРАНИЦЯ ФУНКЦІЇ 
В ТОЧЦІ§ 17. 

1. Ïîíÿòòÿ ãðàíèöі 
ôóíêöії â òî÷öі

Ôóíêöіþ ó  f(x) íàçèâàþòü íåïåðåðâíîþ â òî÷öі õ0, 
êùî âîíà âèçíà÷åíà â öіé òî÷öі і âèêîíóєòüñÿ ðіâ-
іñòü

f(x) x

Ô
ÿê
íі
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Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ôóíêöіÿ  â òî÷öі õ  2 

ìàє ðîçðèâ, ãðàíèöþ ôóíêöії â öіé òî÷öі çíàéòè ìîæíà.

Ïðèêëàä 1 Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ , çíà÷åííÿ

ÿêîї â òî÷öі õ  2 íå іñíóє. Ñêëàäåìî òàáëèöþ çíà÷åíü öієї
ôóíê öії â òî÷êàõ, ÿêі íà ÷èñëîâіé ïðÿìіé ðîçòàøîâàíі äîñèòü
áëèçüêî äî ÷èñëà 2.

õ 1,9 1,99 1,999 1,9999 2,0001 2,001 2,01 2,1

g(x) 3,9 3,99 3,999 3,9999 4,0001 4,001 4,01 4,1

Îòæå, ÷èì áëèæ÷å àðãóìåíò õ äî ÷èñëà 2, òèì áëèæ÷å çíà÷åí-

íÿ ôóíêöії g(x) äî ÷èñëà 4. Çàïèøåìî öå òàê:

Òàêîãî âèñíîâêó ìîæíà äіé òè і ðîç-

ãëÿíóâøè ãðàôіê ôóíêöії g(x)  .

D(g): x  2. Ñïðîñòèìî ôîðìóëó ôóíêöії

íà D(g), ìàєìî: õ + 2.

Îòæå, ãðàôіêîì ôóíêöії є ïðÿ-

ìà ó  x + 2 ç «ïî ðîæíüîþ» òî÷êîþ (2; 4)
(ìàë. 17.1). Ïî ãðàôіêó áà÷èìî, ùî ïðè íàáëèæåííі àðãóìåí-
òó x äî ÷èñëà 2 çíà÷åííÿ ôóíêöії íàáëèæàєòüñÿ äî ÷èñ ëà 4.

Ïîâåðíåìîñÿ äî ï. 1 ïàðàãðàôà. Çà-
ïèñ õ  3 îçíà÷àє, ùî âіäñòàíü
ìіæ òî÷êàìè õ і 3 є äóæå ìàëîþ;
íàïðèêëàä, ìåíøîþ çà ÿêåñü äî-

äàòíå ÷èñëî , òîáòî |õ – 3| < . Çàóâàæèìî, ùî çàïèñ õ  3
îçíà÷àє, ùî õ ñàìå ïðÿìóє äî ÷èñëà 3, àëå íå îáîâ’ÿçêîâî äî-
ñÿãàє çíà÷åííÿ 3. Òîìó â îçíà÷åííі ãðàíèöі ôóíêöії â òî÷öі
íå ðîçãëÿäàþòü çíà÷åííÿ ôóíêöії â öіé òî÷öі.

Çàïèñ f(õ)  2 îçíà÷àє, ùî êîëè õ  3, âіäñòàíü ìіæ çíà-
÷åííÿì ôóíêöії і òî÷êîþ 2 є äóæå ìàëîþ, íà ïðèêëàä, ìåíøîþ
çà äåÿêå äîäàòíå ÷èñëî , òîáòî |f(õ) – 2| < .

Äëÿ áóäü-ÿêîãî  > 0 ìîæíà çíàéòè òàêå çíà÷åííÿ  > 0,
ùî äëÿ âñіõ õ òàêèõ, ùî õ  3 і |õ – 3| < , ñïðàâäæóâàòè-
ìåòüñÿ íåðіâíіñòü: |f(x) – 2| < .

Ìàë. 17.1

Ïðèêëàä 1.  

2. Îçíà÷åííÿ ãðàíèöі 
ôóíêöії â òî÷öі
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Äіéñíî, íåõàé, íàïðèêëàä,   0,02, òîäі |f(õ) – 2| < 0,02. 
Îñêіëüêè f(õ)  õ – 1, ìàєìî: |õ – 1 – 2| < 0,02, òîáòî 
|x – 3| < 0,02, îòæå,   0,02.

Ñôîðìóëþєìî îçíà÷åííÿ ãðàíèöі ôóíêöії â òî÷öі.

і

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè çà îçíà÷åííÿì, ùî

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî  > 0 òàêå, ùî |(5õ – 1) – 4| < .  
Ìàєìî:  |5x – 5| < ; 
        |5(x – 1)| < ; 
        5|x – 1| < ;

        |x – 1| < 

Ïîçíà÷èâøè , îòðèìàєìî: |õ – 1| < . Îòæå, äëÿ

áóäü-ÿêîãî  > 0 çíàéøëîñÿ òàêå , ùî äëÿ âñіõ çíà-

÷åíü x òàêèõ, ùî x  1, ÿêі çàäîâîëüíÿþòü óìîâó |x – 1| < , 
ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâíіñòü: |(5x – 1) – 4| < . Îòæå, çà îçíà-
÷åííÿì, .

Çàóâàæèìî, ùî îñêіëüêè ôóíêöіÿ f(x)  5õ – 1 є íåïå-
ðåðâíîþ íà R, çîêðåìà і â òî÷öі 1, òî çíà÷åííÿ ãðàíè-
öі äîðіâíþє çíà÷åííþ ôóíêöії f(x) â òî÷öі x  1, òîìó

Ðîçãëÿíåìî îñíîâíі âëàñòèâîñòі
ãðàíèöі ôóíêöії â òî÷öі.

Â ë à ñ ò è â і ñ ò ü  1. .

Â ë à ñ ò è â і ñ ò ü  2. ßêùî ôóíê-
öії f(õ) і g(x) ìàþòü ãðàíèöі â òî÷ öі õ0, òî â öіé òî÷ öі іñíóþòü 
ãðàíèöі їõ ñóìè, ðіçíèöі і äîáóòêó, ïðè÷îìó

;

.

×èñëî À íàçèâàþòü ãðàíèöåþ ôóíêöії y  f(ff x) â òî÷öі
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî  çíàéäåòüñÿ òàêå ÷èñëî 

, ùî äëÿ âñіõ  òàêèõ, ùî , ñïðàâäæó-

єòüñÿ íåðіâíіñòü: .

Ñôîð

×

Çàäà÷à 1.

3. Ïðàâèëà 
îá÷èñëåííÿ ãðàíèöі 
ôóíêöії â òî÷öі
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Â ë à ñ ò è â і ñ ò ü  3. , äå Ñ – äåÿêå ÷èñëî.

Â ë à ñ ò è â і ñ ò ü  4. ßêùî іñíóє ãðàíèöÿ ôóíêöії f(x) ó òî÷-
öі õ0, òî â öіé òî÷öі іñíóє і ãðàíèöÿ ôóíêöії kf(x), äå k  0 –
äåÿêå ÷èñëî, ïðè÷îìó 

.

Â ë à ñ ò è â і ñ ò ü  5. ßêùî ôóíêöії f(õ) і g(x) ìàþòü ãðàíèöі
â òî÷öі õ0, ïðè÷îìó ãðàíèöÿ ôóíêöії g(x) âіäìіííà âіä íóëÿ,

òî іñíóє ãðàíèöÿ ÷àñòêè ôóíêöіé  ó òî÷öі õ0, ïðè÷îìó

.

Öі âëàñòèâîñòі âèêîðèñòîâóþòü äëÿ îá÷èñëåííÿ ãðàíèöü.

Çàäà÷à 2. Îá÷èñëèòè: 1)

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) 1-é ñïîñіá.

 5 · 5 – 2 · 5 + 7  22.

2-é ñïîñіá. Îñêіëüêè ôóíêöіÿ f(x)  õ2 – 2õ + 7 íåïåðåðâíà

äëÿ x  R, і çîêðåìà â òî÷öі 5, òî .

2) Ôóíêöіÿ  ìàє ÷èñëîâå çíà÷åííÿ â òî÷öі –2,

òîìó âîíà íåïåðåðâíà â öіé òî÷öі.

Îòæå,

Â і ä ï î â і ä ü. 1) 22;   2) 4.

Âëàñòèâîñòі òà âïðàâè, ùî ìè ðîçãëÿíóëè, ïðèâîäÿòü äî
âèñíîâêó:

Çàäà÷à 2. 

êùî çíà÷åííÿ ôóíêöії y  f(ff x) ó òî÷öі x0 іñíóє і ôóíê-
іÿ â öіé òî÷öі íåïåðåðâíà, òî .

âèñíîâê

ÿê
öі
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Çàäà÷à 3. Îá÷èñëèòè: . 

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çíà÷åííÿ âèðàçó  äëÿ õ  1 íå іñ-

íóє. Ðîçêëàäåìî íà ìíîæíèêè ÷èñåëüíèê і çíàìåííèê äðîáó:

.

Îñêіëüêè õ  1, àëå õ  1, òî õ – 1  0 і äðіá ìîæíà ñêîðîòè-

òè íà õ – 1. Îòðèìàєìî äðіá , äëÿ ÿêîãî çíà÷åííÿ â òî÷öі 

õ  1 іñíóє. Îòæå, ìàєìî:

Â і ä ï î â і ä ü. 2.

Çàäà÷à 3. 

Ïîõîäæåííÿ ïîíÿòòÿ ãðàíèöі, ùî ñÿãàє
êîðіííÿì ó ñèâó äàâíèíó, ïîâ’ÿçàíå çі çíà-
õîäæåííÿì ïëîù êðèâîëіíіéíèõ ôіãóð і

â òіë, îáìåæåíèõ êðèâèìè ïîâåðõíÿìè.
øå òåîðåòè÷íå óçàãàëüíåííÿ і îáґðóíòóâàííÿ ìåòîäіâ
ëåííÿ ïëîù і îá’єìіâ, ó ÿêèõ íåÿâíî âèêîðèñòîâóâàëèñÿ
÷íі ïåðåõîäè, áóëî äàíå íàéâèäàòíіøèì ãðåöüêèì ìàòå-
êîì IV ñò. äî í. å. Åâäîêñîì Êíіäñüêèì. Ìåòîä Åâäîêñà â

XVII ñò. áóâ íàçâàíèé ìåòîäîì âè÷åðïàííÿ. Òàê, íàïðèêëàä,
çà äîïîìîãîþ ñâîãî ìåòîäó Åâäîêñ äîâіâ, ùî îá’єì ïіðàìіäè äîðіâ-
íþє òðåòèíі îá’єìó ïðèçìè ç òієþ æ îñíîâîþ і òієþ æ âèñîòîþ,
à îá’єì êîíóñà – òðåòèíі îá’єìó âіäïîâіäíîãî öèëіíäðà.

Äіíîñòðàò, ñó÷àñíèê і ó÷åíü Åâäîêñà, çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäè

ñâîãî â÷èòåëÿ, çíàéøîâ, ùî , íàçâàíèé â ñó÷àñíіé

òåðìіíîëîãії «ïåðøîþ ÷óäîâîþ ãðàíèöåþ».
Íàñòóïíèìè öåãëèíàìè äî ôóíäàìåíòó òåîðії ãðàíèöü ñëіä

ââàæàòè ïðàöі «Ãåîìåòðіÿ íåïîäіëüíèõ áåçïåðåðâíèõ» (1635 ð.)
Êàâàëüєðі і «Ãåîìåòðè÷íà ïðàöÿ» Ãðåãóàðà äå Ñåí-Âåíñàíà.

Âåëè÷åçíèé âíåñîê äî òåîðії ãðàíèöü áóâ çðîáëåíèé çàâäÿêè
ïîëåìіöі і êîíêóðåíöії ìіæ äâîìà íàéáіëüøèìè ìàòåìàòè÷-
íèìè øêîëàìè XVII ñò. Îäíó ç íèõ î÷îëþâàâ Ëåéáíіö, à її 
ó÷àñíèêàìè áóëè Ëîïіòàëü, áðàòè Áåðíóëëі, Åéëåð. Іíøó
øêîëó î÷îëþâàâ Íüþòîí, à îäíèì ç її ïðåäñòàâíèêіâ áóâ Ìà-
êëîðåí. Îáèäâі øêîëè ñòâîðèëè ïîòóæíі àëãîðèòìè, ÿêі ïðè-
çâåëè, ïî ñóòі, äî îäíèõ і òèõ ñàìèõ ðåçóëüòàòіâ – ñòâîðåííÿ
äèôåðåíöіàëüíîãî é іíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Îäíèì іç öèõ àëãî-
ðèòìіâ і ñòàâ ìåòîä ãðàíèöü.
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè

Çíàéäіòü ãðàíèöþ (17.1–17.2):

17.1. 1) ;   2) .  17.2. 1) ;  2) .

17.3. ×è áóäå ôóíêöіÿ f(õ) íåïåðåðâíîþ â òî÷öі 3, ÿêùî:

 1) f(õ)  3õ – 5;            2) ?

17.4. ×è áóäå ôóíêöіÿ g(õ) íåïåðåðâíîþ â òî÷öі 2, ÿêùî:

1) g(x)  2x + 7;         2) ?

Îá÷èñëіòü ãðàíèöі (17.5–17.6):

1) ; 

 3)

17.6. 1)

 3) ;    4)

17.7. Âіäîìî, ùî . Çíàéäіòü ãðàíèöþ â òî÷öі 1 äëÿ
 ôóíêöії:

1) y  2f(x);    2) y  f(x) + 4;    3) ;   4) .

17.8. Âіäîìî, ùî  . Çíàéäіòü ãðàíèöþ â òî÷öі 2 äëÿ
 ôóíêöії:

1) y  7h(x);   2) y  h(x) – 3;    3) ;   4) .

17.9. Îá÷èñëіòü:   1) ;      2) .

 Коли функцію у  f(х) називають неперер вною в точці х0?
 Сформулюйте означення границі функції в точці.  Сфор-

мулюйте властивості границі функції в точці.мммммммммм

ÇÇ

17 1
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17.10. Îá÷èñëіòü:  1)        2) 

Äîâåäіòü çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöі, ùî (17.11–17.12):

17.11. 17.12. .

17.13. Âіäîìî, ùî і . Çíàéäіòü ãðàíèöþ â 

òî÷öі 3 äëÿ ôóíêöії:
1) ó  f(õ) + g(x);       2) ó  3f(õ) – 5g(x);

3) ó  g2(õ) – f(x);      4) 

17.14. Âіäîìî, ùî і . Çíàéäіòü ãðàíèöþ â 

òî÷öі 1 äëÿ ôóíêöії:
1) ó  f(õ) – g(x);       2) ó  4f(õ) + 3g(x);

3) ó  f2(õ) + g(x);      4) 

Îá÷èñëіòü ãðàíèöі (17.15–17.16):

17.15. 1) ;     2) ; 

 3) 

17.16. 1)  ;     2) ; 

 3) 

Çà îçíà÷åííÿì ãðàíèöі, äîâåäіòü, ùî (17.17–17.18):

17.17. 17.18. .

Îá÷èñëіòü ãðàíèöþ (17.19–17.22):

17.19. 1) ;      2)

17.20. 1)  ;     2)
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17.21. .         17.22.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
17.23. Ó âåðåñíі 1 êã âèíîãðàäó êîøòóâàâ 20 ãðí, ó æîâòíі
âèíîãðàä çäîðîæ÷àâ íà 25 %, à â ëèñòîïàäі ïî âіäíîøåííþ äî
öіíè æîâòíÿ ùå íà 20 %. Ñêіëüêè ñòàâ êîøòóâàòè 1 êã âèíî-

ó â ëèñòîïàäі?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

4. Ñïðîñòіòü âèðàç , ÿêùî:

1) ;       2) ;       3) ;

4) ;      5) ;       6) .

Íà ïðàêòèöі íàñ ÷àñòî öіêàâèòü
ïðèðіñò âåëè÷èíè, à íå її çíà÷åííÿ.

Ïðèðіñò âåëè÷èíè ïîçíà÷àþòü
âåëèêîþ ëіòåðîþ ãðåöüêîãî àëôàâі-
òó  (äåëüòà).

Ñïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ ïðèðîñòó àðãóìåíòó. Íåõàé
õ0 – äåÿêå ôіêñîâàíå çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, à õ – äåÿêå äîâіëü-
íå éîãî çíà÷åííÿ.

Îòæå, õ  õ – õ0, çâіäêè õ  õ0 + õ.

Çàóâàæèìî, ùî çíà÷åííÿ õ ìîæå
áóòè і äîäàòíèì, і âіä’єìíèì. Çðîçóìі-
ëî, ùî êîëè õ > 0, òî õ > õ0, à êîëè
õ < 0, òî õ < õ0 (ìàë. 18.1).

Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ ôóíêöії f(õ) 
ó òî÷êàõ õ òà õ0, òîáòî f(õ) òà f(õ0).
Çíà÷åííÿ ôóíêöії f(õ) çìіíèëîñÿ ïðè
ïåðåõîäі âіä òî÷êè õ0 äî òî÷êè õ íà çíà÷åííÿ f  f(õ) – f(õ0).

ПОХІДНА ФУНКЦІЇ. 
ПОХІДНІ НАЙПРОСТІШИХ ФУНКЦІЙ§ 18. 

1. Ïîíÿòòÿ ïðî 
ïðèðіñò àðãóìåíòó 
і ïðèðіñò ôóíêöії

іçíèöþ õ – õ0 íàçèâàþòü ïðèðîñòîì àðãóìåíòó 
íåçàëåæ íîї çìіííîї) ó òî÷öі õ0 і ïîçíà÷àþòü x (÷èòà-

þòü: «äåëüòà іêñ»).

íå éîãî

Ðі
(í
þ

Ìàë. 18.1
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Ìàë. 18.2

Îñêіëüêè x  x0 + x, òî f  f(ff x) – f(f x0)  f(f x0 + x) – f(ff x0), 
çâіäêè f(x0 + x)  f(x0) + f (ìàë. 18.2).f

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ïðèðіñò ôóíêöії f(f õ)  3õ – 2 â òî÷öі õ0  1,
ùî âіäïîâіäàє ïðèðîñòó àðãóìåíòó x  0,1.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. õ0 + x  1 + 0,1  1,1;
f(f õ0)  f(1)f  3 · 1 – 2  1;
f(f õ0 + x)  f(1,1) f  3 · 1,1 – 2  1,3.
Òîäі f  f(õ0 + x) – f(õ0)  1,3 – 1  0,3.
Â і ä ï î â і ä ü. 0,3.

Äëÿ ôóíêöії ïîíÿòòÿ ïîõіäíîї є îä-ї
íèì ç íàéâàæëè âіøèõ ïîíÿòü ìàòå-
ìàòè÷íîãî àíàëіçó. Çà äîïîìî ãîþ

ïîõіäíîї ìîæíà äîñëіäæóâàòè âëàñòèâîñòі ôóíêöії, çíàõîäèòè
її íàéáіëü øå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ íà ïðîìіæêó òîùî. Ïîõіä-
íó çàñòîñîâóþòü ó ôіçèöі, åêîíîìіöі, іíøèõ íàóêàõ.

Ïîõіäíó ïîçíà÷àþòü òàê: f(õ0) (÷èòàþòü: «f øòðèõ ó òî÷-f
öі õ0») àáî òàê: ó(õ0) (÷èòàþòü: «ó øòðèõ ó òî÷öі õ0»).

Îòæå, îçíà÷åííÿ ïîõіäíîї ó âèãëÿäі ôîðìóëè ìîæíà çàïè-
ñàòè òàê:

.

ßêùî âðàõóâàòè, ùî f(õ0)  f(õ0 + õ) – f(õ0), òî

.

іçíèöþ f(ff õ) – f(ff õ0) íàçèâàþòü ïðèðîñòîì ôóíêöії ó 
î÷öі õ0 і ïîçíà÷àþòü f (÷èòàþòü: «äåëüòà åô»).f

Ðі
òî

Çàäà÷à 1.

2. Ïîõіäíà ôóíêöії

ðàíèöþ âіäíîøåííÿ ïðèðîñòó ôóíêöії f ó òî÷öі f õ0 äî
ðèðîñòó àðãóìåíòó õ, êîëè õ  0, íàçèâàþòü ïîõіä-

íîþ ôóíêöії ó  f(ff õ) ó òî÷öі õ0.

íó çàñò

Ãð
ïð
íî
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Ôóíêöіþ ó f(õ), ùî ìàє ïîõіäíó â òî÷öі õ0, íàçèâàþòü
äèôåðåíöіéîâíîþ â öіé òî÷öі. ßêùî ôóíêöіÿ ó  f(f õ) ìàє ïîõіä-
íó â êîæíіé òî÷öі äåÿêîãî ïðîìіæêó, òî êàæóòü, ùî ôóíêöіÿ
äèôåðåíöіéîâíà íà öüîìó ïðîìіæêó. Äіþ çíàõîäæåííÿ ïîõіä-
íîї íàçèâàþòü äèôåðåíöіþâàííÿì ôóíêöії.

Çíàéòè ïîõіäíó ôóíêöії f(x) ó òî÷öі õ0 çà îçíà÷åííÿì ìîæ-
íà çà òàêèì àëãîðèòìîì:

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ïîõіäíó ôóíêöії f(õ)  õ2 â òî÷öі õ0  7.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) f(ff õ0)  f(f õ0 + õ) – f(f õ0)  (7 + õ)2 – 72 
 49 + 14õ + õ2 – 49  14õ + õ2;

2) ;

3)            Â і ä ï î â і ä ü. f(7)  14.

Îñêіëüêè äëÿ êîæíîãî çíà÷åííÿ õ0
çíà÷åííÿ f(õ0) àáî єäèíå àáî âçàãà-
ëі íå іñíóє, áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïî-
õіäíó f(õ) ÿê ôóíêöіþ âіä õ.

Äëÿ äåÿêèõ ôóíêöіé ìîæíà çíàéòè ôîðìóëè їõ ïîõіäíèõ.
Öå äîçâîëèòü çíàõîäèòè ïîõіäíó ôóíêöії â òî÷öі íå çà îçíà-
÷åííÿì, à çà ôîðìóëîþ.

Çíàéäåìî ôîðìóëè ïîõіäíèõ äåÿêèõ íàéïðîñòіøèõ ôóíê-
öіé çà îçíà÷åííÿì, çàìіíèâøè ó çàïðîïîíîâàíîìó âèùå àëãî-
ðèòìі õ0 íà õ.

Çàäà÷à 3. Íåõàé f(õ)  Ñ, äå Ñ – ÷èñëî. Òîäі çà àëãîðèòìîì:

1) f(õ)  Ñ – Ñ  0;   2)

Îòæå, Ñ  0.

Çàäà÷à 4. Íåõàé f(õ)  õ. Òîäі:

1) f(õ)  f(õ + õ) – f(õ)  õ + õ – õ  õ;

2)     3)     Îòæå, õ  1.

) çíàéòè ïðèðіñò ôóíêöії f(x0)  f(x0 + x) – f(x0), ùî 
іäïîâіäàє ïðèðîñòó àðãóìåíòó x;

2) çíàéòè âіäíîøåííÿ  òà ñïðîñòèòè éîãî;

3) çíàéòè ãðàíèöþ 

íà çà òà

1)
âі

2)

Çàäà÷à 2. 

3. Ïîõіäíі 
íàéïðîñòіøèõ ôóíêöіé

Çàäà÷à 3.

Çàäà÷à 4.
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Çàäà÷à 5. Íåõàé f(õ)  õ2. Òîäі:

1) f(õ)  f(õ + õ) – f(õ)  (õ + õ)2 – õ2 
 õ2 + 2õõ + (õ)2 – õ2  2õõ + (õ)2;

2) ;

3) .    Îòæå, (õ2)  2õ.

Àíàëîãі÷íî ìîæíà çíàéòè ïîõіäíі é іíøèõ ôóíêöіé øêіëü-
íîãî êóðñó ìàòåìàòèêè.

Ðàäèìî çàïàì’ÿòàòè ïîõіäíі ôóíêöіé, ÿêі íàé÷àñòіøå âèêîð-
ñòîâóþòü â êóðñі àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó:

Çâåðíіòü óâàãó, ùî ïîõіäíà ôóíêöії – öå òàêîæ ôóíê öіÿ, à 
ïîõіäíà ôóíêöії â òî÷öі – öå ÷èñëî. Îòæå, òåïåð, çíàþ÷è ôîðìó-
ëè ïîõіäíèõ, ïîõіäíі ôóíêöіé ó äàíèõ òî÷êàõ ìîæíà îá÷èñëþ-
âàòè ïðîñòіøå, íіæ çà îçíà÷åííÿì. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî ó ôîð-
ìóëó ïîõіäíîї ïіäñòàâèòè äàíó òî÷êó і âèêîíàòè îá÷èñëåííÿ.

Çàäà÷à 6. Äàíî ôóíêöіþ f(õ)  õ3. Çíàéòè f(–1), f(2).

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Âіäîìî, ùî ïîõіäíîþ ôóíêöії f(õ)  õ3 є 
ôóíêöіÿ f(õ)  3õ2. Òîäі f(–1)  3 · (–1)2  3 і f(2)  3 · 22  12.
Â і ä ï î â і ä ü. f(–1)  3; f(2)  12.

Çàäà÷à 5.

Ñ  0      õ  1          (õ2)  2õ

  (õ3)  3õ2        

ñòîâóþò

 

Çàäà÷à 6.

Ðîçäіë ìàòåìàòèêè, ó ÿêîìó âèâ÷à þòü
ïîõіäíі ôóíêöіé òà їõ çàñòîñóâàííÿ, íàçè-
âàþòü  äèôåðåíöіàëüíèì ÷èñëåííÿì. Äèôå-

àëüíå ÷èñëåííÿ ñôîðìóâàëîñÿ íå òàê äàâíî, ó êіíöі
ñò., çàâäÿêè Íüþòîíó і Ëåéá íіöó. Âîíè ìàéæå îäíî÷àñíî

øëè äî ïîíÿòòÿ ïîõіäíîї. Íüþòîí ïðèéøîâ äî öüîãî ïî-
ÿ, ðîçãëÿ äà þ÷è ïèòàííÿ ìåõàíіêè, çîêðåìà ïèòàííÿ

òєâîї øâèäêîñòі, ôóíêöіþ âіí íàçèâàâ ôëþåíòîþ, à ïîõіä-
íó – ôëþêñієþ, ôóíêöії ïîçíà÷àâ ëіòåðàìè x; y; z; u; v; w, їõíі
ïîõіäíі – òèìè ñàìèìè áóêâàìè ç êðàïêàìè íàä íèìè: ;  òîùî.

Ëåéáíіö ïðèéøîâ äî ïîíÿòòÿ ïîõіäíîї, âèõîäÿ÷è ç ãåîìåò-
ðè÷íèõ çàäà÷, à ñàìå, ðîçãëÿäàþ÷è çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó äîòè÷-
íîї äî êðèâîї. Çàìіñòü âіäîìîãî íàì õ âіí âèêîðèñòîâóâàâ
ïî çíà÷åííÿ dx (áóêâà d – ïåðøà ëіòåðà ëàòèíñüêîãî ñëîâà
differentia – ðіçíèöÿ).dif

ËååËå
õі
–íó óóíó
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè

Çíàéäіòü ïðèðіñò àðãóìåíòó õ, ÿêùî (18.1–18.2):

18.1. 1) õ0  2; õ  2,001;      2) õ0  3; õ  2,9.

18.2. 1) õ0  5; õ  5,01;       2) õ0  0; õ  –0,001.

ßêі ç ïîõіäíèõ çíàéäåíî ïðàâèëüíî à ÿêі – íі (18.3–18.4):

18.3. 1) 5  0;   2) (õ2)  3õ2;   3) ?

1) 7  7;   2) (õ3)  3õ2;   3) (õ2)  2õ;  4) ?

18.5. Çíàéäіòü ïðèðіñò ôóíêöії f(õ) ó òî÷öі õ0 äëÿ äàíîãî
ïðèðîñòó àðãóìåíòó:  
1) f(õ)  3õ – 4, õ0  5, õ  0,1;
2) f(õ)  õ2 + 1, õ0  2, õ  –0,2.

І. Íüþòîí
(1643–1727)

І.Ô. Ëåéáíіö
(1646–1716)

Ì.Â. Îñòðîãðàä-
ñüêèé

(1801–1862)

Ì.Ï. Êðàâ÷óê
(1892–1942)

Ïîäàëüøèé âíåñîê ó ðîçâèòîê äèôåðåíöіàëüíîãî ÷èñëåííÿ
çðîáèëè, çîêðåìà À. Ëîïіòàëü (1661–1704), Ë. Åéëåð (1707–
1783), Î. Êîøі (1789–1857), Ê.Ô. Ãàóñ (1777–1855) òà óêðàїí-
ñüêі ìàòåìàòèêè Ì.Â. Îñòðîãðàäñüêèé і Ì.Ï. Êðàâ÷óê.

 Що називають приростом аргументу і приростом функції в
очці х0хх ?  Що називають похідною функції у  f(х) в точці х0хх ?
 Яку функцію називають диференційовною в точці х0хх ?  Ука-

жіть алгоритм знаходження похідної функції за означенням.
 Укажіть, чому дорівнюють похідні функцій f(f õ)  Ñ, f(õ)  õ,

f(õ)  õ2, f(õ)  õ3, , .

ттттттттттттоттттт

ÇÇÇÇ

18181818818118181818 1111
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18.6. Çíàéäіòü ïðèðіñò ôóíêöії g(õ) ó òî÷öі õ0 äëÿ äàíîãî ïðè-
ðîñòó àðãóìåíòó:
1) g(õ)  2õ + 3, õ0  1, õ  –0,1;
2) g(õ)  õ2 – 5, õ0  –1, õ  0,2.

18.7. Çíàéäіòü ïðèðіñò ôóíêöії g(õ)  sinx ó òî÷öі õ0  0, ÿêùî: 

1) ;      2) .

18.8. Çíàéäіòü ïðèðіñò ôóíêöії f(ff õ)  cosx ó òî÷öі õ0  , ÿêùî:

1) ;       2) .

Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó, çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (18.9–
18.10):

18.9. 1) f(õ)  õ2 â òî÷êàõ –5; –2; 1; 0; 

2) g(õ)   ó òî÷êàõ ; 9; 25.

18.10. 1) f(õ)  õ3 â òî÷êàõ –1; 0; 1; 4;

 2) g(õ)   ó òî÷êàõ –0,1; 0,2; 5.

18.11. 1) Çàïèøіòü ïðèðіñò ôóíêöії f(x)  2x – 3 â òî÷öі õ0
÷åðåç õ0 і õ.
2) Çíàéäіòü f(õ0), ÿêùî õ0  1; õ  0,5.
3) Íàêðåñëіòü ãðàôіê ôóíêöії.
4) Ïðîіëþñòðóéòå öå íà ìàëþíêó.

18.12. 1) Çàïèøіòü ïðèðіñò ôóíêöії g(x)  2 – 3x â òî÷öі õ0
÷åðåç õ0 і õ.
2) Çíàéäіòü g(õ0), ÿêùî õ0  2; õ  0,5.
3) Íàêðåñëіòü ãðàôіê ôóíêöії.
4) Ïðîіëþñòðóéòå öå íà ìàëþíêó.

Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì ïîõіäíîї, çíàéäіòü ïîõіäíó
ôóíê öії f(õ) ó òî÷öі õ0 (18.13–18.14):

18.13. 1) f(õ)  3õ2 – õ; õ0  1;       2) f(õ)  õ0  –2.

18.14. 1) f(õ)  5õ2 + õ; õ0  –1;      2) f(õ)  ; õ0  2.

18.15. Ïîðіâíÿéòå f(õ0) і g(õ0) ó òî÷öі õ0  1 äëÿ ôóíêöіé

f(õ)   і g(õ)   õ2 – 1, ÿêùî õ  0,1.
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Ñêëàäіòü і ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ (18.16–18.17):

18.16. 1) f(õ)  f(õ), ÿêùî f(õ)  õ3;

  2) g(õ)  –4, ÿêùî g(õ) 

18.17. 1) f(õ)  f(õ), ÿêùî f(õ)  õ2; 

  2) g(õ)  0,125, ÿêùî g(õ) 

18.18. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü f(õ) I 3f(õ), ÿêùî f(õ)  õ2.

18.19. Ïîðіâíÿéòå f(3) і f(–3), ÿêùî f(õ)  õ3.

18.20. Ïîðіâíÿéòå g  і , ÿêùî g(õ) 

Çà îçíà÷åííÿì ïîõіäíîї çíàéäіòü çíà÷åííÿ ïîõіäíîї ôóíê-
öії f(õ) ó òî÷öі õ0 (18.21–18.22):

18.21. 1) f(õ)  ; õ0  2;      2) f(õ)  ; õ0  1.

18.22. 1) f(õ)  ; õ0  3;      2) f(õ)  ; õ0  6.

Êîðèñòóþ÷èñü îçíà÷åííÿì, çíàéäіòü ôîðìóëó ïîõіäíîї ôóíê-
öії (18.23–18.24):

18.23. 1) f(õ)  4 – 7õ;         2) g(õ)  3õ + õ2.

18.24. 1) f(õ)  2õ + 5;         2) f(õ)  õ2 – 5õ.

18.25. Ñêëàäіòü і ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü f(õ) + g(õ) – 5 > 0,
ÿêùî f(õ)  õ2, g(õ)  õ3.

6. Ñêëàäіòü і ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ |f(õ)|  f(ff õ), ÿêùî f(ff õ)  õ2.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
7. Ïðèäáàâøè òîâàð, âè ñïëàòèëè 50 ãðí ïîäàòêó íà äî-

äàíó âàðòіñòü (ÏÄÂ). Çíàéäіòü âàðòіñòü òîâàðó, ÿêùî ñòàâêà
ÏÄÂ ñêëàäàє 20 % âіä âàðòîñòі òîâàðó.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

8. Çíàéäіòü êóòîâèé êîåôіöієíò ïðÿìîї:

1) ;       2) ;        3) ; 

4) ;       5) ;        6) .
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18.29. Çàïèøіòü ðіâíÿííÿ ïðÿìîї, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
K(–1; 4) ïàðàëåëüíî îñі àáñöèñ.

18.30. Çàïèøіòü ðіâíÿííÿ ïðÿìîї, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
M(2; –1) і ìàє êóòîâèé êîåôіöієíò:
1) 3;     2) –7;     3) 0;     4) 0,5.

18.31. Çíàéäіòü êóò, ÿêèé óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àá-
ñöèñ ïðÿìà:

1) ;   2) ;    3) ;     4) ?

18.32. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ ïðÿìîї, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó
L(2; –3) і óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àáñöèñ êóò:
1) 45;         2) 120.

18.33. Ñåðåä äàíèõ ïðÿìèõ óêàæіòü ïàðè ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ:
1) ;    2) ;     3) ;

4) ;       5) ;         6) .

Ðîçãëÿíåìî äåÿêі çàäà÷і, ùî ïðèâîäÿòü äî ïîíÿòòÿ ïîõіäíîї.

Íåõàé òî÷êà ðóõàєòüñÿ âçäîâæ ïðÿ-
ìîї, і âіäîìî її êîîðäèíàòó õ(t) ó 
ìîìåíò ÷àñó t. Çà іíòåðâàë ÷àñó âіä 
t0 äî t  t0 + t òî÷êà ïîäîëàє âіä-
ñòàíü õ(t0 + t) – x(t0). Òîäі ñåðåäíÿ
øâèäêіñòü ðóõó çà öåé ÷àñ âèçíà-
÷àєòüñÿ ôîðìóëîþ

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî t < 0, òî ðîçãëÿäàєìî іíòåðâàë ÷àñó 
âіä t0 + t äî t0, à âіäïîâіäíà âіäñòàíü ó öüîìó ðàçі äîðіâíþє 
õ(t0) – x(t0 + t). Òîäі

Îòæå, â îáîõ âèïàäêàõ ñåðåäíÿ øâèäêіñòü òî÷êè, ùî ðóõà-

єòüñÿ âçäîâæ ïðÿìîї, äîðіâíþâàòèìå

Ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó òî÷êà ðóõàєòüñÿ ç ïåâíîþ øâèäêі-
ñòþ. ßê çíàéòè ìèòòєâó øâèäêіñòü ðóõó â ìîìåíò ÷àñó t0? 
Ïðèðîäíî ïðèïóñòèòè, ùî ÿêùî t äîñèòü ìàëå, òî çà öåé іí-

ФІЗИЧНИЙ І ГЕОМЕТРИЧНИЙ ЗМІСТ
ПОХІДНОЇ§ 19. 

1. Ñåðåäíÿ òà 
ìèòòєâà øâèäêîñòі 
ðóõó òî÷êè âçäîâæ 
ïðÿìîї
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òåðâàë ÷àñó øâèäêіñòü ïðàêòè÷íî íå çìіíèòüñÿ, òîáòî ñåðåäíÿ
øâèäêіñòü çà öåé ìîìåíò ÷àñó ïðàêòè÷íî íå âіäðіçíÿòèìåòü-
ñÿ âіä ìèòòєâîї øâèäêîñòі vìèò(t0). Òîìó ñïîñіá çíàõîäæåííÿ
ìèòòєâîї øâèäêîñòі ïîëÿãàє â òîìó, ùîá çíàéòè ñïî÷àòêó ñå-
ðåäíþ øâèäêіñòü vñ(t) і äàëі її ãðàíèöþ çà óìîâè, ùî t  0.
Îòæå,

Ïðàâà ÷àñòèíà îñòàííüîї ðіâíîñòі є, çà îçíà÷åííÿì, ïîõіä-

íîþ ôóíêöії õ(t) ó òî÷öі t0, òîáòî . Ìàєìî:

àáî êîðîòêî:

Ó öüîìó ïîëÿãàє ôіçè÷íèé çìіñò ïîõіäíîї.
Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî

Çàäà÷à 1. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì õ(t)  t2

(õ âèìіðþєòüñÿ â ìåò ðàõ, t – ó ñåêóíäàõ). Çíàéòè øâèäêіñòü
òî÷êè â ìîìåíò ÷àñó t  5 ñ.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè v(t)  x(t), òî v(t)  x(t)  (t2) 
 2t. Òîäі v(5)  2 · 5  10 (ì/ñ).
Â і ä ï î â і ä ü. 10 ì/ñ.

Ðîçãëÿíåìî ãðàôіê ôóíêöії ó  f(õ).
Ïðÿìó c, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç áóäü-
ÿêі äâі òî÷êè ãðàôіêà ôóíêöії f(õ),
íàçèâàþòü ñі÷íîþ öüîãî ãðàôіêà

(ìàë. 19.1). Ç êóðñó ãåîìåòðії âіäîìî, ùî êóòîâèé êîåôіöієíò
k ïðÿìîї, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êè À(õ0; ó0) і Â(õ; ó), äîðіâ-

íþє Çíàþ÷è ïîíÿòòÿ ïðèðîñòó ôóíêöії òà ïðèðîñòó àð-

ãóìåíòó, öå ìîæíà çàïèñàòè òàê:

k  tg 

èòòєâà øâèäêіñòü v(t) âèçíà÷åíà äëÿ áóäü-ÿêîї äèôå-
åíöіéîâíîї ôóíêöії õ(t) і ïðè öüîìó

v(t)  x(t),

ì
ðå

îõіäíà âіä êîîðäèíàòè çà ÷àñîì є øâèäêіñòþ.

àáî êîð

Ó öü

ïî

îõіäíà âіä øâèäêîñòі çà ÷àñîì є ïðèñêîðåííÿì.

Ìіðê

ïî

Çàäà÷à 1. Ç

2. Äîòè÷íà 
äî ãðàôіêà ôóíêöії
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)

Ìàë. 19.1

Íà ìàëþíêó 19.1 ïðÿìà m – äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíê-
öії ó  f(ff õ), ïðîâåäåíà â òî÷öі À. Äëÿ ïðÿìîї m ìàєìî:

. Îñêіëüêè , òî k  f(õ0). Îòæå,

ї

Ó öüîìó ïîëÿãàє ãåîìåòðè÷íèé çìіñò ïîõіäíîї.
Îñêіëüêè f(õ0)  k  tg, äå  – êóò, ÿêèé óòâîðþє äîòè÷íà 

ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àáñöèñ, òî êîëè f(õ0) > 0, êóò  – 
ãîñòðèé; êîëè f(õ0)  0, òî   0, òîáòî äîòè÷íà ïàðà ëåëüíà 
îñі àáñöèñ (àáî çáіãàєòüñÿ ç íåþ); êîëè f(õ0) < 0, êóò  – òóïèé.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷íîї, ïðîâåäåíîї
äî ãðàôіêà ôóíêöії f(õ)  õ3, ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  –2.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. f(õ)  (õ3)  3õ2, òîäі k  f(–2)  3 · (–2)2  12.
Â і ä ï î â і ä ü. k  12.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè òàíãåíñ êóòà íàõèëó äî îñі àáñöèñ äîòè÷íîї 
äî ãðàôіêà ôóíêöії f(õ)  , ÿêà ïðîâåäåíà â òî÷öі À(4; 2).

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî: f(õ)  .

Òîäі tg  f(4)  0,25.     Â і ä ï î â і ä ü. 0,25.

Äîòè÷íîþ â òî÷öі (õ0; ó0) äî ãðàôіêà ôóíêöії óó  fff(((õõ))
àçèâàþòü ãðàíè÷íå ïîëîæåííÿ ñі÷íîї, ùî ïðîõîäèòü

÷åðåç öþ òî÷êó, êîëè õ  0 (ìàë. 19.1).

Ä
íà
÷å

óòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії ї
x), ïðîâåäåíîї â òî÷öі ç àáñöèñîþ x0, äîðіâíþє ïîõіä-

íіé ôóíêöії ó öіé òî÷öі:

k  f(õ0).

êó
f(ff
íі

Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 3. 
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Íåõàé ðіâíÿííÿ ïðÿìîї, ùî є äîòè÷-
íîþ äî ãðàôіêà ôóíêöії y  f(ff x) 
ó òî÷öі À(õ0; f(ff õ0)), ìàє âèãëÿä
ó  kõ + l. Îñêіëüêè k  f(õ0), òî

âîíî íàáóâàє âèãëÿäó: ó  f(õ0) · õ + l.
Îñêіëüêè äîòè÷íà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó À(õ0; f(õ0)), òî êî-

îðäèíàòè öієї òî÷êè çàäîâîëü íÿþòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї, òîáòî
f(õ0)  f(õ0) · õ0 + l, çâіäêè l  f(õ0) – f(õ0) · õ0.

Îòæå, ïіäñòàâèìî çíàéäåíі âèðàçè äëÿ k і l â ðіâíÿííÿ äî-
òè÷íîї:

ó  f(õ0) · õ + f(õ0) – f(õ0) · õ0, òîáòî

Îòðèìàëè ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії ó  f(õ)
ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0.

Çàäà÷à 4. Ñêëàñòè ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії

â òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  –4.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ìàєìî: f(õ0)  f(–4)  ; f(õ)  ; 

f(õ0)  f(–4)  . Ïіäñòàâèìî îòðèìàíі çíà÷åííÿ â ðіâíÿí íÿ

äîòè÷íîї: ó  . Ñïðîñòèâøè âèðàç ó öüîìó ðіâíÿí-

íі, ìàòèìåìî: .     Â і ä ï î â і ä ü. .

3. Ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї 
äî ãðàôіêà ôóíêöії

óó  ff õõ – – õõ00).).

Îòðè

Çàäà÷à 4. 

ãàäàєìî, ùî Íüþòîí ïðèéøîâ äî ïî-
òòÿ ïîõіäíîї, ðîçãëÿäàþ÷è ïèòàííÿ ìå-

õàíіêè, çîêðåìà, ìèòòєâîї øâèäêîñòі, à 
Ëåéáíіö – âèõîäÿ÷è ç ãåîìåòðè÷íèõ çàäà÷, à ñàìå, çàäà÷і ïðî
îáóäîâó äîòè÷íîї äî êðèâîї.
Îäíàê ïèòàííÿ ïîáóäîâè äîòè÷íèõ äî êðèâèõ öіêàâèëî ìà-

òåìàòèêіâ çàäîâãî äî Ëåéáíіöà. Òàê, íàïðèêëàä, Åâêëіä â
Íà÷àëàõ» äàâ ñïîñіá ïîáóäîâè äîòè÷íîї äî êîëà, Àðõіìåä ïî-

áóäóâàâ äîòè÷íó äî ñïіðàëі, ÿêó íàçâàíî íà éîãî ÷åñòü, Àïîëî-
íіé – äî åëіïñà, ãіïåðáîëè і ïàðàáîëè. Îäíàê ñòàðîäàâíі â÷åíі
òàê і íå ðîçâ’ÿçàëè çàäà÷ó ïðî ïîáóäîâó äîòè÷íîї äî äîâіëüíîї 
êðèâîї â áóäü-ÿêіé її òî÷öі.
Іç ñàìîãî ïî÷àòêó XVII ñòîëіòòÿ áàãàòî â÷åíèõ íàìàãà-

ëèñÿ âèðіøèòè öþ ïðîáëåìó, çîêðåìà Òîððі÷åëëі, Âіâіàíі, Ðî-
áåðâàëü, Áàððîó, îäíàê ïåðøèì çàãàëüíèé ìåòîä ïîáóäîâè
äîòè÷íèõ çàïðîïîíóâàâ Ëåéáíіö ó 1684 ðîöі.
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îçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
19.1. (Óñíî). Âіäîìî, ùî êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷íîї äî
ãðàôіêà ôóíêöії ó  f(õ) ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0 äîðіâíþє
0,4. ×îìó äîðіâíþє çíà÷åííÿ ïîõіäíîї ôóíêöії ó  f(õ) ó 
öіé òî÷öі?

19.2. Âіäîìî, ùî  f(3)  5. Çíàéäіòü êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷-
íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії ó  f(f õ), ïðîâåäåíîї ó òî÷öі ç àáñöè-
ñîþ õ0  3.

19.3. Âіäîìî, ùî f(4)  1. Çíàéäіòü:
1)  êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 

ó  f(õ), ùî ïðîâåäåíà â òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  4;
2)  êóò, ÿêèé óòâîðþє öÿ äîòè÷íà ç äîäàòíèì íàïðÿìîì 

îñі àáñöèñ.

19.4. Äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії ó  f(õ) ó òî÷öі ç àáñöè-
ñîþ õ0 óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àáñöèñ êóò 60. 
Çíàéäіòü f(õ0).

19.5. Çíàéäіòü êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷íîї äî ãðàôіêà

ôóíêöії f(õ)   ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  –1.

19.6. Çíàéäіòü êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії
f(õ)   ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  0,25.

19.7. Çíàéäіòü òàíãåíñ êóòà íàõèëó äî îñі àáñöèñ äîòè÷íîї äî 
ãðàôіêà ôóíêöії f(õ)  õ2 ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  –2.

19.8. Çíàéäіòü òàíãåíñ êóòà íàõèëó äî îñі àáñöèñ äîòè÷íîї äî
ãðàôіêà ôóíêöії f(õ)  õ3 ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  –1.

19.9. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì õ(t)  t3 (t âè-
ìіðþєòüñÿ ó ñåêóíäàõ; õ – ó ìåòðàõ). Çíàéäіòü øâèäêіñòü
òіëà â ìîìåíò ÷àñó: 1) t  2 ñ;       2) t  3 ñ.

19.10. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì  õ(t)  t2 (t âè-
ìіðþєòüñÿ ó ñåêóíäàõ; õ – ó ìåòðàõ). Çíàéäіòü øâèäêіñòü
òіëà â ìîìåíò ÷àñó: 1) t  4 ñ;       2) t  10 ñ.

19.11. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії f(õ) 
ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  1.

 Як знайти миттєву швидкість точки, що рухається за законом
= х(t)?  У чому полягає фізичний зміст похідної?  Що нази-

вають дотич ною до графіка функції у  f(х) в точці х0хх ?  У чому
полягає геометричний зміст похідної?  Запам’ятайте рівняння
дотичної до графіка функції у  f(х) у точці з абсцисою х0хх .

ххххххх хххххххххх
вввввавввв

11111
ãã
0
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19.12. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії f(õ) 
ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  1.

19.13. Íà ãðàôіêó ôóíêöії f(õ)  õ2 çíàéäіòü òî÷êó, ó ÿêіé
äîòè÷íà äî öüîãî ãðàôіêà óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì
îñі àáñöèñ êóò 135.

19.14. Íà ãðàôіêó ôóíêöії f(õ)   çíàéäіòü òî÷êó, ó ÿêіé
äîòè÷íà äî öüîãî ãðàôіêà óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì
îñі àáñöèñ êóò 45.

19.15. Ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì

õ(t)  . Ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t (t > 0) øâèäêіñòü òî÷êè

áóäå äîðіâíþâàòè  ì/ñ, ÿêùî t âèìіðþєòüñÿ â ñåêóí-

äàõ, õ – ó ìåò ðàõ?

19.16. Ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì 
õ(t)  t3 (t âèìіðþєòüñÿ â ñåêóíäàõ, õ – ó ìåòðàõ). Ó ÿêèé
ìîìåíò ÷àñó t (t > 0) øâèäêіñòü òî÷êè áóäå äîðіâíþâàòè
48 ì/ñ?

19.17. Çíàéäіòü òî÷êè, ó ÿêèõ äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії
f(õ) õ3 ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó  12õ – 17.

19.18. Çíàéäіòü òî÷êè, ó ÿêèõ äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії 

f(f õ)   ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó  .

19.19. Îäíà ç ìàòåðіàëüíèõ òî÷îê ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà
çàêîíîì õ(t)  t2, à іíøà – çà çàêîíîì õ(t)  t3 (t âèìіðþ-
єòüñÿ â ñåêóíäàõ; õ – ó ìåò ðàõ). Ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t 
(t > 0) їõ øâèäêîñòі áóäóòü îäíàêîâèìè?

19.20. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії

f(õ)   ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó  .

19.21. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 
f(õ)  õ2, ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó  –2õ + 7.

19.22. Äàíî ôóíêöіþ f(õ)  .

1) Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî її ãðàôіêà ó òî÷öі ç àáñ-
öèñîþ õ0  –1.
2) Âèêîíàéòå ìàëþíîê.
3) Çíàéäіòü ïëîùó òðèêóòíèêà, îáìåæåíîãî âіäðіçêàìè
äîòè÷íîї é îñåé êîîðäèíàò.
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19.23. Äàíî ôóíêöіþ f(õ)  õ3.
1) Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî її ãðàôіêà ó òî÷öі ç àáñ-
öèñîþ õ0  –1.
2) Âèêîíàéòå ìàëþíîê.
3) Çíàéäіòü ïëîùó òðèêóòíèêà, îáìåæåíîãî âіäðіçêàìè
äîòè÷íîї é îñåé êîîðäèíàò.

19.24. Ó ÿêіé òî÷öі ïåðåòèíàþòüñÿ äîòè÷íі äî ïàðàáîëè
ó  õ2, ïðîâåäåíі â òî÷êàõ ç àáñöèñàìè õ0  –2 і õ0  1?

òò âà ìàòåìàòèêà
19.25. Ñòàâêà ïîäàòêó íà äîõîäè ôіçè÷íèõ îñіá (çàðïëà-
òó) ó 2015 ðîöі ñòàíîâèëà 15 % äëÿ çàðïëàòè ðîçìіðîì äî
12 180 ãðí ïëþñ 20 % âіä ñóìè, ùî ïåðåâèùóâàëà 12 180 ãðí. 
Іç 2016 ð. öÿ ñòàâêà ñòàíîâèòü 18 % áåç îáìåæåíü. Äèðåêòîð-
êà ïіäïðèєìñòâà ó 2015 ðîöі îòðèìóâàëà çàð ïëàòó 13 000 ãðí
íà ìіñÿöü, à â 2016 ðîöі – 15 000 ãðí íà ìіñÿöü; ñòàðøèé
ìåíåäæåð ó 2015 ðîöі îòðèìóâàâ çàðïëàòó 9000 ãðí íà ìі-
ñÿöü, à ó 2016 ðîöі – 10 000 ãðí íà ìіñÿöü. Íà ÿêó ñóìó
çìіíèâñÿ ùîìіñÿ÷íèé ïîäàòîê êîæíîãî ç íèõ ó ïîðіâíÿííі
ç 2015 ðîêîì?

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

19 îäàéòå âèðàç ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ ç îñíîâîþ x:

1) ;      2) ;        3) ;        4) .

19.27. Äàíî ôóíêöіþ . Çíàéäіòü:

1) ;     2) ;      3) ;     4) .

Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî îñíîâíі ïðàâèëà äèôåðåí-
öіþâàííÿ òà ïîõіäíі ñòåïåíåâèõ і òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé.
Äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñіâ çàìіñòü u(x), u(x), v(x), v(x) òîùî ïè-
ñàòèìåìî u, u, v, v òîùî.

Íåõàé ôóíêöії u і v äèôåðåíöіéîâ-
íі â òî÷öі x. Òîäі їõ ñóìà і ðіçíèöÿ 
òåæ äèôåðåíöіéîâíі â òî÷öі x.

ПРАВИЛА ДИФЕРЕНЦІЮВАННЯ. 
ТАБЛИЦЯ ПОХІДНИХ§ 20. 

1. Îñíîâíі ïðàâèëà 
äèôåðåíöіþâàííÿ
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Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé f  u + v. Òîäі:
1) f  (u + v)  u(x + x) + v(x + x) – (u(x) + v(x)) 
 (u(x + x) – u(x)) + (v(x + x) – v(x))  u + v.

2) .

3) .

Àíàëîãі÷íî ìîæíà äîâåñòè, ùî (u – v)  u – v.
Îòæå, (u  v)  u  v. 

Ïðèêëàä 1.  1) (õ3 + 5)  (õ3) + 5  3õ2 + 0  3õ2; 

           2) .

Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëî äèôåðåíöіþâàíÿ äîáóòêó.

Äîâåäåííÿ íå íàâîäèìî, îñêіëüêè âîíî є äîâîëі ñêëàäíèì.

Ïðèêëàä 2.  1) (5õ3)  5 · (õ3)  5 · 3õ2  15õ2;

2) (  · õ2)  ( )õ2 + (õ2)   · õ2 + 2õ 

 .

Ðîçãëÿíåìî ïðàâèëî äèôåðåíöіþâàííÿ ÷àñòêè і äîâåäåìî éîãî.

Ä î â å ä å í í ÿ. Âіäñòóïèìî âіä àëãîðèòìó, ÿêèé ìè âèêîðè-
ñòàëè ïіä ÷àñ äîâåäåííÿ ïðàâèëà 1, і äîâåäåìî â іíøèé ñïîñіá.

Ï ð à â è ë î  1. Ïîõіäíà ñóìè (ðіçíèöі) äîðіâíþє ñóìі
ðіçíèöі) ïîõіäíèõ (u  v)  u  v.

Ä î â å

Ï
(ð

Íàñëіäîê . Ïîõіäíà ñóìè òðüîõ і áіëüøå äîäàíêіâ äî-
ðіâíþє ñóìі ïîõіäíèõ:

(u1 + u2 + u3 + ... + un)  u1 + u2 + u3 + ... + un.

Ïðèêëàä 1.  

Ï ð à â è ë î  2. (uv)  uv + vu.

Ðîçã

Ä

Ï

Íàñëіäîê . Ñòàëèé ìíîæíèê ìîæíà âèíîñèòè çà çíàê 
ïîõіäíîї (Ñè)  Ñè, äå Ñ – ñòàëà.

Ïðèêëàä 2.  

Ï ð à â è ë î  3. , v  0.

Ðîçãë

Ï
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Íåõàé , òîäі u  fv, òîìó ufv + vf. Çâіäñè âèðàçèìî f:

fv  u – vf, òîáòî 

Çàóâàæèìî, ùî äîâåñòè ìîæíà áóëî é ó òîé ñàìèé ñïîñіá, 
ÿêèì äîâåäåíî ïðàâèëî 1.

Ïðèêëàä 3

Ìè çíàєìî, ùî:
õ  1  1 · õ0; 
(õ2)  2õ  2õ1; 
(õ3)  3õ2. 

Çà ôîðìóëîþ ïîõіäíîї äîáóòêó:
(õ4)  (õ3õ)  (õ3)õ + õõ3  3õ2õ + 1 · õ3  3õ3 + õ3  4õ3.
Àíàëîãі÷íî:
(õ5)  (õ4õ)  (õ4)õ + õõ4  4õ3õ + 1 · õ4  4õ4 + õ4  5õ4.
Íåâàæêî ïîìіòèòè çàêîíîìіðíіñòü, ùî äëÿ íàòóðàëüíîãî n:

(õn)  nxn–1.

Ïðèéìåìî öåé ôàêò áåç äîâåäåííÿ.
Íåõàé òåïåð f(õ)  õn, äå n – öіëå âіä’єìíå ÷èñëî. Òîäі

(–n) – ÷èñëî íàòóðàëüíå. Ìàєìî:

Îòæå, ó öüîìó âèïàäêó òàêîæ (õn)  nõn–1. Ìàєìî:

Ïîõіäíó ñòåïåíåâîї ôóíêöії ç äðîáîâèì ïîêàçíèêîì çíàõî-
äÿòü çà öієþ ñàìîþ ôîðìóëîþ.

Ïðèêëàä 4.  (5õ13 – 2õ3 + 5)  (5õ13) – (2õ3) + 5 
 5 · (õ13) – 2 · (õ3) + 0  5 · 13õ12 – 2 · 3õ2  65õ12 – 6õ2.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ïîõіäíó ôóíêöії  ó òî÷öі õ0  –1.

Ïðèêëàä 3. 

2. Ïîõіäíà 
ñòåïåíåâîї ôóíêöії

ëÿ áóäü-ÿêîãî öіëîãî n і áóäü-ÿêîãî õ (õ  0 ïðè n JJ 1):
(õn)  nõn–1.

Îòæ

äë

Ïðèêëàä 4. 

Çàäà÷à 1.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè , òî f(õ)  2õ–3.

Òîäі f(õ)  (2õ–3)  2(õ–3)  2 · (–3)õ–3–1 –6õ–4  .

Ìàєìî:      Â і ä ï î â і ä ü. f(–1) –6.

Ïðèé ìåìî áåç äîâåäåííÿ, ùî

Âèêîðèñòàєìî éîãî

äëÿ äîâåäåííÿ ôîðìóëè ïîõіäíîї
ñèíóñà.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé f(x)  sinx. Òîäі:

1) f  sin(x + x) – sinx 

2)

ßêùî õ  0, òî é , à òîìó  

à 

Îòæå, (sinx)  cosx. 

3. Ïîõіäíі 
òðèãîíîìåòðè÷íèõ 
ôóíêöіé

Ò å î ð å ì à  1  (ïîõіäíà ñèíóñà). Äëÿ x  R ìàєìî:
(sin x)  cos x.
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Äîâåäåííÿ àíàëîãі÷íå äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 1.

Ä î â å ä å í í ÿ. Óðàõîâóþ÷è, ùî , çà ôîðìóëîþ ïî-

çіäíîї ÷àñòêè ìàєìî:

Îòæå, 

Äîâåäåííÿ àíàëîãі÷íå äîâåäåííþ òåîðåìè 3.

Ïðèêëàä 5.  (2sinx + 4tgx)  2(sinx)+ 4(tgx)

Çàäà÷à 2. f(õ)  3cosx – 5ctgx çíàéòè

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. f(õ)  3(cosx) – 5(ctgx 

.

Â і ä ï î â і ä ü. 2.

Çàäà÷à 3. Ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ f(õ)  0, äå f(õ)  cosx + x.

Ò å î ð å ì à  2  (ïîõіäíà êîñèíóñà). Äëÿ x  R ìàєìî:
(cosx)  –sinx.

Ò å î ð å ì à  3  (ïîõіäíà òàíãåíñà). Äëÿ áóäü-ÿêîãî õ
ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ òàíãåíñà

Ò å î ð å ì à  4  (ïîõіäíà êîòàíãåíñà). Äëÿ áóäü-ÿêîãî õ
ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ êîòàíãåíñà

Ïðèêëàä 5.  

Çàäà÷à 2. 

Çàäà÷à 3.
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Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) f(õ)  (cosx + x)  (cosx) + x  –sinõ + 1.
2) Ìàєìî ðіâíÿííÿ: –sinõ + 1  0; 
                        sinõ  1;

k  Z.

Â і ä ï î â і ä ü. , k  Z.

Ñèñòåìàòèçóєìî äàíі ïðî ïîõіäíі
ôóíêöіé ó òàá ëèöþ, ÿêó ïðèé íÿòî
íàçèâàòè òàáëèöåþ ïîõіäíèõ.

Ñ  0 õ  1 (õ2)  2x

(x3)  3õ2 (xn)  nxn–1, n  Z

(sinx)  cosx (cosx)  –sinx

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (20.1–20.10):

 1) f(õ)  õ7;             2) g(x)  sinx;  
 3) t(x)  x9;             4) (x)  x–4.

20.2. 1) f(õ)  cosõ;           2) p(x)  x5;  
 3) (x)  x–7;            4) t(x)  x11.

20.3. 1) m(õ)  5õ;            2) f(x)  3x6; 
 3) (x)  2ctgx;          4) (x)  3x–2.

20.4. 1) g(õ)  7õ;             2) (x)  3tgx;
 3) f(x)  5x2;            4) (x)  5x–3.

20.5. 1) (x)  cosx – x8;      2) f(x)  x3 + x17.

20.6. 1) g(x)  x4 + sinx;       2) (x)  x10 – 1.

4. Òàáëèöÿ ïîõіäíèõ

 Чому дорівнює похідна суми, різниці, добутку, частки двох
функцій?  Чому дорівнює похідна функції Сu, де С – стала?

 Чому дорівнює похідна функції f(х) = хn, де n – ціле число?
 Вивчіть таблицю похідних та правила диференціювання.

фффффффффффффффф

ÇÇÇ

20202020200200200020202020220202020 11111.1.111.11.
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20.7. 1)      2) 

    3)      4)

20.8.  1)    2)    3)    4)

20.9. 1) f(x)  3x2 – 7x3 + 3;        2) g(x)  2sinx – 4x5 + 

20.10. 1)  f(x)  2x11 – 3cosx + 7;    2) g(x)  5x7 +

20.11. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ ïîõіäíîї ôóíêöії f(õ) ó òî÷öі õ0:

1) f(x)  x3 + x2, õ0  –1;      2) f(x)  3tgx, õ0 

20.12. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ ïîõіäíîї ôóíêöії g(õ) ó òî÷öі õ0:

1) g(x)  x4 – x2, õ0  1;       2) g(x)  2ctgx, õ0 

Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (20.13–20.16):

20.13. 1) f(x)  x3 ;        2) g(x)  x4sinx.

20.14. 1)  g(x)   · x5;      2) f(x)  x2cosx.

20.15. 1) f(x)          2) g(x) 

20.16. 1)  f(x)          2) g(x) 

20.17. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії f(x)   ó òî÷êàõ

õ0  1; õ0  9; õ0  25.

20.18. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії  g(x)  2õ +  ó òî÷êàõ 
õ0  1; õ0  16; õ0  100.

20.19. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії g(x)  sinx + cosx ó òî÷êàõ

õ0  0; õ0  .

20.20. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії f(f x)  cosx – sinx ó òî÷êàõ 

õ0  õ0  .

20.21. Çíàéäіòü òàíãåíñ êóòà íàõèëó äî îñі àáñöèñ äîòè÷íîї äî
ãðàôіêà ôóíêöії f(x)  3x2 – 4x ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  2.
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20.22. Çíàéäіòü êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷íîї äî ãðàôіêà 
ôóíêöії f(x)  5x – 7x2 ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  0.

20.23. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì õ(t)   –

– 10t (t âèìіðþєòüñÿ â ñåêóíäàõ, õ – ó ìåòðàõ). Çíàéäіòü
øâèäêіñòü òіëà â ìîìåíò ÷àñó: 1) t  2 ñ; 2) t  6 ñ.

20.24. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì  õ(t)  5t – 

(t âèìіðþєòüñÿ â ñåêóíäàõ, õ – ó ìåòðàõ). Çíàéäіòü øâèä-
êіñòü òіëà â ìîìåíò ÷àñó: 1) t  1 ñ; 2) t  3 ñ.

20.25. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f(x)  0, äå:
1) f(x)  cosx;        2) f(x)  x2 – 6x.

20.26. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ g(x)  0, äå:
1) g(x)  sinx;        2) g(x)  8x + x2.

20.27. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü g(x) > 0, ÿêùî g(x)  4x + x2.

20.28. Ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü f(x) J 0, ÿêùî f(x)  x2 – 10x.

Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії (20.29–20.30):

20.29. 1) f(x)  (3x2 + 7)(2õ – 5);       2) g(x)  (3x2 + 4õ).

20.30. 1) f(x)  (5x2 – 9)(3õ + 4);       2) g(x)  (3x – 5õ2) .

20.31. Îá÷èñëіòü ïîõіäíó ôóíêöії f(x)  (4  – 3)(õ2 + 7)
ó òî÷öі õ0  1.

20.32. Îá÷èñëіòü ïîõіäíó ôóíêöії  f(x)  (2 + 6 )(õ2 – 3)
ó òî÷öі õ0  1.

Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöіé (20.33–20.34):

20.33. 1) f(x)  ;      2) f(x)  .

20.34. 1) g(x)  ;     2) g(x)  .

20.35. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ ïîõіäíîї ôóíêöії g(x)   ó

òî÷êàõ õ0  2; 0.

20.36. Çíàéäіòü çíà÷åííÿ ïîõіäíîї ôóíêöії  f(x)   ó òî÷-

êàõ õ0  0; –2.

20.37. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f(x)  0 òà íåðіâíіñòü f(x) J 0, ÿêùî:

1) f(x)  3x2 + 2x3 + 7;     2) f(x)  x3 – x2 – 6õ + 8.
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20.38. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ g(x)  0 òà íåðіâíіñòü g(x)  0, ÿêùî:

1) g(x)  9x2 – x3 + 8;      2) g(x)  x3 + x2 – 3õ + 19.

20.39. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ g(x)  0, ÿêùî:

1) g(x)  ;            2) g(x)  + 4õ – 7.

20.40. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f(x)  0, ÿêùî:

1) f(x)  ;            2) f(x)  9õ +  + 3.

20.41. Ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêî-
íîì õ(t)  3t2 – 12t + 7 (õ âèìіðþєòüñÿ â ìåòðàõ, t –
ó ñåêóíäàõ):
1) Ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó øâèäêіñòü òî÷êè äîðіâíþâàòèìå

18 ì/ñ?
2) Ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó òî÷êà çóïèíèòüñÿ?

20.42. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì õ(t)  2t2 –
– 16t + 3 (õ âèìіðþєòüñÿ â ìåòðàõ, t – ó ñåêóíäàõ):
1) Ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó øâèäêіñòü òіëà äîðіâíþâàòèìå

12 ì/ñ?
2) Ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó òіëî çóïèíèòüñÿ?

20.43. Íà ãðàôіêó ôóíêöії f(x)  x2 – 3x + 7 çíàéäіòü òî÷êó,
ó ÿêіé äîòè÷íà óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àáñöèñ
êóò 45.

20.44. Íà ãðàôіêó ôóíêöії g(x)  5x + x2 – 9 çíàéäіòü òî÷êó,
ó ÿêіé äîòè÷íà óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àáñöèñ
êóò 135.

20.45. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ g(x)  0, ÿêùî g(x)  sinx – .

20.46. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f(x)  0, ÿêùî f(x)   + cosx.

20.47. Äàíî ôóíêöіþ f(x)   Äîâåäіòü, ùî f(x)  0 äëÿ 

âñіõ äîïóñòèìèõ çíà÷åíü õ.

20.48. Çíàéäіòü àáñöèñè òèõ òî÷îê ãðàôіêà ôóíêöії 
f(f x)  õ3 + 2x2 – 7x + 5, ó ÿêèõ äîòè÷íà ïàðàëåëüíà îñі 
àáñöèñ.

20.49. Çíàéäіòü àáñöèñè òî÷îê ãðàôіêà ôóíêöії , 

ó ÿêèõ äîòè÷íà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó  2õ – 7.
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20.50. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії
g(x) x2 – 4x + 5 â òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  1.

20.51. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 
f(x)  x2 + 2x – 3 ó òî÷öі ç àáñöèñîþ õ0  0.

20.52. Ñêëàäіòü і ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f(x)  f(6), ÿêùî

f(x)  .

20.53. Äàíî ôóíêöії f(x)  4cosx і g(x)   + 9. Ðîçâ’ÿæіòü
ðіâíÿííÿ f(x)  g(õ).

20.54. Äàíî ôóíêöії  f(x)  2sinx і g(x)  õ + 11. Ðîçâ’ÿæіòü
ðіâíÿííÿ f(x)  g(õ).

20.55. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії

20.56. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії  ó òî÷öі

20.57. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії
f(f x) x2 – 3x + 7, ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó  5õ – 17.

20.58. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії 
g(x)  x2 + 4x – 6, ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé ó  6õ – 7.

20.59. Ñêëàäіòü і ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ  ÿêùî

f(x)  –õ2 – õ – 1.

20.60. Ñêëàäіòü і ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ  ÿêùî

f(x)  õ2 + õ + 2.

20.61. Íà ñèíóñîїäі ó  sinx óçÿòî òî÷êè ç àáñöèñàìè õ1  0 і

õ2  . ×åðåç öі òî÷êè ïðîâåäåíî ñі÷íó. Ó ÿêіé òî÷öі ç àá-

ñöèñîþ  ñëіä ïðîâåñòè äîòè÷íó, ùîá âîíà áóëà

ïàðàëåëüíîþ ñі÷íіé?

20.62. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ f(x)  0, ÿêùî f(x)  tgx – 2x.

20.63. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ g(x)  0, ÿêùî g(x)  2x + ñtgx.

20.64. Äî ãðàôіêà ôóíêöії f(x)   ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ

äîòè÷íîї, ÿêà óòâîðþє ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àáñöèñ
êóò 60.
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òò âà ìàòåìàòèêà
20.65. Ñàøêî і Ïàâëî ðàçîì ìîæóòü ïîôàðáóâàòè ïàðêàí çà 
9 ãîäèí, Ïàâëî і Іãîð ðàçîì – çà 12 ãîäèí, à Ñàøêî і Іãîð – çà
18 ãîäèí. Çà ñêіëüêè ãîäèí õëîï÷èêè ïîôàðáóþòü öåé ïàðêàí,
ïðàöþþ÷è âòðüîõ іç òієþ ñàìîþ ïðîäóêòèâíіñòþ ïðàöі?

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

20 íàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ïðîìіæêè ñïàäàííÿ
ôóíêöії, ïîïåðåäíüî ñõåìàòè÷íî íàêðåñëèâøè її ãðàôіê:
1) ;    2) ;   3) ;

4) ;   5) ;       6) .

20.67. Ôóíêöіþ  çàäàíî íà ïðî-
ìіæêó [–6; 6] (ìàë. 20.1). Çíàéäіòü
ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ïðîìіæêè
ñïàäàííÿ ôóíêöії f(x).

Ç óñіõ ñïîñîáіâ çàäàííÿ ôóíêöії íàéáіëüø íàî÷íèì є ãðà-
ôі÷íèé. Ó ïîïåðåäíіõ êëàñàõ ìè íàâ÷èëèñÿ «÷èòàòè» ãðàôі-
êè, òîáòî âèçíà÷àòè âëàñòèâîñòі ôóíêöії çà її ãðàôіêîì.

Çà äîïîìîãîþ ïîõіäíîї ìîæíà ðîçâ’ÿçàòè é îáåðíåíó çàäà÷ó:
ïîáóäóâàòè ãðàôіê ôóíêöії, çíàþ÷è її âëàñòèâîñòі.

Îäíå ç îñíîâíèõ çàâäàíü ïіä ÷àñ äîñëіäæåííÿ ôóíêöії і 
ïîáóäîâè її ãðàôіêà – öå çíàõîäæåííÿ ïðîìіæêіâ çðîñòàííÿ,
ñïàäàííÿ òà ñòàëîñòі ôóíêöії. Òàêå äîñëіäæåííÿ ìîæíà ïðî-
âåñòè çà äîïîìîãîþ ïîõіäíîї.

Íàãàäàєìî, ùî

Ïðîìіæêè, íà ÿêèõ ôóíêöіÿ çðîñòàє ÷è ñïàäàє, ùå íàçèâà-
þòü ïðîìіæêàìè ìîíîòîííîñòі.

Ìàë. 20.1

ОЗНАКИ СТАЛОСТІ, 
ЗРОСТАННЯ ТА СПАДАННЯ ФУНКЦІЇ§ 21. 

ôóíêöіþ íàçèâàþòü çðîñòàþ÷îþ íà äåÿêîìó ïðîìіæ-
ó, ÿêùî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó іç öüîãî ïðî-

ìіæêó âіäïîâіäàє áіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії;

Íàãà

ô
êó
ì

ôóíêöіþ íàçèâàþòü ñïàäíîþ íà äåÿêîìó ïðîìіæêó, 
êùî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó іç öüîãî ï ðîìіæêó 

âіäïîâіäàє ìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії.

ô
ÿê
âі
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Íà ìàëþíêó 21.1 çîáðàæåíî çðîñòàþ÷ó íà ïðîìіæêó (à; b) 
ôóíêöіþ ó  f(õ). Ó ÿêіé áè òî÷öі öüîãî ïðîìіæêó ìè íå ïðî-
âåëè äîòè÷íó äî ãðàôіêà ôóíêöії, êóò , ÿêèé âîíà óòâîðþâà-
òèìå ç äîäàòíèì íàïðÿìîì îñі àáñöèñ, áóäå ãîñòðèì. Îñêіëü-
êè  – ãîñòðèé, òî tg > 0. Àëå tg  f(õ0), äå õ0 – àáñöèñà
òî÷êè äîòèêó, òîìó äëÿ áóäü-ÿêîї òî÷êè õ0  (à; b) ñïðàâäæó-
єòüñÿ óìîâà f(õ0) > 0.

         Ìàë. 21.1                    Ìàë. 21.2

Íà ìàëþíêó 21.2 çîáðàæåíî ãðàôіê ñïàäíîї íà ïðîìіæ-
êó (à; b) ôóíêöії ó  f(õ). Ó êîæíіé òî÷öі öüîãî ïðîìіæêó
äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії óòâîðþâàòèìå ç äîäàòíèì íà-
ïðÿìîì îñі àáñöèñ êóò , ùî є òóïèì. Îñêіëüêè  – òóïèé,
òî tg < 0 і òîìó f(õ0) < 0 äëÿ êîæíîї òî÷êè õ0  (à; b).

Îòæå, çíàþ÷è, çðîñòàє ÷è ñïàäàє ôóíêöіÿ íà ïåâíîìó ïðî-
ìіæêó, ìîæíà âèçíà÷èòè çíàê ïîõіäíîї íà öüîìó ïðîìіæêó.
À ìîæíà і íàâïàêè, çà çíàêîì ïîõіäíîї ôóíêöії íà ïðîìіæ  êó
âèçíà÷èòè, çðîñòàє öÿ ôóíêöіÿ, ñïàäàє ÷è є ñòàëîþ íà öüîìó
ïðîìіæêó.

Ñòðîãі äîâåäåííÿ öèõ òåîðåì є äîñèòü ãðîìіçäêèìè, òîìó
ìè їõ íå íàâîäèìî. Çàóâàæèìî ëèøå, ùî òåîðåìó 1 ùå íà-
çèâàþòü íåîáõіäíîþ і äîñòàòíüîþ óìîâîþ ñòàëîñòі ôóíêöії,
à òåîðåìó 2 – äîñòàòíüîþ óìîâîþ çðîñòàííÿ àáî ñïàäàííÿ
ôóíêöії.

Ò å î ð å ì à  1  (îçíàêà ñòàëîñòі ôóíêöії). Ôóíêöіÿ
ó  f(ff õ) є ñòàëîþ íà ïðîìіæêó (à; b) òîäі і òіëüêè òîäі, 
êîëè f(õ)  0 äëÿ êîæíîãî x іç öüîãî ïðîìіæêó.

Ò å î ð å ì à  2  (îçíàêà çðîñòàííÿ, ñïàäàííÿ ôóíêöії). 
ßêùî f(õ) > 0 â êîæíіé òî÷öі ïðîìіæêó (à; b), òî ôóíê-
öіÿ ó  f(ff õ) çðîñòàє íà (à; b). ßêùî f(õ) < 0 â êîæíіé 
òî÷öі ïðîìіæêó (à; b), òî ôóíêöіÿ ó  f(ff õ) ñïàäàє íà 
(à; b).
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Çàäà÷à 1. Çíàéòè ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ ôóíêöії:
1) f(õ)  õ3 + 2õ;     2) f(õ)  cosõ – 1,5õ.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çà òåîðåìîþ 2, ùîá çíàéòè ïðîìіæêè
çðîñòàííÿ ôóíêöії, òðåáà ðîçâ’ÿçàòè íåðіâíіñòü f(õ) > 0. Ìàє-
ìî: f(õ)  3õ2 + 2. Îñêіëüêè 3õ2 + 2 > 0 äëÿ âñіõ çíà÷åíü õ, 
òî f(õ) > 0 äëÿ âñіõ çíà÷åíü õ. Îòæå, ôóíêöіÿ f(õ)  õ3 + 2õ
çðîñòàє íà âñіé îáëàñòі âèçíà÷åííÿ, òîáòî íà R.
2) Ìàєìî: f(õ)  –sinõ – 1,5. Àëå –1 J –sinõ J 1, òîìó 
–sinõ – 1,5 < 0 äëÿ âñіõ çíà÷åíü õ, òîáòî f(õ) < 0 äëÿ âñіõ 
çíà÷åíü õ. Îòæå, ôóíêöіÿ f(õ)  cosõ – 1,5õ ñïàäàє íà âñіé
îáëàñòі âèçíà÷åííÿ, òîáòî íà R.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) Çðîñòàє íà R;    2) ñïàäàє íà R.

Íà ìàëþíêó 21.3 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії
ó  õ2.

Îñêіëüêè ó  2õ, òî ó > 0, êîëè 2õ > 0, òîáòî
ïðè õ > 0, і ó < 0, êîëè 2õ < 0, òîáòî ïðè õ < 0.
Îòæå, íà (–u; 0) ôóíêöіÿ ñïàäàє, íà (0; +u)
ôóíêöіÿ çðîñòàє, ùî ïіäòâåðäæóєòüñÿ ãðàôіêîì.
Ó òî÷öі õ  0, ùî ðîçäіëÿє äâà ïðîìіæêè, íà îä-
íîìó ç ÿêèõ ôóíêöіÿ ñïàäàє, à íà іíøîìó çðî-
ñòàє, ïîõіäíà äîðіâíþє íóëþ: ó(0)  0.

Íà ìàëþíêó 21.4 ñõåìàòè÷íî çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії

. Îñêіëüêè ó  6 · (õ–2)  6 · (–2) · õ–3  , òî ó > 0, 

êîëè – , òîáòî êîëè õ3 < 0, à çíà÷èòü ïðè 

õ < 0, і ó < 0, êîëè õ > 0. Îòæå, íà (–u; 0)
ôóíêöіÿ çðîñòàє, íà (0; +u) ñïàäàє, ùî ïіäòâåð-
äæóєòüñÿ ãðàôіêîì. Ó òî÷öі õ  0, ùî ðîçäіëÿє
öі äâà ïðîìіæêè, ïîõіäíà íå іñíóє.

Îòæå, ìîæåìî ïðèïóñòèòè, ùî äâà ñóñіäíіõ
ïðîìіæêè, íà îäíîìó ç ÿêèõ ôóíêöіÿ çðî ñ òàє, 
à íà іíøîìó ñïàäàє, ìîæóòü ðîçäіëÿòèñÿ òî÷êîþ, ó ÿêіé ïî-
õіäíà íå іñíóє àáî äîðіâíþє íóëþ. ßêùî òàêà òî÷êà íà ëåæèòü
îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії, òî її íàçèâàþòü êðèòè÷íîþ.

і

Äëÿ ôóíêöії ó  õ2 òî÷êà õ  0 є êðèòè÷íîþ, à äëÿ ó   –

íå є êðèòè÷íîþ, îñêіëüêè íå íàëåæèòü îáëàñòі âèçíà÷åííÿ
ôóíêöії. Îòæå, òî÷êè, ÿêі íå íàëåæàòü îáëàñòі âèçíà÷åííÿ,

Çàäà÷à 1.  

Ìàë. 21.3

Ìàë. 21.4

Êðèòè÷íèìè òî÷êàìè ôóíêöії íàçèâàþòü âíóòðіøíі 
î÷êè îáëàñòі âèçíà÷åííÿ, ó ÿêèõ ïîõіäíà íå іñíóє àáî 

äîðіâíþє íóëþ.

Ê
òî
äî
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òàêîæ ìîæóòü äіëèòè ãðàôіê íà ïðîìіæêè, íà îäíîìó ç ÿêèõ
ôóíêöіÿ çðîñòàє, à íà іíøîìó ñïàäàє.

Âèõîäÿ÷è ç íàâåäåíèõ âèùå ìіðêóâàíü, ìîæíà ñôîðìóëþ-
âàòè ïîñëіäîâíіñòü äіé äëÿ äîñëіäæåííÿ ôóíêöії ó  f(õ) íà
çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ.

Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî ôóíêöіÿ ó  f(õ) íåïåðåðâíà â òî÷-
öі, ùî є êіíöåì ïðîìіæêó çðîñòàííÿ ÷è ñïàäàííÿ, òî öþ
òî÷êó ïðèєäíóþòü äî öüîãî ïðîìіæêó. Òàêèì ÷èíîì, ìîæ-
íà ñòâåðäæóâàòè, ùî ôóíêöіÿ ó  õ2 çðîñòàє íà ïðîìіæêó
[0; +u) і ñïàäàє íà ïðîìіæêó (–u; 0], îñêіëüêè â òî÷öі õ  0 
ôóíêöіÿ ó  õ2 íåïåðåðâíà. Ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ

ôóíêöії  çàëèøàþòüñÿ áåç çìіí, îñêіëüêè â òî÷öі õ  0

öÿ ôóíêöіÿ íå є íåïåðåðâíîþ (ìàє ðîçðèâ, àäæå x  0 íå íà-
ëåæèòü îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії).

Ðîçãëÿíåìî âïðàâè íà çíàõîäæåííÿ ïðîìіæêіâ çðîñòàí-
íÿ і ñïàäàííÿ ôóíêöії çà çàïðîïîíîâàíèì âèùå àëãîðèòìîì.
Êðèòè÷íі òî÷êè áóäåìî ïîçíà÷àòè çàôàðáîâàíèìè (їõ ïðèéíÿ-
òî ïðèєäíóâàòè äî ïðîìіæêіâ ìîíîòîííîñòі), à òî÷êè, ÿêі íå
íàëåæàòü îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії, çîáðàæàòèìåìî «ïî-
ðîæíіìè» (їõ íå ïðèéíÿòî ïðèєäíóâàòè äî ïðîìіæêіâ ìîíî-
òîííîñòі). Ñèìâîëîì z áóäåìî ïîçíà÷àòè çðî ñòàííÿ, à ñèìâî-
ëîì y – ñïàäàííÿ ôóíêöії íà ïðîìіæêó.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ ôóíêöії
ó  2õ3 + 6õ2 + 3.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñêîðèñòàєìîñÿ âèùåçãàäàíèì àëãîðèòìîì.
1) D(y): õ  R.
2) ó  6õ2 + 12õ  6õ(õ + 2).
3) Ïîõіäíà іñíóє â óñіõ òî÷êàõ îáëàñòі âèçíà÷åííÿ. Ùîá
çíàéòè êðèòè÷íі òî÷êè, ðîçâ’ÿæåìî ðіâíÿííÿ ó  0. Ìàєìî:
6õ(õ + 2)  0, çâіäêè õ1  0; õ2  –2.

Àëãîðèòì äîñëіäæåííÿ ôóíêöії f(ff x) íà çðîñòàííÿ і ñïà-
àííÿ:

1) Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії.
2) Çíàéòè ïîõіäíó ôóíêöії.
3) Çíàéòè êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії.
4) Ïîäіëèòè çíàéäåíèìè êðèòè÷íèìè òî÷êàìè îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ ôóíêöії íà ïðîìіæêè òà ç’ÿñóâàòè çíàê ïî-
õіäíîї íà êîæíîìó ç íèõ (äëÿ öüîãî äîñòàòíüî âèçíà÷è-
òè çíàê ïîõіäíîї f(x) â îäíіé äîâіëüíіé òî÷öі ïðîìіæêó).
5) Çà çíàêîì ïîõіäíîї âèçíà÷èòè ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і 
ñïàäàííÿ ôóíêöії.

çðîñòà

À
äà
1)

Çàäà÷à 2.
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4) Ïîçíà÷èìî êðèòè÷íі òî÷êè íà îáëàñòі
âèçíà÷åííÿ ôóíêöії і âèçíà÷èìî çíàê ïî-
õіäíîї íà êîæíîìó ç îòðèìàíèõ ïðîìіæ-
êіâ (ìàë. 21.5). Íà ïðîìіæêó (–u; –2)
âèáåðåìî, íàïðèêëàä, òî÷êó õ  –3, ìàє-
ìî: ó(–3)  6 · (–3) · (–1) > 0. Íà ïðîìіæêó (–2; 0) âèáåðåìî,
íàïðèêëàä, õ  –1, òîäі ó(–1) 6 · (–1) · 1 < 0. Íà ïðîìіæ-
êó (0; +u) âèáåðåìî òî÷êó õ  2. Ìàє ìî: ó(2)  6 · 2 · 4 > 0.
5) Îòæå, ôóíêöіÿ çðîñòàє íà ïðîìіæêàõ (–u; –2] òà [0; +u) 
і ñïàäàє íà ïðîìіæêó [–2; 0].
Â і ä ï î â і ä ü. (–u; –2] і [0; +u) – ïðîìіæêè çðîñòàííÿ;
[–2; 0] – ïðîìіæîê ñïàäàííÿ.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè ïðîìіæêè ìîíîòîííîñòі ôóíêöії .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) D(f): x  (–u; 0)  (0; +u).

2) .

3) f(õ)  0, òîáòî õ1  4, õ2  –4 – êðè-

òè÷íі òî÷êè.
4) Ïîçíà÷èìî öі òî÷êè íà îáëàñòі âè-
çíà÷åííÿ ôóíêöії òà ç’ÿñóєìî çíàê
ïîõіäíîї (çðîáіòü öå ñàìîñòіéíî) íà
êîæíîìó ç ïðîìіæêіâ (ìàë. 21.6).
5) Ôóíêöіÿ çðîñòàє íà ïðîìіæêàõ
(–u; –4] і [4; +u), ñïàäàє íà ïðîìіæêàõ [–4; 0) і (0; 4].
Â і ä ï î â і ä ü. (–u; –4] і [4; +u) – ïðîìіæêè çðîñòàííÿ,
[–4; 0) і (0; 4] – ïðîìіæêè ñïàäàííÿ.

Çíàþ÷è ïðîìіæêè ìîíîòîííîñòі, ìîæíà ðîçâ’ÿ çóâàòè äåÿêі
çàäà÷і, ïîâ’ÿçàíі çі çíàõîäæåííÿì êîðåíіâ ðіâíÿííÿ (їõíüîї
êіëüêîñòі; íàáëèæåíîãî çíà÷åííÿ êîðåíÿ).

Çàäà÷à 4. Äîâåñòè, ùî ðіâíÿííÿ õ5 + 2õ3 + õ  0 ìàє òіëüêè
îäèí êîðіíü.
Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ f(õ)  õ5 + 2õ3 + õ. 
Çíàéäåìî її ïîõіäíó: f(õ)  5õ4 + 6õ2 + 1. Î÷åâèäíî, ùî 
f (õ) > 0 äëÿ âñіõ õ, òîáòî f(õ) çðîñòàє íà R. Òîäі ãðàôіê
ôóíêöії f(õ)  õ5 + 2õ3 + õ ìîæå ïåðåòèíàòè âіñü àáñöèñ íå 
áіëüøå íіæ â îäíіé òî÷öі, âіäïîâіäíî і ïî÷àòêîâå ðіâíÿííÿ
ìàòèìå íå áіëüøå îäíîãî êîðåíÿ. Çàóâàæèìî, ùî â öіé çà-
äà÷і ëåãêî ïîìіòèòè, ùî õ  0 – ðîçâ’ÿçîê ðіâíÿííÿ, àäæå 
05 + 2 · 03 + 0 0.

Ìàë. 21.5

Çàäà÷à 3. 

Ìàë. 21.6

Çàäà÷à 4.
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           Ìàë. 21.7                  Ìàë. 21.8

ßêùî ôóíêöіÿ ó  f(ff õ) є çðîñòàþ÷îþ (ñïàäíîþ) íà ïðîìіæêó
[à; b] і íà êіíöÿõ öüîãî ïðîìіæêó íàáóâàє ÷èñëîâèõ çíà÷åíü ðіç-
íîãî çíàêó, öå îçíà÷àє, ùî ãðàôіê ôóíêöії óї  f(ff õ) íà ïðîìіæêó
[à; b] ïåðåòèíàє âіñü àáñöèñ ëèøå â îäíіé òî÷öі (ìàë. 21.7 і 21.8).

Çàäà÷à 5. ×è ìàє ðіâíÿííÿ 2õ4 + 8õ – 3  0 êîðіíü íà ïðî-
ìіæêó [0; 1]?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ f(õ)  2õ4 + 8õ – 3 òà
çíàéäåìî її ïðîìіæêè ìîíîòîííîñòі. Ìàєìî: f (õ)  8õ3 + 8.
Ðîçâ’ÿæåìî ðіâíÿííÿ: 8õ3 + 8  0; õ3  –1; çâіäêè õ  –1 –
êðèòè÷íà òî÷êà.
Ôóíêöіÿ f(õ) çðîñòàє íà ïðîìіæêó [–1; +u) (ìàë. 21.9),
à òîìó çðîñòàє і íà ïðîìіæêó [0; 1]. Íà êіíöÿõ ïðîìіæêó
[0; 1] çíà÷åííÿ ôóíêöії f(õ) ìàþòü ðіçíі çíàêè: f(0)  –3;
f(1)  7, îòæå, ãðàôіê ôóíêöії íà ïðîìіæêó 
[0; 1] ïåðåòèíàє âіñü x, і òîìó ðіâíÿííÿ íà 
öüîìó ïðîìіæêó ìàє êîðіíü.
Â і ä ï î â і ä ü. Òàê.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
21.1. Íà ìàëþíêó 21.10 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії
ó  f(õ), ÿêà âèçíà÷åíà íà ïðîìіæêó [–3; 5]. Íà ÿêèõ ïðî-
ìіæêàõ öÿ ôóíêöіÿ çðîñòàє, à íà ÿêèõ ñïàäàє?

Ìàë. 21.10

Çàäà÷à 5.

Ìàë. 21.9

Що таке проміжок монотонності? Сформулюйте ознаку
ростання, спадання функції.  Які точки називають критичними

точками функції?  Сформулюйте алгоритм дослідження функ-
ції на зростання і спадання.

зззззззззрззззззззз
тттттттот

222
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21.2. Íà ìàëþíêó 21.11 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії ó  g(õ),
ÿêà âèçíà÷åíà íà ïðîìіæêó [–4; 4]. Íà ÿêèõ ïðîìіæêàõ
öÿ ôóíêöіÿ çðîñòàє, à íà ÿêèõ ñïàäàє?

21.3. Ôóíêöіÿ ó  g(õ) âèçíà÷åíà íà ïðîìіæêó [0; 8], ïðè÷îìó 
f (õ) < 0 íà ïðîìіæêó [0; 5) і f (õ) > 0 íà ïðîìіæêó (5; 8].
Îïèøіòü õàðàêòåð çìіíè ôóíêöії íà ïðîìіæêó [0; 8].

      

        Ìàë. 21.11                    Ìàë. 21.12

21.4. Çíàê ïîõіäíîї ôóíêöії ó  f(õ), âèçíà÷åíîї íà R, çìі-
íþєòüñÿ çà ñõåìîþ, çîáðàæåíîþ íà ìàëþíêó 21.12. Âè-
çíà÷òå, íà ÿêèõ ïðîìіæêàõ ôóíêöіÿ çðîñòàє, à íà ÿêèõ 
ñïàäàє.

21.5. Íà ìàëþíêàõ 21.13–21.15 çîáðàæåíî ãðàôіêè ôóíê-
öіé, âèçíà÷åíèõ íà R. Óêàæіòü ïðîìіæêè, íà ÿêèõ ïîõіä-
íà ôóíêöії äîäàòíà, à íà ÿêèõ âіä’єìíà.

          

          Ìàë. 21.13                    Ìàë. 21.14

      

         Ìàë. 21.15                    Ìàë. 21.16

21.6. Íà ìàëþíêó 21.16 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії ó  (õ). 
Âèçíà÷òå çíàê ïîõіäíîї ôóíêöії íà ïðîìіæêó:
1) (–u; –2);     2) (–2; –1);    3) (–1; 2);     4) (2; +u).
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Çíàéäіòü êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії (21.7–21.8):

21.7. 1) ó  õ2 – 2õ;     2) ó  õ3 + 3õ2.

21.8. 1) ó  4õ – õ2;     2) ó  6õ2 + õ3.

Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ ôóíêöії (21.9–21.10):

21.9. 1) f(õ)  5õ – 7;             2) g(õ)  7 – 9õ;
 3) t(õ)  2õ2 – 4õ + 7;        4) ð(õ)  –õ2 + 2õ;
 5) (õ)  õ3 – 9õ2 + 5;        6) (õ)  12õ – õ3.

21.10. 1 ) m(õ)  4 – õ;            2) f(õ)  2õ – 11;
  3) g(õ)  õ2 + 2õ – 11;       4) t(õ)  4 – 6õ – õ2;
  5) (õ)  õ3 + 3õ2;          6) (õ)  õ3 – 3õ.

Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ (21.11–21.12):

21.11. 1) f(õ)  3õ3 + õ – 7 çðîñòàє íà R; 
  2) g(õ)  –õ – õ3 ñïàäàє íà R.

21.12. 1) g(õ)  õ3 + 2õ – 5 çðîñòàє íà R; 
  2) f(õ)  –2õ3 – õ ñïàäàє íà R.

Çíàéäіòü êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії (21.13–21.14):

21.13. 1) f(x)  2sinõ + õ;      2) .

21.14. 1) g(x)  õ + 2cosõ;      2) .

Çíàéäіòü ïðîìіæêè ìîíîòîííîñòі ôóíêöії (21.15–21.16):

21.15. 1) f(x)  4õ3 – 9õ2 – 12õ + 5;
  2) g(õ)  õ5 + 3õ3 + õ – 17;

  3) (x)  –4õ – õ7;          4) 

21.16. 1) g(x)  õ3 + õ2 – õ + 7;    2) f(õ)  2 + 5õ3 + õ7 + õ;

  3) t(x)  –õ5 – 2õ;          4) .

Äîâåäіòü, ùî ôóíêöіÿ (21.17–21.18):

21.17. 1) f(õ)  õ3 – õ2 + 7õ –  çðîñòàє íà R; 
  2) g(õ)  sin4õ – 5õ ñïàäàє íà R.

21.18. 1) f(õ)  7õ + ñîs2õ çðîñòàє íà R; 

  2) g(õ)  4 – 2õ +  ñïàäàє íà R.
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Çíàéäіòü ïðîìіæêè çðîñòàííÿ òà ïðîìіæêè ñïàäàííÿ
ôóíêöії (21.19–21.20):

21.19. 1) f(õ)  ;            2) g(õ)  ; 

 3) t(õ)  ;             4) (õ)  .

21.20. 1)  p(õ)  ;            2) f(õ)  ;

  3) (õ)  ;         4) g(õ)  .

21.21. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ à ôóíêöіÿ f(õ) çðîñòàє íà R:

1) f(õ)  àõ2 + 3õ + 5;      2)

21.22. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ à ôóíêöіÿ g(õ)  2õ3 + 3àõ2 +
+ 24õ – 8 çðîñòàє íà R?

21.23. Äîâåäіòü, ùî ðіâíÿííÿ ìàє єäèíèé êîðіíü:
1) õ7 + 3õ5 + 2õ  0;       2) sinx – x  0.

21.24. Äîâåäіòü, ùî ðіâíÿííÿ õ9 + õ + 3  0 ìàє єäèíèé êîðіíü.

21.25. ×è ìàє ðіâíÿííÿ õ4 + 4õ – 2  0 êîðіíü íà ïðîìіæêó:
1) [–1; 0];      2) [0; 1]?

21.26. ×è ìàє ðіâíÿííÿ õ6 – 6õ + 1  0 êîðіíü íà ïðîìіæêó:
1) [–1; 0];      2) [0; 1]?

21.27. (Çàäà÷à-äîñëіäæåííÿ). Âіäîìî, ùî ðіâíÿííÿ õ8 + 8õ –
– 5  0 ìàє äâà êîðåíі.
1) Çíàéäіòü äåÿêі ïðîìіæêè, ÿêèì íàëåæàòü öі êîðåíі.
2) Ïåðåâіðòå ðåçóëüòàò, ïîáóäóâàâøè ãðàôіê ôóíêöії
ó  õ8 + 8õ – 5 çà äîïîìîãîþ ÿêîї-íåáóäü êîìï’þòåðíîї 
ïðîãðàìè.

òò âà ìàòåìàòèêà
21.28. Çàðîáіòíà ïëàòà îïåðàòîðà êîëë-öåíòðó ïðîïîðöіéíà 
êіëü  êîñòі âіäïðàöüîâàíèõ ãîäèí. Çà ìіñÿöü áóëî âіäïðàöüîâà-
íî 170 ãîäèí і çà íèõ íàðàõîâàíî 4590 ãðí. Ñêіëüêè ãîäèí 
ìàє âіäïðàöþâàòè îïåðàòîð íàñòóïíîãî ìіñÿöÿ, ùîá çàðîáèòè 
4860 ãðí?
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

21.29. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàëþíîê 21.17, óêàæіòü òàêó òî÷êó
x0, ùîá íà ïðîìіæêó (–u; x0] ôóíêöіÿ f(x) çðîñòàëà, à íà
ïðîìіæêó [x0; +u) ôóíêöіÿ f(x) ñïàäàëà.

         

         Ìàë. 21.17                   Ìàë. 21.18

21.30. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàëþíîê 21.18, óêàæіòü òàêó òî÷êó
x0, ùîá íà ïðîìіæêó (–u; x0] ôóíêöіÿ g(x) ñïàäàëà, à íà
ïðîìіæêó [x0; +u) ôóíêöіÿ g(x) çðîñòàëà.

Äëÿ äîñëіäæåííÿ ôóíêöії òà ïîáóäîâè її ãðàôіêà âàæëèâî
çíàòè òî÷êè åêñòðåìóìó òà åêñòðåìóìè ôóíêöії.

Äîñëіäæóþ÷è ïîâåäіíêó ôóíêöії
ïîáëèçó äåÿêîї òî÷êè, çðó÷íî êîðè-
ñòóâàòèñÿ ïîíÿòòÿì îêîëó òî÷êè.

Íàïðèêëàä, îêîëîì òî÷êè 2 ìîæå áóòè
êîæåí ç ïðîìіæêіâ (1,9; 2,1) àáî (1; 2,5);
îêîëîì òî÷êè –3 – ïðîìіæîê (–3,8; –2,9)
àáî (–3,01; –2,99) òîùî.

Ïðèêëàä 1 .  Ðîçãëÿíåìî ãðàôіê ôóíêöії
ó  f(õ), çîáðàæåíèé íà ìàëþíêó 22.1.

Áà÷èìî, ùî іñíóє òàêèé îêіë òî÷êè
–2, ùî äëÿ âñіõ òî÷îê іç öüîãî îêîëó
ôóíêöіÿ ó  f(õ) íàáóâàє íàéáіëüøîãî çíà÷åííÿ ñàìå â òî÷-
öі –2. Òàêó òî÷êó íàçèâàþòü òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöії, à
çíà÷åííÿ ôóíêöії â öіé òî÷öі – ìàêñèìóìîì ôóíêöії.

ЕКСТРЕМУМИ 
ФУНКЦІЇ§ 22. 

1. Åêñòðåìóìè 
ôóíêöії

êîëîì òî÷êè õ0 íàçèâàþòü áóäü-ÿêèé ïðîìіæîê, ùî 
іñòèòü öþ òî÷êó.

Í

Î
ì

Ìàë. 22.1

Ïðèêëàä 1 . 
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ї

Áóäåìî ïîçíà÷àòè òî÷êè ìàêñèìóìó ÷åðåç õmax, à ìàêñèìó-
ìè ôóíêöії ÷åðåç fmaxff  àáî ymax. Îòæå, ó ïðèêëàäі 1 õmax  –2,
à ymax  ó(–2)  3.

Ïîâåðòàþ÷èñü äî ìàëþíêà 22.1, ïîìі÷àєìî, ùî іñíóє äå-
ÿêèé îêіë òî÷êè 1, ùî äëÿ âñіõ òî÷îê іç öüîãî îêîëó ôóíê-
öіÿ ó  f(õ) íàáóâàє íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ñàìå â òî÷öі 1.
Òàêó òî÷êó íàçèâàþòü òî÷êîþ ìіíіìóìó ôóíêöії, à çíà÷åí-
íÿ ôóíêöії â öіé òî÷öі – ìіíіìóìîì ôóíêöії.

×åðåç õmin ïîçíà÷àþòü òî÷êè ìіíіìóìó, à ÷åðåç fminff  àáî ómin – 
ìіíіìóìè ôóíêöії. Ó ïðèêëàäі 1 õmin  1, à ómin  ó(1)  –2.

Òî÷êè ìàêñèìóìó і ìіíіìóìó ðàçîì íàçèâàþòü òî÷êàìè
åêñòðåìóìó ôóíêöії (âіä ëàò. extremum – êðàéíіé), à çíà÷åí-
íÿ ôóíêöії â öèõ òî÷êàõ – åêñòðåìóìàìè ôóíêöії.

Çàóâàæèìî, ùî îñêіëüêè â òî÷öі ìàêñèìóìó (ìіíіìóìó) 
ôóíêöіÿ íàáóâàє íàéáіëüøîãî (íàéìåíøîãî) çíà÷åííÿ ïîðіâ-
íÿíî çі çíà÷åííÿìè öієї ôóíêöії â òî÷êàõ äåÿêîãî îêîëó, òî 
òî÷êè ìàêñèìóìó (ìіíіìóìó) íàçèâàþòü ùå ëîêàëüíèìè åêñ-
òðåìóìàìè.

Ïîêàæåìî, ùî òî÷êàìè åêñòðåìó-
ìó ìîæóòü áóòè ëèøå êðèòè÷íі
òî÷êè ôóíêöії. Ñôîðìó ëþє ìî òà 
äîâåäåìî âіäïîâіäíó òåîðåìó, ÿêó

íàçèâàþòü òåîðåìîþ Ôåðìà (íà ÷åñòü ôðàíöóçüêîãî ìàòåìà-
òèêà Ï’єðà Ôåðìà).

Ïðèéìåìî öåé ôàêò áåç äîâåäåííÿ і çàóâàæèìî, ùî òåî-
ðåìà Ôåðìà є ëèøå íåîáõіäíîþ óìîâîþ åêñòðåìóìó. Óìîâà
f(õ0)  0 íåîáî â’ÿçêîâî îçíà÷àє, ùî õ0 – òî÷êà åêñòðåìóìó
ôóíêöії.

î÷êó õ0 íàçèâàþòü òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöії 
 f(ff õ), ÿêùî äëÿ âñіõ õ ç äåÿêîãî îêîëó òî÷êè õ0 ñïðàâ-

äæóєòüñÿ íåðіâíіñòü f(ff õ0) > f(ff õ). Çíà÷åííÿ ôóíêöії â òî÷-
öі ìàêñèìóìó íàçèâàþòü ìàêñèìóìîì ôóíêöії.

Òî
ó
äæ

î÷êó õ0 íàçèâàþòü òî÷êîþ ìіíіìóìó ôóíêöії ó  f(ff õ), 
êùî äëÿ âñіõ õ ç äåÿêîãî îêîëó òî÷êè õ0 ñïðàâäæóєòü-

ñÿ íåðіâíіñòü f(ff õ0) < f(ff õ). Çíà÷åííÿ ôóíêöії â òî÷öі ìі-
íіìóìó íàçèâàþòü ìіíіìóìîì ôóíêöії.

íÿ ôóí

Òî
ÿê
ñÿ

2. Íåîáõіäíà óìîâà 
åêñòðåìóìó

Ò å î ð å ì à  Ô å ð ì à  (íåîáõіäíà óìîâà åêñòðåìóìó). 
ßêùî òî÷êà õ0 є òî÷êîþ åêñòðåìóìó ôóíêöії f(ff õ) і â
öіé òî÷öі іñíóє ïîõіäíà, òî âîíà äîðіâíþє íóëþ: 

f (õ0)  0.
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            Ìàë. 22.2              Ìàë. 22.3

Ïðèêëàä 2.  Çîêðåìà äëÿ ôóíêöії f(ff õ)  õ3 (ìàë. 22.2)
f (õ)  3õ2 і f (0)  0, àëå õ0  0 – íå є òî÷êîþ åêñòðåìóìó.

Ïðèêëàä 3.  Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ f(ff õ)  |õ| (ìàë. 22.3), äëÿ
ÿêîї õ0  0 – òî÷êà ìіíіìóìó. Ç’ÿñóєìî, ÷è ìàє ôóíêöіÿ
f(õ)  |õ| ïîõіäíó â òî÷öі õ0  0.

Çíàéäåìî :

Îòæå, lim  ïðè õ  0 íå іñíóє, à òîìó íå іñíóє і ïîõіäíîї

ôóíêöії f(õ)  |õ| ó òî÷öі 0.
Ç òåîðåìè Ôåðìà òà ïðèêëàäó 2 äіéäåìî âèñíîâêó, ùî

Òîìó, çíàõîäÿ÷è òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöії, ó ïåðøó ÷åðãó
çíàõîäÿòü її êðèòè÷íі òî÷êè. Ïðè öüîìó òðåáà ïàì’ÿòàòè, ùî
íå êîæíà êðèòè÷íà òî÷êà є òî÷êîþ åêñòðåìóìó (ïðèêëàä 2).

Ç’ÿñóâàòè, ÷è є êðèòè÷íà òî÷êà
òî÷êîþ åêñòðåìóìó, ìîæíà çà äî-
ïîìîãîþ òåîðåìè – äîñòàòíüîї óìî-
âè åêñòðåìóìó.

Ä î â å ä å í í ÿ. 1) Ôóíêöіÿ f(x) íåïåðåðâíà â òî÷öі õ0 і
f(õ) > 0 íà ïðîìіæêó (à; õ0), òîìó ôóíêöіÿ f(õ) çðîñòàє íà
(à; õ0] і f(õ) < f(õ0) äëÿ âñіõ õ  (à; õ0).

Ïðèêëàä 2. 

Ïðèêëàä 3. 

î÷êàìè åêñòðåìóìó ôóíêöії ìîæóòü áóòè òіëüêè її 
ðèòè÷íі òî÷êè.

Ç òåî

Ò

òî
êð

3. Äîñòàòíÿ óìîâà 
åêñòðåìóìó

Ò å î ð å ì à  ( äîñòàòíÿ óìîâà åêñòðåìóìó). ßêùî ôóíê-
öіÿ f(ff õ) íåïåðåðâíà â òî÷öі õ0 òà:

1) f(õ) > 0 íà ïðîìіæêó (à; õ0) і f (õ) < 0 íà ïðîìіæ-
êó (õ0; b), òî õ0 є òî÷êîþ ìàêñèìóìó ôóíêöії f(ff õ);
2) f(õ) < 0 íà ïðîìіæêó (à; õ0) і f (õ) > 0 íà ïðîìіæ-
êó (õ0; b), òî õ0 є òî÷êîþ ìіíіìóìó ôóíêöії f(ff õ).
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Íà ïðîìіæêó [õ0; b) ôóíêöіÿ f(õ) ñïàäàє (äîâåäåííÿ àíàëî-
ãі÷íå), òîìó f(õ) < f(õ0) äëÿ âñіõ õ  (õ0; b).
Îòæå, f(õ) < f(õ0) äëÿ âñіõ õ  õ0 ç ïðîìіæêó (a; b), òîìó
õ0 – òî÷êà ìàêñèìóìó ôóíêöії f(õ).
2) Äîâåäåííÿ àíàëîãі÷íå äî ïóíêòó 1. 

Çðîçóìіëî, ùî â òî÷êàõ åêñòðåìóìó âіäáóâàєòüñÿ çìіíà
ìîíîòîííîñòі ôóíêöії. Àäæå òå, ùî ïîõіäíà ôóíêöії ïðè ïå-
ðåõîäі ÷åðåç òî÷êó çìіíþє çíàê ç «–» íà «+», îçíà÷àє, ùî
ñïàäàííÿ ôóíêöії çìіíþєòüñÿ íà çðîñòàííÿ. Îòæå, òî÷êà ìі-
íіìóìó – öå àáñöèñà òàêîї òî÷êè íà ãðàôіêó ôóíêöії, ó ÿêіé
ñïàäàííÿ ôóíêöії çìіíþєòüñÿ íà çðîñòàííÿ. Òîé ôàêò, ùî
ïîõіäíà ôóíêöії ïðè ïåðåõîäі ÷åðåç òî÷êó çìіíþє çíàê ç «+»
íà «–», îçíà÷àє, ùî çðîñòàííÿ ôóíêöії çìіíþєòüñÿ íà ñïà-
äàííÿ. Îòæå, òî÷êà ìàêñèìóìó – öå àáñöèñà òàêîї òî÷êè íà
ãðàôіêó ôóíêöії, ó ÿêіé çðîñòàííÿ ôóíêöії çìіíþєòüñÿ íà
ñïàäàííÿ.

Ñôîðìóëþєìî âèñíîâêè.

ßêùî çìіíè çíàêіâ íå âіäáóëîñÿ (ìàë. 22.6 і 22.7), òî õ0
íå є òî÷êîþ åêñòðåìóìó.

     

    Ìàë. 22.4     Ìàë. 22.5      Ìàë. 22.6      Ìàë. 22.7

Òàêèì ÷èíîì, ïðîìіæêè çðîñòàííÿ, ñïàäàííÿ òà åêñòðåìó-
ìè ôóíêöії ïîâ’ÿçàíі ìіæ ñîáîþ. Òîìó äëÿ çíàõîäæåííÿ åêñ-
òðåìóìіâ ôóíêöії ìîæíà çàñòîñóâàòè òàêèé àëãîðèòì:ї

ßêùî â òî÷öі õ0 ïîõіäíà çìіíþє çíàê ç «+» íà «–» 
ðóõàþ÷èñü ó íàïðÿìі çðîñòàííÿ õ), òî õ0 – òî÷êà ìàê-

ñèìóìó (ìàë. 22.4), à ÿêùî ç «–» íà «+», òî õ0 – òî÷êà 
ìіíіìóìó (ìàë. 22.5).

ô ð

ß
(ð
ñè

) Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії.
) Çíàéòè ïîõіäíó ôóíêöії.

3) Çíàéòè êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії.
4) Ïîçíà÷èòè çíàéäåíі êðèòè÷íі òî÷êè íà îáëàñòі âè-
çíà÷åííÿ ôóíêöії òà çíàéòè çíàê ïîõіäíîї íà êîæíîìó 
ç îòðèìàíèõ ïðîìіæêіâ.
5) Äëÿ êîæíîї êðèòè÷íîї òî÷êè çà çíàêîì ïîõіäíîї íà 
ïðîìіæêàõ çëіâà і ñïðàâà âіä íåї âèçíà÷èòè, ÷è є âîíà 
òî÷êîþ åêñòðåìóìó, і ÿêîþ ñàìå, ìàêñèìóìó ÷è ìіíі-
ìóìó. Çàïèñàòè ðåçóëüòàò.

òðåìóì

1)
2)
3)
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Ðîçãëÿíåìî êіëüêà çàäà÷.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè òî÷êè åêñòðå-
ìóìó ôóíêöії

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ñêîðèñòàєìîñÿ âèùå çãàäàíèì àëãîðèò-
ìîì. 1) D(ó)  R.
2) ó  õ2 + õ – 2  (x – 1)(x + 2).
3) D(ó)  R, ó  0, ìàєìî ðіâíÿííÿ: (õ – 1)(õ + 2)  0, çâіäêè
õ1  1; õ2  –2 – êðèòè÷íі òî÷êè.
4) Ïîçíà÷èìî êðèòè÷íі òî÷êè íà D(ó) 
(÷èñëîâіé îñі) і âèçíà÷èìî çíàê ïîõіäíîї 
íà êîæíîìó ç îòðèìàíèõ ïðîìіæêіâ:
ó(–5)  (–5 – 1)(–5 + 2) > 0, òîáòî ó > 0
íà (–u; 2);
ó(0)  (0 – 1)(0 + 2) < 0, òîáòî ó < 0 íà
(–2; 1);
ó(2)  (2 – 1)(2 + 2) > 0, òîáòî ó > 0 íà (1; +u).
Ðåçóëüòàò çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 22.8.
5) Îòæå, õmax  –2; õmin  1.

Â і ä ï î â і ä ü. õmax  –2; õmin  1.

Çàäà÷à 2. Çíàéòè åêñòðåìóìè ôóíêöії .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) D(ó)  (–u; 2)  (2; +u).

2)

3) y  0, òîáòî  0; õ1  1; õ2  3 – êðèòè÷íі

òî÷êè.
4) Ïîçíà÷èìî êðèòè÷íі òî÷êè íà îá-
ëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії òà ç’ÿñó-
єìî çíàê ïîõіäíîї íà êîæíîìó ç
îòðèìàíèõ ïðîìіæêіâ (ìàë. 22.9).
5) Îòæå, õmax  1; õmin  3 – òî÷êè
åêñòðåìóìó.

Òîäі ; 

Â і ä ï î â і ä ü: ymax  y(1)  2; ymin  y(3)  3.

4. Çàäà÷і íà ïîøóê 
òî÷îê åêñòðåìóìó 
òà åêñòðåìóìіâ 
ôóíêöії

Çàäà÷à 1.

Ìàë. 22.8

Çàäà÷à 2.

Ìàë. 22.9
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îçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
22.1. Íà ìàëþíêó 21.11 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії 
ó  g(õ), âèçíà÷åíîї íà ïðîìіæêó [–4; 4]. Çíàéäіòü òî÷êè
åêñòðåìóìó òà åêñòðåìóìè öієї ôóíêöії.

22.2. Íà ìàëþíêó 21.10 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії ó  f(õ),
âèçíà÷åíîї íà ïðîìіæêó [–3; 5]. Çíàéäіòü òî÷êè åêñòðå-
ìóìó òà åêñòðåìóìè öієї ôóíêöії.

22.3. (Óñíî). Ôóíêöіÿ ó  f(ff õ) íåïåðåðâíà â òî÷öі õ0  2, ïðè÷îìó
f (õ) < 0 íà ïðîìіæêó (1; 2) і f(õ) > 0 íà ïðîìіæêó (2; 3). ×è
є òî÷êà õ0  2 òî÷êîþ ìіíіìóìó? À òî÷êîþ ìàêñèìóìó?

Ëàòèíñüêі ñëîâà maximum і minimum îç-
íà÷àþòü âіäïîâіäíî «íàéáіëüøå» і «íàé-
ìåíøå» çíà÷åííÿ.

êèìè ïèòàííÿìè âèçíà÷åííÿ íàéáіëüøèõ і íàéìåíøèõ
íü ãåîìåòðè÷íèõ âåëè÷èí çàéìàëèñÿ ùå äàâíüîãðåöüêі
ìàòèêè. Òàê, íàïðèêëàä, ó 27-ìó ðå÷åííі VI êíèãè «Íà-

àë» Åâêëіä âèêëþ÷íî ãåîìåòðè÷íèìè ìåòîäàìè äîâîäèòü, ùî
ç óñіõ ïàðàëåëîãðàìіâ, âïèñàíèõ ó äàíèé òðèêóòíèê, íàé-
áіëüøó ïëîùó ìàє òîé, îñíîâà ÿêîãî äîðіâíþє ïîëîâèíі îñíîâè
òðèêóòíèêà.

Çàäà÷åþ çíàõîäæåííÿ ìàêñèìóìіâ і ìіíіìóìіâ ôóíêöії â÷åíі
ïî÷àëè çàéìàòèñÿ â ñåðåäíüîâі÷÷і. Ó 1615 ðîöі Êåïëåð âèñëî-
âèâ іäåþ ïðî òå, ùî ïîáëèçó ìàêñèìóìà âåëè÷èíè çìіíà її íå-
ïîìіòíà, ïåðåäáà÷èâøè òàêèì ÷èíîì іäåþ ïðèðіâíþâàííÿ äî
íóëÿ ïîõіäíîї ïðè çíàõîäæåííі ìàêñèìóìó.

Âïåðøå ñèñòåìíèé ïіäõіä äî çíàõîäæåííÿ åêñòðåìóìіâ áóëî
âèêëàäåíî Ï. Ôåðìà ó éîãî ïðàöі «Ìåòîä äîñëіäæåííÿ ìàêñèìó-
ìіâ і ìіíіìóìіâ» (ïðàöÿ âèéøëà äðóêîì ÷àñòêîâî ó 1642–
1644 ðð., à ïîâíіñòþ – ó 1779 ð. ïіñëÿ ñìåðòі àâòîðà). Ëèñòè æ
Ôåðìà êàæóòü ïðî òå, ùî öèì ìåòîäîì âіí âîëîäіâ óæå â 1629 ð.

Ó ïîäàëüøîìó öåé ìåòîä âäîñêîíàëèëè Íüþòîí ó ïðàöі «Ìåòîä
ôëþêñіé» (1671 ð.) і Ëåéáíіö ó ñâîєìó «Íîâîìó ìåòîäі» (1684 ð.).
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ÀÀÀÀÀ

 Що називають околом точки х0хх ?  Яку точку називають точкою
максимуму функції, а яку – точкою мінімуму?  Що називають
максимумом функції, а що – мінімумом?  Які точки назива-
ють точками екстремуму, що називають екстремумом функції?

 Сформулюйте теорему Ферма (необхідну умову екстремуму).
 Сформулюйте і доведіть достатню умову екстремуму.  Сфор-

мулюйте алгоритм дослідження функції на точки екстремуму та
екстремуми?

ммммммммммммм
мммммммм

2222222
óó
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22.4. (Óñíî). Ôóíêöіÿ ó  t(õ) íåïåðåðâíà â òî÷öі õ0  –1, ïðè-
÷îìó t(õ) > 0 íà ïðîìіæêó (–2; –1) і t(õ) < 0 íà ïðîìіæ-
êó (–1; 0). ×è є òî÷êà õ0  –1 òî÷êîþ ìіíіìóìó? À òî÷êîþ
ìàêñèìóìó?

22.5. Çíàêè ïîõіäíîї ôóíêöії ó  g(õ), âèçíà÷åíîї íà R, çîáðà-
æåíî íà ìàëþíêó 22.10. Íàçâіòü òî÷êè ìіíіìóìó і òî÷êè
ìàêñèìóìó öієї ôóíêöії.

Ìàë. 22.10

22.6. Çîáðàçіòü ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії òà âïåâíіòüñÿ
â òîìó, ùî ôóíêöіÿ íå ìàє òî÷îê åêñòðåìóìó:

1)       2) ó  4;       3) ó  tgõ;      4) ó  ñtgõ.

Çíàéäіòü òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöії ó  f(õ). ßêі ç íèõ є òî÷-
êàìè ìàêñèìóìó, à ÿêі – òî÷êàìè ìіíіìóìó (22.7–22.8)?

22.7. 1) f(õ)  2õ – 7;            2) f(õ)  2õ2 – 4õ + 5;
 3) f(õ)  6 – 12õ – õ2;       4) f(õ)  3õ2 – õ3.

22.8. 1) f(õ)  4 – 2õ;             2) f(õ)  õ2 + 6õ – 8;
 3) f(õ)  3 + 8õ – 2õ2;       4) f(õ)  õ3 – 6õ2.

Çíàéäіòü òî÷êè åêñòðåìóìó òà åêñòðåìóìè ôóíêöії (22.9–
22.10):

22.9. 1) ó  õ3 – 6õ2 – 15õ + 3;    2) ó  1 + 18õ + 15õ2 – 4õ3; 

 3) ó  õ – 3õ3;              4) ó  .

22.10. 1) ó  2õ3 + 6õ2 – 18õ;     2) ó  2 + 12õ + 9õ2 – 10õ3; 
  3) ó  õ3 – 3õ;             4) ó  õ4 – 2õ2 + 3.

22.11. Çíàéäіòü òî÷êè ìàêñèìóìó і òî÷êè ìіíіìóìó ôóíêöії:

1) f(õ)  ;     2) g(õ)  ;   

3) t(õ)  ;     4) (õ)  .

22.12. Çíàéäіòü òî÷êè ìіíіìóìó і òî÷êè ìàêñèìóìó ôóíêöії: 

1) f(õ)  ;      2) (õ)  ;

3) (õ)  ;     4) p(õ)  .
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Çíàéäіòü òî÷êè åêñòðåìóìó òà åêñòðåìóìè ôóíêöії (22.13–22.14):

22.13. 1) f(õ)  õ2(õ – 4)2;        2) g(õ)  ; 

 3) t(õ)  ;           4) (õ)  .

22.14. 1) (õ)  õ2(õ + 2)2;       2) g(õ)  ; 

 3) (õ)  ;           4) t(õ)  .

Çíàéäіòü òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöії (22.15–22.16):

22.15. .          22.16. .

Çíàéäіòü òî÷êè åêñòðåìóìó òà åêñòðåìóìè ôóíêöії (22.17–22.18):

22.17. f(õ)  15õ3 – õ5.         22.18. f(õ)  7õ5 – 5õ7.

22.19. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ à ôóíêöіÿ y  2õ3 + 3àõ2 + 6õ – 2 
íå ìàє òî÷îê åêñòðåìóìó?

òò âà ìàòåìàòèêà
22.20. Âіäñòàíü l (ó êì) âіä ñïîñòåðіãà÷à, ùî çíàõîäèòü-
ñÿ íà íåâåëèêіé âèñîòі h ì íàä çåìëåþ äî ëіíії ãîðèçîí-
òó, çà ÿêîþ âіí ñïîñòåðіãàє, îá÷èñëþєòüñÿ çà ôîðìóëîþ

, äå R  6400 êì – ðàäіóñ Çåìëі.

Íà ÿêіé íàéìåíøіé âèñîòі ñëіä ðîçòàøîâó-
âàòèñÿ ñïîñòåðіãà÷åâі, ùîá âіí áà÷èâ ãîðè-
çîíò íà âіäñòàíі íå ìåíøå íіæ 4 êіëîìåòðè?

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

22.21. 1) Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåðøèíè ïàðàáîëè, ùî є ãðàôі-
êîì ôóíêöії , âèçíà÷òå íàïðÿì її ãіëîê
òà ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî її ãðàôіê.
2) Çíàéäіòü òî÷êè åêñòðåìóìó ôóíêöії , 
åêñòðåìóìè ôóíêöії òà її ïðîìіæêè çðîñòàííÿ і ñïàäàí-
íÿ. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії.
3) Ïîðіâíÿéòå îòðèìàíі ó ïóíêòàõ 1) і 2) ãðàôіêè ôóíêöіé.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



207

Ðàíіøå íàì âæå òðàïëÿëèñÿ ôóíêöії, âèãëÿä ãðàôіêіâ ÿêèõ
íà òîé ÷àñ ìè íå çíàëè. Ó òàêèõ âèïàäêàõ ìè áóäóâàëè їõíі
ãðàôіêè ïî òî÷êàõ. Òàê áóëî ïîáóäîâàíî, íàïðèêëàä, ãðàôіêè

ôóíêöіé ó  õ2; ; , äå k  0, òîùî.

Àëå, çàñòîñîâóþ÷è òàêèé ñïîñіá ïîáóäîâè äëÿ ñêëàäíіøèõ
ôóíêöіé, ÿêі íàì íå òðàïëÿëèñÿ, ìîæíà ïðîïóñòèòè âàæëèâі
îñîáëèâîñòі ãðàôіêà ôóíêöії. Äëÿ òîãî ùîá óíèêíóòè ïîäіá-
íèõ ïîìèëîê, òðåáà ñïî÷àòêó äîñëіäèòè ïîâåäіíêó ôóíêöії,
âèÿâèòè її îñîáëèâîñòі, à òіëüêè ïîòіì áóäóâàòè ãðàôіê. Äî
îñîáëèâîñòåé ïîâåäіíêè ôóíêöії íàëåæàòü і її çðîñòàííÿ, ñïà-
äàííÿ òà åêñòðåìóìè. Òîìó äëÿ ïîáóäîâè ãðàôіêà áóäåìî âè-
êîðèñòîâóâàòè ïîõіäíó.

Äîñëіäæóâàòè ôóíêöіþ y  f(x) òà áóäóâàòè її ãðàôіê ìîæ-
íà çà òàêèì àëãîðèòìîì:

Çàñòîñîâóþ÷è öåé àëãîðèòì, ñëіä ïàì’ÿòàòè, ùî âіäîìè-
ìè íàì ìåòîäàìè íå çàâæäè âäàєòüñÿ ðîçâ’ÿçàòè ðіâíÿííÿ
f(x)  0, òîáòî çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó ç âіññþ àáñöèñ. Òàêîæ
іíîäі âàæêî äîñëіäèòè ïîâåäіíêó ôóíêöії íà êіíöÿõ ïðîìіæ-
êіâ îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ÷è ïîáëèçó òî÷îê ðîçðèâó. Ó òàêîìó
ðàçі äîöіëüíî çíàéòè êіëüêà òî÷îê ãðàôіêà, àáñöèñè ÿêèõ є
äóæå áëèçüêèìè äî àáñöèñ çãàäàíèõ òî÷îê.

Ðåçóëüòàòè äîñëіäæåííÿ ïî ïóíêòó 5 çðó÷íî ïîäàâàòè ó âè-
ãëÿäі òàáëèöі.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàäè äîñëіäæåííÿ ôóíêöії òà ïîáóäîâè її
ãðàôіêà çà âêàçàíèì àëãîðèòìîì.

ЗАСТОСУВАННЯ ПОХІДНОЇ ДО ДОСЛІДЖЕННЯ 
ФУНКЦІЙ І ПОБУДОВИ ЇХНІХ ГРАФІКІВ§ 23. 

) Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії.
) Äîñëіäèòè ôóíêöіþ íà ïàðíіñòü, íåïàðíіñòü òà ïåðіî-

äè÷íіñòü (äëÿ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé).
3) Çíàéòè òî÷êè ïåðåòèíó ãðàôіêà ôóíêöії ç îñÿìè êî-
îðäèíàò (ÿêùî öå ìîæëèâî).
4) Çíàéòè ïîõіäíó ôóíêöії òà її êðèòè÷íі òî÷êè.
5) Çíàéòè ïðîìіæêè çðîñòàííÿ, ñïàäàííÿ òà åêñòðåìó-
ìè ôóíêöії.
6) Äîñëіäèòè ïîâåäіíêó ôóíêöії íà êіíöÿõ ïðîìіæêіâ 
îáëàñòі âèçíà÷åííÿ, ÿêùî öå ìîæëèâî.
7) Çà íåîáõіäíîñòі çíàéòè ùå êіëüêà òî÷îê ãðàôіêà òà, 
âèêîðèñòîâóþ÷è îòðèìàíі ðåçóëüòàòè, ïîáóäóâàòè ãðà-
ôіê ôóíêöії.

íà çà òà

1)
2)
äè
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Çàäà÷à 1. Äîñëіäèòè ôóíêöіþ f(õ)  õ4 – 2õ2 – 3 òà ïîáóäóâà-
òè її ãðàôіê.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) D(f)  R.
2) f(–õ)  (–õ)4 – 2(–õ)2 – 3  õ4 – 2õ2 – 3  f(õ); ôóíêöіÿ
ïàðíà, òîìó її ãðàôіê ñèìåòðè÷íèé âіäíîñíî îñі îðäèíàò.
3) f(0)  04 – 2 · 02 – 3  –3, òîáòî (0; –3) – òî÷êà ïåðåòèíó ç âіñ-
ñþ ó. Íåõàé ó  0, òîäі ìàєìî: õ4 – 2õ2 – 3  0, çâіäêè õ1,2  , 
îòæå, ( 0), (  0) – òî÷êè ïåðåòèíó ç âіññþ Îõ.
4) f(õ)  4õ3 – 4õ  4õ(õ2 – 1)  4õ(õ – 1)(õ + 1); òîäі õ1  0; 
õ2  1; õ3  –1 – êðèòè÷íі òî÷êè.
5) Ñêëàäåìî òàáëèöþ, ó ÿêіé çàçíà÷èìî ïðîìіæêè çðîñòàí-
íÿ, ñïàäàííÿ, êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії òà âèñíîâêè ùîäî ïî-
âåäіíêè ôóíêöії:

x (–u; –1) –1 (–1; 0) 0 (0; 1) 1 (1; +u)

f (õ) – 0 + 0 – 0 +

f(ff õ) –4 –3 –4

Âèñíîâîê ñïàäàє min çðîñòàє max ñïàäàє min çðîñòàє

6) Îñêіëüêè D(f)  R, òî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ
íå ìàє êіíöіâ.
7) Áóäóєìî ãðàôіê ôóíêöії, âèêîðèñòîâó-
þ÷è ðåçóëüòàòè äîñëіäæåííÿ òà çíà÷åííÿ
ôóíêöії ùå ó äâîõ äîäàòêîâèõ òî÷êàõ, íà-
ïðèêëàä, f(–2)  f(2)  5.
Ãðàôіê çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 23.1.

Ìåòîä ïîáóäîâè ãðàôіêà ç âèêîðèñòàííÿì
ïîõіäíîї çíà÷íî ðîçøèðþє êîëî çàäà÷, ÿêі
äîöіëüíî ðîç â’ÿçóâàòè ãðàôі÷íî (ç’ÿ ñóâàííÿ
êіëüêîñòі êîðåíіâ ðіâíÿííÿ, ïîøóê íàáëèæå-
íèõ çíà÷åíü êîðåíіâ òîùî).

Çàäà÷à 2. Äîñëіäèòè ôóíê öіþ її

ãðàôіê. Ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ  çàëåæíî âіä

çíà÷åííÿ à?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) D(f)  (–u; –1)  (–1; +u).
2) Îñêіëüêè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії íå ñèìåòðè÷íà âіä-
íîñíî íóëÿ, òî ôóíêöіÿ íі ïàðíà, íі íåïàðíà.

Çàäà÷à 1.

Ìàë. 23.1

Çàäà÷à 2.
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3) Òî÷êà ïåðåòèíó ç âіññþ ó: f(0)  òî÷êè ïåðå-

òèíó ç âіññþ Îõ: ó  0; õ1  0; õ2  3.

Îòæå, (0; 0), (3; 0) – òî÷êè ïåðåòèíó ç îñÿìè êîîðäèíàò.

4) ; 

òîäі õ1  1; õ2  –3 – êðèòè÷íі òî÷êè.
5) Äîñëіäèìî ôóíêöіþ íà ìîíîòîííіñòü і åêñòðåìóìè:

x (–u; –3) –3 (–3; –1) –1 (–1; 1) 1 (1; +u)

f(õ) + 0 –
Íå
іñíóє

– 0 +

f(õ) –9
Íå
іñíóє

–1

Âèñíîâîê çðîñòàє max ñïàäàє
òî÷êà

ðîçðèâó
ñïàäàє min çðîñòàє

6) Òî÷êà õ  –1 íå íàëåæèòü îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії. Äî-
ñëіäèìî ïîâåäіíêó ôóíêöії â îêîëі òî÷êè –1.
Íåõàé ñïî÷àòêó õ  –1, àëå õ < –1 (êàæóòü: çëіâà âіä –1).
Òîäі õ + 1  0 і õ + 1 < 0. Çàóâàæèìî, ùî õ2 – 3õ  4 ïðè
õ  –1. ×èì áëèæ÷å õ äî ÷èñëà –1, òèì áіëüøèì çà ìîäóëåì

ñòàє çíà÷åííÿ äðîáó  і є âіä’єìíèì. Ìîæíà ñêàçàòè,

ùî ïðè õ  –1, çà óìîâè, ùî õ < –1, çíà÷åííÿ ôóíêöії ïðÿ-
ìóє äî –u.
Àíàëîãі÷íî: ó âèïàäêó õ  –1, äå õ > –1 çíà÷åííÿ ôóíêöії
ïðÿìóє äî +u.
Ïðîâåäåìî (ïóíêòèðîì) ïðÿìó õ  –1, òîäі çëіâà âіä ïðÿìîї 
x  –1 ãðàôіê áóäå ïðÿìóâàòè âíèç, à ñïðàâà âіä ïðÿìîї õ  –1
áóäå ïðÿìóâàòè âãîðó. Ïðÿìó õ  –1 ó òàêîìó ðàçі íàçè âàþòü
àñèìïòîòîþ. Ãðàôіê ôóíêöії çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 23.2.

Òåïåð ç’ÿñóєìî, ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ  çà-

ëåæíî âіä çíà÷åíü a, ãðàôі÷íî. Äëÿ öüîãî ðîçãëÿíåìî ãðàôіêè 

ôóíêöіé ó  à, äå à – ÷èñëî (ìàë. 23.3) òà çíàé-

äåìî êіëüêіñòü òî÷îê їõ ïåðåòèíó, öå é áóäå êіëüêіñòü êîðåíіâ ü
ðіâíÿííÿ. Äëÿ ðіçíèõ çíà÷åíü à їõ êіëüêіñòü áóäå ðіçíîþ.
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          Ìàë. 23.2                      Ìàë. 23.3

Çà ìàëþíêîì 23.3 ìàєìî, ùî, êîëè à < –9, òî ãðàôіêè ïåðå-
òèíàþòüñÿ ó äâîõ òî÷êàõ, à òîìó ðіâíÿííÿ ìàє äâà êîðåíі.
ßêùî à  –9, òî ãðàôіêè ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíіé òî÷öі, à òîìó 
ðіâíÿííÿ ìàє îäèí êîðіíü. Ó âèïàäêó –9 < à < –1 ãðàôіêè íå 
ïåðåòèíàþòüñÿ, à òîìó ðіâíÿííÿ íå ìàє êîðåíіâ. Ïðè à  –1 
ãðàôіêè ïåðåòèíàþòüñÿ â îäíіé òî÷öі, òîìó ðіâíÿííÿ ìàє îäèí
êîðіíü; à ÿêùî à > –1, òî ãðàôіêè ïåðåòèíàþòüñÿ ó äâîõ òî÷-
êàõ і ðіâíÿííÿ ìàє äâà êîðåíі.
Â і ä ï î â і ä ü. ßêùî à < –9 àáî à > –1, òî ðіâíÿííÿ ìàє äâà
êîðåíі; ÿêùî à  –9 àáî à  –1, òî ðіâíÿííÿ ìàє îäèí êî-
ðіíü; ÿêùî –9 < à < –1, òî ðіâíÿííÿ íå ìàє êîðåíіâ.

Çàäà÷à 3. Çíàéòè ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії f(õ)  (õ – 3)
òà ç’ÿñó âàòè, ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ à ìàє êîðåíі ðіâíÿííÿ 

(õ – 3)  à2 + à – 2.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ðîçâ’ÿæåìî çàäà÷ó ãðàôі÷íî, òîáòî çíàé-
äåìî ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії çà її ãðàôіêîì. Äëÿ öüîãî
äîñëіäèìî ïîâåäіíêó ôóíêöії.
1) D(f)  [0; +u).
2) Ôóíêöіÿ íі ïàðíà, íі íåïàðíà, áî її îáëàñòü âèçíà÷åííÿ íå
ñèìåòðè÷íà âіäíîñíî íóëÿ.
3) Òî÷êà ïåðåòèíó ç âіññþ Îó: õ  0; ó  f(0)  0; òî÷êè ïåðå-

òèíó ç âіññþ Îõ: f(x)  0, òîáòî (õ – 3)  0; çâіäêè õ1  3; 
õ2  0.

Çàäà÷à 3.
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Îòæå, (0; 0), (3; 0) – òî÷êè ïåðåòèíó ç îñÿìè êîîðäèíàò.

4) .

Òîäі õ  1 – êðèòè÷íà òî÷êà.

5) x 0 (0; 1) 1 (1; +u)

f (õ) Íå іñíóє – 0 +

f(õ) 0 –2

Âèñíîâîê
íå є êðèòè÷íîþ

òî÷êîþ
ôóíêöіÿ
ñïàäàє

min
ôóíêöіÿ
çðîñòàє

6) Òî÷êà (0; 0) íàëåæèòü ãðàôіêó ôóíêöії.
7) Ãðàôіê çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 23.4.
Çà ãðàôіêîì ëåãêî âñòàíîâèòè, ùî ó I –2 
íà îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії, òîáòî ìíî-
æèíîþ çíà÷åíü є ïðîìіæîê [–2; +u).

Ùîá ðіâíÿííÿ (õ – 3)õ  à2 + à – 2 ìàëî 
êîðåíі, òðåáà, ùîá çíà÷åííÿ âèðàçó
à2 + à – 2 íàëåæàëî ìíîæèíі çíà÷åíü 
ôóíêöії f(õ)  (õ – 3) , òîáòî, ùîá ñïðàâ-
äæóâàëàñÿ óìîâà à2 + à – 2 I –2, çâіäêè 
à2 + à I 0. Ðîçâ’ÿæåìî íåðіâíіñòü âіäíîñíî à, îòðèìàєìî,
ùî à J –1 àáî à I 0 (ðîçâ’ÿæіòü íåðіâíіñòü ñàìîñòіéíî).
Â і ä ï î â і ä ü. [–2; +u), à J –1 àáî à I 0.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè

Äîñëіäіòü ôóíêöіþ òà ïîáóäóéòå її ãðàôіê (23.1–23.2):

23.1. 1) f(õ)  õ2 + 3õ – 4;            2) f(õ)  –õ2 + 5õ + 4;

 3) f(õ)  –0,5õ2 – õ + 1,5;       4) f(õ)  .

23.2. 1) f(õ)  õ2 – 4õ;                2) f(õ)  –õ2 + 2õ – 1;

 3) f(õ)  –0,5õ2 – 2õ + 2,5;      4) f(õ)  .

Ìàë. 23.4

 Сформулюйте алгоритм дослідження функції та побудови її
рафіка.  Поясніть на прикладі 2, як можна використовувати гра-

фік функції для дослідження кількості коренів рівняння.  Пояс-
ніть, як за графіком функції знайти множину її значень.

гггггггргрггггггргг
фффффффффффф
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23.3. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії g(õ) òà çíàéäіòü 
ìíîæèíó її çíà÷åíü:

1) g(õ)  3õ – ;         2) g(õ)  .

23.4. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії (õ) òà çíàéäіòü
ìíîæèíó її çíà÷åíü:

1) (õ)  –  + 5õ;        2) (õ)  .

Äîñëіäіòü ôóíêöіþ òà ïîáóäóéòå її ãðàôіê (23.5–23.6):

23.5. 1) f(õ)  õ3 – 3õ;           2) f(õ)  ; 

3) f(õ)  ;        4) f(õ)  .

23.6. 1) f(õ)  õ3 – 3õ2;          2) f(õ) 

3) f(õ)            4) f(õ)  2õ + 4õ4.

23.7. 1) Äîñëіäіòü ôóíêöіþ  òà ïîáóäóé-

òå ñõåìàòè÷íî її ãðàôіê.

2) Ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ

23.8. 1) Äîñëіäіòü ôóíêöіþ  òà ïîáóäóéòå 

ñõåìàòè÷íî її ãðàôіê.

2) Ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ 

23.9. 1) Äîñëіäіòü ôóíêöіþ

òè÷íî її ãðàôіê.

2) Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії

23.10. 1) Äîñëіäіòü òà ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії
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Äîñëіäіòü ôóíêöіþ òà ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî її ãðàôіê
(23.11–23.12):

23.11. 1) ;       2)

23.12. 1)

23.13. 1) Äîñëіäіòü ôóíêöіþ f(ff õ)   òà ïîáóäóéòå її ãðàôіê.

2) Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії f(õ) 

23.14. 1) Äîñëіäіòü ôóíêöіþ g(g õ)   òà ïîáóäóéòå її ãðàôіê.

2) Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії g(õ) 

23.15. 1) Äîñëіäіòü ôóíêöіþ f(õ)   òà ïîáóäóéòå її

ãðàôіê.

2) Ñêіëüêè êîðåíіâ ìàє ðіâíÿííÿ  à çàëåæíî

âіä çíà÷åíü à?

23.16. 1) Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії f(x)  .

2) ×è ìàє ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ ?

23.17. 1) Äîñëіäіòü ôóíêöіþ f(õ)   òà ïîáóäóéòå її
ãðàôіê.
2) Çíàéäіòü îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії f(õ)  .

3)  Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ à ðіâíÿííÿ  ìàє 
ðîçâ’ÿçêè?

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
23.18. Âèñîòà íàä çåìëåþ ïіäêèíóòîãî âãîðó ì’ÿ÷à çìіíþєòü-
ñÿ çà çàêîíîì h(t)  1,6 + 8t – 5t2, äå h – âèñîòà â ìåò ðàõ,
t – ÷àñ, ùî ìèíóâ ç ìîìåíòó ïіäêèäàííÿ, ó ñåêóíäàõ. Ñêіëüêè
ñåêóíä ì’ÿ÷ ïåðåáóâàòèìå íà âèñîòі íå ìåíøå òðüîõ ìåòðіâ?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

23.19. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії
 íà ïðîìіæêó:

1) [–2; 1];       2) [–1; 3];       3) [–3; 3];      4) [4; 5].
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Ðîçâ’ÿçóâàííÿ áàãàòüîõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ ÷àñòî çâîäèòüñÿ
äî çíàõîäæåííÿ íàéáіëüøîãî і (àáî) íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ íå-
ïåðåðâíîї íà äåÿêîìó ïðîìіæêó ôóíêöії. Òîìó çàäà÷ó ìîæíà
ðîçâ’ÿçàòè çà äîïîìîãîþ ïîõіäíîї.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ f(õ)  õ2, ÿêó
çàäàíî íà ïðîìіæêó [–2; 1]. Її ãðà-
ôіê çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 24.1.

Íàéáіëüøèì çíà÷åííÿì öієї 
ôóíêöії íà çàäàíîìó ïðîìіæêó

áóäå f(–2)  4, à íàéìåíøèì – f(0)  0. Öå çàïèñóþòü òàê:

; .

Çàóâàæèìî, ùî íà çàäàíîìó ïðîìіæêó
ôóíê öіÿ ìàє òî÷êó ìіíіìóìó: õmin  0, àëå íå ìàє 
òî÷îê ìàê ñèìóìó.

Âіä íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü 
ôóíê  öії, íåïåðåðâíîї íà ïðîìіæêó, çàëåæèòü 
її ìíîæèíà çíà÷åíü íà öüîìó ïðîìіæêó. Òàê,
ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöії f(õ)  õ2, çàäàíîї íà 
ïðîìіæêó [–2; 1], є ìíîæèíà [0; 4].

Òîáòî, ÿêùî ò – íàéìåíøå çíà÷åííÿ íåïå-
ðåðâíîї íà ïðîìіæêó [a; b] ôóíêöії ó  f(õ), à 

Ì – її íàéáіëüøå çíà÷åííÿ, òî ìíîæèíîþ çíà÷åíü ôóíêöії
ó  f(õ) íà ïðîìіæêó [a; b] áóäå ìíîæèíà [ò; Ì].

ßêùî íà ïðîìіæêó [a; b] ôóíêöіÿ ìàє åêñòðåìóìè, öå ùå 
íå îçíà÷àє, ùî íàéáіëüøîãî àáî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ôóíê-
öіÿ äîñÿãàє ñàìå â òî÷êàõ åêñòðåìóìó. Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ 
ó  f(õ), âèçíà÷åíó íà R, ãðàôіê ÿêîї çîáðàæåíî íà ìàëþí-
êàõ 24.2–24.4.

Íàïðèêëàä, íà âіäðіçêó [a; d] íàéìåíøîãî і íàéáіëüøîãî 
çíà÷åíü ôóíêöіÿ íàáóâàє íà êіíöÿõ ïðîìіæêà [a; d], õî÷à ìàє
íà öüîìó ïðîìіæêó òî÷êè ìàêñèìóìó і ìіíіìóìó (ìàë. 24.2).

     

          Ìàë. 24.2                    Ìàë. 24.3

НАЙБІЛЬШЕ І НАЙМЕНШЕ ЗНАЧЕННЯ 
ФУНКЦІЇ НА ПРОМІЖКУ§ 24. 

1. Íàéáіëüøå 
і íàéìåíøå çíà÷åííÿ 
ôóíêöії

Ìàë. 24.1
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           Ìàë. 24.4                   Ìàë. 24.5

Íàòîìіñòü íà ïðîìіæêó [b; d] íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ôóíê-
öіÿ äîñÿãàє â òî÷öі ìіíіìóìó (ìàë. 24.3), à íà ïðîìіæêó
[b; c] – íàéáіëüøîãî çíà÷åííÿ â òî÷öі ìàêñèìóìó (ìàë. 24.4).
ßêùî æ ðîçãëÿäàòèìåìî ïðîìіæîê [b; 0], òî íàéáіëüøîãî і 
íàéìåíøîãî çíà÷åíü ôóíêöіÿ äîñÿãàє âіäïîâіäíî â òî÷êàõ
ìàêñèìóìó і ìіíіìóìó (ìàë. 24.4). Íà ìàëþíêó 24.5 ôóíêöіÿ
ìàє àæ äâі òî÷êè ìіíіìóìó íà ïðîìіæêó [a; b], àëå âîíè íå є
її íàéìåíøèìè çíà÷åííÿìè íà öüîìó ïðîìіæêó.

Ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî êîëè ôóíêöіÿ
ó  f(õ) íåïåðåðâíà і ìîíîòîí íà (òîáòî àáî
çðîñòàє, àáî ñïàäàє) íà ïðîìіæêó [a; b], òî 
íàéáіëüøîãî і íàé ìåí øîãî çíà÷åíü öÿ ôóíê-
öіÿ òî÷íî íàáóâàòèìå íà éîãî êіíöÿõ 
(ìàë. 24.6 і 24.7).

ßêùî æ ôóíêöіÿ є íåïåðåðâíîþ íà äåÿêî-
ìó ïðîìіæêó і ìàє íà íüîìó ëèøå îäíó òî÷êó
åêñòðåìóìó, òî ñàìå â öіé òî÷öі ôóíêöіÿ íàáó-
âàòèìå íàéáіëüøîãî (ÿêùî öÿ òî÷êà – òî÷êà
ìàêñèìóìó) àáî íàéìåíøîãî (ÿêùî öÿ òî÷êà –
òî÷êà ìіíіìóìó) çíà÷åííÿ íà öüîìó ïðîìіæêó.

Îòæå, íàéáіëüøîãî çíà÷åííÿ íà ïðîìіæêó
ôóíêöіÿ ìîæå íàáóâàòè àáî â òî÷öі ìàêñèìó-
ìó, ùî íàëåæèòü öüîìó ïðîìіæêó, àáî íà éîãî
êіíöÿõ. Òàê ñàìî íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ íà
ïðîìіæêó ôóíêöіÿ ìîæå íàáóâàòè àáî â òî÷öі
ìіíіìóìó, ùî íàëåæèòü öüîìó ïðîìіæêó, àáî íà éîãî êіíöÿõ.
Çðîçóìіëî, ùî öі çíà÷åííÿ çàëåæàòü âèêëþ÷íî âіä çàäàíîãî
ïðîìіæêó òà ïîâåäіíêè ôóíêöії (її ìîíîòîííîñòі) íà íüîìó.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü
ôóíêöії f(x) íà çàäàíîìó ïðîìіæêó ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè
òàêèé àëãîðèòì:

Ìàë. 24.6

Ìàë. 24.7

) Ïåðåâіðèòè, ùî ïðîìіæîê íàëåæèòü îáëàñòі âèçíà-
åííÿ ôóíêöії.

2) Çíàéòè ïîõіäíó ôóíêöії.
3) Çíàéòè êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії.

òàêèé à

1)
÷å
2)
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Ðîçãëÿíåìî çíàõîäæåííÿ íàéáіëü-
øîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü ôóíê-
öії ó  f(õ) íà ïðîìіæêó [a; b] çà
äîïîìîãîþ âèùåçãàäàíîãî àëãî-
ðèòìà.

Çàäà÷à 2.  Çíàéòè íàéáіëüøå і

íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії f(õ)  2õ3 – 3õ2 – 12õ + 1 íà ïðî-
ìіæêó [0; 3].
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) D(f)  R; [0; 3]  R.
2) f(õ)  6õ2 – 6õ – 12  6(õ2 – õ – 2).
3) Ðîçâ’ÿæåìî ðіâíÿííÿ õ2 – õ – 2  0, òîäі õ1  –1; õ2  2 – 
êðèòè÷íі òî÷êè.
4) –1  [0; 3];  2  [0; 3].
5) f(2)  –19;  f(0)  1;  f(3)  –8.
6) Îòæå, ; .

Â і ä ï î â і ä ü. ; .

Ðîçâ’ÿçóþ÷è ïðèêëàäíі çàäà÷і, ïî-
â’ÿçàíі ç íàéáіëüøèì àáî íàéìåí-
øèì çíà÷åííÿìè äåÿêîї âåëè÷èíè, 
âèêîðèñòîâóþòü ìàòåìàòè÷íå ìî-
äåëþâàííÿ òàê ñàìî, ÿê äëÿ ðîçâ’ÿ-ÿ
çóâàííÿ òåêñòîâèõ çàäà÷.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ðîçâ’ÿçó-
âàííі äåÿêèõ ïðèêëàäíèõ çàäà÷ íåîáõіäíî çíàéòè íàéáіëüøå
àáî íàéìåíøå çíà÷åííÿ íåïåðåðâíîї ôóíêöії íå íà ïðîìіæêó

[a; b], à íà ïðîìіæêó (a; b). Çàçâè-
÷àé ó òàêèõ âèïàäêàõ íà ïðîìіæ-
êó (a; b) ôóíêöіÿ ìàє ëèøå îäíó 
êðèòè÷íó òî÷êó. ßêùî öå òî÷êà
ìàêñèìóìó, òî ñàìå â öіé òî÷öі íà
ïðîìіæêó (a; b) ôóíêöіÿ íàáóâàє
íàéáіëüøîãî çíà÷åííÿ (ìàë. 24.8),
à ÿêùî öå òî÷êà ìіíіìóìó – òî
íàéìåíøîãî (ìàë. 24.9).

4) Âèáðàòè òі êðèòè÷íі òî÷êè, ùî íàëåæàòü äàíîìó ïðî-
ìіæêó.
5) Îá÷èñëèòè çíà÷åííÿ ôóíêöії ó âèáðàíèõ êðèòè÷íèõ 
òî÷êàõ òà íà êіíöÿõ ïðîìіæêó.
6) Ïîðіâíÿòè îäåðæàíі çíà÷åííÿ òà âèáðàòè ç íèõ íàé-
áіëüøå і íàéìåíøå. 
7) Çàïèñàòè ðåçóëüòàò.

2. Çíàõîäæåííÿ 
íàéáіëüøîãî 
і íàéìåíøîãî çíà÷åíü 
ôóíêöії íà ïðîìіæêó

Çàäà÷à 2. 

3. Ïðàêòè÷íèé çìіñò 
íàéáіëüøîãî àáî 
íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ 
äåÿêîї âåëè÷èíè

Ìàë. 24.8   Ìàë. 24.9
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Çàäà÷à 3. Ïàðêàíîì, äîâæèíà ÿêîãî 80 ì, òðå-
áà îãîðîäèòè ç òðüîõ ñòîðіí äіëÿíêó ïðÿìîêóòíîї 
ôîðìè ÿêîìîãà áіëüøîї ïëîùі. Çíàé äіòü ðîçìіðè
òàêîї äіëÿíêè (ìàë. 24.10).

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ïîçíà÷èìî ÷åðåç õ  (ó ì) 
äîâæèíó îäíієї ç äâîõ ïàðàëåëüíèõ ñòîðіí ïàð-
êàíà (ìàë. 24.11), òîäі ñóñіäíÿ ñòîðîíà áóäå
ìàòè äîâæèíó 80 – 2õ, äå 0 < õ < 40.
2) Ñêëàäåìî ôóíêöіþ çàëåæíîñòі ïëîùі äіëÿíêè
âіä äîâæèíè її ñòîðîíè x:
S(õ)  õ(80 – 2õ)  80õ – 2õ2.
Öÿ ôóíêöіÿ є ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ çà-
äà÷і. Òîìó çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ðîçìіðіâ äі-
ëÿíêè çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ çíà÷åí-
íÿ x, ïðè ÿêîìó ôóíêöіÿ S(õ) íà ïðîìіæêó 
(0; 40) íàáóâàòèìå íàéáіëüøîãî çíà÷åííÿ.
3) Çíàéäåìî íàéáіëüøå çíà÷åí   íÿ ôóíêöії S(õ), 
çà óìîâè õ  (0; 40).
S(õ)  80 – 4õ  0, òîäі õ  20. Ìàєìî, ùî
xmax  20 (ìàë. 24.12).

4) Îñêіëüêè S(õ)  80õ – 2õ2 íåïåðåðâíà íà 
(0; 40) і ìàє єäèíó òî÷êó åêñòðåìóìó –
òî÷êó ìàêñèìóìó xmax  20, òî ñàìå â
öіé òî÷öі S(õ) äîñÿãàє íàéáіëüøîãî çíà-
÷åííÿ. Îòæå, ðîçìіðè äіëÿíêè áóäóòü
20 ì і 80 – 2 · 20  40 ì.
Â і ä ï î â і ä ü. 20 ì і 40 ì.

Îòæå, ðîçâ’ÿçóâàòè ïðèêëàäíі çàäà÷і íà çíàõîäæåííÿ íàé-
áіëüøîãî àáî íàéìåíøîãî çíà÷åíü äåÿêîї âåëè÷èíè, ìîæíà çà 
òàêèì àëãîðèòìîì:

Çàäà÷à 4. Ç àðêóøà êàðòîíó ïðÿìîêóòíîї ôîðìè, ðîçìіðè
ÿêîãî 1524 ñì, âèðіçàâøè ó éîãî êóòàõ êâàäðàòè òàê, ÿê ïî-
êàçàíî íà ìàëþíêó 24.13, âèãîòîâèëè âіäêðèòó êîðîáêó íàé-
áіëüøîãî îá’єìó. Çíàéäіòü îá’єì öієї êîðîáêè.

Çàäà÷à 3.

Ìàë. 24.10

Ìàë. 24.11

Ìàë. 24.12

) Îäíó ç íåâіäîìèõ âåëè÷èí ïîçíà÷èòè ÷åðåç x òà çíàé-
è ìåæі çíà÷åííÿ x. Іíøі âåëè÷èíè âèðàçèòè ÷åðåç x.

2) Ñêëàñòè ôóíêöіþ – ìàòåìàòè÷íó ìîäåëü çàäà÷і.
3) Çíàéòè íàéáіëüøå ÷è íàéìåíøå çíà÷åííÿ îòðèìàíîї 
ôóíêöії íà ïðîìіæêó äëÿ çíà÷åíü õ.
4) Ïðîàíàëіçóâàòè îòðèìàíèé ðåçóëüòàò òà çàïèñàòè
âіäïîâіäü äî çàäà÷і.

òàêèì à

1)
òè
2)

Çàäà÷à 4.
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           Ìàë. 24.13                  Ìàë. 24.14

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ïîçíà÷èìî äîâæèíó ñòîðîíè âèðіçàíîãî
êâàäðàòèêà ÷åðåç õ(ñì), òîäі êîæíà çі ñòîðіí ïðÿìîêóòíèêà,
ÿêèé áóäå äíîì êîðîáêè, çìåíøàòüñÿ íà 2õ і äîðіâíþâàòèìå 
24 – 2õ (ñì) і 15 – 2õ (ñì), 0 < õ < 7,5.
2) Ñêëàäåìî ôóíêöіþ çàëåæíîñòі îá’єìó êîðîáêè âіä äîâæè-
íè ñòîðîíè âèðіçàíèõ êâàäðàòіâ (ìàë. 24.14): 
V(VV õ)  õ(15 – 2õ)(24 – 2õ), òîáòî V(VV õ)  360õ – 78õ2 + 4õ3.
3) Çíàéäåìî íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії V(VV õ) íà ïðîìіæ-
êó (0; 7,5). 

Ìàєìî: VVV (õ) 360 – 156õ + 12õ2. 
VVV (õ)  0, êîëè õ1  3; õ2  10.
Çíà÷åííÿ õ2  10 – íå íàëåæèòü ïðîìіæ-
êó (0; 7,5), ìàєìî: õmax  3 (ìàë. 24.15).
4) Îñêіëüêè V(VV õ)  360õ – 78õ2 + 4õ3 íåïå-

ðåðâíà íà (0; 7,5) і ìàє òî÷êó ìàêñèìóìó õmax  3, òî ñàìå â íіé
V(VV õ) íàáóâàòèìå íàéáіëüøîãî çíà÷åííÿ. Çíàéäåìî éîãî:
max

(0; 7,5)
V(VV õ)  V(3)VV  3 · 9 · 18  486 (ñì3).

Â і ä ï î â і ä ü. 486 ñì3.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
24.1. Íà ìàëþíêó 24.16 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії
ó  f(õ), çàäàíîї íà ïðîìіæêó [1; 7]. Íàçâіòü її íàéáіëüøå
òà íàéìåíøå çíà÷åííÿ íà öüîìó ïðîìіæêó. Çàïèøіòü âіä-
ïîâіäíі ðіâíîñòі.

24.2. Íà ìàëþíêó 24.17 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії  ó  g(õ), 
çàäàíîї íà ïðîìіæêó [–2; 5]. Íàçâіòü її íàéáіëüøå òà 
íàéìåíøå çíà÷åííÿ íà öüîìó ïðîìіæêó. Çàïèøіòü âіä-
ïîâіäíі ðіâíîñòі.

Ìàë. 24.15

 Сформулюйте алгоритм знаходження найбільшого і наймен-
шого значень функції у = f(х) на проміжку [a; b].  Сформулюйте
алгоритм розв’язування прикладних задач на знаходження най-
більшого або найменшого значень деякої величини.

шшшшшшшшшшш
аааааа

2222
óó
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             Ìàë. 24.16               Ìàë. 24.17

24.3. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії
f(õ) íà çàäàíîìó ïðîìіæêó:
1) f(õ)  3õ – 7, [0; 2];      2) f(õ)  õ2 – 2õ + 3, [2; 3];

3) f(õ)  –õ2 + 4õ + 5, [1; 4];    4) f(õ)  õ –  [–2; 0].

24.4. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії g(õ)
íà çàäàíîìó ïðîìіæêó:
1) g(õ)  –2õ + 3, [0; 3];
2) g(õ)  õ2 – 4õ, [0; 1];
3) g(õ)  –õ2 + 6õ – 1, [2; 4];

4) g(õ)   – 4õ, [1; 3].

24.5. Ïîäіëіòü âіäðіçîê çàâäîâæêè 12 ñì íà äâà òàêèõ âіäðіç-
êè, ùîá ïðÿìîêóòíèê, ñòîðîíàìè ÿêîãî âîíè áóäóòü, ìàâ
íàéáіëüøó ïëîùó.

24.6. Ïîäіëіòü âіäðіçîê çàâäîâæêè 8 ñì íà äâà òàêèõ âіäðіçêè, 
ùîá ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê, êàòåòàìè ÿêîãî âîíè áó-
äóòü, ìàâ íàéáіëüøó ïëîùó.

24.7. Ïîäàéòå ÷èñëî 16 ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ íåâіä’єìíèõ äî-
äàíêіâ òàê, ùîá ñóìà їõ êâàäðàòіâ áóëà íàéìåíøîþ.

24.8. Ïîäàéòå ÷èñëî 10 ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ íåâіä’єìíèõ äî- 
äàíêіâ òàê, ùîá їõ äîáóòîê áóâ íàéáіëüøèì.

24.9. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії
g(õ) íà çàäàíîìó ïðîìіæêó:

1) g(õ)  x  [–2; 1];

2) g(õ)  2õ3 – 9õ2 – 24õ + 5, x  [–3; 0];
3) g(õ)  õ4 – 2õ2 + 5, x  [–1; 3];
4) g(õ)  õ3 + 3õ2 + 1, x  [–3; 1].
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24.10. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії  f(õ) 
íà çàäàíîìó ïðîìіæêó:
1) f(õ)  8õ2 – õ4, x  [–1; 2];
2) f(õ)  õ3 – 12õ2 + 45õ + 5, x  [0; 4];
3) f(õ)  2õ2 – õ4 + 3, x  [–3; 1];
4) f(õ)  õ3 – 3õ2 + 4, x  [–1; 3].

24.11. Ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì

 (õ âèìіðþєòüñÿ â ìåòðàõ, t – ó ñåêóí-

äàõ). ßêîãî íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü íàáóäå
õ(t) çà ïåðøі ÷îòèðè ñåêóíäè ðóõó?

24.12. Òіëî ðóõàєòüñÿ ïðÿìîëіíіéíî çà çàêîíîì 

(s âèìіðþєòüñÿ â ìåòðàõ, t – ó ñåêóíäàõ). ßêîãî 
íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åíü íàáóäå s(t) çà ïåðøі 
òðè ñåêóíäè ðóõó?

24.13. ×èñëî 24 ïîäàéòå ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ íåâіä’єìíèõ äî-
äàíêіâ òàê, ùîá äîáóòîê îäíîãî ç íèõ íà êóá äðóãîãî áóâ 
íàéáіëüøèì.

24.14. ×èñëî 18 ïîäàéòå ó âèãëÿäі ñóìè äâîõ íåâіä’єìíèõ äî- 
äàíêіâ òàê, ùîá äîáóòîê îäíîãî ç íèõ íà êâàäðàò äðóãîãî 
áóâ íàéáіëüøèì.

24.15. Ïëîùà ïðÿìîêóòíèêà äîðіâíþє 16 ñì2. ßêîї äîâæèíè 
ìàþòü áóòè éîãî ñòîðîíè, ùîá ïåðèìåòð ïðÿìîêóòíèêà 
áóâ íàéìåíøèì?

24.16. Ïëîùà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþє 18 ñì 2. 
ßêîї äîâæèíè ìàþòü áóòè éîãî êàòåòè, ùîá їõíÿ ñóìà
áóëà íàéìåíøîþ?

24.17. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії
f(õ) íà çàäàíîìó ïðîìіæêó:

1) f(õ)  x  [2; 4];    2) f(õ)  x  [–3; 1].

24.18. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 

g(õ)  íà ïðîìіæêó [0; 2].

24.19. Òіëî ðóõàєòüñÿ çà çàêîíîì  (s âèìіðþєòü-

ñÿ â ìåòðàõ, t – ó ñåêóíäàõ). Ó ÿêèé ìîìåíò ÷àñó t, äå 
3 J t J 8, øâèäêіñòü òіëà áóäå íàéáіëüøîþ і â ÿêèé íàé-
ìåíøîþ?
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24.20. Ìàòåðіàëüíà òî÷êà ðóõàєòüñÿ çà çàêîíîì 

(õ âèìіðþєòüñÿ â ìåòðàõ, t – ó ñåêóíäàõ). Ó ÿêèé ìîìåíò
÷àñó ç ïðîìіæêó [0; 3] øâèäêіñòü òіëà áóäå íàéáіëüøîþ і
â ÿêèé íàéìåíøîþ?

24.21. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії

f(õ)  õ – cosõ íà ïðîìіæêó: 1) ;  2) [–; 0].

24.22. Çíàéäіòü íàéáіëüøå і íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії 
f(õ)  sinõ – õ íà ïðîìіæêó:  1) [–; 0];     2) [0; ].

24.23. Àêâàðіóì îá’єìîì 4 ì3 ìàє ôîðìó ïðÿìîêóòíîãî ïàðà-
ëåëåïіïåäà ç êâàäðàòíèì äíîì. ßêі ðîçìіðè öüîãî àêâà-
ðіóìó, ÿêùî íà éîãî âèãîòîâëåííÿ âèòðàòèëè íàéìåíø
ìîæëèâó êіëüêіñòü ñêëà?

24.24. Áі÷íі ñòîðîíè і ìåíøà îñíîâà òðàïåöії ìàþòü îäíàêîâó
äîâæèíó – ïî 5 ñì. Çíàéäіòü äîâæèíó її áіëüøîї îñíîâè,
çà ÿêîї ïëîùà òðàïåöії áóäå íàéáіëüøîþ.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà

24.25. Äëÿ ñêëіííÿ ìóçåéíèõ âіòðèí òðåáà çàìîâèòè 28 îäíà-
êîâèõ ñêëÿíèõ ïðÿìîêóòíèêіâ, ïëîùà êîæíîãî ç ÿêèõ äîðіâ-
íþє 0,25 ì2. Çàìîâëåííÿ ìîæíà çðîáèòè â îäíіé ç òðüîõ ôіðì.
Ó òàáëèöі íàâåäåíî öіíè íà ñêëî і íà ðіçàííÿ ñêëà. Ñêіëüêè
áóäå êîøòóâàòè íàéäåøåâøå çàìîâëåííÿ?

Ôіðìà
Öіíà ñêëà

(ãðí çà 1 ì2)
Ðіçàííÿ ñêëà

(ãðí çà îäíå ñêëî)
Äîäàòêîâі óìîâè

À 140 9

Á 150 7

Â 160 5
Äëÿ çàìîâëåíü âіä
1200 ãðí ðіçàííÿ ñêëà
áåçêîøòîâíå
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Çàâäàííÿ äëÿ ïåðåâіðêè çíàíü 
çà êóðñ àëãåáðè 10 êëàñó

1. Äàíî . Ïîðіâíÿéòå:
1) і ;            2)  і .

2. ßêі ç ðіâíîñòåé є òîòîæíîñòÿìè:

1) ;     2) ;

3) ;  4) ?

3. Çíàéäіòü ïîõіäíó ôóíêöії:
1) ;      2) .

4. Îá÷èñëіòü:

1) ;             2) ;

3) ;          4) .

5. Ðîçâ’ÿæіòü ðіâíÿííÿ:

1) ;              2) .

6. Çíàéäіòü ïðîìіæêè ìîíîòîííîñòі, òî÷êè åêñòðåìóìó òà
åêñòðåìóìè ôóíêöії .

7. Ïîäàéòå ó âèãëÿäі ñòåïåíÿ:

1) ;         2) .

8. Äàíî: ; . Çíàéäіòü:

1) ;                2) .

9. Ñêëàäіòü ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà ôóíêöії
, ÿêà ïàðàëåëüíà äî ïðÿìîї .

1
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ÏÀÐÀËÅËÜÍІÑÒÜ 
ÏÐßÌÈÕ І ÏËÎÙÈÍ 

Ó ÏÐÎÑÒÎÐІ

Ó ÖÜÎÌÓ ÐÎÇÄІËІ ÌÈ

ïðèãàäàєìî àêñіîìè і îñíîâíі
ïîíÿòòÿ ïëàíіìåòðії;

äіçíàєìîñÿ ïðî àêñіîìè і îñ-
íîâíі ïîíÿòòÿ ñòåðåîìåòðії,
âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ і
ïëîùèí ó ïðîñòîðі; ïàðàëåëü-
íå ïðîåêòóâàííÿ òà éîãî âëà-
ñòèâîñòі, îçíàêè ìèìîáіæíîñòі
ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìîї
і ïëîùèíè, ïàðàëåëüíîñòі ïëî-
ùèí;

 íàâ÷èìîñÿ êëàñèôіêóâàòè
âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ,
ïðÿìèõ і ïëîùèí, ïëîùèí ó
ïðîñòîðі; âñòàíîâëþâàòè ïà-
ðàëåëüíіñòü ïðÿìèõ, ïðÿìîї і
ïëîùèíè, ïëîùèí; ìèìîáіæ-
íіñòü ïðÿìèõ; áóäóâàòè ïàðà-
ëåëüíі ïðîåêöії ôіãóð.

ÐÎÇÄІË 1

ÃÅÎÌÅÒÐІß
×ÀÑÒÈÍÀ II×ÀÑÒÈÍÀ II
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Øêіëüíèé êóðñ ãåîìåòðії ñêëàäà-
єòüñÿ ç  ïëàíі ìåòðії і ñòåðåîìåòðії.
Ó êóðñі ïëàíіìåòðії 7–9 êëàñіâ ìè
âèâ÷àëè âëàñòèâîñòі ïëîñêèõ ãåî-

ìåòðè÷íèõ ôіãóð, òîáòî ôіãóð, óñі òî÷êè ÿêèõ ëåæàòü â îäíіé 
ïëîùèíі (âіäðіçîê, êîëî, òðèêóòíèê òîùî).

Òåðìіí «ñòåðåîìåòðіÿ» ïîõîäèòü âіä ãðåö. «ñòåðåîñ» – ïðî-
ñòîðîâèé, «ìåòðåî» – ìіðÿòè.

Ó ñòåðåîìåòðії ðîçãëÿäàþòü ÿê âëàñòèâîñòі ôіãóð, âñі òî÷êè
ÿêèõ ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі, – ïëîñêèõ ôіãóð, òàê і âëàñòè-
âîñòі ôіãóð, ó ÿêèõ íå âñі òî÷êè ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі, –
ïðîñòîðîâèõ ôіãóð, ÿêі ùå íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íèìè òіëàìè.

Ó êóðñі ìàòåìàòèêè îñíîâíîї øêîëè ìè âæå îçíàéîìèëè-
ñÿ ç ãåîìåòðè÷íèìè òіëàìè – ïðÿìîêóòíèì ïàðàëåëåïіïåäîì,
êóáîì, ïіðàìіäîþ, öèëіíäðîì, êîíóñîì òà êóëåþ (ìàë. 1.1).
Ïðåäìåòè, ùî íàñ îòî÷óþòü, çàçâè÷àé ïîâòîðþþòü ôîðìó ïðî-
ñòîðîâèõ ôіãóð àáî їõ êîìáіíàöіé. Òîìó ãåîìåòðіÿ, çîêðåìà ñòå-
ðåîìåòðіÿ, ìàє і ïðèêëàäíå (ïðàêòè÷íå) çíà÷åííÿ. Ãåîìåòðè÷íі
çàäà÷і äîâîäèòüñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè â àðõіòåêòóðі òà áóäіâíèöòâі,
ãåîäåçії і ìàøèíîáóäóâàííі, іíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè é òåõíіêè.

       
     êóá      öèëіíäð      ïіðàìіäà      êîíóñ      êóëÿ

Ìàë. 1.1

Íà óðîêàõ ãåîìåòðії â 10–11 êëàñàõ ìè çíà÷íî ðîçøèðèìî
òà ïîãëèáèìî çíàííÿ ïðî ãåîìåòðè÷íі ôіãóðè â ïðîñòîðі.

Îñíîâíèìè (íåîçíà÷óâàíèìè, ïåð-
âіñíèìè) ïîíÿòòÿìè â ñòåðåîìåòðії
є ïîíÿòòÿ òî÷êè, ïðÿìîї і ї ïëîùèíè.

Íàãàäàєìî, ùî óÿâëåííÿ ïðî 
òî÷êó äàє, íàïðèêëàä, ñëіä íà ïàïåðі âіä äîòèêó äîáðå çàãî-
ñòðåíîãî îëіâöÿ, ñëіä íà äîøöі âіä äîòèêó êðåéäè òîùî. Ïî-
çíà÷àòè òî÷êè, ÿê і ðàíіøå, áóäåìî âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè 
ëіòåðàìè A, B, C, D, … .

ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ, АКСІОМИ СТЕРЕОМЕТРІЇ 
ТА НАЙПРОСТІШІ НАСЛІДКИ З НИХ§ 1. 

1. Ïðåäìåò 
ñòåðåîìåòðії

òåðåîìåòðіÿ – öå ðîçäіë ãåîìåòðії, ÿêèé âèâ÷àє âëà-
òèâîñòі ãåîìåòðè÷íèõ ôіãóð ó ïðîñòîðі.

ïëîùèí

Ò

Ñò
ñò

2. Îñíîâíі ïîíÿòòÿ 
ñòåðåîìåòðії
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Óÿâëåííÿ ïðî ïðÿìó äàє ïðîìіíü ñâіòëà, ñòðóíà íà ãіòàðі,
ðîçìіòêà ìіæ äâîìà ñìóãàìè ïðÿìîëіíіéíîї äîðîãè òîùî.
Ïðÿìі ìîæíà ïðîâîäèòè çà äîïîìîãîþ ëіíіéêè. Ïðè öüîìó
îòðèìóþòü çîáðàæåííÿ ëèøå ÷àñòèíè ïðÿìîї, à âñþ ïðÿìó
óÿâëÿþòü íåñêіí÷åííîþ â îáèäâà áîêè. Ïîçíà÷àòè ïðÿìі, ÿê і
ðàíіøå, áóäåìî ìàëèìè ëàòèíñüêèìè ëіòåðàìè a, b, c, d, …
àáî äâîìà âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëіòåðàìè çà íàçâàìè äâîõ
òî÷îê öієї ïðÿìîї: AB, CD, MN, … .

Óÿâëåííÿ ïðî ïëîùèíó äàє ïîâåðõíÿ
ñòîëà, ôóòáîëüíå ïîëå, âіêîííà øèáêà, ñòå-
ëÿ òîùî. Ïëîùèíó â ãåîìåòðії ââàæàþòü
ðіâíîþ òà íåîáìåæåíîþ, âîíà íå ìàє êðàþ
òà íå ìàє òîâùèíè. Íà ìàëþíêó ïëîùèíó
ïðèéíÿòî çîáðàæàòè ó âèãëÿäі ïàðàëåëî-
ãðàìà (ìàë. 1.2) àáî äîâіëüíîї çàìêíåíîї
îáëàñòі (ìàë. 1.3). Ïðè öüîìó îòðèìóþòü
çîáðàæåííÿ ëèøå ÷àñòèíè ïëîùèíè. Ïî-
çíà÷àòè ïëîùèíè ìîæíà ìàëèìè ãðåöüêè-
ìè ëіòåðàìè  (àëüôà),  (áåòà),  (ãàìà), ….

Îñíîâíі âëàñòèâîñòі íàéïðîñòіøèõ
ãåîìåòðè÷íèõ ôіãóð ó ñòåðåîìåòðії 
ôîðìóëþþòü çà äîïîìîãîþ àêñіîì.
Àêñіîìè є ïî÷àòêîâèìè іñòèííèìè

òâåðäæåííÿìè. Óñі àêñіîìè ïëàíіìåòðії, ÿêі âіäîìі íàì ç
7 êëàñó, ñïðàâäæóþòüñÿ і â ñòåðåîìåòðії. Íàãàäàєìî öі àêñіî-
ìè òà çàóâàæèìî, ùî êîëè ìîâà éäå ïðî «äâі òî÷êè» àáî «äâі
ïðÿìі», ââàæàєìî, ùî öі òî÷êè àáî ïðÿìі – ðіçíі.

Ìàë. 1.2

Ìàë. 1.3

3. Àêñіîìè 
ñòåðåîìåòðії

ßêà íå áóëà á ïðÿìà, іñíóþòü òî÷êè, ÿêі їé íàëå-
æàòü, і òî÷êè, ÿêі їé íå íàëåæàòü.
ІІ. ×åðåç áóäü-ÿêі äâі òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìó і
äî òîãî æ òіëüêè îäíó.
ІІІ. Ç òðüîõ òî÷îê íà ïðÿìіé îäíà і òіëüêè îäíà ëåæèòü 
ìіæ äâîìà іíøèìè.
ІV. Êîæíèé âіäðіçîê ìàє ïåâíó äîâæèíó, áіëüøó çà íóëü.
V. Äîâæèíà âіäðіçêà äîðіâíþє ñóìі äîâæèí ÷àñòèí, íà ÿêі
âіí ðîçáèâàєòüñÿ áóäü-ÿêîþ éîãî âíóòðіøíüîþ òî÷êîþ.
VІ. Êîæíèé êóò ìàє ïåâíó ãðàäóñíó ìіðó, áіëüøó çà 
íóëü. Ðîçãîðíóòèé êóò äîðіâíþє 180.
VІІ. Ãðàäóñíà ìіðà êóòà äîðіâíþє ñóìі ãðàäóñíèõ ìіð 
êóòіâ, íà ÿêі âіí ðîçáèâàєòüñÿ áóäü-ÿêèì ïðîìåíåì, ùî 
ïðîõîäèòü ìіæ éîãî ñòîðîíàìè.
VІІІ. Íà ïëîùèíі ÷åðåç òî÷êó, ùî íå ëåæèòü íà äàíіé 
ïðÿìіé, ìîæíà ïðîâåñòè ëèøå îäíó ïðÿìó, ïàðàëåëüíó 
äàíіé.

ð

І.
æ
ІІ
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Îñêіëüêè â ïëàíіìåòðії óñі ôіãóðè, ÿêі ìè ðîçãëÿäàëè, ëå-
æàëè â îäíіé ïëîùèíі, à â ñòåðåîìåòðії âîíè ìîæóòü ëåæàòè
â ðіçíèõ ïëîùèíàõ, îñòàííÿ àêñіîìà, ÿêó íàçèâàþòü àêñіî-
ìîþ ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìèõ, ïîòðåáóє óòî÷íåííÿ.

Íîâå ïîíÿòòÿ – ïëîùèíà – ïîòðåáóє ùå é ðîçøèðåííÿ ñèñ-
òåìè àêñіîì, òîáòî äîïîâíåííÿ ñòåðåîìåòðії àêñіîìàìè, ùî âі-
äîáðàæàþòü âëàñòèâîñòі òî÷îê, ïðÿìèõ і ïëîùèí ó ïðîñòîðі.

Òîìó ðîçãëÿíåìî íîâó ãðóïó àêñіîì – ãðóïó àêñіîì Ñ.

Íà ìàëþíêó 1.4 òî÷êè M і N íàëåæàòü ïëîùèíі  (ïëî-
ùèíà  ïðîõîäèòü ÷åðåç öі òî÷êè), à òî÷êè C, K і L – íå íà-
ëåæàòü öіé ïëîùèíі. Äëÿ çàïèñó, ÿê і ó ïëàíіìåòðії, áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè ñèìâîëè  і . Òîìó òâåðäæåííÿ «òî÷êà M
íàëåæèòü ïëîùèíі » ìîæíà çàïèñàòè òàê: , à «òî÷êà
C íå íàëåæèòü ïëîùèíі » – òàê: .

    

  Ìàë. 1.4            Ìàë. 1.5                Ìàë. 1.6

Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ïðÿìà íàëåæèòü ïëîùèíі, 
àáî ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó. Íà ìàëþíêó 1.5 òî÷êè 
C і D ïðÿìîї m íàëåæàòü ïëîùèíі , òîìó і ïðÿìà m, ùî ïðî-
õîäèòü ÷åðåç öі òî÷êè, íàëåæèòü ïëîùèíі . Äëÿ çðó÷íîñòі 
çàìіñòü «ïðÿìà m íàëåæèòü ïëîùèíі » áóäåìî ïèñàòè: 

. Çàïèñ  îçíà÷àòèìå, ùî ïðÿìà n íå íàëåæèòü
ïëîùèíі , òîáòî іñíóє òàêà òî÷êà ïðÿ-
ìîї n, ÿêà íå íàëåæèòü ïëîùèíі 
(ìàë. 1.6 òà ìàë. 1.7). Íà ìàëþíêó 1.6
ïðÿìà n і ïëîùèíà  ìàþòü îäíó ñïіëüíó
òî÷êó K. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî
ïðÿìà n ïåðåòèíàє ïëîùèíó  â òî÷öі K. 
Öå çàïèñóþòü òàê: .

Àêñіîìà ÑІІ ìàє ðіçíі ïðàêòè÷íі çàñòîñóâàííÿ. Îäíå ç íèõ – 
ïåðåâіðêà «ðіâíîñòі» ëіíіéêè. Іç öієþ ìåòîþ ëіíіéêó ïðèêëàäà-
þòü êðàєì, ÿêèé ïåðåâіðÿþòü, äî ïëîñêîї ïîâåðõíі, íàïðèêëàä
ñòîëó. ßêùî êðàé ëіíіéêè ðіâíèé, òî âіí óñіìà ñâîїìè òî÷êàìè

І. ßêà á íå áóëà ïëîùèíà, іñíóþòü òî÷êè, ÿêі їé íàëå-
æàòü, і ÿêі їé íå íàëåæàòü.

Òîìó

Í

ÑІ
æ

ІІ. ßêùî äâі òî÷êè ïðÿìîї íàëåæàòü ïëîùèíі, òî âñі 
î÷êè ïðÿìîї íàëåæàòü öіé ïëîùèíі.

C íå íà

ÑІ
òî

Ìàë. 1.7
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ïðèëÿãàє äî ïîâåðõíі ñòîëó. ßêùî æ êðàé íåðіâíèé, òî â äå-
ÿêèõ ìіñöÿõ ìіæ íèì і ïîâåðõíåþ ñòîëó óòâîðþєòüñÿ ïðîñâіò.

ßêùî ÷åðåç ïðÿìó m ïðîõîäèòü äâі ðіçíі ïëîùèíè  і , 
òî êàæóòü, ùî ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé m
(ìàë. 1.8), і çàïèñóþòü òàê: .

          Ìàë. 1.8                     Ìàë. 1.9

Íà ìàëþíêó 1.8 ïëîùèíè  і  ìàþòü ñïіëüíó òî÷êó Ð, 
òîáòî Ð íàëåæèòü ÿê ïëîùèíі , òàê і ïëîùèíі . Àêñіîìà ÑІІІ
ñòâåðäæóє, ùî òîäі ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé
m, ïðè÷îìó òî÷êà Ð, â ñâîþ ÷åðãó, íàëåæàòèìå öіé ïðÿìіé m.

Ïðàêòè÷íîþ іëþñòðàöієþ öієї àêñіîìè є, íàïðèêëàä, ñòіé-
êіñòü íà ïіäëîçі áóäü-ÿêîї òðèíîãè (òàáóðåòà íà òðüîõ íіæêàõ,
ôîòîøòàòèâà òîùî). Òðè òî÷êè A, B, C, ÿêі є êіíöÿìè òðèíî-
ãè, çàâæäè ìîæíà ðîçìіñòèòè ó ïëîùèíі ïіäëîãè  (ìàë. 1.9),
òàêó ïëîùèíó íàçèâàþòü òðüîìà її òî÷êàìè – ïëîùèíîþ ABC
і ïîçíà÷àþòü (ABC(( ). ßêùî æ óçÿòè ÷îòèðè äîâіëüíі òî÷êè, òî
÷åðåç íèõ ìîæå íå ïðîõîäèòè æîäíà ïëîùèíà. Ïðàêòè÷íîþ
іëþñòðàöієþ öüîãî ôàêòó ìîæå ñòàòè ñòіëåöü, íіæêè ÿêîãî
ðіçíі çà äîâæèíîþ. Òîäі ñòіëåöü áóäå ñòîÿòè íà òðüîõ íіæêàõ,
òîáòî ñïèðàòèñÿ íà òðè òî÷êè ïëîùèíè ïіäëîãè, à êіíåöü ÷åò-
âåðòîї íіæêè (÷åòâåðòà «òî÷êà») íå áóäå ëåæàòè ó öіé ïëîùè-
íі і òîìó ñòіëåöü áóäå õèòàòèñÿ.

ІІІ. ßêùî äâі ïëîùèíè ìàþòü ñïіëüíó òî÷êó, òî âîíè ïå-
åòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó.

(ìàë. 1

ÑІ
ðå

ІV. ×åðåç áóäü-ÿêі òðè òî÷êè, ùî íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿ-
іé, ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó, і äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

m, ïðè÷

Ï

ÑІ
ì

å î ð å ì à  1  (ïðî іñíóâàííÿ і єäè-
іñòü ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷å-

ðåç ïðÿìó і òî÷êó, ùî їé íå íàëå-
æèòü). ×åðåç ïðÿìó і òî÷êó, ùî їé 
íå íàëåæèòü, ìîæíà ïðîâåñòè ïëî-
ùèíó, і äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

óäå õèòàò

Ò
íі
ðå

4. Íàéïðîñòіøі 
íàñëіäêè ç àêñіîì 
ñòåðåîìåòðії
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó a і òî÷êó M, M  a
(ìàë. 1.10). 1) Ïîçíà÷èìî íà ïðÿìіé a äîâіëüíі òî÷êè C і D. 
Òî÷êè C, D і M íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé, òîìó ÷åðåç íèõ
çà àêñіîìîþ ÑIV ìîæíà ïðîâåñòè ïëî-
ùèíó . Òî÷êè C і D ëåæàòü ó ïëîùè-
íі , à òîìó çà àêñіîìîþ ÑII âñÿ ïðÿ-
ìà a íàëåæèòü ïëîùèíі . Îòæå,
ïëîùèíà  ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó a і
òî÷êó M.
2) Äîâåäåìî, ùî òàêà ïëîùèíà єäèíà. Ïðèïóñòèìî, ùî ÷å-
ðåç ïðÿìó a і òî÷êó M ïðîõîäèòü ùå ÿêàñü ïëîùèíà 1. Àëå 
òîäі öÿ ïëîùèíà ìàє ïðîõîäèòè і ÷åðåç òî÷êè C і D, ùî ëå-
æàòü íà ïðÿìіé a. Ìàєìî, ùî ÷åðåç òî÷êè C, D і M, ÿêі íå 
ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé, ïðîõîäÿòü äâі ðіçíі ïëîùèíè,  і 
1, ùî ñóïåðå÷èòü àêñіîìі ÑIV.
Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, à òîìó ÷åðåç ïðÿìó a і òî÷-
êó M, ùî їé íå íàëåæèòü, ïðîõîäèòü єäèíà ïëîùèíà . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìі a і b,
ïðè÷îìó a  b  C (ìàë. 1.11). Ïîçíà-
÷èìî íà ïðÿìіé b òî÷êó M, à íà ïðÿ-
ìіé a – òî÷êó D, îáèäâі âіäìіííі âіä
òî÷êè C. Ìàєìî òðè òî÷êè M, C і D, ÿêі
íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé, à òîìó äàëі äîâåäåííÿ àíàëî-
ãі÷íі äî äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüîї òåîðåìè. Ïðîïîíóєìî çàâåð-
øèòè éîãî ñàìîñòіéíî. 
Ç àêñіîìè ÑIV òà òåîðåì 1 і 2 âèïëèâàє, ùî ïëîùèíó ìîæíà 

çàäàâàòè:
1) òðüîìà òî÷êàìè, ùî íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé;
2) ïðÿìîþ і òî÷êîþ, ùî їé íå íàëåæèòü;
3) äâîìà ïðÿìèìè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ.
Ùå îäèí ñïîñіá çàäàííÿ ïëîùèíè ðîçãëÿíåìî ïіçíіøå.

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî ÷åðåç òðè òî÷êè, ÿêі ëåæàòü íà îäíіé 
ðÿìіé, ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó. Ñêіëüêè іñíóє òàêèõ ïëîùèí?
Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé òî÷êè A, B і C ëåæàòü íà îäíіé ïðÿ-
ìіé – ïðÿìіé a (ìàë. 1.12). 1) Çà àêñіîìîþ 1 іñíóє òî÷êà, ùî 
ïðÿìіé a íå íàëåæèòü, íàçâåìî її M1. Çà òåîðåìîþ 1 ÷åðåç
ïðÿìó a і òî÷êó M1 ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó, íàçâåìî її 1. 
Âîíà ïðîõîäèòèìå ÷åðåç òðè äàíі òî÷êè.

Ìàë. 1.10

Ìàë. 1.11

Ò å î ð å ì à  2  (ïðî іñíóâàííÿ і єäèíіñòü ïëîùèíè, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ). ×åðåç 
äâі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùè-
íó, і äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

Çàäà÷à 1.  
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2) Çà àêñіîìîþ ÑІ іñíóþòü òî÷êè, ÿêі íå 
íàëåæàòü ïëîùèíі 1. Ðîçãëÿíåìî òî÷-
êó M2, ÿêà íå íàëåæèòü ïëîùèíі 1, à
òîìó íå íàëåæèòü і ïðÿìіé a, îñêіëüêè

. Òîäі ÷åðåç ïðÿìó a і òî÷êó M2
ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó 2. Öÿ ïëî-
ùèíà òàêîæ, ÿê і ïëîùèíà 1, ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òðè äàíі òî÷êè.
Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ìîæíà äіéòè âèñ-
íîâêó, ùî іñíóє áåçëі÷ ïëîùèí, ÿêі ïðî-
õîäÿòü ÷åðåç òðè òî÷êè, ùî ëåæàòü íà
îäíіé ïðÿìіé.
Â і ä ï î â і ä ü. Áåçëі÷.

Çàäà÷à 2. Äàíî ïëîùèíó  і ïàðàëåëîãðàì ABCD. ×è ìîæå
ïëîùèíі  íàëåæàòè:
1) òіëüêè îäíà âåðøèíà ïàðàëåëîãðàìà;
2) òіëüêè äâі âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà;
3) òіëüêè òðè âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ó âèïàäêàõ 1) і 2) ìîæå (ìàë. 1.13 òà 1.14).

          

   Ìàë. 1.13         Ìàë. 1.14             Ìàë. 1.15

3) Ïðèïóñòèìî, ùî òðè âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà A, B і D íàëå-
æàòü ïëîùèíі , à âåðøèíà C – íі (ìàë. 1.15). Ïðîâåäåìî äіà-
ãîíàëі ïàðàëåëîãðàìà AC і BD. Íåõàé O – òî÷êà їõ ïåðåòèíó.
Îñêіëüêè  і , òî , à òîìó . Îñêіëüêè

 і , òî . Àëå C  AO, òîìó C  . Ìàєìî, ùî
âñі ÷îòèðè âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà íàëåæàòü ïëîùèíі  ùî
ñóïåðå÷èòü óìîâі. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, à òîìó
òіëüêè òðè іç ÷îòèðüîõ âåðøèí ïàðàëåëîãðàìà ABCD íå ìî-
æóòü íàëåæàòè ïëîùèíі .
Â і ä ï î â і ä ü. 1) Òàê; 2) òàê; 3) íі.

Îñêіëüêè ìè âæå çíàєìî äåÿêі âі-
äîìîñòі ïðî ïðÿìîêóòíèé ïàðàëå-
ëåïіïåä, êóá і ïіðàìіäó, ðîçãëÿíåìî
êіëüêà çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèõ ç öèìè
ôіãóðàìè.

Ìàë. 1.12

Çàäà÷à 2.  

5. Íàéïðîñòіøі çàäà÷і 
ç ãåîìåòðè÷íèìè 
òіëàìè
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Çàäà÷à 3. Íà ìàëþíêó 1.16 çîáðàæåíî ïðÿìîêóòíèé ïàðà-
ëåëåïіïåä ABCDA1B1C1D1.
1) ×è íàëåæèòü òî÷êà C1 ïëîùèíі CDD1? 
2) Ó ÿêіé òî÷öі ïðÿìà AB ïåðåòèíàє ïëîùèíó 
B1C1C?
3) ßêà ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó B і
ïðÿìó CD? 
4) Ïî ÿêіé ïðÿìіé ïåðåòèíàþòüñÿ ïëîùèíè
ABC і A1B1B?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ãðàíü ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïіïåäà
CDD1C1 íàëåæèòü ïëîùèíі CDD1. Òîìó òî÷êà C1 íàëåæèòü 
öіé ïëîùèíі.
2) Îñêіëüêè B  AB і B  (B1C1C), òî AB  (B1C1C)  B.
3) ×åðåç òî÷êó B і ïðÿìó CD ïðîõîäèòü ïëîùèíà BCD. 
4) Îñêіëüêè AB  ( ABC(( ) і AB  ( A(( 1B1B), òî (ABC(( )  (A(( 1B1B)  AB. 
Â і ä ï î â і ä ü. 1) Òàê;   2) B;   3) (BCD);   4) AB.

Çàäà÷à 4. Íà ìàëþíêó 1.17 çîáðàæåíî òðèêóòíó ïіðàìіäó
ABCD. Óêàæіòü:
1) óñі ïëîùèíè, ÿêèì íàëåæèòü ïðÿìà KL; 
2) òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìîї BN ç ïëîùèíîþ CAD; 
3) ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí DKB і ABC.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ.
1) KL  (ACD(( ), KL  (DLB). 
2) Îñêіëüêè L  BN і L  (CAD),
òî BN  (CAD)  L.
3) Îñêіëüêè LB  (DKB) і LB  (ABC(( ),
òî (DKB)  (ABC(( )  LB.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) (ACD( ), (DLB); 2) L; 3) LB.

Çàäà÷à 3.

Ìàë. 1.16

Çàäà÷à 4.

Ìàë. 1.17

Äàâíüîãðåöüêèé ó÷åíèé Åâêëіä ó ñâîїé âè-
äàòíіé ïðàöі «Íà÷àëà» çіáðàâ і óçàãàëü-
íèâ äîñâіä ãðåöüêèõ ìàòåìàòèêіâ. Áóëè 

Åâêëіäó é àêñіîìè ñòåðåîìåòðії, ÿêі ìè ðîçãëÿíóëè â
ïàðàãðàôі. Òàê, íàïðèêëàä, àêñіîìó ÑІІ Åâêëіä ñôîðìó-
òàê: «×àñòèíè ïðÿìîї ëіíії íå ìîæóòü ëåæàòè îäíà

ëîùèíîþ, à іíøà – ó ñàìіé ïëîùèíі», à àêñіîìó ÑІІІ –
òàê: «Äâі ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé ëіíії».

Áåçñóìíіâíî, «Íà÷àëà» Åâêëіäà âæå ïîíàä äâà òèñÿ÷îëіòòÿ
ñëóãóþòü çðàçêîì äåäóêòèâíîї ïîáóäîâè ãåîìåòðії. Îäíàê ìà-
òåìàòèêè âïðîäîâæ ñòîðі÷ íàãîëîøóâàëè íà îñíîâíîìó íåäî-
ëіêó åâêëіäîâèõ àêñіîì – їõ íåïîâíîòі, òîáòî íåäîñòàòíîñòі
їõ äëÿ ÷іòêîї ëîãі÷íîї ïîáóäîâè ãåîìåòðії, çà ÿêîї êîæíå òâåð-
äæåííÿ ìàє áóòè ëîãі÷íî âèâåäåíå ç àêñіîì òà äîâåäåíèõ ðà-
íіøå òâåðäæåíü.íі

ììì
ãóã

òàê
ÁåÁÁ

ò
ë

æ
їõõ
іê
åòòò

ëñëëë
Á
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ë
їїїõ 
ä
їõ õ õ
äæäæää

ÀÀ å ðàÀ àíÀÀ ðàð ííð
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
1.1. Íàìàëþéòå ïëîùèíó , òî÷êó M, ùî íàëåæèòü öіé
ïëîùèíі, òà òî÷êó N, ÿêà öіé ïëîùèíі íå íàëåæèòü. Çà-
ïèøіòü âіäïîâіäíі òâåðäæåííÿ çà äîïîìîãîþ ñèìâîëіâ.

1.2. Íàìàëþéòå ïëîùèíó  òà ïðÿìó a, ùî їé íàëåæèòü. Çà-
ïèøіòü âіäïîâіäíå òâåðäæåííÿ çà äîïîìîãîþ ñèìâîëіâ.

1.3. Äàíî ïðÿìó m, ùî íàëåæèòü ïëîùèíі . Âèêîíàéòå ìà-
ëþíîê òà ïîçíà÷òå íà íüîìó òî÷êè A і B, ÿêі íàëåæàòü
ïëîùèíі , àëå íå íàëåæàòü ïðÿìіé m.

1.4. Òî÷êè  A і B íàëåæàòü ïëîùèíі . Âèêîíàéòå ìàëþíîê òà
ïîçíà÷òå íà íüîìó òî÷êó C, ÿêà íàëåæèòü ïëîùèíі , àëå
íå íàëåæèòü ïðÿìіé AB, òà òî÷êó K, ÿêà íå íàëåæèòü
ïëîùèíі .

1.5. Íàìàëþéòå ïëîùèíó  òà ïðÿìó a, ùî ïåðåòèíàє її ó òî÷-
öі M. Ñêіëüêè òî÷îê ïðÿìîї a ëåæèòü ó ïëîùèíі ?

Óïðîäîâæ ñòîëіòü ìàòåìàòèêè âäàâà-
ëèñÿ äî ñïðîá äåäóêòèâíîї ïîáóäîâè ãåî-
ìåòðії, çàâåðøèâñÿ öåé ïðîöåñ ëèøå
íàïðèêіíöі XIX ñò. çàâäÿêè ðîáîòàì ìà-
òåìàòèêіâ Ì. Ïàøà, Äæ. Ïåàíî, Äæ. Âå-
ðîíåçå, Ì. Ïієðі, і â ïåðøó ÷åðãó çàâäÿêè
âèäàòíîìó íіìåöüêîìó ìàòåìàòèêó Äà-
âèäó Ãіëüáåðòó. Ó ñâîїé êëàñè÷íіé ïðàöі
«Îñíîâè ãåîìåòðії» (1899) Ãіëüáåðò ñêîí-
ñòðóþâàâ àêñіîìàòèêó ãåîìåòðії òàêèì
÷èíîì, ùî ëîãі÷íà ñòðóêòóðà ãåîìåòðії 
ñòàëà àáñîëþòíî ïðîçîðîþ. Òàê, íàïðè-
êëàä, Ãіëüáåðò íå äàâ ïðÿìîãî îçíà÷åííÿ
îñíîâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’єêòіâ: òî÷êè,
ïðÿìîї, ïëîùèíè. Òå, ùî íåîáõіäíî çíàòè ïðî öі îá’єêòè, âіí
âèêëàâ â àêñіîìàõ, ÿêі є, ïî ñóòі, їõ íåïðÿìèìè îçíà÷åííÿìè.

Ñåðåä àêñіîì Ãіëüáåðòà є é àêñіîìè ñòåðåîìåòðії. Íàïðè-
êëàä, îäíó ç àêñіîì öüîãî ïàðàãðàôà Ãіëüáåðò ñôîðìóëþâàâ
òàê: «ßêùî òî÷êè A і B ïðÿìîї à ëåæàòü â ïëîùèíі , òî 
áóäü-ÿêà òî÷êà öієї ïðÿìîї ëåæèòü â ïëîùèíі ».

Ä. Ãіëüáåðò
(1862–1943)

 Що таке стереометрія?  Які фігури називають плоскими,
 які – просторовими? Наведіть приклади плоских і просторо-

вих фігур.  На звіть основні поняття стереометрії.  Як зобра-
жають та позначають площини у стереометрії?  Сформулюйте
аксіо ми стереометрії.  Сформулюйте й доведіть найпростіші
наслідки з аксіом стереометрії.

ааааааааа аааааа
вввввввввв

111
ïï
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1.6. (Óñíî). ßêі ç òâåðäæåíü іñòèííі:
1) áóäü-ÿêі äâі òî÷êè çàâæäè íàëåæàòü îäíіé ïðÿìіé;
2) áóäü-ÿêі òðè òî÷êè çàâæäè íàëåæàòü îäíіé ïðÿìіé;
3) áóäü-ÿêі òðè òî÷êè çàâæäè íàëåæàòü îäíіé ïëîùèíі;
4) áóäü-ÿêі ÷îòèðè òî÷êè çàâæäè íàëåæàòü îäíіé ïëîùèíі?

1.7. Íà ìàëþíêó 1.18 çîáðàæåíî êóá ABCDA1B1C1D1.
1) ×è íàëåæèòü òî÷êà C ïëîùèíі ABD?
2) ×è íàëåæèòü òî÷êà B ïëîùèíі DCC1?
3) Ó ÿêіé òî÷öі ïðÿìà AA1 ïåðåòèíàє ïëî-
ùèíó ABC?
4) Óêàæіòü äåÿêó ïðÿìó, ùî ïåðåòèíàє 
ïëîùèíó AA1B.
5) ßêà ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó B
і ïðÿìó C1C?
6) Óêàæіòü äåÿêó ïðÿìó, ùî íàëåæèòü 
ïëîùèíі A1B1C1.

1.8. Íà ìàëþíêó 1.19 çîáðàæåíî òðèêóòíó ïіðàìіäó SABC, 
òî÷êó M, ùî íàëåæèòü ðåáðó AB, òà òî÷êó N, ùî íàëå-
æèòü ðåáðó SC.
1) ×è íàëåæèòü òî÷êà M ïëîùèíі ABC?
2) ×è íàëåæèòü òî÷êà B ïëîùèíі SAC?
3) Ó ÿêіé òî÷öі ïðÿìà SB ïåðåòèíàє ïëî-
ùèíó ABC?
4) Óêàæіòü äåÿêó ïðÿìó, ùî ïåðåòèíàє
ïëîùèíó SBC.
5) ßêà ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó N
і ïðÿìó SA?
6) Óêàæіòü äåÿêó ïðÿìó, ùî íàëåæèòü ïëîùèíі SAB.

1.9. (Óñíî). ×è ìîæóòü äâі ðіçíі ïëîùèíè ìàòè ëèøå:
1) îäíó ñïіëüíó òî÷êó;         2) äâі ñïіëüíі òî÷êè;
3) òðè ñïіëüíі òî÷êè;           4) 2010 ñïіëüíèõ òî÷îê?

1.10. ×è ìîæóòü ïðÿìà і ïëîùèíà ìàòè ëèøå:
1) îäíó ñïіëüíó òî÷êó;         2) äâі ñïіëüíі òî÷êè;
3) òðè ñïіëüíі òî÷êè;           4) 999 ñïіëüíèõ òî÷îê?

1.11. Íà ìàëþíêó 1.19 çîáðàæåíî òðèêóòíó ïіðàìіäó SABC. 
Óêàæіòü:
1) ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí ASB і SMC;
2) ïëîùèíó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìі BN іN SC.

1.12. Íà ìàëþíêó 1.18 çîáðàæåíî êóá ABCDA1B1C1D1. Óêàæіòü:
1) ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí DD1C1 і ABD;
2) ïëîùèíó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìі A1B і AB1.

Ìàë. 1.18

Ìàë. 1.19
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1.13. (Óñíî). ×è îäíàêîâі çà çìіñòîì òâåðäæåííÿ «ïðÿìà íà-
ëåæèòü ïëîùèíі» і «ïðÿìà é ïëîùèíà ìàþòü ñïіëüíó
òî÷êó»? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.14. Âіäîìî, ùî ÷åðåç òðè äàíі òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè ïðè-
íàéìíі äâі ïëîùèíè.
1) ßêå âçàєìíå ðîçìіùåííÿ öèõ òî÷îê?
2) Ñêіëüêè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç öі òðè òî÷êè?

1.15. Âіäîìî, ùî ÷åðåç äàíі ïðÿìó і òî÷êó ìîæíà ïðîâåñòè 
ïðèíàéìíі äâі ïëîùèíè.
1) ßêå âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї і òî÷êè?
2) Ñêіëüêè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç öі ïðÿìó і òî÷êó?

. Äàíî äâі ïðÿìі, ÷åðåç ÿêі íå ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó.
×è ìîæóòü öі ïðÿìі ïåðåòèíàòèñÿ? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.17. Äàíî äâі ïëîùèíè, ÿêі íå ïåðåòèíàþòüñÿ. ×è ìîæóòü öі 
ïëîùèíè ìàòè ñïіëüíó òî÷êó? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.18. Ïëîùèíè  і  ìàþòü ñïіëüíі òî÷êè A, B і C.
1) ×è ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî  і  çáіãàþòüñÿ?
2) Ó ÿêîìó âèïàäêó ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî  і  çáі-
ãàþòüñÿ?

1.19. (Óñíî). ×îìó ìîòîöèêë ç êîëÿñêîþ ñòîїòü íà äîðîçі ñòіéêî,
à äëÿ ìîòîöèêëà áåç êîëÿñêè ïîòðіáíà äîäàòêîâà îïîðà?

. ×îìó íåçàìêíåíі äâåðі âіä÷èíÿþòüñÿ, à çàìêíåíі äâåðі 
íåðóõîìі?

1.21. Ïðÿìі AB і CD ïåðåòèíàþòüñÿ. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìі AC і
BD ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі.

1.22. ×åðåç ïðÿìі AB і AC ïðîâåäåíî ïëîùèíó. Äîâåäіòü, ùî
öіé ïëîùèíі íàëåæèòü ìåäіàíà AM òðèêóòíèêà ABC.

1.23. Äîâåäіòü, ùî ÷åðåç áóäü-ÿêó ïðÿìó і òî÷êó ìîæíà ïðî-
âåñòè ïëîùèíó. Ðîçãëÿíüòå äâà âèïàäêè.

1.24. Äîâåäіòü, ùî ÷åðåç áóäü-ÿêі òðè òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè 
ïëîùèíó. Ðîçãëÿíüòå äâà âèïàäêè.

1.25. Òðè ïðÿìі, ÿêі ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó P, ïåðåòèíàþòü
ïðÿìó a âіäïîâіäíî â òî÷êàõ A, B і C. Äîâåäіòü, ùî òî÷êè
A, B, C і P ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі.

1.26. Ïðÿìі AB і AC ïåðåòèíàþòü ïðÿìó a â òî÷êàõ M і N
âіäïîâіäíî. Äîâåäіòü, ùî òî÷êè A, B, C, M і N ëåæàòü â
îäíіé ïëîùèíі.

1.27. Ïðÿìà a ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð êîëà. ×è ìîæíà ñòâåð-
äæóâàòè, ùî ïðÿìà ïåðåòèíàє êîëî? Âèêîíàéòå âіäïîâіä-
íèé ìàëþíîê.
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1.28. Ïðÿìà b ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòðè âïèñàíîãî і îïèñà-
íîãî êіë òðèêóòíèêà ABC. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî 
ïðÿìà b íàëåæèòü ïëîùèíі ABC?

1.29. Ïðÿìà c ïåðåòèíàє ñòîðîíè AB і AC òðèêóòíèêà ABC. 
×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðÿìà c íàëåæèòü ïëîùè-
íі ABC?

1.30. Íà ìàëþíêó 1.20 çîáðàæåíî òðèêóòíó ïіðàìіäó DABC. 
Óêàæіòü:
1)  ïëîùèíè, ÿêèì íàëåæàòü ïðÿìі TE, MN, DB, AB, EC

(âðàõîâóéòå âñі ìîæëèâі âèïàäêè);
2)  òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìîї DN ç ïëîùèíîþ ABC; ïðÿìîї 

CE іç ïëîùèíîþ ABD;
3)  òî÷êè, ùî íàëåæàòü ÿê ïëîùèíі ADB, òàê і ïëîùè-

íі ABC;
4)  ïðÿìó, ïî ÿêіé ïåðåòèíàþòüñÿ ïëîùèíè DTC і ABC.

         Ìàë. 1.20                    Ìàë. 1.21

1.31. Íà ìàëþíêó 1.21 çîáðàæåíî ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä
ABCDA1B1C1D1. Óêàæіòü:
1)  òî÷êè, ùî íàëåæàòü ÿê ïëîùèíі DCC1, òàê і ïëîùè-

íі BTB1;
2)  óñі ïëîùèíè, ÿêèì íàëåæèòü ïðÿìà DL;
3) òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìîї KM іç ïëîùèíîþ ABC; ïðÿìîї 

BN іç ïëîùèíîþ A1B1C1;
4)  ïðÿìó, ïî ÿêіé ïåðåòèíàþòüñÿ ïëîùèíè NB1C1 і ABC.

1.32. (Óñíî). ßê çà äîïîìîãîþ äâîõ íèòîê ñòîëÿð ìîæå ïåðå-
âіðèòè, ÷è ëåæàòü êіíöі ÷îòèðüîõ íіæîê ñòîëà (àáî ñòіëü-
öÿ) â îäíіé ïëîùèíі?

1.33. Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðÿìà a íàëåæèòü ïëî-
ùèíі  і ïåðåòèíàє ïëîùèíó  â òî÷öі A. Ïðÿìà b íàëå-
æèòü ïëîùèíі  і ïåðåòèíàє ïëîùèíó  â òî÷öі B. Äîâå-
äіòü, ùî AB – ïðÿìà ïåðåòèíó ïëîùèí  і .

1.34. Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé c. Ïðÿìà a íà-
ëåæèòü ïëîùèíі  і ïåðåòèíàє ïëîùèíó . ×è ïåðåòèíà-
þòüñÿ ïðÿìі a і c? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.
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1.35. Òî÷êà M íå íàëåæèòü ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC. Äîâå-
äіòü, ùî ïðÿìі MA і BC íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

1.36. Äàíî ïðÿìó l і òî÷êó P, ùî їé íå íàëåæèòü. Òî÷êà K íå
ëåæèòü ó ïëîùèíі, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó l і òî÷êó
P. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìі l і PK íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

1.37. (Óñíî). ×è îäíàêîâі çà çìіñòîì òâåðäæåííÿ «ïðÿìі a і b
íàëåæàòü ðіçíèì ïëîùèíàì» і «ïðÿìі a і b íå íàëåæàòü
îäíіé ïëîùèíі»? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.38. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 1.22).
1) Ïåðåìàëþéòå ìàëþíîê ó çîøèò òà ïîáóäóéòå òî÷êó ïå-

ðåòèíó ïðÿìîї KL іç ïëîùèíîþ ABC òà òî÷êó ïåðåòèíó
ïðÿìîї KL іç ïëîùèíîþ A1B1C1. Ïîáóäîâó îáґðóíòóéòå.

2) Çà ÿêîї óìîâè âêàçàíі òî÷êè ïîáóäóâàòè íåìîæëèâî?

          

        Ìàë. 1.22          Ìàë. 1.23          Ìàë. 1.24

1.39. PABC – òðèêóòíà ïіðàìіäà (ìàë. 1.23).
1) Ïåðåìàëþéòå ìàëþíîê ó çîøèò òà ïîáóäóéòå òî÷êó ïåðå-
òèíó ïðÿìîї MN іç ïëîùèíîþN ABC. Ïîáóäîâó îáґðóíòóéòå.
2) Çà ÿêîї óìîâè âêàçàíó òî÷êó ïîáóäóâàòè íåìîæëèâî?

1.40. Äâі âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà òà òî÷êà ïåðåòèíó éîãî äіàãî-
íàëåé íàëåæàòü ïëîùèíі . ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äâі
іíøі âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà òàêîæ íàëåæàòü ïëîùèíі ?

1.41. Âåðøèíà A îïóêëîãî ïëîñêîãî ÷îòèðèêóòíèêà íàëå-
æèòü ïëîùèíі  (ìàë. 1.24), à âåðøèíè B, C і D íå íàëå-
æàòü öіé ïëîùèíі. Ïðÿìі CB і CD ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó
 âіäïîâіäíî â òî÷êàõ M і N. ×è ïðàâèëüíî âèêîíàíî
ìàëþíîê 1.24? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.42. Âåðøèíà D ïëîñêîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD íàëåæèòü
ïëîùèíі , à âñі іíøі âåðøèíè – їé íå íàëåæàòü. Ïðÿìі
BC і AC ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  âіäïîâіäíî â òî÷êàõ K і
L. Äîâåäіòü, ùî òî÷êè K, L і D ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé.

1.43. PABC – òðèêóòíà ïіðàìіäà (ìàë. 1.23). Ïðÿìà MN íå
ïàðàëåëüíà ïðÿìіé BC. Ïåðåìàëþéòå ìàëþíîê ó çîøèò
òà ïîáóäóéòå ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí AMN і ABC. Ïîáó-
äîâó îáґðóíòóéòå.
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1.44. ABCDA1B1C1D1 – ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä (ìàë. 1.22).
Ïðÿìà KL íå ïàðàëåëüíà ïðÿìіé AD. Ïåðåìàëþéòå ìàëþ-
íîê ó çîøèò òà ïîáóäóéòå ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí KLC і 
ABC. Ïîáóäîâó îáґðóíòóéòå.

45. 1) Íåõàé A, B, C – òðè òî÷êè ïðîñòîðó. Äîâåäіòü äëÿ 
ïðîñòîðó íåðіâíіñòü AB J BC + CA.
2) Ñêіëüêè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êè M, N іN
P, ÿêùî MN  0,5 äì, NP  40 ìì, MP  8 ñì?

1.46. Ñêіëüêè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êè K, L і M, 
ÿêùî KL  5 ñì, LM  110 ìì, KM  0,6 äì?

1.47. Êîæíà ç òðüîõ ïðÿìèõ ïåðåòèíàєòüñÿ іç äâîìà іíøèìè.
Ñêіëüêè ðіçíèõ ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç äàíі ïðÿ-
ìі, âçÿòі ïîïàðíî? Óêàæіòü і îáґðóíòóéòå âñі ìîæëèâі
âèïàäêè.

1.48. Îñíîâè òðüîõ áіñåêòðèñ òðèêóòíèêà íàëåæàòü ïëîùè-
íі . ×è íàëåæàòü ïëîùèíі  âåðøèíè òðèêóòíèêà? Âіä-
ïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.49. Ñåðåäèíè òðüîõ ñòîðіí òðèêóòíèêà íàëåæàòü ïëîùèíі . 
×è íàëåæàòü ïëîùèíі  âåðøèíè òðèêóòíèêà? Âіäïîâіäü
îáґðóíòóéòå.

1.50. Îñíîâè òðüîõ âèñîò òðèêóòíèêà íàëåæàòü ïëîùèíі . 
×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïëîùèíі  íàëåæàòü і âåð-
øèíè òðèêóòíèêà?

òò âà ìàòåìàòèêà
1.51. Âіäíîøåííÿ âèñîòè äî øèðèíè
åêðàíà ìîíіòîðà äîðіâíþє 9 : 16. Äіàãî-
íàëü åêðàíà ìîíіòîðà äîðіâíþє 40 äþé-
ìіâ. Çíàéäіòü øèðèíó åêðàíà â ñàíòè-
ìåòðàõ.

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
1.52. Íà ïëîùèíі äàíî ïðÿìó m і òî÷êó A, ùî öіé ïðÿìіé íå 

íàëåæèòü. Ñêіëüêè ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ ïðÿìіé m, ìîæíà
ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó A?

1.53. ABCD – ïàðàëåëîãðàì. Ó ïëîùèíі ïàðàëåëîãðàìà ïðîâå-
äåíî ïðÿìó KL, ïàðàëåëüíó BC. Äîâåäіòü, ùî .
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ßê âіäîìî ç êóðñó ïëàíіìåòðії, äëÿ
äâîõ ïðÿìèõ íà ïëîùèíі є ëèøå 
äâà âèïàäêè âçàєìíîãî ðîçìіùåí-

íÿ: âîíè àáî ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî ïàðàëåëüíі. Îñêіëüêè â ïðî-
ñòîðі іñíóþòü ïëîùèíè і ó öèõ ïëîùèíàõ ñïðàâäæóþòüñÿ
ïëàíіìåòðè÷íі âëàñòèâîñòі, òî çãàäàíі ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ
çáåðіãàþòüñÿ òàêîæ і ó ïðîñòîðі.

Ïðîòå ó ïðîñòîðі ìîæëèâèé ùå îäèí âèïàäîê ðîçìіùåí-
íÿ ïðÿìèõ. Ðîçãëÿíåìî êóá (ìàë. 2.1). Ïðÿìі AD і D1C1 íå
ìàþòü ñïіëüíèõ òî÷îê і íå ïàðàëåëüíі. Ó òàêîìó âèïàäêó êà-
æóòü, ùî äâі ïðÿìі íå ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі, òîáòî íå іñíóє
æîäíîї ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèëà á ÷åðåç îáèäâі öі ïðÿìі.

Íà ìàëþíêó 2.1 ïðÿìі AD і D1C1 – ìèìîáіæíі. Íàî÷íå óÿâ-
ëåííÿ ïðî ìèìîáіæíі ïðÿìі äàþòü äâі äîðîãè, îäíà ç ÿêèõ
ïðîõîäèòü ïî ìîñòó, à іíøà ïіä ìîñòîì (ìàë. 2.2).

      

         Ìàë. 2.1                    Ìàë. 2.2

Íàãàäàєìî, ùî ïëàíіìåòðіÿ – öå ãåîìåòðіÿ íà ïëîùèíі,
à, îòæå, óñі ôіãóðè íàëåæàòü öіé îäíіé ïëîùèíі. Íàòîìіñòü
ó ñòåðåîìåòðії ðîçãëÿäàþòü íå îäíó, à áåçëі÷ ïëîùèí, òîìó
ôіãóðè ìîæóòü íàëåæàòè ðіçíèì ïëîùèíàì. Îòæå, îçíà÷åííÿ
ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ ó ñòåðåîìåòðії ïîðіâíÿíî ç îçíà÷åííÿì
ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ íà ïëîùèíі ïîòðåáóє óòî÷íåííÿ.

Ïàðàëåëüíіñòü ïðÿìèõ a і b ïîçíà÷àòü ÿê і ó ïëàíіìåòðії: .
Îòæå, ó ïðîñòîðі є òðè âèïàäêè âçàєìíîãî ðîçìіùåííÿ

äâîõ ïðÿìèõ:
1) ïðÿìі ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі і ìàþòü ñïіëüíó òî÷êó,

òîáòî öå ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ (ìàë. 2.3);

ВЗАЄМНЕ РОЗМІЩЕННЯ ПРЯМИХ 
У ПРОСТОРІ§ 2. 

1. Ïðÿìі ó ïðîñòîðі

Äâі ïðÿìі, ÿêі íå ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі, íàçèâàþòü 
ìèìîáіæíèìè.

æîäíîї

Í

Ä
ì

Äâі ïðÿìі ó ïðîñòîðі íàçèâàþòü ïàðàëåëüíèìè, ÿêùî 
îíè ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі і íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

ïàðàëåë

Ï

Ä
âî
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2) ïðÿìі ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі і íå ìà-
þòü ñïіëüíèõ òî÷îê, òîáòî öå ïàðàëåëüíі
ïðÿìі (ìàë. 2.4);

3) ïðÿìі íå ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі, òîá-
òî öå ìèìîáіæíі ïðÿìі.

Ïðèêëàäàìè âñіõ âèïàäêіâ ðîçòàøóâàííÿ
ïðÿìèõ ìîæóòü áóòè ïðÿìі, ïî ÿêèõ ïåðåòè-
íàþòüñÿ ñòіíè êіìíàòè ìіæ ñîáîþ òà çі ñòåëåþ
é ïіäëîãîþ, àáî ïðÿìі, ùî ìіñòÿòü ðåáðà êóáà. 

Òàê, íà ìàëþíêó 2.1 ïðÿìі AB і BC ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öі B, 
ïðÿìі AD і BC – ïàðàëåëüíі, ïðÿìі AD і D1C1 – ìèìîáіæíі.

Ç îçíà÷åííÿ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ
âèïëèâàє, ùî ÷åðåç äâі ïàðàëåëüíі
ïðÿìі ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó.
Öÿ ïëîùèíà єäèíà. ßêùî ïðèïó-

ñòèòè, ùî ÷åðåç ïàðàëåëüíі ïðÿìі a і b ìîæíà ïðîâåñòè äâі
ðіçíі ïëîùèíè, òî öå îçíà÷àòèìå, ùî äâі ðіçíі ïëîùèíè ïðî-
âåäåíî ÷åðåç ïðÿìó a і äåÿêó òî÷êó M ïðÿìîї b. À öå ñóïåðå-
÷èòü òåîðåìі ïðî іñíóâàííÿ і єäèíіñòü ïëîùèíè, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç ïðÿìó і òî÷êó, ùî їé íå íàëåæèòü. Îòæå,

Òåïåð äî òðüîõ ñïîñîáіâ çàäàííÿ ïëîùèíè, ÿêі ìè ðîçãëÿ-
íóëè ó ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôі, ìîæíà äîäàòè ùå îäèí: ïëî-
ùèíó ìîæíà çàäàâàòè äâîìà ïàðàëåëüíèìè ïðÿìèìè.

ßê âіäîìî ç êóðñó ïëàíіìåòðії, íà ïëîùèíі ÷åðåç òî÷êó,
ÿêà íå ëåæèòü íà äàíіé ïðÿìіé, ìîæíà ïðîâåñòè òіëüêè îäíó
ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äàíіé (àêñіîìà ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìèõ íà
ïëîùèíі). Òàêà ñàìà âëàñòèâіñòü ñïðàâäæóєòüñÿ і ó ïðîñòîðі.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó a і òî÷êó M, ùî їé íå íà-
ëåæèòü (ìàë. 2.5). ×åðåç ïðÿìó a і òî÷êó M ìîæíà ïðîâåñòè 
єäèíó ïëîùèíó, ÿêó ïîçíà÷èìî ÷åðåç . Ó ïëîùèíі  ìàє 
ìіñöå àêñіîìà ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìèõ, òîáòî ÷åðåç òî÷êó M
ìîæíà ïðîâåñòè єäèíó ïðÿìó b, ïàðà-
ëåëüíó ïðÿìіé a. Îòæå, ó ïðîñòîðі ÷å-
ðåç òî÷êó M, ÿêà íå ëåæèòü íà äàíіé
ïðÿìіé a, ìîæíà ïðîâåñòè єäèíó ïðÿ-
ìó, ïàðàëåëüíó ïðÿìіé a. 

Ìàë. 2.3

Ìàë. 2.4

2. Ïàðàëåëüíі ïðÿìі 
ó ïðîñòîðі

åðåç äâі ïàðàëåëüíі ïðÿìі ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó, 
äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

äèòü ÷å

Ò

÷å
і ä

Ò å î ð å ì à  1  (ïðî іñíóâàííÿ ïðÿìîї, ïàðàëåëüíîї äà-
íіé). ×åðåç áóäü-ÿêó òî÷êó ïðîñòîðó, ùî íå ëåæèòü íà 
äàíіé ïðÿìіé, ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìó, ïàðàëåëüíó äà-
íіé, і äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

Ìàë. 2.5
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Ñôîðìóëþєìî і äîâåäåìî âëàñòèâіñòü ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ.

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïàðàëåëüíі ïðÿ-
ìі a і b. Íåõàé ïðÿìà à ïåðåòèíàє ïëîùèíó
 ó òî÷öі M (ìàë. 2.6). Äîâåäåìî, ùî ïðÿìà
b òàêîæ ïåðåòèíàє ïëîùèíó , òîáòî ìàє ç
íåþ îäíó ñïіëüíó òî÷êó.
1) Îñêіëüêè , òî ÷åðåç öі ïðÿìі ìîæíà
ïðîâåñòè ïëîùèíó . Îñêіëüêè  і  ìàþòü
ñïіëüíó òî÷êó – òî÷êó M, òî âîíè ïåðå-
òèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé. Ïîçíà÷èìî öþ
ïðÿìó ÷åðåç c (ìàë. 2.7). Âîíà íàëåæèòü
ïëîùèíі  і ïåðåòèíàє ïðÿìó a ó òî÷-
öі M, òîìó âîíà ïåðåòèíàє і ïðÿìó b, ïà-
ðàëåëüíó a, ó äåÿêіé òî÷öі N. Îñêіëüêè 

, , òî . Îòæå, òî÷êà N –
ñïіëüíà òî÷êà ïðÿìîї b і ïëîùèíè .
2) Äîâåäåìî, ùî ïðÿìà b íå ìàє ç ïëîùè-
íîþ  іíøèõ ñïіëüíèõ òî÷îê. Ïðèïóñòèìî,
ùî ïðÿìà b ìàє ç ïëîùèíîþ  ùå îäíó
ñïіëüíó òî÷êó. Òîäі òî÷êè ïðÿìîї b íàëåæàòü ïëîùèíі , à òîìó
âñÿ ïðÿìà íàëåæèòü ïëîùèíі . Îñêіëüêè ïðÿìà b íàëåæèòü
ïëîùèíі , òî ïðÿìà b є ïðÿìîþ ïåðåòèíó ïëîùèí  і , òîáòî
çáіãàєòüñÿ ç ïðÿìîþ c. Öå íåìîæëèâî, îñêіëüêè , à
çà óìîâîþ . Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, òîìó ïðÿìà b
ìàє ç ïëîùèíîþ  îäíó ñïіëüíó òî÷êó – òî÷êó N. 
Ç êóðñó ïëàíіìåòðії íàì âіäîìî, ùî íà ïëîùèíі äâі ïðÿ-

ìі, ÿêі ïàðàëåëüíі òðåòіé ïðÿìіé, ïàðàëåëüíі ìіæ ñîáîþ. Öÿ
âëàñòèâіñòü ñïðàâäæóєòüñÿ і ó ïðîñòîðі.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé  і . Äîâåäåìî, ùî .
1) Ïîçíà÷èìî òî÷êó N íà ïðÿìіé b òà ïðîâåäåìî ÷åðåç
ïðÿìó a і òî÷êó N ïëîùèíó 
(ìàë. 2.8). Äîâåäåìî, ùî .
Ïðèïóñòèìî, ùî ïðÿìà b ïåðåòè-
íàє ïëîùèíó  (â òî÷öі N). Òîäі
çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ ïëîùè-
íó  òàêîæ ïåðåòèíàє і ïðÿìà c, 
ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé b. Îñêіëü-

Ìàë. 2.6

Ò å î ð å ì à  2  (ïðî ïåðåòèí ïëîùèíè ïàðàëåëüíèìè ïðÿ-
ìèìè). ßêùî îäíà ç äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ ïåðåòè-
íàє ïëîùèíó, òî і äðóãà ïðÿìà ïåðåòèíàє öþ ïëîùèíó.

Ìàë. 2.7

Ò å î ð å ì à  3  (îçíàêà ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìèõ). Äâі ïðÿ-
ìі, ïàðàëåëüíі òðåòіé ïðÿìіé, ïàðàëåëüíі ìіæ ñîáîþ.

Ìàë. 2.8
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êè  і c ïåðåòèíàє , òî, çà ïîïåðåäíüîþ òåîðåìîþ, 
ïðÿìà a ïåðåòèíàє . Àëå öå íåìîæëèâî, îñêіëüêè . 
Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, òîìó .
2) Ïðèïóñòèìî, ùî a і b ïåðåòèíàþòüñÿ â äåÿêіé òî÷öі. Òîäі
÷åðåç öþ òî÷êó ïðîõîäÿòü äâі ïðÿìі, a і b, ïàðàëåëüíі ïðÿ-
ìіé c, ùî ñóïåðå÷èòü òåîðåìі ïðî іñíóâàííÿ ïðÿìîї, ïàðà-
ëåëüíîї äàíіé.
Îòæå, ïðÿìі a і b ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі і íå ïåðåòèíàþòü-
ñÿ. Òîìó âîíè ïàðàëåëüíі. 

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî âñі ïàðàëåëüíі ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíà-
òü äàíó ïðÿìó, ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі.
Ä î â å ä å í í ÿ. 1) Íåõàé ïàðàëåëüíі ïðÿìі a1 і a2 ïåðåòèíàþòü 
ïðÿìó m â òî÷êàõ A1 і A2 âіäïîâіäíî (ìàë. 2.9). Ïðîâåäåìî 
÷åðåç ïðÿìі a1 і a2 ïëîùèíó . Îñêіëüêè  і , òî

.
2) Ïðîâåäåìî ïðÿìó a3, ÿêà ïàðàëåëü-
íà a1 і a2 і ïåðåòèíàє ïðÿìó m ó òî÷öі 
A3. Äîâåäåìî, ùî . Ïðèïóñòè-
ìî, ùî ïðÿìà a3 ìàє ç ïëîùèíîþ 
ëèøå îäíó ñïіëüíó òî÷êó – A3, òîáòî, 
ùî ïðÿìà a3 ïåðåòèíàє ïëîùèíó . 
Îñêіëüêè  і ïðÿìà a3 ïåðåòèíàє
, òî çà òåîðåìîþ ïðî ïåðåòèí ïëîùèíè ïàðàëåëüíèìè ïðÿ-
ìèìè îòðèìàєìî, ùî ïðÿìà a1 ïåðåòèíàє ïëîùèíó . Àëå 
öå ñóïåðå÷èòü òîìó, ùî ïðÿìà a1 íàëåæèòü . Îòæå, íàøå 
ïðèïóùåííÿ õèáíå, òîìó, .
3) Îñêіëüêè a3 – äîâіëüíà ïðÿìà, ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìèì a1
і a2 і ïåðåòèíàє ïðÿìó m, òî âñі ïàðàëåëüíі ïðÿìі, ÿêі ïåðå-
òèíàþòü äàíó ïðÿìó, ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі, à ñàìå, â ïëî-
ùèíі .

Çàäà÷à 2. ×åðåç êіíåöü A âіäðіçêà AB
ïðîâåäåíî ïëîùèíó . ×åðåç êіíåöü B і òî÷-
êó M öüîãî âіäðіçêà ïðîâåäåíî ïàðàëåëüíі
ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  â òî÷-
êàõ B1 і M1 âіäïîâіäíî (ìàë. 2.10). Çíàéòè
äîâæèíó âіäðіçêà MM1, ÿêùî BB1  15 ñì і
BM : MA  1 : 2.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè , 
òî ÷åðåç ïðÿìі BB1 і MM1 ìîæíà ïðîâå-
ñòè ïëîùèíó, íàçâåìî її .
2) Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé B1M1, .
Îñêіëüêè , , òî . Îòæå, , , 
   B1M1, òîìó A B1M1.

Çàäà÷à 1.

Ìàë. 2.9

Ìàë. 2.10

Çàäà÷à 2.
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3) Ðîçãëÿíåìî {AMM{{ 1 і {ABB{{ 1, ó ÿêèõ êóò A – ñïіëüíèé,
ABB 1  AMM 1 (ÿê âіäïîâіäíі êóòè ïðè ïàðàëåëüíèõ ïðÿ-
ìèõ BB1 і MM1 òà ñі÷íіé AB). Òîäі {AMM{{ 1 V {ABB{{ 1 (çà 

äâîìà êóòàìè), òîìó .

4) Îñêіëüêè BM : MA  1 : 2, òî BM  x (ñì), MA  2x (ñì).
Òîäі AB  BM + MA  x + 2x  3x (ñì).

Ìàєìî: , çâіäêè MM1  10 (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü. 10 ñì.

Çàóâàæèìî, ùî ïàðàëåëüíèìè áóâàþòü íå ëèøå ïðÿìі, à 
é ïðîìåíі òà âіäðіçêè. Âіäðіçêè àáî ïðîìåíі íàçèâàþòü ïàðà-
ëåëüíèìè, ÿêùî âîíè ëåæàòü íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ.

Äîâåäåìî òåîðåìó, ùî є îçíàêîþ
ìèìîáіæíîñòі ïðÿìèõ.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ïðÿìà AB íàëåæèòü ïëîùèíі , à ïðÿ-
ìà CD ïåðåòèíàє öþ ïëîùèíó â òî÷öі C (ìàë. 2.11). Äîâåäå-
ìî, ùî ïðÿìі AB і CD – ìèìîáіæíі.
Ïðèïóñòèìî, ùî ïðÿìі AB і CD íå є ìè-
ìîáіæíèìè, òîáòî ëåæàòü ó äåÿêіé ïëî-
ùèíі . Òîäі ïëîùèíà  âèçíà÷àєòüñÿ
ïðÿìîþ AB і òî÷êîþ C, ÿêà íå íàëåæèòü
öіé ïðÿìіé. Àëå òàêà ïëîùèíà, ùî ïðî-
õîäèòü ÷åðåç ïðÿìó AB і òî÷êó C âæå іñ-
íóє, öå ïëîùèíà . À îñêіëüêè òàêà ïëî-
ùèíà єäèíà, òî  çáіãàєòüñÿ ç . Ïðîòå öå 
íåìîæëèâî, àäæå ïðÿìà CD, çà óìîâîþ, íå 
íàëåæèòü ïëîùèíі . Ïðèéøëè äî ïðîòè-
ðі÷÷ÿ ç óìîâîþ, áî íàøå ïðèïóùåííÿ є õèá-
íèì. Îòæå, ïðÿìі AB і CD – ìèìîáіæíі. 
Çàóâàæèìî, ùî ÿêùî îäíà ç äâîõ ïðÿìèõ 

ëåæèòü ó ïëîùèíі , à äðóãà íå ëåæèòü ó öіé
ïëîùèíі, òî öі ïðÿìі íå îáîâ’ÿçêîâî ìèìî-
áіæíі. Íà ìàëþíêó 2.12: , , , 
àëå a і b – íå є ìèìîáіæíèìè (âîíè ïàðàëåëü-
íі), òàêîæ a і c – íå є ìèìîáіæíèìè (âîíè
ïåðåòèíàþòüñÿ).

3. Ìèìîáіæíі ïðÿìі

Ò å î ð å ì à  4  (îçíàêà ìèìîáіæíîñòі ïðÿìèõ). ßêùî 
îäíà ç äâîõ ïðÿìèõ ëåæèòü ó äåÿêіé ïëîùèíі, à äðóãà 
ïðÿìà ïåðåòèíàє öþ ïëîùèíó â òî÷öі, ùî íå íàëåæèòü 
ïåðøіé ïðÿìіé, òî öі ïðÿìі – ìèìîáіæíі.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



242

Çàäà÷à 3. Òî÷êà P íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC, 
CM – ìåäіàíà öüîãî òðèêóòíèêà (ìàë. 2.13). ßêå âçàєìíå ðîç-M
ìіùåííÿ ïðÿìèõ CM і M AP?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè CM  (ABC(( ), 
AP  (ABC(( )  A, A  CM, òî ïðÿìі CM і 
AP – ìèìîáіæíі (çà îçíàêîþ ìèìîáіæíî-
ñòі ïðÿìèõ).
Â і ä ï î â і ä ü. Ïðÿìі ìèìîáіæíі.
Äëÿ äîâåäåííÿ ìèìîáіæíîñòі ïðÿìèõ ÷à-

î âèêîðèñòîâóþòü ìåòîä âіä ñóïðîòèâíîãî.

Çàäà÷à 4. Ïðÿìі AB і CD – ìèìîáіæíі. Äîâåñòè, ùî ïðÿìі
AD і BC òàêîæ ìèìîáіæíі.
Ä î â å ä å í í ÿ. 1) Ïðèïóñòèìî, ùî ïðÿìі AD і BC íå є ìè-
ìîáіæíèìè, òîáòî àáî ïàðàëåëüíі, àáî ïåðåòèíàþòüñÿ.
2) Òîäі â êîæíîìó іç öèõ äâîõ âèïàäêіâ ÷åðåç ïðÿìі AD
і BC ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó, і òîìó âñі ÷îòèðè òî÷êè
A, B, C, D áóäóòü íàëåæàòè öіé ïëîùèíі, òîáòî ïðÿìі AB
і CD – íå áóäóòü ìèìîáіæíèìè, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâі çàäà÷і.
3) Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî ïðÿìі AD і BC íå є 
ìèìîáіæíèìè, õèáíå, à òîìó ïðÿìі AD і BC – ìèìîáіæíі.

îçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Íà ìàëþíêó 2.14 çîáðàæåíî êóá. ßêèì є âçàєìíå 

ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ:
1) ÀÂ і ÀÂ1;    2) ÀD і ÂÑ;      3) ÀD1 і ÂÑ;
4) DD1 і ÑÑ1;    5) À1D1 і Â1À11 1;    6) D1Ñ1 і ÂÑ?

Çàäà÷à 3.  

Ìàë. 2.13

Çàäà÷à 4.

 Які дві прямі називають мимобіжними?  Які дві прямі у про-
торі називають паралельними?  Назвіть усі випадки взаєм-

ного розміщення двох прямих у просторі.  Сформулюйте й 
доведіть теорему про існування прямої, паралельної даній. 

 Сформулюйте й доведіть теорему про перетин площини па-
ралельними прямими.  Сформулюйте й доведіть ознаки пара-
лельності та мимобіжності прямих.

ссссссстссссссс
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ðð
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2.2. ABCDA1B1C1D1 – ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä (ìàë. 2.15).
ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ:
1) AB і CD;        2) AC і BD;      3) AD і A1D1;
4) AC і AD1;       5) BB1 і DD1;      6) A1D1 і DC?

2.3. (Óñíî). Ñêіëüêè ðіçíèõ ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè:
1) ÷åðåç äâі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ;
2) ÷åðåç äâі ïàðàëåëüíі ïðÿìі;
3) ÷åðåç äâі ìèìîáіæíі ïðÿìі?

2.4. Ïðÿìі a і b íå ïàðàëåëüíі і íå ïåðåòèíàþòüñÿ. Ñêіëü-
êè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç öі ïðÿìі?

2.5. ABCDA1B1C1D1 – ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä (ìàë. 2.15).
Äîâåäіòü, ùî .

2.6. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 2.14). Äîâåäіòü, ùî .

2.7. Ïðÿìà MN, ùî íå ëåæèòü ó ïëîùèíі ðîìáà ABCD, ïàðà-
ëåëüíà ñòîðîíі AB öüîãî ðîìáà. Ç’ÿñóéòå âçàєìíå ðîçìі-
ùåííÿ ïðÿìèõ:
1) MN і CD;          2) AM і CD. Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

2.8. Ïðÿìà KL, ùî íå ëåæèòü ó ïëîùèíі êâàäðàòà ABCD, ïà-
ðàëåëüíà ñòîðîíі BC öüîãî êâàäðàòà. Ç’ÿñóéòå âçàєìíå
ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ:
1) KL і AD;          2) LB і CD. Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

2.9. Ïðÿìі m і n íå ïàðàëåëüíі, ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïðÿ-
ìіé m. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðÿìà a ïåðåòèíàє
ïðÿìó n: 
1) íà ïëîùèíі;       2) ó ïðîñòîðі?

2.10. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðÿìà, ÿêà ïåðåòèíàє îäíó 
ç äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, ïåðåòèíàє é іíøó:
1) íà ïëîùèíі;            2) ó ïðîñòîðі?

2.11. Òî÷êè A, B, C і D íå ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі. ×è ìî-
æóòü ïðÿìі AB і CD:  
1) áóòè ïàðàëåëüíèìè;     2) ïåðåòèíàòèñÿ;
3) áóòè ìèìîáіæíèìè?
Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

2.12. Òî÷êè A, B, C і D ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі. ×è ìîæóòü
ïðÿìі AB і CD:
1) áóòè ïàðàëåëüíèìè;     2) ïåðåòèíàòèñÿ;
3) áóòè ìèìîáіæíèìè?
Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

2.13. ×åðåç êіíöі A, B і ñåðåäèíó M âіäðіçêà AB ïðîâåäåíî
ïàðàëåëüíі ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòü äåÿêó ïëîùèíó  â
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òî÷êàõ A1, B1 і M1 âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіç-
êà MM1, ÿêùî âіäðіçîê AB íå ïåðåòèíàє ïëîùèíó  і
AA1  8 ñì, BB1  4 ñì.

2.14. ×åðåç êіíåöü A âіäðіçêà AB ïðîâåäåíî ïëîùèíó . ×å-
ðåç êіíåöü B і ñåðåäèíó C öüîãî âіäðіçêà ïðîâåäåíî ïà-
ðàëåëüíі ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  â òî÷êàõ B1
і C1 âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà BB1, ÿêùî
CC1  7 ñì.

2.15. Ïðÿìі a і b – ïàðàëåëüíі. Ïðÿìà c ïåðåòèíàє ïðÿìó a і 
íå ïåðåòèíàє ïðÿìó b. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìі b і c – ìèìî-
áіæíі.

2.16. Ïðÿìі m і n ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïðÿ-
ìіé m і íå ïåðåòèíàє ïðÿìó n. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìі n і 
a – ìèìîáіæíі.

2.17. Ïðÿìà n, ÿêà íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC, 
ïåðåòèíàє éîãî ñòîðîíó BC â òî÷öі K.
1) ×è ìîæå ïðÿìà n ïåðåòèíàòè ñòîðîíó AB? Âіäïîâіäü
îáґðóíòóéòå.
2) ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ n і AC?

2.18. Ïðÿìà m ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó A òðèêóòíèêà ABC і 
íå ëåæèòü ó ïëîùèíі öüîãî òðèêóòíèêà.
1) ×è ìîæå ïðÿìà m ïåðåòèíàòè ñòîðîíó BC? Âіäïîâіäü 
îáґðóíòóéòå.
2) BM – ìåäіàíà òðèêóòíèêà ABC. ßêèì є âçàєìíå ðîçìі-
ùåííÿ ïðÿìèõ m і BM?

2.19. (Óñíî). Ó êóáі ABCDA1B1C1D1 K – ñåðåäèíà K AB, L – ñåðåäè-
íà AA1 (ìàë. 2.16). ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ:
1) AB і KL;         2) BB1 і KL;       3) A1D1 і KL;
4) C1A11 1 і AB;        5) A1C1 і BB1;      6) A1C1 і A1D1;
7) C1B і AB;         8) C1B і BB1;       9) C1B і A1D1; 
10) KL і A1B?

     

           Ìàë. 2.16               Ìàë. 2.17

2.20. Ïàðàëåëîãðàì ABCD і òðèêóòíèê CDP íå ëåæàòü â îäíіé 
ïëîùèíі (ìàë. 2.17), K – ñåðåäèíà CP, L – ñåðåäèíà PD.
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1) Äîâåäіòü, ùî .
2) Çíàéäіòü KL, ÿêùî AB  8 ñì.

2.21. Ïàðàëåëîãðàì ABCD і òðàïåöіÿ ABKL, 
ó ÿêîї , íå ëåæàòü â îäíіé ïëî-
ùèíі (ìàë. 2.18), M – ñåðåäèíà M BK, 
N – ñåðåäèíà AL.
1) Äîâåäіòü, ùî .
2) Çíàéäіòü MN, ÿêùî CD  10 ñì, 
KL  4 ñì.

2.22. Òî÷êè M і N íàëåæàòü ïðÿìіéN a, à òî÷êè K і L ïðÿìіé
b, ïðè÷îìó . ×è ìîæóòü ïðÿìі KM і LN: 
1) ïåðåòèíàòèñÿ;         2) áóòè ïàðàëåëüíèìè; 
3) áóòè ìèìîáіæíèìè?

2.23. Òî÷êè A і B íàëåæàòü ïðÿìіé m, à òî÷êè C і D ïðÿìіé n, 
ïðè÷îìó m і n ïåðåòèíàþòüñÿ. ×è ìîæóòü ïðÿìі AC і BD:
1) ïåðåòèíàòèñÿ;          2) áóòè ïàðàëåëüíèìè; 
3) áóòè ìèìîáіæíèìè?

2.24. Ïðÿìі a і b ïåðåòèíàþòüñÿ. ßêèì ìîæå áóòè âçàєì-
íå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ b і c, ÿêùî ïðÿìі a і c:  
1) ïàðàëåëüíі;      2) ïåðåòèíàþòüñÿ;     3) ìèìîáіæíі?
Äî êîæíîãî ìîæëèâîãî ðîçìіùåííÿ âèêîíàéòå âіäïîâіä-
íèé ìàëþíîê. ßêùî ðîçìіùåííÿ íåìîæëèâå, äîâåäіòü öå.

2.25. Ïðÿìі a і c ïàðàëåëüíі. ßêèì ìîæå áóòè âçàєìíå ðîçìі-
ùåííÿ ïðÿìèõ b і c, ÿêùî ïðÿìі a і b:  
1) ïàðàëåëüíі;      2) ïåðåòèíàþòüñÿ;     3) ìèìîáіæíі?
Äî êîæíîãî ìîæëèâîãî ðîçìіùåííÿ âèêîíàéòå âіäïîâіä-
íèé ìàëþíîê. ßêùî ðîçìіùåííÿ íåìîæëèâå, äîâåäіòü öå.

2.26. Òðè ïðÿìі ðîçìіùåíî òàê, ùî êîæíі äâі ç íèõ ïåðåòèíà-
þòüñÿ. ×è ëåæàòü âñі òðè ïðÿìі â îäíіé ïëîùèíі? Âіäïî-
âіäü îáґðóíòóéòå.

2.27. Ïðÿìі a і b ìèìîáіæíі, , . ×è ìîæíà ñòâåðäæó-
âàòè, ùî ïðÿìі c і d ìèìîáіæíі?

2.28. Âіäîìî, ùî , , . ×è ïðàâèëüíî, ùî ?

2.29. ×åðåç êіíåöü C âіäðіçêà CD ïðîâåäåíî ïëîùèíó . ×åðåç
êіíåöü D і òî÷êó A öüîãî âіäðіçêà ïðîâåäåíî ïàðàëåëüíі
ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  â òî÷êàõ D1 і A1 âіäïî-
âіäíî. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà AA1, ÿêùî DD1  12 ñì
і CA : AD  3 : 1.

2.30. ×åðåç êіíåöü M âіäðіçêà MN ïðîâåäåíî ïëîùèíó . ×å-
ðåç êіíåöü N і òî÷êó B öüîãî âіäðіçêà ïðîâåäåíî ïàðà-
ëåëüíі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  â òî÷êàõ N1
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і B1 âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà NN1, ÿêùî 
MB : BN  3 : 2 і BB1  15 ñì.

2.31. Íà ìàëþíêó 2.19 ïðÿìі a, b і c ïîïàðíî ïåðåòèíàþòüñÿ і 
ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  âіäïîâіäíî â òî÷êàõ A, B і C. ×è 
є ïîìèëêè íà ìàëþíêó? ßêùî òàê, âèêîíàéòå ìàëþíîê
ïðàâèëüíî.

             Ìàë. 2.19               Ìàë. 2.20

2.32. Íà ìàëþíêó 2.20 ïðÿìі  m і n ïàðàëåëüíі, à ïðÿìà p ïåðå-
òèíàє êîæíó ç ïðÿìèõ m і n. Ïðÿìі m, n і p ïåðåòèíàþòü 
ïëîùèíó  âіäïîâіäíî â òî÷êàõ M, N іN P. ×è є ïîìèëêè íà 
ìàëþíêó? ßêùî òàê, âèêîíàéòå ìàëþíîê ïðàâèëüíî.

2.33. ABCD – ïàðàëåëîãðàì, PABCDP  40 ñì, òî÷êà N íå íàëåæèòüN
ïëîùèíі ïàðàëåëîãðàìà. Òî÷êè A1, B1, C1, D1 – ñåðåäèíè 
âіäðіçêіâ NA, NB, NC і ND âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü PAP

1B1C1D1
.

2.34. Òî÷êà M íå ëåæèòü ó ïëîùèíі êâàäðàòà ABCD, 
AB  3 ñì, òî÷êè A1, B1, C1, D1 – ñåðåäèíè âіäðіçêіâ MA, 
MB, MC і MD âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü PAP

1B1C1D1
. 

2.35. Ñêіëüêè іñíóє ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ ïðÿìіé a, êîæíà 
ç ÿêèõ ìàє ïðèíàéìíі îäíó ñïіëüíó òî÷êó ç ïðÿìîþ b, 

î ïðÿìі a і b:
åðåòèíàþòüñÿ;     2) ïàðàëåëüíі;      3) ìèìîáіæíі?

.36. ×åðåç êіíöі A, B і ñåðåäèíó M âіäðіçêà AB ïðî-
íî ïàðàëåëüíі ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòü äåÿêó ïëîùè-
â òî÷êàõ A1, B1 і M1 âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü äîâæèíó

âіäðіçêà BB1, ÿêùî AA1  9 ñì, MM1  1 ñì, AA1  BB1 і 
âіäðіçîê AB ïåðåòèíàє ïëîùèíó .

2.37. ×åðåç êіíöі M, N і ñåðåäèíó À âіäðіçêà MN ïðîâåäåíî 
ïàðàëåëüíі ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòü äåÿêó ïëîùèíó  â 
òî÷êàõ M1, N1 і A1 âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà
AA1, ÿêùî NN1  10 ñì, MM1  2 ñì і âіäðіçîê MN ïåðå-
òèíàє ïëîùèíó .

2.38. Ïàðàëåëîãðàì KLMN íå ïåðåòèíàє ïëîùèíó 
(ìàë. 2.21). ×åðåç âåðøèíè K, L, M і N ïðîâåäåíî ïàðà-
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ëåëüíі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  âіäïîâіäíî â
òî÷êàõ K1, L1, M1 і N1. Çíàéäіòü KK1, ÿêùî LL1  8 ñì,
MM1  12 ñì, NN1  9 ñì.

    

        Ìàë. 2.21                     Ìàë. 2.22

2.39. ×åðåç âåðøèíó A ïàðàëåëîãðàìà ABCD ïðîâåäåíî
ïëîùèíó  òàê, ùî âåðøèíè B, C і D їé íå íàëåæàòü
(ìàë. 2.22). ×åðåç òî÷êè B, C і D ïðîâåäåíî ïàðàëåëüíі
ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  âіäïîâіäíî â òî÷êàõ 
B1, C1 і D1. Çíàéäіòü CC1, ÿêùî BB1  2 ñì, DD1  10 ñì.

2.40. Òðèêóòíèêè ABC і ABD íå ëåæàòü
â îäíіé ïëîùèíі (ìàë. 2.23). Òî÷êè
K, L, M і N – âіäïîâіäíî ñåðåäèíè 
âіäðіçêіâ AD, BD, CB і AC.
1) Âèçíà÷òå âèä ÷îòèðèêóòíèêà
KLMN.
2) Çíàéäіòü PKLMN, ÿêùî AB  a ñì,
CD  b ñì.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
. Ó öåíòðі Êèєâà ó 2008 ðîöі áіëÿ Ìàéäàíó Íåçàëåæíîñòі

çðîáèëè íàéáіëüøèé íà òîé ÷àñ ó ñâіòі êâіòêîâèé ãîäèííèê.
Ãîäèííèêîâèé ìåõàíіçì íà òëі êâіòêîâîãî ïàííî ðîçìіñòèâñÿ
íà ñõèëі áіëÿ Æîâòíåâîãî ïàëàöó.
Äіà ìåòð ãîäèííèêà – 19,5 ì, äіàìåòð 
öèôåðáëàòà – 16,5 ì, à äîâæèíà ñòðі-
ëîê – 4 ì і 7 ì. Çíàéäіòü äîâæèíè
êіë, ÿêі îïèñóþòü êіíöі ãîäèííîї òà
õâèëèííîї ñòðіëîê ïðîòÿãîì îäíієї
ãîäèíè. (Äëÿ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåíü
ïðèéìіòü   3)?

Ìàë. 2.23
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ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

2.42. Íà ìàëþíêó 2.24 ïðÿìі A1A1 2, 
B1B2, C1C2 ïàðàëåëüíі ìіæ ñîáîþ. 
Ùî òðåáà çàïèñàòè çàìіñòü ïðîïóñ-
êіâ, ùîá óòâîðèëèñÿ ïðàâèëüíі
ñïіââіäíîøåííÿ:

1) ;      2) ?

Äëÿ ñòåðåîìåòðії âàæëèâå çíà÷åííÿ ìàє òàêå çîáðàæåííÿ
ïðîñòîðîâèõ ôіãóð íà ïëîùèíі, ÿêå äàє ìàêñèìàëüíî ïîâíå 
óÿâëåííÿ ïðî ôіãóðó. Ïîêè ùî, âèâ÷àþ÷è âëàñòèâîñòі íàé-
ïðîñòіøèõ ãåîìåòðè÷íèõ ôіãóð (òî÷îê, ïðÿìèõ, ïëîùèí), ìè 
âèêîðèñòîâóâàëè ñóòî óìîâíі, іíòóїòèâíî çðîçóìіëі çîáðàæåí-
íÿ öèõ íàéïðîñòіøèõ ôіãóð. Ó öüîìó ïàðàãðàôі ìè îçíàéîìè-
ìîñÿ ç äåÿêèìè ïðàâèëàìè çîáðàæåííÿ ïðîñòîðîâèõ ôіãóð íà
ïëîùèíі.

Äëÿ çîáðàæåííÿ ïðîñòîðîâèõ ôіãóð
íà ïëîùèíі ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü
ïàðàëåëüíå ïðîåêòóâàííÿ. Ðîçãëÿ-
íåìî öåé ñïîñіá çîáðàæåííÿ ôіãóð.

Íåõàé  – äåÿêà ïëîùèíà, à l – ïðÿìà, ÿêà ïåðåòèíàє öþ 
ïëîùèíó (ìàë. 3.1). Ïðèïóñòèìî, ùî ìè ìàєìî íà ïëîùèíі 
çîáðàçèòè ôіãóðó F0, ùî íå ëåæèòü ó öіé ïëîùèíі.

Äëÿ öüîãî ïðîâåäåìî ÷åðåç äîâіëüíó
òî÷êó A0 ôіãóðè F0 ïðÿìó, ïàðàëåëüíó
ïðÿìіé l. Òî÷êà A ïåðåòèíó öієї ïðÿìîї ç 
ïëîùèíîþ  і áóäå çîáðàæåííÿì òî÷êè A0 
íà ïëîùèíі . Ïîáóäóâàâøè ó òàêèé ñïî-
ñіá çîáðàæåííÿ êîæíîї òî÷êè ôіãóðè F0, 
îòðèìàєìî ôіãóðó F – çîáðàæåííÿ ôіãóðè 
F0 íà ïëîùèíі .

Òî÷êó A ïðè öüîìó íàçèâàþòüA çîáðàæåí-
íÿì òî÷êè A0 íà ïëîùèíі  àáî ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ òî÷êè 
A0 íà ïëîùèíó , à ôіãóðó F – çîáðàæåííÿìF ôіãóðè F0 íà ïëî-
ùèíі  àáî ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ ôіãóðè F0 íà ïëîùèíó . 
Êàæóòü òàêîæ, ùî ôіãóðó F îòðèìàíî ç ôіãóðè F F0 çà äîïîìî-
ãîþ ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ. Ïðÿìó l íàçèâàþòü ïðîåêòó-
þ÷îþ ïðÿìîþ, à ïëîùèíó  – ïëîùèíîþ ïðîåêöії.

Ìàë. 2.24

ПАРАЛЕЛЬНЕ ПРОЕКТУВАННЯ, ЙОГО
ВЛАСТИВОСТІ. ЗОБРАЖЕННЯ ФІГУР У СТЕРЕОМЕТРІЇ§ 3. 

1. Ïàðàëåëüíå 
ïðîåêòóâàííÿ

Ìàë. 3.1
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Çà äîïîìîãîþ ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ ìîæíà çîáðàæà-
òè íà ïëîùèíі ÿê ïëîñêі ôіãóðè (ïðÿìó, âіäðіçîê, òðèêóòíèê
òîùî), òàê і ïðîñòîðîâі (ïіðàìіäó, êóá òîùî). Óÿâëåííÿ ïðî ïà-
ðàëåëüíå ïðîåêòóâàííÿ ïðîñòîðîâîї ôіãóðè, íàïðèêëàä êóáà,
ìîæíà îòðèìàòè, ÿêùî ïîìіñòèòè ïåðåä åêðàíîì âèãîòîâëåíèé
іç äðîòó êàðêàñ êóáà òà îñâіòèòè éîãî ïðîåêòîðîì (ìàë. 3.2).

       

              Ìàë. 3.2                    Ìàë. 3.3

Ó ïîáóòі ïðîòîòèïîì ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ ìîæíà
ââàæàòè òіíü, ùî ïàäàє íà ïëîñêó ïîâåðõíþ (çåìëþ, ñòіíó
òîùî) ïðè ñîíÿ÷íîìó àáî åëåêòðè÷íîìó îñâіòëåííі (ìàë. 3.3).

Ñôîðìóëþєìî îñíîâíі âëàñòèâîñòі
ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ çà óìî-
âè, ùî âіäðіçêè òà ïðÿìі, ÿêі ïðî-
åêòóєìî, íå ïàðàëåëüíі ïðîåêòóþ-
÷іé ïðÿìіé l.

        

          Ìàë. 3.4                      Ìàë. 3.5

2. Âëàñòèâîñòі 
ïàðàëåëüíîãî 
ïðîåêòóâàííÿ

. Ïðîåêöієþ ïðÿìîї є ïðÿìà (ìàë. 3.4).1.

. Ïðîåêöієþ âіäðіçêà є âіäðіçîê (ìàë. 3.5).2.2

. Ïðîåêöії ïàðàëåëüíèõ âіäðіçêіâ – ïàðàëåëüíі âіäðіç-
è (ìàë. 3.6) àáî âіäðіçêè, ùî ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé 

(ìàë. 3.7).

3.
êè
(ì

. Ïðîåêöії ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ ïàðàëåëüíі àáî çáіãà-
þòüñÿ.
4.
þ
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          Ìàë. 3.6                    Ìàë. 3.7

Íà ìàëþíêó 3.8 âіäðіçêè A0C0 і 
C0B0 – âіäðіçêè îäíієї ïðÿìîї, AC і 
CB – âіäïîâіäíî їõ ïðîåêöії. Çà âëàñ-

òèâіñòþ 5:

Íà öüîìó ñàìîìó ìàëþíêó

, òîäі 

DE – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ âіäðіçêà
D0E0 íà ïëîùèíó .

Ó ñòåðåîìåòðії çîáðàæåííÿ ïëîñêèõ
ôіãóð ґðóíòóєòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ
ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ. Ðîç-
ãëÿíåìî êіëüêà ïðèêëàäіâ çîáðà-

æåííÿ ïëîñêèõ ôіãóð (çà óìîâè, ùî ïëîùèíà ôіãóðè íå є ïà-
ðàëåëüíîþ ïðîåêòóþ÷іé ïðÿìіé).

Òðèêóòíèê òà éîãî åëåìåíòè. Íåõàé A0B0C0 – òðèêóòíèê, 
à A, B, C – ïðîåêöії âіäïîâіäíî òî÷îê A0, B0, C0 íà ïëîùèíó 
(ìàë. 3.9). Îñêіëüêè ïðîåêöієþ âіäðіçêà є âіäðіçîê, òî òðèêóò-
íèê ABC є ïðîåêöієþ òðèêóòíèêà A0B0C0.

Íàïðèêëàä, íà ìàëþíêó 3.10 çîáðàæåííÿì ïðÿìîêóòíîãî
ðіâíîáåä ðåíîãî òðèêóòíèêà A0B0C0 (ç ïðÿìèì êóòîì A0) є ðіç-
íîñòîðîííіé òðèêóòíèê ABC.

Âèõîäÿ÷è ç íàñëіäêà âëàñòèâîñòі 5, ìàєìî:

. Ïðîåêöії ïàðàëåëüíèõ âіäðіçêіâ àáî âіäðіçêіâ, ùî ëå-
æàòü íà îäíіé ïðÿìіé, ïðîïîðöіéíі ñàìèì âіäðіçêàì.
5.
æ

Ìàë. 3.8

Í à ñ ë і ä î ê .  Ñåðåäèíà âіäðіçêà ïðîåêòóєòüñÿ â ñåðå-
äèíó éîãî ïðîåêöії.

3. Çîáðàæåííÿ 
ïëîñêèõ ôіãóð

Ïðîåêöієþ êîæíîãî òðèêóòíèêà ìîæå áóòè òðèêóòíèê 
îâіëüíîãî âèäó.

Í

Ï
äî
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          Ìàë. 3.9                     Ìàë. 3.10

ї

ßêùî â çàäà÷і íå çàäàíî ìåòðè÷íèõ ñïіââіäíîøåíü ìіæ
åëåìåíòàìè òðèêóòíèêà, òî ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ éîãî áі-
ñåêòðèñè áóäå äîâіëüíèé âіäðіçîê, ùî ñïîëó÷àє âåðøèíó òðè-
êóòíèêà ç òî÷êîþ ïðîòèëåæíîї ñòîðîíè. Ïàðàëåëüíîþ ïðîåê-
öієþ âèñîòè òðèêóòíèêà òàêîæ áóäå äîâіëüíèé âіäðіçîê, ùî
ñïîëó÷àє âåðøèíó òðèêóòíèêà ç òî÷êîþ ïðîòèëåæíîї ñòîðîíè
àáî ç òî÷êîþ, ùî ëåæèòü íà ïðîäîâæåííі öієї ñòîðîíè (ó âè-
ïàäêó, êîëè öÿ âèñîòà ïðîâåäåíà ç âåðøèíè ãîñòðîãî êóòà òó-
ïîêóòíîãî òðèêóòíèêà).

Ó ðіâíîáåä ðåíîìó òðèêóòíèêó ìåäіàíà, ïðîâåäåíà äî îñ-
íîâè, є òàêîæ áіñåêòðèñîþ і âèñîòîþ. Òîìó ïàðàëåëüíîþ
ïðîåêöієþ áіñåêòðèñè і âèñîòè ðіâíîáåä ðåíîãî òðèêóòíèêà,
ïðîâåäåíèõ äî îñíîâè, є ìåäіàíà ïðîåêöії
òðèêóòíèêà, ïðîâåäåíà äî éîãî îñíîâè. Íà
ìàëþíêó 3.11 òðèêóòíèê ABC – ïàðàëåëüíà
ïðîåêöіÿ ðіâíîáåä ðåíîãî òðèêóòíèêà A0B0C0, 
ó ÿêîãî A0B0  A0C0. AK – ïðîåêöіÿ ìåäіàíè,
áіñåêòðèñè é âèñîòè öüîãî òðèêóòíèêà, ïðî-
âåäåíèõ äî îñíîâè.

Çàäà÷à 1. Òðèêóòíèê ABC є ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ ðіâíî-
ñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà (ìàë. 3.12). Ïîáóäóâàòè ïðîåêöіþ
öåíòðà êîëà, âïèñàíîãî â ðіâíîñòîðîííіé òðèêóòíèê.

      

            Ìàë. 3.12                  Ìàë. 3.13

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Öåíòðîì êîëà, âïèñàíîãî ó òðèêóòíèê, є
òî÷êà ïåðåòèíó éîãî áіñåêòðèñ. Îñêіëüêè òðèêóòíèê, ÿêèé

ðîåêöієþ ìåäіàíè òðèêóòíèêà є ìåäіàíà ïðîåêöії 
ðèêóòíèêà, à ïðîåêöієþ ñåðåäíüîї ëіíії òðèêóòíèêà – 
є ñåðåäíÿ ëіíіÿ ïðîåêöії òðèêóòíèêà.

ïð
òð
є 

Ìàë. 3.11

Çàäà÷à 1.  
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ìè ïðîåêòóєìî, є ðіâíîñòîðîííіì, òî éîãî áіñåêòðèñè є òà-
êîæ і ìåäіàíàìè, à òî÷êà ïåðåòèíó áіñåêòðèñ âіäïîâіäíî çáі-
ãàєòüñÿ ç òî÷êîþ ïåðåòèíó ìåäіàí. Òîìó äëÿ ïîáóäîâè ïðî-
åêöії öåíòðà êîëà, âïèñàíîãî â ðіâíîñòîðîííіé òðèêóòíèê,
òðåáà ïîáóäóâàòè ïðîåêöіþ òî÷êè ïåðåòèíó ìåäіàí. Äëÿ öüî-
ãî ìàєìî ïðîâåñòè äâі ìåäіàíè òðèêóòíèêà ABC, íàïðèêëàä
AL і BK (ìàë. 3.13), ÿêі є ïðîåêöіÿìè ìåäіàí òðèêóòíèêà
ABC, îòæå, і éîãî áіñåêòðèñ. Òîäі òî÷êà I ïåðåòèíó âіäðіçêіâ
AL і BK і áóäå ïðîåêöієþ öåíòðà êîëà, âïèñàíîãî ó ðіâíîñòî-
ðîííіé òðèêóòíèê.

Ïàðàëåëîãðàì òà éîãî âèäè. Îñêіëüêè ïðîåêöіÿìè ïàðà-
ëåëüíèõ і ðіâíèõ ìіæ ñîáîþ âіäðіçêіâ є ïàðàëåëüíі і ðіâíі ìіæ
ñîáîþ âіäðіçêè (çà âëàñòèâîñòÿìè 3 і 5 ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòó-
âàííÿ), òî ïðîåêöієþ ïàðàëåëîãðàìà є ïàðàëåëîãðàì.

Çîêðåìà, äîâіëüíèé ïàðàëåëîãðàì ìîæå áóòè ïðîåêöієþ
ïðÿìîêóòíèêà (ìàë. 3.14), ðîìáà, êâàäðàòà. І íàâïàêè, êâàäðàò
ìîæå áóòè ïðîåêöієþ ïàðàëåëîãðàìà, ÿêèé íå є êâàäðàòîì.

      

          Ìàë. 3.14                   Ìàë. 3.15

Òðàïåöіÿ. Îñêіëüêè ïðîåêöієþ ïàðàëåëüíèõ âіäðіçêіâ є ïà-
ðàëåëüíі âіäðіçêè, òî ïðîåêöієþ òðàïåöії є òðàïåöіÿ. ßêùî 
ABCD – ïðîåêöіÿ òðàïåöії A0B0C0D0 ç îñíîâàìè A0D0 і B0C0
(ìàë. 3.15), òî

 àáî

Çàäà÷à 2. ABCD – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ ðіâíîáі÷íîї òðàïåöії 

0B0C0D0, äå A0D0  B0C0, A0D0  B0C0. Ïîáóäóâàòè ïðîåêöії 
âèñîò òðàïåöії, ùî âèõîäÿòü ç âåðøèí òóïèõ êóòіâ.

Ïðîåêöієþ êîæíîãî ïàðàëåëîãðàìà є ïàðàëåëîãðàì 
îâіëüíîãî âèäó.

âàííÿ),

Ç

Ï
äî

Çàäà÷à 2.
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          Ìàë. 3.16                   Ìàë. 3.17

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Íåõàé A0B0C0D0 – ðіâíîáі÷íà òðàïåöіÿ,
A0D0  B0C0, A0D0  B0C0 (ìàë. 3.16), ABCD – її ïðîåêöіÿ, ó

ÿêîї  (ìàë. 3.17).

2) Íåõàé E0 – ñåðåäèíà A0D0, F0 – ñåðåäèíà B0C0, òîìó 
E0F0 – âіñü ñèìåòðії òðàïåöії. ßêùî E – ñåðåäèíà AD, F – ñå-
ðåäèíà BC, òî EF – ïðîåêöіÿ îñі ñèìåòðії ðіâíîáі÷íîї òðàïå-
öії (çà âëàñòèâіñòþ 5 ïàðàëåëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ).
3)B0K0 і C0L0 – âèñîòè òðàïåöіїA0B0C0D0, ïðè÷îìó , 

. Îñêіëüêè ïðîåêöіÿìè ïàðàëåëüíèõ âіäðіçêіâ
є ïàðàëåëüíі âіäðіçêè (âëàñòèâіñòü 3 ïàðàëåëüíîãî ïðîåê-
òóâàííÿ), òî ïðîåêöії âèñîò B0K0 і C0L0 ìàþòü áóòè ïàðà-
ëåëüíèìè ïðîåêöії îñі ñèìåòðії òðàïåöії. Òîìó äëÿ ïîáóäîâè
ïðîåêöіé âèñîò B0K0 і C0L0 òðåáà ç âåðøèí B і C ïðîâåñòè
âіäðіçêè, ïàðàëåëüíі âіäðіçêó FE. Îòæå, BK і CL – çîáðà-
æåííÿ âèñîò òðàïåöії, ïðîâåäåíèõ ç âåðøèí òóïèõ êóòіâ.

Ïðàâèëüíèé øåñòèêóòíèê. Íåõàé A0B0C0D0E0F0 – ïðà-
âèëüíèé øåñòèêóòíèê (ìàë. 3.18). Äіàãîíàëі A0D0 і C0F0 äі-
ëÿòü éîãî íà äâà öåíòðàëüíî ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî òî÷êè Q0
ðîìáè F0E0D0Q0 і C0B0A00 0Q0.

Äëÿ çîáðàæåííÿ ïðàâèëüíîãî øåñòèêóòíèêà ñïî÷àòêó
ïîáóäóєìî ïàðàëåëîãðàì FEDQ, ÿêèé є ïðîåêöієþ ðîìáà
F0E0D0Q0 (ìàë. 3.19), äàëі – ñèìåòðè÷íèé éîìó âіäíîñíî òî÷-
êè Q ïàðàëåëîãðàì CBAQ. Ñïîëó÷èâøè òî÷êè A і F, C і D, 
îòðèìàєìî çîáðàæåííÿ ABCDEF ïðàâèëüíîãî øåñòèêóòíèêà
A0B0C0D0E0F0.

              Ìàë. 3.18              Ìàë. 3.19
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Êîëî. Ïàðàëåëüíó ïðîåêöіþ êîëà 
íàçèâàþòü åëіïñîì (ìàë. 3.20). Òî÷-
êó Q, ÿêà є ïðîåêöієþ öåíòðà êîëà –
òî÷êè Q0, íàçèâàþòü öåíòðîì åëіïñà.

Çîáðàæåííÿ ïðîñòîðîâèõ ôіãóð íà 
ïëîùèíі áóäåìî äåòàëüíî ðîçãëÿäàòè
â 11-ìó êëàñі, êîëè âèâ÷àòèìåìî äåÿ-
êі ç íèõ, çîêðåìà, ïіðàìіäó, ïðèçìó,
öèëіíäð òîùî.

Ìàë. 3.20

Íàðèñíà ãåîìåòðіÿ – ðîçäіë ãåîìåòðії, ó
ÿêîìó ãåîìåòðè÷íі âëàñòèâîñòі ïðåäìåòіâ,
ùî íàñ îòî÷óþòü, âèâ÷àþòü çà äîïîìîãîþ

æåííÿ їõ íà ïëîùèíі àáî íà áóäü-ÿêіé іíøіé ïîâåðõíі.
êòîì íàðèñíîї ãåîìåòðії є âèêëàä і îáґðóíòóâàííÿ ìåòî-
áóäîâè çîáðàæåíü ïðîñòîðîâèõ ôîðì íà ïëîùèíі òà ñïîñî-
çâ’ÿçàííÿ çàäà÷ ãåîìåòðè÷íîãî õàðàêòåðó çà çàäàíèìè

æåííÿìè öèõ ôîðì. Çîáðàæåííÿ, ïîáóäîâàíі âіäïîâіäíî äî
ïðàâèë íàðèñíîї ãåîìåò ðії, äàþòü çìîãó óÿâèòè ôîðìó ïðåäìå-
òіâ, їõ âçàєìíå ðîçòàøóâàííÿ â ïðîñòîðі, âèçíà÷èòè ðîçìіðè.
Âèâ÷åííÿ íàðèñíîї ãåîìåòðії ñïðèÿє ðîçâèòêó ïðîñòîðîâîї óÿâè
і íàâè÷îê ëîãі÷íîãî ìèñëåííÿ, ùî ìàє âåëèêå çíà÷åííÿ â ïіäãî-
òîâöі і òâîð÷îìó ðîçâèòêó ìàéáóòíüîãî ôàõіâöÿ.

ßê íàóêà íàðèñíà ãåîìåòðіÿ іñíóє ëèøå ç êіíöÿ XVIII ñòî-
ëіòòÿ. Її òâîðöåì ââàæàþòü ôðàíöóçüêîãî â÷åíîãî, іíæåíåðà і
ïîëіòè÷íîãî äіÿ÷à Ãàñïàðà Ìîíæà (1746–1818).

Ãîëîâíîþ íàóêîâîþ ïðàöåþ Ìîíæà ââàæàþòü «Íàðèñíó ãåî-
ìåòðіþ», äå âèêëàäåíî ìåòîä ïðîåöіþâàííÿ ïðåäìåòіâ íà äâі
âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі ïëîùèíè. Öÿ êíèæêà âèéøëà äðó-
êîì ó 1799 ð., îçíàìåíóâàâøè íàðîäæåííÿ íîâîї íàóêè.

Ñòâîðèâøè íàðèñíó ãåîìåòðіþ, Ìîíæ çâіâ ó ñòðóíêó ñèñòåìó
ðîçðіçíåíèé і ðіçíîìàíіòíèé ìàòåðіàë, ÿêèé ÷àñòêîâî іñíóâàâ і
äî íüîãî. Ñòàðîäàâíі єãèïòÿíè âìіëè ïðàâèëüíî ïåðåäàâàòè
ôîðìó і ðîçìіðè çâåäåíèõ íèìè ïіðàìіä і õðàìіâ. Çà áіáëіéíèì ïå-
ðåêàçîì, ïіä ÷àñ çâåäåííÿ äèâîâèæíîãî çà àðõіòåêòóðîþ õðàìó
Ñîëîìîíà â Єðóñàëèìі (ïðèáëèçíî 3 òèñÿ÷і ðîêіâ òîìó) íå áóëî
÷óòíî àíі òåñëà, àíі ìîëîòà. Ñêëàäíі çà ôîðìîþ êàìåíі, ìàáóòü,
îáòіñóâàëèñÿ íà ðóäíèêàõ і íà ìіñöå áóäіâíèöòâà äîñòàâëÿëèñÿ
âæå ãîòîâèìè. À öå áóëî ìîæëèâî ëèøå çà íàÿâíîñòі êðåñëåíü.

Ó ãàëóçі òåîðії çîáðàæåíü ïðàöþâàëè Ëåîíàðäî äà Âіí÷і, Àëü-
áðåõò Äþðåð, Áëåç Ïàñêàëü. À äåÿêі âèíàõіäíèêè é іíæåíåðè,
çîêðåìà І.Ï. Êóëіáіí òà І.І. Ïîëçóíîâ, âèêîíóâàëè ñâîї êðåñ-
ëåííÿ çà ïðàâèëàìè ïðÿìîêóòíîãî ïðîåêöіþâàííÿ ùå äî ïîÿâè
«Íàðèñíîї ãåîìåò ðії» Ìîíæà.

ë
ï
і

ââ
,

â
ââ
àïðàðïð

ç

ß
òòî

í
èâÂÂèÂ
іòò
ðï

ÂÂÂ
і 
ò
і
òòòî

ß
òîòîò

ïðïðïðïð

і

ÀÀÀÀÀ ðð

 Що таке паралельне проектування?  Що таке проектую-
а пряма, площина проекції?  Сформулюйте властивості па-чччччччаччччччч
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
3.1. AB – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ âіäðіçêà A0B0, CD – ïàðà-
ëåëüíà ïðîåêöіÿ âіäðіçêà C0D0. Âіäîìî, ùî .
×è ìîæóòü âіäðіçêè AB і CD áóòè:
1) ïàðàëåëüíèìè;               2) ïåðïåíäèêóëÿðíèìè?

3.2. MN – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ âіäðіçêà N M0N0, KL – ïàðàëåëü-
íà ïðîåêöіÿ âіäðіçêà K0L0. Âіäîìî, ùî . ×è
ìîæóòü âіäðіçêè KL і MN:
1) íàëåæàòè îäíіé ïðÿìіé;      
2) ïåðåòèíàòèñÿ ïіä êóòîì 30?

3.3. Òî÷êè A0, B0, C0 ëåæàòü íà îäíіé
ïðÿìіé, A0B0  8 ñì, B0C0  5 ñì
(ìàë. 3.21). Òî÷êè A, B, C – ïàðàëåëü-
íі ïðîåêöії òî÷îê A0, B0, C0 íà ïëîùè-
íó . Çíàéäіòü âіäíîøåííÿ AB : BC.

3.4. Òî÷êà B0 äіëèòü âіäðіçîê A0C0 ó âіäíîøåííі 7 : 4, ðàõóþ-
÷è âіä òî÷êè A0 (ìàë. 3.21). Òî÷êè A, B, C – ïàðàëåëüíі
ïðîåêöії òî÷îê A0, B0, C0 íà ïëîùèíó . Çíàéäіòü âіäíî-
øåííÿ BC : AB.

3.5. (Óñíî). ×è ìîæå ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ òðàïåöії áóòè:
1) êâàäðàò;           2) òðàïåöіÿ;
3) ïðÿìîêóòíèê;      4) ïàðàëåëîãðàì?

3.6. (Óñíî). ×è ìîæå ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ ðîìáà áóòè:
1) ïàðàëåëîãðàì;     2) ðîìá;  
3) òðàïåöіÿ;          4) êâàäðàò?

3.7. ×è ìîæå ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ ïðÿìîêóòíèêà áóòè: 
1) êâàäðàò;           2) ïàðàëåëîãðàì;
3) ïðÿìîêóòíèê;      4) òðàïåöіÿ?

3.8. 1) ×è ìîæóòü ðіçíі çà äîâæèíîþ âіäðіçêè ìàòè ïðî-
åêöії îäíàêîâîї äîâæèíè?
2) ×è ìîæóòü ðіâíі ìіæ ñîáîþ âіäðіçêè ìàòè ïðîåêöії ðіç-
íîї äîâæèíè?
3) ×è ìîæå äîâæèíà ïàðàëåëüíîї ïðîåêöії âіäðіçêà áóòè
áіëüøîþ çà äîâæèíó öüîãî âіäðіçêà?

ралельного проектування.  Як зобразити трикутник та його
елементи? Як зобразити паралелограм при паралельному
проектуванні?  Як зобразити ромб, прямокутник, квадрат при
паралельному проектуванні?  Як зобразити трапецію, пра-
вильний шестикутник, коло при паралельному проектуванні?

3333
ëë
×

Ìàë. 3.21
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3.9. ßêі ãåîìåòðè÷íі ôіãóðè ìîæóòü áóòè ïàðàëåëüíèìè ïðî-
åêöіÿìè:
1) ïëîùèíè;  2) âіäðіçêà;  3) äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ?

3.10. ßêі ãåîìåòðè÷íі ôіãóðè ìîæóòü áóòè ïàðàëåëüíèìè ïðî- 
åêöіÿìè:
1) ïðÿìîї;   2) ïðîìåíÿ;   3) äâîõ ïàðàëåëüíèõ âіäðіçêіâ?

3.11. ×è ìîæóòü äâі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ïðîåêòóâàòèñÿ:
1) ó äâі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ;
2) ó äâі ïàðàëåëüíі ïðÿìі;
3) â îäíó ïðÿìó;
4) ó ïðÿìó і òî÷êó?

3.12. ×è ìîæóòü äâі ìèìîáіæíі ïðÿìі ïðîåêòóâàòèñÿ: 
1) ó äâі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ;     
2) ó äâі ïàðàëåëüíі ïðÿìі;
3) â îäíó ïðÿìó;            
4) ó ïðÿìó і òî÷êó, ùî їé íå íàëåæèòü?

3.13. Ó ïðîñòîðі äàíî ïðÿìó і òî÷êó, ÿêà їé íå íàëåæèòü. ×è 
ìîæå ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ äàíîї òî÷êè íàëåæàòè ïðîåê-
öії äàíîї ïðÿìîї? Âèêîíàéòå ìàëþíîê.

3.14. Òðèêóòíèê ABC – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ 
ðіâíîáåä ðåíîãî òðèêóòíèêà, AB – ïðîåêöіÿ îñíî-
âè (ìàë. 3.22). Ïîáóäóéòå ïðîåêöіþ:
1) ñåðåäíüîї ëіíії òðèêóòíèêà, ùî ñïîëó÷àє áі÷íі
ñòîðîíè;
2) âèñîòè òðèêóòíèêà, ïðîâåäåíîї äî îñíîâè.

3.15. Òðèêóòíèê ABC – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ ðіâíîñòîðîííüî-
ãî òðèêóòíèêà (ìàë. 3.22). Ïîáóäóéòå ïðîåêöіþ:
1) îäíієї іç ñåðåäíіõ ëіíіé òðèêóòíèêà;
2) îäíієї іç áіñåêòðèñ òðèêóòíèêà.

3.16. Òðèêóòíèê ABC – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ ðіâíîñòîðîííüî-
ãî òðèêóòíèêà A0B0C0. Ïîáóäóéòå ïðîåêöіþ öåíòðà êîëà,
îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà A0B0C0.

3.17. Òðèêóòíèê ABC – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ ðіâíîáåä ðåíîãî
òðèêóòíèêà (BC – ïðîåêöіÿ îñíîâè). Ïîáóäóéòå ïðîåêöіþ
ñåðåäèííîãî ïåðïåíäèêóëÿðà äî îñíîâè ðіâíîáåä ðåíîãî
òðèêóòíèêà.

3.18. Ïàðàëåëîãðàì ABCD – ïàðàëåëüíà 
ïðîåêöіÿ ðîìáà (ìàë. 3.23). Ïîáóäóéòå
ïðîåêöіþ ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî
ç òî÷êè M, ùî ëåæèòü íà ñòîðîíі CD, äî 
äіàãîíàëі AC.

Ìàë. 3.22

Ìàë. 3.23
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3.19. Ïàðàëåëîãðàì ABCD – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ êâàäðàòà
(ìàë. 3.23), òî÷êà M ëåæèòü íà ñòîðîíі CD. Ïîáóäóéòå
ïðîåêöіþ ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç òî÷êè M äî äіà-
ãîíàëі BD.

3.20. Çîáðàçіòü ïðîåêöіþ ïðàâèëüíîãî øåñòèêóòíèêà òà ïðî-
åêöіþ ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç éîãî öåíòðà äî
ìåíøîї äіàãîíàëі.

3.21. Çîáðàçіòü ïðîåêöіþ ïðàâèëüíîãî øåñòèêóòíèêà òà ïðî- 
åêöіþ ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç éîãî öåíòðà äî îä-
íієї çі ñòîðіí.

3.22. ×è ìîæíà ïðè ïàðàëåëüíîìó ïðîåêòóâàííі ïàðàëåëîãðà-
ìà îòðèìàòè ÷îòèðèêóòíèê, äâà êóòè ÿêîãî äîðіâíþþòü
85 і 105? ßêùî âіäïîâіäü ïîçèòèâíà, çíàéäіòü äâà іí-
øèõ êóòè öüîãî ÷îòèðèêóòíèêà.

3.23. ×è ìîæíà ïðè ïàðàëåëüíîìó ïðîåêòóâàííі êâàäðàòà îò-
ðèìàòè ÷îòèðèêóòíèê, äâà êóòè ÿêîãî äîðіâíþþòü 89 і
91? ßêùî âіäïîâіäü ïîçèòèâíà, çíàéäіòü äâà іíøèõ êóòè
öüîãî ÷îòèðèêóòíèêà.

3.24. Òðèêóòíèê ABC – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ ðіâíîñòîðîííüîãî
òðèêóòíèêà A0B0C0. Ïîáóäóéòå ïðîåêöії ïåðïåíäèêóëÿðіâ,
ïðîâåäåíèõ іç ñåðåäèíè ñòîðîíè B0C0 äî ñòîðіí A0B0 і A0C0.

3.25. Òðèêóòíèê KLM – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ òðèêóòíèêà
K0L0M0, ó ÿêîãî K0L0 : L0M0  1 : 4. Ïîáóäóéòå ïðîåêöіþ
áіñåêòðèñè êóòà L0.

3.26. Òðèêóòíèê ABC – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ òðèêóòíèêà
A0B0C0, ó ÿêîãî A0B0 : B0C0  1 : 3. Ïîáóäóéòå ïðîåêöіþ
áіñåêòðèñè êóòà B0.

3.27. Òðàïåöіÿ ABCD – ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ ðіâíîáі÷íîї òðà-
ïåöії A0B0C0D0, äå A0B0 і C0D0 – îñíîâè, êóòè A0 і B0 – ãî-
ñòðі. Ïîáóäóéòå ïðîåêöії âèñîò òðàïåöії A0B0C0D0, ïðîâå-
äåíèõ іç âåðøèí A0 і B0.

3.28. Äàíî ïàðàëåëüíó ïðîåêöіþ òðèêóòíèêà і öåíòð
êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî íüîãî (ìàë. 3.24). Ïîáóäóéòå
ïðîåêöії âèñîò òðèêóòíèêà.

3.29. Ïàðàëåëîãðàì ABCD є ïàðàëåëüíîþ ïðîåê-
öієþ ðîìáà ç êóòîì 60. Ïîáóäóéòå ïðîåêöії âè-
ñîò ðîìáà, ïðîâåäåíèõ іç âåðøèíè öüîãî êóòà.

3.30. Ïàðàëåëîãðàì KLMN є ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ ðîìáà ç N
êóòîì 120. Ïîáóäóéòå ïðîåêöії âèñîò ðîìáà, ïðîâåäåíèõ
іç âåðøèíè öüîãî êóòà.

Ìàë. 3.24
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             Ìàë. 3.25             Ìàë. 3.26

3.31. Äàíî ïàðàëåëüíó ïðîåêöіþ êîëà іç öåíòðîì O (ìàë. 3.25). 
Ïîáóäóéòå ïðîåêöіþ äіàìåòðà, ïåðïåíäèêóëÿðíîãî äî äіà-
ìåòðà AB.

3.32. Äàíî ïàðàëåëüíó ïðîåêöіþ êîëà іç öåíòðîì O (ìàë. 3.25). 
Ïîáóäóéòå ïàðàëåëüíó ïðîåêöіþ êâàäðàòà, âïèñàíîãî ó 
öå êîëî.

3.33. Äàíî ïàðàëåëüíó ïðîåêöіþ êîëà (ìàë. 3.26). Ïîáóäóéòå
ïðîåêöіþ éîãî öåíòðà.

3.34. Ìàєìî çîáðàæåííÿ êîëà, éîãî öåíòðà і äåÿêîї òî÷êè, ùî 
íàëåæèòü êîëó. Ïîáóäóéòå çîáðàæåííÿ äîòè÷íîї, ùî ïðîõî-
äèòü ÷åðåç öþ òî÷êó.

3.35. Òðèêóòíèê ABC є ïàðàëåëüíîþ ïðîåêöієþ ïðÿìîêóòíîãî
òðèêóòíèêà ç ãîñòðèì êóòîì 60. Ïîáóäóéòå ïðîåêöіþ áі-
ñåêòðèñè öüîãî êóòà.

3.36. Äàíî ïðîåêöіþ òðèêóòíèêà і äâîõ éîãî âèñîò. Ïîáóäóéòå
ïðîåêöіþ öåíòðà êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà.

òò âà ìàòåìàòèêà
3.37. Âèêîðèñòîâóþ÷è äàíі, íàâåäåíі íà ìàëþíêó, çíàéäіòü âèñî-
òó  ùîãëè AB.

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

3.38. Ó {ABC{{  òî÷êà K – ñåðåäèíà AB, òî÷êà L – ñåðåäèíà BC. 
Çíàéäіòü:
1) KL, ÿêùî AC  16 ñì;     2) AC, ÿêùî KL  3 ñì.
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3.39. Ïðÿìà MN ïàðàëåëüíà ñòîðîíі AB òðèêóòíèêà ABC,
M  AC, N  BC, CM  2 ñì, AC  6 ñì, MN  3 ñì. Çíàé-
äіòü AB.

ßê ñòâåðäæóєòüñÿ â àêñіîìі ÑІІ, 
ÿêùî äâі òî÷êè ïðÿìîї íàëåæàòü
ïëîùèíі, òî і âñÿ ïðÿìà (òîáòî âñі
її òî÷êè) íàëåæèòü öіé ïëîùèíі.

Ïðÿìà і ïëîùèíà ìîæóòü òàêîæ ìàòè îäíó ñïіëüíó òî÷êó àáî
íå ìàòè ñïіëüíèõ òî÷îê óçàãàëі. Îòæå, ìîæíà çðîáèòè âèñíî-
âîê, ùî є òðè âèïàäêè âçàєìíîãî ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї і ïëîùè-
íè:

1) ïðÿìà ìîæå íàëåæàòè ïëîùèíі (ìàë. 4.1);
2) ïðÿìà і ïëîùèíà ìîæóòü ìàòè îäíó ñïіëüíó òî÷êó,

òîáòî ïåðåòèíàòèñÿ (ìàë. 4.2);
3) ïðÿìà і ïëîùèíà ìîæóòü âçàãàëі íå ìàòè ñïіëüíèõ òî-

÷îê (ìàë. 4.3).

      Ìàë. 4.1             Ìàë. 4.2            Ìàë. 4.3

Íà ìàëþíêó 4.3 ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі , ùî ïîçíà-
÷àþòü òàê: .

Óÿâëåííÿ ïðî ïðÿìó і ïëîùèíó, ïà-
ðàëåëüíі ìіæ ñîáîþ, ó ïîâñÿêäåííîìó
æèòòі ìîæíà îòðèìàòè, íàïðèêëàä, ñïî-
ñòåðіãàþ÷è çà òóãî íàòÿãíóòèìè åëåê-
òðè÷íèìè äðîòàìè, ÿêі ïàðàëåëüíі ïî-
âåðõíі çåìëі (ìàë. 4.4), àáî çà ëіíієþ
ïåðåòèíó ñòіíè êіìíàòè çі ñòåëåþ, ÿêà
ïàðàëåëüíà ïіäëîçі (ïðÿìà a íà ìàëþí-
êó 4.5 ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ). Çàóâàæè-
ìî, ùî ó ïëîùèíі ïіäëîãè є ïðÿìà b, ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé a.
Äîâåäåìî, ùî íàÿâíіñòü ó ïëîùèíі  ïðÿìîї b, ïàðàëåëüíîї
ïðÿìіé a, є îçíàêîþ ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìîї і ïëîùèíè.

ПАРАЛЕЛЬНІСТЬ ПРЯМОЇ 
І ПЛОЩИНИ§ 4. 

1. Âçàєìíå ðîçìіùåííÿ 
ïðÿìîї і ïëîùèíè

ðÿìó і ïëîùèíó íàçèâàþòü ïàðà-
åëüíèìè, ÿêùî âîíè íå ìàþòü 

ñïіëüíèõ òî÷îê.

Ïð
ëå
ñï

2. Ïàðàëåëüíіñòü 
ïðÿìîї і ïëîùèíè

Ìàë. 4.4
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Ìàë. 4.5

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ïðÿìà a íå ëåæèòü ó ïëîùèíі , à 
ïðÿìà b ëåæèòü ó ïëîùèíі , ïðè÷îìó  (ìàë. 4.6). Äî-
âåäåìî, ùî .

1) Îñêіëüêè , òî ÷åðåç ïðÿìі a і b ìîæíà ïðîâåñòè ïëî-
ùèíó, íàçâåìî її  (ìàë. 4.6).
2) Òîäі ïðÿìà b ëåæèòü ó êîæíіé іç ïëîùèí  і îòæå, є 
ïðÿìîþ їõ ïåðåòèíó.
3) Ïðèïóñòèìî, ùî ïðÿìà a íå ïàðàëåëüíà ïëîùèíі , 
òîäі âîíà її ïåðåòèíàє, òîáòî ìàє ç íåþ ñïіëüíó òî÷êó M
(ìàë. 4.6).
4) Îñêіëüêè , , òî . Òîáòî òî÷êà M íàëåæèòüM
і ïëîùèíі , і ïëîùèíі , à òîìó íàëåæèòü ïðÿìіé b ïåðåòèíó 
ïëîùèí  і .
5) Îòæå, îòðèìàëè, ùî ïðÿìі a і b ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öі 
M, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâі. Òîìó íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå.
6) Îòæå, ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі . 
Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ êîðèñíîþ áóäå òåîðåìà, îáåðíåíà

äî îçíàêè ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìîї і ïëîùèíè.

Ò å î ð å ì à  1  (îçíàêà ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìîї і ïëîùè-
íè). ßêùî ïðÿìà, ÿêà íå ëåæèòü ó ïëîùèíі, ïàðàëåëü-
íà ÿêіé-íåáóäü ïðÿìіé öієї ïëîùèíè, òî âîíà ïàðà-
ëåëüíà і ñàìіé ïëîùèíі.

Ò å î ð å ì à  2  (îáåðíåíà äî îçíàêè ïàðàëåëüíîñòі ïðÿ-
ìîї і ïëîùèíè). ßêùî äàíà ïðÿìà ïàðàëåëüíà ïëîùè-
íі, òî â öіé ïëîùèíі çíàéäåòüñÿ ïðÿìà, ïàðàëåëüíà äà-
íіé ïðÿìіé.
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Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé a – äàíà ïðÿìà,  – äàíà ïëîùèíà,
 (ìàë. 4.7).

Ìàë. 4.7

1)  Ó ïëîùèíі  âèáåðåìî äîâіëüíó òî÷êó N. ×åðåç ïðÿìó a і 
òî÷êó N, ùî їé íå íàëåæèòü, ïðîâåäåìî ïëîùèíó .
2) Ïëîùèíà  âіäìіííà âіä ïëîùèíè , îñêіëüêè ïðîõîäèòü
÷åðåç ïðÿìó a, ÿêà íå íàëåæèòü ïëîùèíі .
3) Îñêіëüêè ïëîùèíè  і  ìàþòü ñïіëüíó òî÷êó – òî÷êó N,
òî âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî äåÿêіé ïðÿìіé b, ùî ïðîõîäèòü
÷åðåç öþ òî÷êó. Äîâåäåìî, ùî .
4) Ïðÿìі a і b ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі – ïëîùèíі  і íå çáі-
ãàþòüñÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öі M.
Îñêіëüêè b, à , òî . Ìàєìî, ùî òî÷êà M –M
òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìîї a ç ïëîùèíîþ , à öå ñóïåðå÷èòü óìîâі.
5) Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, òîìó . 

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî êîëè îäíà ç äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿ-
ïàðàëåëüíà äåÿêіé ïëîùèíі, òî äðóãà ïðÿìà àáî ïàðà-
íà öіé ïëîùèíі, àáî ëåæèòü ó öіé ïëîùèíі.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé a і b – äàíі ïðÿìі, , .
1) Ïðÿìà b ìîæå íàëåæàòè ïëîùèíі  (ìàë. 4.8) (ó öüîìó
âèïàäêó óìîâà çàäà÷і âèêîíóєòüñÿ).

       

          Ìàë. 4.8                     Ìàë. 4.9

2) Ïðÿìà b ìîæå íå íàëåæàòè ïëîùèíі  (ìàë. 4.9). Ó ïëî-
ùèíі , çà òåîðåìîþ, îáåðíåíîþ äî îçíàêè ïàðàëåëüíîñòі
ïðÿìîї і ïëîùèíè, іñíóє ïðÿìà c, ïàðàëåëüíà a. Îòæå, ,

. Òîäі, çà îçíàêîþ ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìèõ, . Óðàõî-
âóþ÷è, ùî , çà îçíàêîþ ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìîї і ïëîùè-
íè, îòðèìàєìî, ùî . Îòæå,  àáî .

Í à ñ ë і ä î ê .  ßêùî ïðÿìà ïàðàëåëüíà ïëîùèíі, òî ÷å-
ðåç áóäü-ÿêó òî÷êó öієї ïëîùèíè ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿ-
ìó, ïàðàëåëüíó äàíіé, і äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

äà÷à 1.
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Çàäà÷à 2. Äîâåñòè, ùî êîëè ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿ-
ó, ïàðàëåëüíó іíøіé ïëîùèíі, і ïåðåòèíàє öþ ïëîùèíó, òî 

ïðÿìà ïåðåòèíó ïëîùèí ïàðàëåëüíà äàíіé ïðÿìіé.
Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ÷åðåç äàíó ïðÿìó a, ïàðàëåëüíó ïëî-
ùèíі , ïðîõîäèòü ïëîùèíà , ÿêà ïåðåòèíàє  ïî ïðÿìіé b
(ìàë. 4.6). Äîâåäåìî, ùî , âіä ñóïðîòèâíîãî.
1) Ïðÿìі a і b ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі – ïëîùèíі .
2) Ïðèïóñòèìî, ùî a і b ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öі M. Àëå òîäі 
òî÷êà M – òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìîї a і ïëîùèíè , ùî ñóïå-
ðå÷èòü óìîâі.
3) Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, òîìó .

Çàäà÷à 3. Ïëîùèíà, ïàðàëåëüíà ñòîðîíі AB òðèêóòíè-
êà ABC, ïåðåòèíàє ñòîðîíó AC ó òî÷öі A1, à ñòîðîíó BC – â 
òî÷öі B1. Çíàéòè äîâæèíó ñòîðîíè AB, ÿêùî A1B1  10 ñì і
AC : A1C  5 : 2.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ïðÿìі AB і A1B1 ëåæàòü â îäíіé ïëîùè-
íі – ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC (ìàë. 4.10).
2) Ïðèïóñòèìî, ùî AB і A1B1 ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öі M.
3) Îñêіëüêè , , òî . 
Òîäі òî÷êà M є òî÷êîþ ïåðåòèíó ïðÿ-
ìîї AB і ïëîùèíè , ùî ñóïåðå÷èòü 
óìîâі. Îòæå, .
4) Ðîçãëÿíåìî {ACB{{  і {A{{ 1CB1. Êóò C
ó íèõ ñïіëüíèé,  (ÿê 
âіäïîâіäíі ïðè ïàðàëåëüíèõ ïðÿ-
ìèõ AB і A1B1 òà ñі÷íіé CB). Òîìó 
{ACB{{ V {A{{ 1CB1 (çà äâîìà êóòàìè).

5) Òîäі , òîáòî , çâіäêè AB  25 (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü. 25 ñì.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
4.1. Îñíîâà AB òðàïåöії ABCD íàëåæèòü ïëîùèíі 
ìàë. 4.11), à îñíîâà DC íå íàëåæèòü öіé ïëîùèíі. ßê
ðîçìіùåíà ïðÿìà DC âіäíîñíî ïëîùèíè ?

Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 3.  

Ìàë. 4.10

Яким може бути взаємне розміщення прямої і площини? 
Дайте означення паралельних прямої і площини.  Сфор-

мулюйте й доведіть ознаку паралельності прямої і площини. 
Сформулюйте та доведіть теорему, обернену до ознаки па-

ралельності прямої і площини.  Сформулюйте наслідок із цієї 
тео реми.

ммммммммм

4444
(((((
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     Ìàë. 4.11            Ìàë. 4.12             Ìàë. 4.13

4.2. Ñòîðîíà AD ïàðàëåëîãðàìà ABCD íàëåæèòü ïëîùèíі , 
à ñòîðîíà BC íå íàëåæèòü öіé ïëîùèíі (ìàë. 4.12). ßêå
âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї BC âіäíîñíî ïëîùèíè ?

4.3. Ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç îäíó ç äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿ-
ìèõ і íå ïðîõîäèòü ÷åðåç äðóãó. ßêå âçàєìíå ðîçìіùåííÿ
ïëîùèíè і äðóãîї ïðÿìîї?

4.4. Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé n (ìàë. 4.13).
Ó ïëîùèíі  ïðîâåäåíî ïðÿìó m, ïàðàëåëüíó ïðÿìіé n.
ßêå âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї m і ïëîùèíè ?

4.5. Ñêіëüêè ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ äàíіé ïëîùèíі, ìîæíà
ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó, ùî íå ëåæèòü ó öіé ïëîùèíі? Âè-
êîíàéòå ìàëþíîê.

4.6. ABCDADD 1B1C1D1 – ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëå-
ïіïåä (ìàë. 4.14). Çàïèøіòü óñі ïðÿìі:
1) ïàðàëåëüíі ïëîùèíі ABC;
2) ÿêі ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó ABB1;
3) ÿêі íàëåæàòü ïëîùèíі AA1D.

4.7. ABCDADD 1B1C1D1 – êóá (ìàë. 4.14). Çíàé-
äіòü äåÿêі äâі ïðÿìі:
1) ÿêі ïàðàëåëüíі ïëîùèíі BB1C1;
2) ÿêі ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó DCC1;
3) ÿêі íàëåæàòü ïëîùèíі A1B1C1.

4.8. ×è ìîæëèâî, ùîá ïðÿìà a ïåðåòèíàëà ïëîùèíó , 
àëå ó ïëîùèíі  іñíóâàëà ïðÿìà, ïàðàëåëüíà a?

4.9. Äîâåäіòü, ùî êîëè ïëîùèíà ïåðåòèíàє îäíó ç äâîõ ïàðà-
ëåëüíèõ ïðÿìèõ, òî âîíà ïåðåòèíàє і äðóãó.

4.10. Ïðÿìі a і b ïàðàëåëüíі. ßêèì ìîæå áóòè âçàєìíå ðîçòà-
øóâàííÿ ïðÿìîї b і ïëîùèíè , ÿêùî:
1) a і  ïàðàëåëüíі;      2) a і  ïåðåòèíàþòüñÿ;
3) ïðÿìà a ëåæèòü ó ïëîùèíі ? 
Âèêîíàéòå âіäïîâіäíі ìàëþíêè.

4.11. Ïðÿìі a і b ïåðåòèíàþòüñÿ. ßêèì ìîæå áóòè âçàєìíå
ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìîї b і ïëîùèíè , ÿêùî:
1) a і  ïàðàëåëüíі;      2) a і  ïåðåòèíàþòüñÿ;
3) ïðÿìà a ëåæèòü ó ïëîùèíі ? 
Âèêîíàéòå âіäïîâіäíі ìàëþíêè.

Ìàë. 4.14
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4.12. Ïðÿìà m ïåðåòèíàє ïëîùèíó . ßêèì ìîæå áóòè âçàєì-
íå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ m і n, ÿêùî:
1)  і n ïàðàëåëüíі;      2)  і n ïåðåòèíàþòüñÿ;
3) n íàëåæèòü ? 
Âèêîíàéòå âіäïîâіäíі ìàëþíêè.

4.13. Ïðÿìà m ëåæèòü ó ïëîùèíі . ßêèì ìîæå áóòè âçàєìíå 
ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ m і n, ÿêùî:
1)  і n ïàðàëåëüíі;      
2)  і n ïåðåòèíàþòüñÿ;
3) n íàëåæèòü ?
Âèêîíàéòå âіäïîâіäíі ìàëþíêè.

4.14. Òî÷êà N íå ëåæèòü ó ïëîùèíі ïðÿìîêóòíèêà ABCD. Äî-
âåäіòü, ùî ïðÿìà CD ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ABN.

4.15. Òî÷êà L íå ëåæèòü ó ïëîùèíі ïàðàëåëîãðàìà ABCD. Äî-
âåäіòü, ùî ïðÿìà AB ïàðàëåëüíà ïëîùèíі DLC.

4.16. ×åðåç ñòîðîíó ML ÷îòèðèêóòíèêà KLMN, ó ÿêîãî
, ïðîâåäåíî ïëîùèíó  (ìàë. 4.15). Äîâå-

äіòü, ùî .

4.17. ×åðåç ñòîðîíó ML ÷îòèðèêóòíèêà KLMN, ó ÿêîãî 
, ïðîâåäåíî ïëîùèíó  (ìàë. 4.15). 

Äîâåäіòü, ùî .

4.18. Ñòîðîíà AB òðèêóòíèêà ABC ïà-
ðàëåëüíà ïëîùèíі , à ñòîðîíè CA і CB
ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  â òî÷êàõ K і L
âіäïîâіäíî.
1) Äîâåäіòü, ùî {CKL V {CAB.
2) Çíàéäіòü KL, ÿêùî CK  3 ñì,
CA  7 ñì, AB  14 ñì.

4.19. Ñòîðîíà BC òðèêóòíèêà ABC ïàðàëåëüíà ïëîùèíі , à 
ñòîðîíè AB і AC ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  â òî÷êàõ M і N
âіäïîâіäíî.
1) Äîâåäіòü, ùî {AMN{{ V {ABC{{ .
2) Çíàéäіòü BC, ÿêùî MN  2 ñì, AB  9 ñì, AM  3 ñì.

4.20. Ïëîùèíà , ÿêà ïàðàëåëüíà îñíîâàì AB і CD òðàïåöії 
ABCD, ïåðåòèíàє áі÷íі ñòîðîíè AD і BC â òî÷êàõ M і
N âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü AB, ÿêùî M – ñåðåäèíà AD, 
MN  6 ñì, DC  10 ñì.

4.21. Ïëîùèíà , ÿêà ïàðàëåëüíà îñíîâàì AD і BC òðàïå-
öії ABCD, ïåðåòèíàє áі÷íі ñòîðîíè AB і CD â òî÷êàõ K
і L âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü KL, ÿêùî K – ñåðåäèíà AB, 
AD  12 ñì, BC  4 ñì.

Ìàë. 4.15
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4.22. Äîâåäіòü, ùî êîëè ïðÿìà n ïàðàëåëüíà êîæíіé іç
äâîõ ïëîùèí  і , ÿêі ïåðåòèíàþòüñÿ, òî ïðÿìà n ïàðà-
ëåëüíà ïðÿìіé ïåðåòèíó ïëîùèí  і .

4.23. Òî÷êà P íå íàëåæèòü ïëîùèíі ïàðàëåëîãðàìà ABCD
(ìàë. 4.16). Çàïèøіòü óñі ïàðè ïðÿìèõ і ïëîùèí, ïàðà-
ëåëüíèõ ìіæ ñîáîþ.

      

               Ìàë. 4.16               Ìàë. 4.17

4.24. Òî÷êà A íå íàëåæèòü ïëîùèíі òðàïåöії KLMN ç îñíî-
âàìè KL і MN (ìàë. 4.17). Çàïèøіòü óñі ïàðè ïðÿìèõ і
ïëîùèí, ïàðàëåëüíèõ ìіæ ñîáîþ.

4.25. Ïëîùèíà  і ïðÿìà a, ùî íå ëåæèòü ó ïëîùèíі , ïàðà-
ëåëüíі îäíіé і òіé ñàìіé ïðÿìіé b. ßêå âçàєìíå ðîçòàøó-
âàííÿ ïðÿìîї a і ïëîùèíè ? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

4.26. Ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі . ×åðåç ïðÿìó a ïðîâå-
äåíî ïëîùèíó , ÿêà ïåðåòèíàє ïëîùèíó  ïî ïðÿìіé c.
ßêå âçàєìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ a і c? Âіäïîâіäü îá-
ґðóíòóéòå.

4.27. Ïëîùèíà  ïàðàëåëüíà ñòîðîíі AB òðèêóòíèêà ABC òà
ïåðåòèíàє ñòîðîíè AC і BC ó òî÷êàõ D і E âіäïîâіäíî.
Çíàéäіòü AC, ÿêùî AD  8 ñì, DE  3 ñì, AB  7 ñì.

4.28. Ïëîùèíà  ïàðàëåëüíà ñòîðîíі BC òðèêóòíèêà ABC òà 
ïåðåòèíàє ñòîðîíè AB і AC ó òî÷êàõ M і N âіäïîâіäíî. 
Çíàéäіòü AN, ÿêùî MN  9 ñì, BC  13 ñì, NC  8 ñì.

4.29. Äîâåäіòü, ùî êîëè ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі , òî
áóäü-ÿêà ïðÿìà, ÿêà ïàðàëåëüíà ïðÿìіé a і ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç òî÷êó ïëîùèíè , ëåæèòü ó ïëîùèíі .

4.30. Òðèêóòíèê ABP і ïðÿìîêóòíèê ABCD ìàþòü ñïіëüíó
ñòîðîíó AB і ëåæàòü ó ðіçíèõ ïëîùèíàõ. ×åðåç ñòîðîíó
DC і òî÷êó M – ñåðåäèíó âіäðіçêà AP ïðîâåäåíî ïëîùè-
íó, ÿêà ïåðåòèíàє PB ó òî÷öі N.
1) Äîâåäіòü, ùî ïðÿìі AB і MN ïàðàëåëüíі.
2) Çíàéäіòü AB, ÿêùî MN  5 ñì.
3) Âèçíà÷òå âèä ÷îòèðèêóòíèêà DMNC.
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4.31. Òðèêóòíèê ADF і ðîìá ABCD ìàþòü ñïіëüíó ñòîðîíó AD
і ëåæàòü ó ðіçíèõ ïëîùèíàõ. ×åðåç ñòîðîíó BC і òî÷êó 
P – ñåðåäèíó DF ïðîâåäåíî ïëîùèíó, ÿêà ïåðåòèíàє AF
ó òî÷öі T.
1) Äîâåäіòü, ùî ïðÿìі AD і TP ïàðàëåëüíі.
2) Çíàéäіòü TP, ÿêùî AD  12 ñì.
3) Âèçíà÷òå âèä ÷îòèðèêóòíèêà BTPC.

4.32. Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé n, ïðÿìà
m є ìèìîáіæíîþ іç ïðÿìîþ n і ïàðàëåëüíà ïëîùèíі . 
ßêèì ìîæå áóòè âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї m і ïëîùè-
íè ? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

4.33. Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé c, ïðÿìà d ïà-
ðàëåëüíà ïëîùèíі  і ïàðàëåëüíà ïðÿìіé c. ßêèì ìîæå 
áóòè âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї d і ïëîùèíè ? Âіäïî-
âіäü îáґðóíòóéòå.

4.34. Òî÷êà D íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC
(ìàë. 4.18). Íà âіäðіçêàõ AD, CD і BC âçÿòî òî÷êè K, L і M
âіäïîâіäíî òàê, ùî DK : K KA  DL : LC  BM : M MC  1 : 3.
1) Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà AC ïàðàëåëüíà ïëîùèíі KLM.
2) ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї BD і ïëîùèíè KLM?
3) Ïîáóäóéòå òî÷êó N – òî÷êó ïåðåòèíó ïëîùèíè KLM і 
âіäðіçêà AB. Ïîáóäîâó îáґðóíòóéòå.
4) Çíàéäіòü ïåðèìåòð ÷îòèðèêóòíèêà KLMN, ÿêùî 
AC  8 ñì, BD  12 ñì.

          

            Ìàë. 4.18                  Ìàë. 4.19

4.35. Òî÷êà L íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC
(ìàë. 4.19). Íà âіäðіçêàõ LC, BC і BA âçÿòî òî÷êèA E, F і F
G âіäïîâіäíî òàê, ùîG LE : EC  BF : F FC  BG : G GA  1 : 2.
1) Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà BL ïàðàëåëüíà ïëîùèíі EFG.
2) ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї AC і ïëîùèíè EFG?
3) Ïîáóäóéòå H – òî÷êó ïåðåòèíó ïëîùèíèH EFG і ïðÿìîї G AL.
4) Çíàéäіòü PEFGH, ÿêùî AC  9 ñì, BL  15 ñì.

4.36. Äîâåäіòü, ùî ÷åðåç áóäü-ÿêó òî÷êó ïðîñòîðó, ÿêà íå ëå-
æèòü íà æîäíіé іç äâîõ äàíèõ ìèìîáіæíèõ ïðÿìèõ, ìîæ-
íà ïðîâåñòè ïëîùèíó, ïàðàëåëüíó êîæíіé іç äâîõ äàíèõ
ïðÿìèõ. Ñêіëüêè òàêèõ ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè?
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4.37. Ïðÿìі AC і BD – ìèìîáіæíі. Òî÷êà M ëåæèòü íà ïðÿ-M
ìіé AB ìіæ òî÷êàìè A і A B. Ïîáóäóéòå ïëîùèíó, ÿêà ïðî-
õîäèòü ÷åðåç òî÷êó M ïàðàëåëüíî ïðÿìèìM AC і BD. Ñêіëü-
êè òàêèõ ïëîùèí ìîæíà ïîáóäóâàòè?

4.38. Òî÷êà P íå íàëåæèòü ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC, M – ñå-
ðåäèíà AP. ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïëîùèíè MPB
òà ïðÿìîї, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíè ñòîðіí CA і CB?

4.39. Òî÷êà L ëåæèòü ïîçà ïëîùèíîþ ïàðàëåëîãðàìà ABCD.
1) Ïîáóäóéòå ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí LAB і LCD.
2) ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïîáóäîâàíîї ïðÿìîї і ïëî-
ùèíè ïàðàëåëîãðàìà?

4.40. Òî÷êà M ëåæèòü ïîçà ïëîùèíîþ òðèêóòíèêà ABC, òî÷-
êè E і D – ñåðåäèíè BC і AC âіäïîâіäíî.
1) Ïîáóäóéòå ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí MAB і MED.
2) ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïîáóäîâàíîї ïðÿìîї і ïëî-
ùèíè òðèêóòíèêà?

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
4.41. Іâàí òà Іâàíêà, ðîçëó÷èâøèñü íà ïåðåõðåñòі, ïіøëè
ïî âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèì äîðîãàõ, Іâàí çі øâèäêіñòþ
3,6 êì/ãîä, Іâàíêà – 2,7 êì/ãîä. ßêà âіäñòàíü (â êì) áóäå ìіæ
íèìè ÷åðåç 45 õâ?

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

4.42. Âіäîìî, ùî ,  (ìàë. 4.20).
Óêàæіòü âèä ÷îòèðèêóòíèêà KLMN.

Ìàë. 4.20
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ßê ñòâåðäæóєòüñÿ â àêñіîìі ÑІІІ, 
ÿêùî äâі ïëîùèíè ìàþòü ñïіëüíó 
òî÷êó, òî âîíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî 
ïðÿìіé. Îòæå, ìîæíà äіéòè âèñíîâ-

êó, ùî є äâà âèïàäêè âçàєìíîãî ðîçìіùåííÿ äâîõ ïëîùèí:
1) ïëîùèíè ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ ïî ïðÿìіé (ìàë. 5.1);
2) ïëîùèíè ìîæóòü íå ìàòè ñïіëüíèõ òî÷îê (ìàë. 5.2).

       

            Ìàë. 5.1                Ìàë. 5.2

Íà ìàëþíêó 5.2 ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі, öå ïîçíà÷àþòü 
òàê: .

Óÿâëåííÿ ïðî ïàðàëåëüíі ïëîùèíè â ïîâñÿêäåííîìó æèòòі
äàþòü, íàïðèêëàä, äíî òà êðèøêà çàêðèòîї êîðîáêè, äâі ïðî-
òèëåæíі ñòіíè êіìíàòè, øèáêè ñêëîïàêåòà òîùî.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé  і  – äàíі ïëîùèíè (ìàë. 5.3), a1 і 
a2 – äâі ïðÿìі, ùî ëåæàòü ó ïëîùèíі  і ïåðåòèíàþòüñÿ â 
òî÷öі A, b1 і b2 – äâі ïðÿìі, ùî ëåæàòü ó ïëîùèíі , ïðè÷î-
ìó , .

Ìàë. 5.3

ПАРАЛЕЛЬНІСТЬ
ПЛОЩИН§ 5. 

1. Âçàєìíå ðîçìіùåííÿ 
äâîõ ïëîùèí

âі ïëîùèíè íàçèâàþòü ïàðàëåëü-
èìè, ÿêùî âîíè íå ìàþòü ñïіëü-

íèõ òî÷îê.

Äâ
íè
íè

2. Ïàðàëåëüíі 
ïëîùèíè

Ò å î ð å ì à  1  (îçíàêà ïàðàëåëüíîñòі ïëîùèí). ßêùî
äâі ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòüñÿ, îäíієї ïëîùèíè âіäïî-
âіäíî ïàðàëåëüíі äâîì ïðÿìèì äðóãîї ïëîùèíè, òî öі 
ïëîùèíè ïàðàëåëüíі.
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1) Ìàєìî, ùî ,  (çà îçíàêîþ ïàðàëåëüíîñòі ïðÿ-
ìîї і ïëîùèíè).
2) Äîâåäåìî, ùî  âіä ñóïðîòèâíîãî. Ïðèïóñòèìî, ùî
ïëîùèíè  і  íå ïàðàëåëüíі, òîáòî ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿ-
ìіé c.
3) Ïðÿìà c ëåæèòü ó ïëîùèíі  і íå ìàє ñïіëüíèõ òî÷îê ç
a1. Äіéñíî, ÿêáè c і a1 ïåðåòèíàëèñÿ, òî öÿ òî÷êà áóëà á òà-
êîæ òî÷êîþ ïåðåòèíó ïðÿìîї a1 і ïëîùèíè , àëå æ .
Òîìó .
4) Àíàëîãі÷íî . Ïðèõîäèìî äî òîãî, ùî ÷åðåç òî÷êó A
ïðîõîäÿòü äâі ðіçíі ïðÿìі – a1 і a2, ïàðàëåëüíі ïðÿìіé c,
ùî ñóïåðå÷èòü òåîðåìі ïðî іñíóâàííÿ ïðÿìîї, ïàðàëåëüíîї
äàíіé.
5) Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, òîìó . 

Çàäà÷à 1. Ïîáóäóâàòè ïàðàëåëüíі ïëîùèíè, ùî ïðîõîäÿòü
÷åðåç äâі äàíі ìèìîáіæíі ïðÿìі.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé a і b – ìèìîáіæíі
ïðÿìі.
1) ×åðåç äîâіëüíó òî÷êó ïðÿìîї a ïðîâåäå-
ìî ïðÿìó b1, ïàðàëåëüíó b, à ÷åðåç äîâіëü-
íó òî÷êó ïðÿìîї b ïðîâåäåìî ïðÿìó a1, ïà-
ðàëåëüíó a (ìàë. 5.4).
2) ×åðåç ïðÿìі a і b1 ïðîâåäåìî ïëîùè-
íó , à ÷åðåç ïðÿìі b і a1 – ïëîùèíó .
3) Òîäі  (çà îçíàêîþ ïàðàëåëüíîñòі ïëîùèí). Óìîâó çà-
äà÷і âèêîíàíî.

Äîâåäåííÿ öієї òåîðåìè íå íàâîäèìî, îñêіëüêè âîíî є äîñèòü
ãðîìіçäêèì.

Çàäà÷à 2. Äîâåñòè, ùî äâі ïëîùèíè, ÿêі ïàðàëåëüíі òðåòіé
ïëîùèíі, ïàðàëåëüíі ìіæ ñîáîþ.
Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé  і . Äîâåäåìî, ùî  âіä
ñóïðîòèâíîãî.
1) Ïðèïóñòèìî, ùî  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî äåÿêіé ïðÿìіé m,
à äåÿêà òî÷êà A íàëåæèòü öіé ïðÿìіé.

Í à ñ ë і ä î ê .  ßêùî äâі ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòüñÿ, îä-
íієї ïëîùèíè ïàðàëåëüíі іíøіé ïëîùèíі, òî öі ïëîùè-
íè ïàðàëåëüíі.

Çàäà÷à 1.  

Ìàë. 5.4

Ò å î ð å ì à  2  (ïðî іñíóâàííÿ ïëîùèíè, ïàðàëåëüíîї 
äàíіé). ×åðåç òî÷êó ïîçà äàíîþ ïëîùèíîþ ìîæíà ïðî-
âåñòè ïëîùèíó, ïàðàëåëüíó äàíіé, і äî òîãî æ òіëüêè 
îäíó.

Çàäà÷à 2.  
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2) Òîäі ìàєìî, ùî ÷åðåç òî÷êó A ïðîõîäÿòü äâі ïëîùèíèA  і , 
ïàðàëåëüíі ïëîùèíі , ùî ñóïåðå÷èòü òåîðåìі ïðî іñíóâàííÿ 
ïëîùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç äàíó òî÷êó ïàðàëåëüíî äàíіé
ïëîùèíі.
3) Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, òîìó . 

Ðîçãëÿíåìî äåÿêі âëàñòèâîñòі ïàðà-
ëåëüíèõ ïëîùèí.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ïëîùèíà  ïåðåòèíàє ïàðàëåëüíі ïëî-
ùèíè  і  ïî ïðÿìèõ a і b âіäïîâіäíî (ìàë. 5.5).
1) Ïðÿìі a і b ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі – ïëîùèíі , òîìó
âîíè àáî ïåðåòèíàþòüñÿ, àáî ïàðàëåëüíі.
2) Ïðèïóñòèìî, ùî ïðÿìі a і b ïåðåòèíàþòüñÿ â äåÿêіé òî÷-
öі. Òîäі öÿ òî÷êà íàëåæèòü êîæíіé іç ïëîùèí  і , òîáòî 
ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâі. Ïðèéøëè äî
ïðîòèðі÷÷ÿ, îòæå, . 

          

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî âіäðіçêè AB і CD ïàðàëåëüíèõ
ïðÿìèõ, êіíöі ÿêèõ íàëåæàòü äâîì ïàðàëåëüíèì ïëîùèíàì
 і  (ìàë. 5.6).
1) Çà ïîïåðåäíüîþ âëàñòèâіñòþ .
2) Îòæå, і , òîìó ABDC – ïàðàëåëîãðàì.
Òîäі  (çà âëàñòèâіñòþ ïàðàëåëîãðàìà). 

3. Âëàñòèâîñòі 
ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí

. ßêùî äâі ïàðàëåëüíі ïëîùèíè ïåðåòíóòè òðåòüîþ, 
î ïðÿìі ïåðåòèíó áóäóòü ïàðàëåëüíі.

Ä

1.
òî

. Âіäðіçêè ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, êіíöі ÿêèõ íàëåæàòü
âîì ïàðàëåëüíèì ïëîùèíàì, ðіâíі ìіæ ñîáîþ.

2.
äâ
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Çàäà÷à 3. Äâà ïðîìåíі çі ñïіëüíèì ïî÷àòêîì – òî÷êîþ M –
òèíàþòü ïàðàëåëüíі ïëîùèíè  і  ó òî÷êàõ A1, B1 і A2, 

2 âіäïîâіäíî (ìàë. 5.7). Äîâåñòè, ùî òðèêóòíèêè A1MB1 і
A2MB2 ïîäіáíі.
Ä î â å ä å í í ÿ. 1) Ïðîâåäåìî ÷åðåç 
ïðÿìі MA2 і MB2 ïëîùèíó. Öÿ ïëî-
ùèíà ïåðåòèíàє ïëîùèíó  ïî ïðÿìіé 
A1B1, à ïëîùèíó  – ïî ïðÿìіé A2B2.
2) Çà âëàñòèâіñòþ ïàðàëåëüíèõ ïëî-
ùèí .
3) Ðîçãëÿíåìî {A{{ 1MB1 і {A{{ 2MB2. 
Êóò M ó íèõ ñïіëüíèé,M

 (ÿê âіäïîâіäíі êóòè ïðè  
ïåðåòèíі ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ A1B1 і 
A2B2 ñі÷íîþ MB2).
4) Òîìó {A{{ 1MB1 V {À2MB2 (çà äâîìà êóòàìè). 

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
5.1. Íàâåäіòü ïðèêëàäè ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí ó ïîâñÿê-
äåííîìó æèòòі.

5.2. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Ïðÿìà a ëåæèòü ó ïëîùèíі .
ßêèì є âçàєìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìîї a і ïëîùèíè ?

5.3. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Ïðÿìà a ëåæèòü ó ïëîùèíі , 
ïðÿìà b – ó ïëîùèíі . ×è ìîæóòü ïðÿìі a і b ïåðåòèíàòèñÿ?

5.4. Íà ìàëþíêó 5.8 çîáðàæåíî ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä.
×è ïàðàëåëüíі ïëîùèíè:
1) ABC і A1B1C1;      2) ABB1 і ABC?

5.5. Íà ìàëþíêó 5.8 çîáðàæåíî êóá. ×è ïà- 
ðàëåëüíі ïëîùèíè:
1) AA1D і ACD;       2) ABB1 і CDC1?

5.6. Ïðÿìі m і n ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öі O
і ïåðåòèíàþòü ïàðàëåëüíі ïëîùèíè
 і  â òî÷êàõ A, B, C і D âіäïîâіäíî
(ìàë. 5.9). ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ
ïðÿìèõ AB і CD?

äà÷à 3.

Ìàë. 5.7

 Яким може бути взаємне розміщення двох площин?  Які пло-
щини називають паралельними?  Сформулюйте й доведіть
ознаку паралельності площин. Сформулюйте наслідок із неї.

 Сформулюйте теорему про існування площини, паралельної да-
ній. Сформулюйте й доведіть властивості паралельних площин.

щщщщщщщщщщщщщщщщ
ооооооооозо

555
ää

Ìàë. 5.8

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



272

   

    Ìàë. 5.9             Ìàë. 5.10            Ìàë. 5.11

5.7. Ñòîðîíè êóòà ABC ïåðåòèíàþòü ïàðàëåëüíі ïëîùèíè  і
 â òî÷êàõ K, L, M і N âіäïîâіäíî (ìàë. 5.10). ßêèì є 
âçàєìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìèõ KL і MN?

5.8. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Òî÷êà M íå íàëåæèòü æîäíіé 
іç íèõ. Ñêіëüêè іñíóє ïðÿìèõ, ÿêі ïàðàëåëüíі êîæíіé іç 
ïëîùèí  і  òà ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó M?

5.9. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Òî÷êà P íå íàëåæèòü æîäíіé 
іç íèõ. Ñêіëüêè іñíóє ïëîùèí, ÿêі ïàðàëåëüíі êîæíіé іç 
ïëîùèí і òà ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó P?

5.10. Âіäðіçêè ML і NK ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ m і n ìіñòÿòüñÿ
ìіæ ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè  і  (ìàë. 5.11). Çíàéäіòü:
1) MN, ÿêùî LK  3 ñì;       2) ML, ÿêùî NK  9 ñì.

5.11. Âіäðіçêè ML і NK ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ m і n ìіñòÿòüñÿ 
ìіæ ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè  і  (ìàë. 5.11). Çíàéäіòü:
1) NK, ÿêùî ML  10 ñì;      2) LK, ÿêùî MN  4 ñì.

5.12. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 5.8). Óêàæіòü ïàðàëåëü-
íі ïëîùèíè, ÿêèì íàëåæàòü ìèìîáіæíі ïðÿìі AA1 і DC. 
Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

5.13. ABCDA1B1C1D1 – ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä (ìàë. 5.8). 
Óêàæіòü ïàðàëåëüíі ïëîùèíè, ÿêèì íàëåæàòü ìèìîáіæ-
íі ïðÿìі AB і B1C1. Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

5.14. Òî÷êà P íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðè-
êóòíèêà ABC (ìàë. 5.12). Òî÷êè K, 
L, N – ñåðåäèíè âіäðіçêіâ AB, AC і 
AP âіäïîâіäíî. Äîâåäіòü, ùî ïëîùèíà
KLN ïàðàëåëüíà ïëîùèíі BPC.

5.15. Ïðÿìі, ùî ìіñòÿòü ñòîðîíè AC і AB
òðèêóòíèêà ABC, ïàðàëåëüíі ïëîùè-
íі  (ìàë. 5.13). Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà 
BC òàêîæ ïàðàëåëüíà ïëîùèíі .

Ìàë. 5.12
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5.16. Ó ïëîùèíі  іñíóþòü òðè ïðÿìі, ïàðà-
ëåëüíі ïëîùèíі . ×è ìîæíà çðîáèòè âè-
ñíîâîê, ùî ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі?

5.17. ×è ìîæóòü áóòè ïàðàëåëüíèìè ïëî-
ùèíè, ÿêі ïðîõîäÿòü ÷åðåç ìèìîáіæíі
ïðÿìі?

5.18. Äîâåäіòü, ùî êîëè ïðÿìà ïåðåòèíàє îäíó ç äâîõ ïàðà-
ëåëüíèõ ïëîùèí, òî âîíà ïåðåòèíàє і äðóãó.

5.19. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëî-
ùèíі  і íå ëåæèòü ó ïëîùèíі . Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà a
ïàðàëåëüíà ïëîùèíі .

5.20. Äîâåäіòü, ùî êîëè ïëîùèíà ïåðåòèíàє îäíó ç äâîõ ïàðà-
ëåëüíèõ ïëîùèí, òî âîíà ïåðåòèíàє і äðóãó.

5.21. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. ßêèì ìîæå áóòè âçàєìíå
ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìîї a і ïëîùèíè , ÿêùî:
1) ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ;
2) ïðÿìà a ïåðåòèíàє ïëîùèíó ;
3) ïðÿìà a íàëåæèòü ïëîùèíі ?
Äî êîæíîãî ç âèïàäêіâ âèêîíàéòå âіäïîâіäíèé ìàëþíîê.

5.22. Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé b. ßêèì ìîæå
áóòè âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї a і ïëîùèíè , ÿêùî:
1) ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ;
2) ïðÿìà a ïåðåòèíàє ïëîùèíó ;
3) ïðÿìà a íàëåæèòü ïëîùèíі ?
Äî êîæíîãî ç âèïàäêіâ âèêîíàéòå âіäïîâіäíèé ìàëþíîê.

5.23. Ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі . ßêèì ìîæå áóòè âçàєì-
íå ðîçìіùåííÿ ïëîùèí  і , ÿêùî:
1) ïðÿìà a íàëåæèòü ïëîùèíі ;
2) ïðÿìà a ïåðåòèíàє ïëîùèíó ;
3) ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ?
Äî êîæíîãî ç âèïàäêіâ âèêîíàéòå âіäïîâіäíèé ìàëþíîê.

5.24. Ïðÿìà a ïåðåòèíàє ïëîùèíó . ßêèì ìîæå áóòè âçàєì-
íå ðîçìіùåííÿ ïëîùèí  і , ÿêùî:
1) ïðÿìà a íàëåæèòü ïëîùèíі ;
2) ïðÿìà a ïåðåòèíàє ïëîùèíó ;
3) ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ?
Äî êîæíîãî ç âèïàäêіâ âèêîíàéòå âіäïîâіäíèé ìàëþíîê.

5.25. ×åðåç òî÷êó O, ÿêà ëåæèòü ìіæ ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíà-
ìè  і , ïðîâåäåíî ïðÿìі m і n (ìàë. 5.9). Ïðÿìà m ïåðå-
òèíàє ïëîùèíè  і  ó òî÷êàõ A іA D, à ïðÿìà n – ó òî÷êàõ
B і C âіäïîâіäíî. Çíàéäіòü AB, ÿêùî OC  OB і CD  5 ñì.

Ìàë. 5.13

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



274

5.26. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Ïàðàëåëüíі ïðÿìі a і b ïå-
ðåòèíàþòü ïëîùèíó  â òî÷êàõ A і B, à ïëîùèíó  – ó 
òî÷êàõ C і D âіäïîâіäíî. Äîâåäіòü, ùî ABC  BCD.

5.27. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Ïàðàëåëüíі ïðÿìі m і n ïåðå-
òèíàþòü ïëîùèíó  â òî÷êàõ M і N, à ïëîùèíó  – ó òî÷-
êàõ K і L âіäïîâіäíî. Äîâåäіòü, ùî MNL + NLK  180.

5.28. ×è ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ: «ßêùî ïðÿìà íàëåæèòü ïëî-
ùèíі  і ïàðàëåëüíà ïëîùèíі , òî ïëîùèíè  і  ïàðà-
ëåëüíі»? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

5.29. ×è ìîæóòü ïåðåòèíàòèñÿ ïëîùèíè, ùî ïàðàëåëüíі îä-
íіé і òіé ñàìіé ïðÿìіé?

5.30. Äâі ïðÿìі, ùî íàëåæàòü ïëîùèíі  âіäïîâіäíî ïàðà-
ëåëüíі äâîì ïðÿìèì, ùî íàëåæàòü ïëîùèíі . ×è ìîæíà
ñòâåðäæóâàòè, ùî   ?

5.31. Îñíîâè òðàïåöії ïàðàëåëüíі ïëîùèíі . ×è ìîæíà ñòâåð-
äæóâàòè, ùî ïëîùèíà òðàïåöії ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ?

5.32. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. ×åðåç òî÷êó M ïëîùèíè
 ïðîâåäåíî ïðÿìó m, ïàðàëåëüíó ïëîùèíі . Äîâåäіòü, 
ùî ïðÿìà m íàëåæèòü ïëîùèíі .

5.33. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Ó ïëîùèíі  ïðîâåäåíî ïðÿ-
ìó b. ×åðåç òî÷êó C ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïðÿìó c, ïàðà-
ëåëüíó b. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà c íàëåæèòü ïëîùèíі .

5.34. Òî÷êà S íå íàëåæèòü ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC. Òî÷êè 
K, L і M íàëåæàòü âіäðіçêàì SA, SB і SC âіäïîâіäíî, 
ïðè÷îìó MKA + KAC  180, LKA + KAB  180. 
Äîâåäіòü, ùî ïëîùèíè ABC і KLM ïàðàëåëüíі.

5.35. Òî÷êà Q íå íàëåæèòü ïëîùèíі òðèêóòíèêà KLM. Òî÷êè 
A, B, C íàëåæàòü âіäðіçêàì QK, QL і QM âіäïîâіäíî, ïðè-
÷îìó QAC  QKM, QCB  QML. Äîâåäіòü, ùî ïëî-
ùèíè KML і ABC ïàðàëåëüíі.

5.36. Òî÷êó Q, ùî íå ëåæèòü ó ïëîùèíі ïà-
ðàëåëîãðàìà ABCD, ñïîëó÷åíî ç âåðøè-
íàìè ïàðàëåëîãðàìà (ìàë. 5.14). Ïî-
áóäóéòå ïëîùèíó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç
òî÷êó M âіäðіçêà QA ïàðàëåëüíî ïëî-
ùèíі ïàðàëåëîãðàìà.

5.37. Òî÷êó K, ùî íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC, 
ñïîëó÷åíî ç éîãî âåðøèíàìè (ìàë. 5.15). Ïîáóäóéòå ïëî-
ùèíó, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó L âіäðіçêà KC ïàðàëåëü-
íî ïëîùèíі ABC.

Ìàë. 5.14
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5.38. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. ×åðåç òî÷êó K, 
ùî ëåæèòü ìіæ öèìè ïëîùèíàìè, ïðîâåäå-
íî ïðÿìі a і b, ÿêі ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó 
ó òî÷êàõ A1 і B1, à ïëîùèíó  – ó òî÷êàõ A2
і B2. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà A2B2, ÿêùî 
A1B1  10 ñì, KB1  6 ñì, KB2  3 ñì.

5.39. Äâà ïðîìåíі ç ïî÷àòêîì ó òî÷öі A ïåðåòè-
íàþòü îäíó ç äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí ó òî÷êàõ K1 і L1, 
à äðóãó – ó òî÷êàõ K2 і L2. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà
K1L1, ÿêùî K2L2  20 ñì, AK1 : AK2  4 : 5.

5.40. Äâà ïðîìåíі ç ïî÷àòêîì ó òî÷öі  B ïåðåòèíàþòü îäíó ç
äâîõ ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí ó òî÷êàõ C1 і D1, à äðóãó – ó
òî÷êàõ C2 і D2. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà C2D2, ÿêùî 
C1D1  8 ñì, BC1  10 ñì, BC2  15 ñì.

5.41. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 5.16). M – ñåðåäèíà CC1.
Ïîáóäóéòå ÷åðåç òî÷êó M ïëîùèíó, ïàðàëåëüíó ïëîùè-
íі ADC1.

       

             Ìàë. 5.16                 Ìàë. 5.17

5.42. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 5.17). Äîâåäіòü, ùî ïëîùèíè
A1C1D і AB1C ïàðàëåëüíі.

5.43. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Òî÷êè M і N íàëåæàòü
ïëîùèíі , K і L – ïëîùèíі . Âіäðіçêè ML і KN ïåðåòè-
íàþòüñÿ, ïðè÷îìó ML  KN і MN  KL.
1) Äîâåäіòü, ùî òî÷êè M, N, K і L ëåæàòü â îäíіé ïëî-
ùèíі.
2) Âèçíà÷òå âèä ÷îòèðèêóòíèêà MNLK.
3) Çíàéäіòü ïëîùó ÷îòèðèêóòíèêà MNLK, ÿêùî
KL  5 ñì, ML  13 ñì.

5.44. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі. Òî÷êè A іA B íàëåæàòü ïëîùè-
íі , à òî÷êè C і D – ïëîùèíі , ïðè÷îìó AB  CD. Âіäðіç-
êè AC і BD ïåðåòèíàþòüñÿ.
1) Äîâåäіòü, ùî òî÷êè A, B, C і D ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі.
2) Âèçíà÷òå âèä ÷îòèðèêóòíèêà ABCD.
3) Çíàéäіòü ìіðó êóòà ADC, ÿêùî DAB  130.

Ìàë. 5.15
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5.45. Ðåáðî êóáà ABCDA1B1C1D1 äîðіâíþє 10 ñì. Òî÷êà M – 
ñåðåäèíà ðåá ðà AA1.
1) Ïîáóäóéòå òî÷êó L – òî÷êó ïåðåòèíó ïëîùèíè CB1M ç 
ðåáðîì AD.
2) Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà ML.

5.46. Òðè ïðÿìі, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç îäíó òî÷êó і íå ëåæàòü 
â îäíіé ïëîùèíі, ïåðåòèíàþòü îäíó ç äâîõ ïàðàëåëüíèõ
ïëîùèí ó òî÷êàõ A, B, C, à äðóãó – ó òî÷êàõ A1, B1, C1. 
Äîâåäіòü, ùî {ABC{{ V {A{{ 1B1C1.

5.47. Ïëîùèíà òðèêóòíèêà ABC çі ñòîðîíàìè 5 ñì, 5 ñì і 8 ñì 
ïàðàëåëüíà ïëîùèíі . Ñâіòëî, ùî âèõîäèòü ç òî÷êè S, 
óòâîðþє íà ïëîùèíі  òіíü A1B1C1 âіä òðèêóòíèêà ABC. 
Îá÷èñëіòü:
1) ñòîðîíè òðèêóòíèêà A1B1C1, ÿêùî SA : AA1  1 : 2;
2) ïëîùó òðèêóòíèêà A1B1C1.
×è ìîæíà çíàéòè ïëîùó òðèêóòíèêà A1B1C1, íå çíàõî-
äÿ÷è éîãî ñòîðіí?

5.48. Ïëîùèíà  ïàðàëåëüíà ïëîùèíі òðèêóòíèêà KLM. 
Ñâіòëî, ùî âèõîäèòü іç òî÷êè Q, óòâîðþє íà ïëîùèíі 
òіíü K1L1M1 âіä òðèêóòíèêà KLM. Ñòîðîíè òðèêóòíèêà 
K1L1M1 äîðіâíþþòü 12 ñì, 15 ñì і 9 ñì. Çíàéäіòü:
1) ñòîðîíè òðèêóòíèêà KLM, ÿêùî QK : KK1  2 : 1;
2) ïëîùó òðèêóòíèêà KLM.

òò âà ìàòåìàòèêà
5.49. Íà îäíàêîâіé âіäñòàíі îäèí çà
äðóãèì âçäîâæ ïðÿìîї âñòàíîâëåíî
òðè òåëåãðàôíèõ ñòîâïè. Ïåðøèé і 
äðóãèé çíàõîäÿòüñÿ âіä äîðîãè íà
âіäñòàíÿõ 18 ì і 24 ì. Çíàéäіòü âіä-
ñòàíü âіä äîðîãè äî òðåòüîãî ñòîâïà.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

5.50. Ïðÿìі a і b ïåðïåíäèêóëÿðíі òà ïåðåòèíàþòüñÿ ó òî÷-
öі M. Òî÷êà A íàëåæèòü ïðÿìіé a, à òî÷êà B – ïðÿìіé b. 
Çíàéäіòü:
1) AB, ÿêùî AM  5 ñì, MB  12 ñì; 
2) AM, ÿêùî AB  10 ñì, MB  8 ñì.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
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ÏÅÐÏÅÍÄÈÊÓËßÐÍІÑÒÜ 
ÏÐßÌÈÕ І ÏËÎÙÈÍ 

Ó ÏÐÎÑÒÎÐІ

Ó ÖÜÎÌÓ ÐÎÇÄІËІ ÌÈ

ïðèãàäàєìî âëàñòèâîñòі ïîõè-
ëèõ òà їõ ïðîåêöіé íà ïëîùèíі;

äіçíàєìîñÿ ïðî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíіñòü ïðÿìèõ і ïëîùèí;
âëàñòèâîñòі ïîõèëèõ òà їõ ïðî-
åêöіé ó ïðîñòîðі; äâîãðàííèé
êóò òà éîãî âèìіðþâàííÿ; êóò
ìіæ ïëîùèíàìè òà éîãî âèìі-
ðþâàííÿ; îðòîãîíàëüíå ïðîåê-
òóâàííÿ;

 íàâ÷èìîñÿ ó ïðîñòîðі âñòàíîâ-
ëþâàòè ïåðïåíäèêóëÿðíіñòü
ïðÿìèõ і ïëîùèí; âèìіðþâàòè
âіäñòàíі і êóòè.

ÐÎÇÄІË 2
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Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî ïèòàííÿ ïðî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíіñòü ïðÿìèõ, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, à â îäíîìó ç íàñòóï-
íèõ – ïèòàííÿ ïðî ïåðïåíäèêóëÿðíіñòü ìèìîáіæíèõ ïðÿìèõ.

ßê і íà ïëîùèíі, ó ïðîñòîðі

Äëÿ ïîçíà÷åííÿ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ó 
ïðîñòîðі âèêîðèñòîâóþòü òîé ñàìèé ñèìâîë, 
ùî é íà ïëîùèíі, íàïðèêëàä, ÿêùî ïðÿìі a
і b âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі, òî öå çàïèñó-
þòü òàê: .

Çàäà÷à 1. ABCDA1B1C1D1 – ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä 
(ìàë. 6.2). Çíàéòè âñі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòü ïðÿìó AA1 і 
ïåðïåíäèêóëÿðíі äî íåї.
Â і ä ï î â і ä ü. AB, AD, A1D1, A1B1.

        

Çàäà÷à 2. Ïðÿìі AB, AC і AD ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíі 

(ìàë. 6.3). Çíàéòè äîâæèíó âіäðіçêà BC, ÿêùî  ñì, 
DC  20 ñì, DA  16 ñì.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Іç {DAB (A  90):

 (ñì).

2) Іç {DAC (A  90):

 (ñì).
3) Іç {ABC{{  (A  90):

 (ñì).
Â і ä ï î â і ä ü. 13 ñì.

ПЕРПЕНДИКУЛЯРНІСТЬ ПРЯМИХ У ПРОСТОРІ.
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНІСТЬ ПРЯМОЇ І ПЛОЩИНИ§ 6. 

1. Ïåðïåíäèêóëÿðíіñòü 
ïðÿìèõ ó ïðîñòîðі

Ìàë. 6.1

âі ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòüñÿ ïіä ïðÿìèì êóòîì, íàçè-
àþòü ïåðïåíäèêóëÿðíèìè (âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿð-
èìè) (ìàë. 6.1).

äâ
âà
íè

Çàäà÷à 1.

Çàäà÷à 2.  
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ßêùî ïðÿìà íå ëåæèòü ó ïëîùè-
íі і íå ïàðàëåëüíà їé, òî âîíà ïåðå-
òèíàє ïëîùèíó. Ó öüîìó ïàðàãðàôі
ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ïðÿìà
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè.

Ùå êàæóòü, ùî ïëîùèíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìîї,
àáî ïðÿìà і ïëîùèíà âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі. Çàïèñàòè öå
ìîæíà òàê:  àáî .

Ó ïîâñÿêäåííîìó æèòòі ìè ïîñòіéíî ñòèêàєìîñÿ іç âçàєìíî
ïåðïåíäèêóëÿðíèìè ïðÿìîþ і ïëîùèíîþ: òåëåãðàôíèé ñòîâï
ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïîâåðõíі çåìëі; øíóð, íà ÿêîìó âèñèòü
ëàìïà, ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè ñòåëі; ëіíіÿ ïåðåòèíó
ñòіí ïåðïåíäèêóëÿðíà ÿê äî ïëîùèíè ïіäëîãè, òàê і äî ïëî-
ùèíè ñòåëі; íіæêà ñòîëó ïåðïåíäèêóëÿðíà äî éîãî ïîâåðõíі
òîùî.

     

           Ìàë. 6.4                  Ìàë. 6.5

Íà ìàëþíêó 6.5 ëіíіÿ ïåðåòèíó
ñòіí b ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùè-
íè ïіäëîãè . Òàêîæ ëіíіÿ ïåðåòèíó
ñòіí b ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìèõ
a1 і a2, ÿêі ëåæàòü ó ïëîùèíі  і

ïåðåòèíàþòüñÿ ç ïðÿìîþ b. Öåé ìàëþíîê є íàî÷íîþ іëþñòðà-
öієþ îçíàêè ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿìîї і ïëîùèíè.

2. Ïðÿìà, 
ïåðïåíäèêóëÿðíà 
äî ïëîùèíè

Ïðÿìó, ÿêà ïåðåòèíàє ïëîùèíó, íàçèâàþòü ïåðïåíäè-
óëÿðíîþ äî öієї ïëîùèíè, ÿêùî âîíà ïåðïåíäèêóëÿð-

íà äî êîæíîї ïðÿìîї, ùî ëåæèòü ó ïëîùèíі і ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó ïåðåòèíó (ìàë. 6.4).

Ï
êó
íà

3. Îçíàêè 
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі 
ïðÿìîї і ïëîùèíè

Ò å î ð å ì à  (îçíàêà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿìîї і ïëîùè-
íè). ßêùî ïðÿìà, ÿêà ïåðåòèíàє ïëîùèíó, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà äî äâîõ ïðÿìèõ öієї ïëîùèíè, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç
òî÷êó ïåðåòèíó, òî âîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè.
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Íà ìàëþíêó 6.6 ïðÿìà b ïåðåòè-
íàєòüñÿ ç ïëîùèíîþ  ó òî÷öі M. 
Ïðÿìі a1 і a2 ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷-
êó M, , . Çà îçíàêîþ 
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿìîї і ïëî-
ùèíè îòðèìàєìî, ùî: .

Äîâåäåííÿ îçíàêè ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîñòі ïðÿìîї і ïëîùèíè íå íàâîäèìî, îñêіëüêè âîíî є äî-
ñèòü ãðîìіçäêèì.

Îçíàêó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿìîї і ïëîùèíè çàñòîñîâó-
þòü íà ïðàêòèöі. Òàê, íàïðèêëàä, ùîá ïåðåâіðèòè, ÷è ïåðïåí-
äèêóëÿðíà ëіíіÿ ïåðåòèíó ñòіí êіìíàòè äî ïіäëîãè, äîñòàòíüî
ïåðåâіðèòè, ÷è óòâîðþє öÿ ëіíіÿ ïðÿìі êóòè іç äåÿêèìè äâîìà
ïðÿìèìè, ÿêі ëåæàòü ó ïëîùèíі ïіäëîãè і ïðîõîäÿòü ÷åðåç
î÷êó ïåðåòèíó ëіíії ïåðåòèíó ñòіí іç ïіäëîãîþ.

Çàäà÷à 3. ×åðåç òî÷êó P, ùî ëåæèòü ïîçà ïëîùèíîþ òðè-
êóòíèêà ABC, ïðîâåäåíî ïðÿìó AP, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïðÿ-
ìèõ AB і AC. Ïðÿìà AK ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC. 
Äîâåñòè, ùî ïðÿìі AP і AK ïåðïåíäèêóëÿðíі.
Ä î â å ä å í í ÿ. 1) Çà óìîâîþ  і 

 (ìàë. 6.7). Òîìó, çà îçíàêîþ
ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿìîї і ïëîùèíè,

.
2) Îñêіëüêè , òî ïðÿìà AP
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî áóäü-ÿêîї ïðÿìîї,
ÿêà ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC
і ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó A, çîêðåìà, é äî
ïðÿìîї AK. 

Çàäà÷à 4. Äîâåñòè, ùî ÷åðåç 
áóäü-ÿêó òî÷êó ïðîñòîðó ìîæíà
ïðîâåñòè ïëîùèíó, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíó äî äàíîї ïðÿìîї.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé äàíî ïðÿìó a і òî÷êó K, ùî їé íå íà-
ëåæèòü (ìàë. 6.8). Äîâåäåìî, ùî іñíóє ïëîùèíà, ÿêà ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó K ïåðïåíäèêóëÿðíî äî ïðÿìîї a.
1) ×åðåç ïðÿìó a і òî÷êó K, ùî їé íå íàëåæèòü, ïðîâåäåìî
ïëîùèíó .
2) ×åðåç ïðÿìó a ïðîâåäåìî ïëîùèíó , âіäìіííó âіä .

Ìàë. 6.6

Í à ñ ë і ä î ê .  Ïðÿìà, ùî ïåðïåíäèêóëÿðíà äî äâîõ 
ïðÿìèõ, ÿêі ïåðåòèíàþòüñÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëî-
ùèíè, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç öі ïðÿìі.

Çàäà÷à 3.

4. Ïîáóäîâà âçàєìíî 
ïåðïåíäèêóëÿðíèõ 
ïðÿìîї і ïëîùèíè

Çàäà÷à 4. 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



281

3) Ó ïëîùèíі  ÷åðåç òî÷êó K ïðîâåäå-
ìî ïðÿìó c, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïðÿ-
ìîї a.
4) Ó ïëîùèíі  ÷åðåç òî÷êó ïåðåòèíó
ïðÿìèõ a і c ïðîâåäåìî ïðÿìó b, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíó äî ïðÿìîї a.
5) ×åðåç ïðÿìі b і c ïðîâåäåìî ïëîùè-
íó . Öÿ ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷-
êó K і ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìîї a
(çà îçíàêîþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿ-
ìîї і ïëîùèíè).
Àíàëîãі÷íî äîâîäÿòü і âèïàäîê, êîëè .
Çàóâàæèìî, ùî ìîæíà òàêîæ äîâåñòè, ùî ïîáóäîâàíà ïëîùè-

íà  – єäèíà.

Ó ïðÿìîêóòíîìó ïàðàëåëåïіïåäі
ABCDA1B1C1D1 (ìàë. 6.2) ïðÿìі AA1 
і BB1 ïàðàëåëüíі ìіæ ñîáîþ і êîæíà
ç íèõ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè
ABC. Óçàãàëüíèìî öåé ôàêò.

Íà ìàëþíêó 6.9:  і , òîìó, çà âëàñòèâіñòþ 1, .
Íà ìàëþíêó 6.2 êîæíà ç ïðÿìèõ BB1 і CC1 ïåðïåíäèêó-

ëÿðíà äî ïëîùèíè ABC. Ìіæ ñîáîþ öі ïðÿìі ïàðàëåëüíі. Óçà-
ãàëüíèìî öþ âëàñòèâіñòü.

Íà ìàëþíêó 6.9: , , òîìó, çà âëàñòèâіñòþ 2, .

       

            Ìàë. 6.9                 Ìàë. 6.10

Çàäà÷à 5. Ïðÿìà a ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè . ×åðåç
òî÷êó M, ÿêà íå ëåæèòü íà ïðÿìіé a, ïðîâåñòè ïðÿìó, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíó äî ïëîùèíè .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çà òåîðåìîþ ïðî іñíóâàííÿ ïðÿìîї, ïàðà-
ëåëüíîї äàíіé, ÷åðåç òî÷êó M ïðîâåäåìî ïðÿìó b òàêó, ùî
b  a (ìàë. 6.10). Îñêіëüêè , a || b, òî і  (çà âëàñòè-
âіñòþ 1). Ïðÿìà b – øóêàíà.

Ìàë. 6.8

5. Âëàñòèâîñòі âçàєìíî 
ïåðïåíäèêóëÿðíèõ 
ïðÿìèõ і ïëîùèí

. ßêùî ïëîùèíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî îäíієї ç äâîõ ïà-
àëåëüíèõ ïðÿìèõ, òî âîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà і äî äðóãîї.

Í

1.
ðà

. Äâі ïðÿìі, ïåðïåíäèêóëÿðíі äî îäíієї і òієї ñàìîї 
ëîùèíè, ïàðàëåëüíі ìіæ ñîáîþ.

ãàëüíèì

Í

2.
ïë

Çàäà÷à 5.  
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
Ïðÿìà m ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíèm  (ìàë. 6.11), à

ïðÿìà n ëåæèòü ó ïëîùèíі n  і ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó P ïåðå-P
òèíó ïðÿìîї m і ïëîùèíèm . ßêèì є êóò ìіæ ïðÿìèìè m і m n?

             

           Ìàë. 6.11                   Ìàë. 6.12

6.2.  (ìàë. 6.12). ßêèì є êóò ìіæ ïðÿìèìè: 
1) CC1 і CB;    2) CC1 і AC?

6.3. Ïðÿìà AA1 ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó A òðèêóòíèêà ABC
(ìàë. 6.12), , . ßê ðîçìіùåíà ïðÿìà 
AA1 âіäíîñíî ïëîùèíè ABC?

Òðè (ç XI ïî XIII) êíèãè «Íà÷àë» Åâêëі-
äà ìіñòÿòü ìàéæå âèíÿòêîâî ñòåðåîìå-
òðè÷íèé ìàòåðіàë. Çîêðåìà, â XI-é êíèçі

àäàþòüñÿ çàãàëüíі îñíîâè ñòåðåîìåòðії, ïèòàííÿ âçàєì-
ðîçòàøóâàííÿ, âêëþ÷íî ç ïàðàëåëüíіñòþ і ïåðïåíäèêó-
ñòþ ïðÿìèõ і ïëîùèí.
òà êíèãà «Íà÷àë» ïî÷èíàєòüñÿ ç 32 îçíà÷åíü, ñåðåä ÿêèõ
íà÷åííÿ ïðÿìîї, ïåðïåíäèêóëÿðíîї äî ïëîùèíè: «Ïðÿìà є
íäèêóëÿðíîþ äî ïëîùèíè, ÿêùî âîíà є ïåðïåíäèêóëÿðíîþ

äî âñіõ ïðÿìèõ, ÿêі ïðîâåäåíî â ïëîùèíі â òî÷öі, ó ÿêіé âîíà
öþ ïëîùèíó çóñòðі÷àє».

Öå îçíà÷åííÿ íå äàє ïðàêòè÷íîãî êðèòåðіþ, ùîá âñòàíî-
âèòè, ÷è є äàíà ïðÿìà ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ïëîùèíè, ÷è íі.
Òîìó äàëі, ó öіé ñàìіé êíèçі, Åâêëіä ôîðìóëþє і äîâîäèòü òåî-
ðåìó: «ßêùî ïðÿìà ç äâîìà ïðÿìèìè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ó
òî÷öі їõ ïåðåòèíó óòâîðþє ïðÿìі êóòè, òî âîíà ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà äî ïëîùèíè, ÿêà ìіñòèòü öі äâі ïðÿìі».

Çãàäàíà òåîðåìà, ÿêà â Åâêëіäà, ôàêòè÷íî, áóëà îçíàêîþ ïåð-
ïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿìîї äî ïëîùèíè, ó áіëüø êîìïàêòíîìó
і çðó÷íîìó äëÿ çàñòîñóâàííÿ âèãëÿäі íàâåäåíà â öüîìó ïàðàãðàôі.

ð
ò
ðð

ïïï
ââ

ò

î
âè

ÖÖ
þ öþö
îäîä

ööö

ââââè
Ò
âè
Ò
âèè
ÒîÒÒÒ

ÀÀÀÀÀ

 Які прямі називають перпендикулярними?  Яку пряму назива-
ють перпендикулярною до площини? Сформулюйте ознаку пер-
пендикулярності прямої і площини та наслідок з неї.  Сформулюй-
те властивості взаємно перпендикулярних прямих і площин.

юююююююююююю
пппппеп

ï
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6.4. Ïðÿìà AP ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó A ïàðàëåëîãðàìà 
ABCD (ìàë. 6.13), , . ßê ðîçìіùåíà
ïðÿìà AP âіäíîñíî ïëîùèíè ïàðàëåëîãðàìà ABCD?

6.5. (Óñíî). ×è ïðàâèëüíå òâåðäæåííÿ: «×åðåç òî÷êó, ÿêà ëå-
æèòü íà äàíіé ïðÿìіé, ìîæíà ïðîâåñòè òіëüêè îäíó ïðÿ-
ìó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî äàíîї ïðÿìîї»?

6.6. (Óñíî). Íàâåäіòü ïðèêëàäè ç ïîâñÿêäåííîãî æèòòÿ:
1) âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìèõ;
2) âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìîї і ïëîùèíè.

       

             Ìàë. 6.13              Ìàë. 6.14

6.7. ,  (ìàë. 6.14). ×è ïåðïåíäèêóëÿðíà
ïðÿìà CL äî ïëîùèíè ABC? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

6 8 ,  (ìàë. 6.14). ×è ïàðàëåëüíі
ðÿìі AK і CL? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

9. Ïðÿìі a і b âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі. ßêèì ìîæå
áóòè âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ a і c, ÿêùî ïðÿìі b і c:
1) ïåðïåíäèêóëÿðíі;    2) ïàðàëåëüíі;    3) ìèìîáіæíі; 
4) ïåðåòèíàþòüñÿ, àëå íå ïåðïåíäèêóëÿðíі?
Äî êîæíîãî âèïàäêó âèêîíàéòå ìàëþíîê.

6.10. Ïðÿìі a і b ïåðïåíäèêóëÿðíі äî ïðÿìîї m. ×è ìîæóòü
ïðÿìі a і b:
1) ïåðåòèíàòèñÿ;        2) áóòè ïåðïåíäèêóëÿðíèìè; 
3) áóòè ìèìîáіæíèìè?
Äî êîæíîãî âèïàäêó âèêîíàéòå ìàëþíîê.

6.11. Ïðÿìà AP ïðîõîäèòü ÷åðåç âåðøèíó A ïàðàëåëîãðàìà
ABCD, ,  (ìàë. 6.13). Äîâåäіòü, ùî

.

6.12. Ïðÿìà CK ïðîõîäèòü ÷åðåç âåð-
øèíó C òðèêóòíèêà ABC, ,

 (ìàë. 6.15). Äîâåäіòü, ùî
, äå M – äîâіëüíà òî÷êà, ùî íà-

ëåæèòü ñòîðîíі AB.

6.13. ×åðåç äâі òî÷êè ïðîñòîðó A і B, ÿêі íå íàëåæàòü ïëîùè-
íі , ïåðïåíäèêóëÿðíî äî íåї ïðîâåäåíî ïðÿìі AK і BL.
Äîâåäіòü, ùî AK і BL ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі.

Ìàë. 6.15
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6.14. Íà ìàëþíêó 6.14 , , , 
. Äîâåäіòü, ùî .

6.15. Íà ìàëþíêó 6.14 , , . Äîâå-
äіòü, ùî .

6.16. Ïðÿìà a ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè . ßê ìîæóòü 
áóòè ðîçìіùåíі ïðÿìà b і ïëîùèíà , ÿêùî ïðÿìі a і b:
1) ìèìîáіæíі;               2) ïåðïåíäèêóëÿðíі;
3) ïåðåòèíàþòüñÿ, àëå íå ïåðïåíäèêóëÿðíі;
4) ïàðàëåëüíі?
Âèêîíàéòå âіäïîâіäíі ìàëþíêè.

6.17. Ïðÿìà a ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè . ßê ìîæóòü 
áóòè ðîçìіùåíі ïðÿìі a і b, ÿêùî ïðÿìà b:
1) íàëåæèòü ïëîùèíі ;     2) ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ;
3) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ;
4) ïåðåòèíàє ïëîùèíó , àëå íå є ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî
öієї ïëî ùèíè?
Âèêîíàéòå âіäïîâіäíі ìàëþíêè.

6.18. ßê ðîçìіùåíà âіäíîñíî ïëîùèíè êðóãà ïðÿìà, ïåðïåí-
äèêóëÿðíà äî äâîõ éîãî äіàìåòðіâ?

6.19. ßê ðîçìіùåíà âіäíîñíî ïëîùèíè êðóãà ïðÿìà, ïåðïåí- 
äèêóëÿðíà äî äâîõ éîãî õîðä, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ?

6.20. Ïðÿìà AS ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùè-
íè êâàäðàòà ABCD (ìàë. 6.16). Çíàéäіòü
SC, ÿêùî AB  3 ñì, SA  4 ñì.

6.21. Ïðÿìà AS ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùè-
íè êâàäðàòà ABCD (ìàë. 6.16). Çíàéäіòü
AB, ÿêùî SC  10 ñì, SA  6 ñì.

6.22. ×åðåç âåðøèíó C ïðÿìîãî êóòà òðèêóò-
íèêà ABC ïðîâåäåíî ïðÿìó CP, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïëî-
ùèíè òðèêóòíèêà. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà BC ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà äî ïëîùèíè ACP.

6.23. ×åðåç òî÷êó O – òî÷êó ïåðåòèíó äіàãîíàëåé ðîìáà
ABCD – ïðîâåäåíî ïðÿìó OK, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïëî-
ùèíè ðîìáà. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà BD ïåðïåíäèêóëÿðíà 
äî ïëîùèíè AKC.

6.24. Ïðÿìі DA, DB і DC ïîïàðíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíі (ìàë. 6.17). Çíàéäіòü äîâæèíó
âіäðіçêà AB, ÿêùî:
1) CD  6 ñì, BC  14 ñì, AD  3 ñì;      
2) AC  a, BC  b, AD  c.

Ìàë. 6.16

Ìàë. 6.17
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6.25. Ïðÿìі DA, DB і DC ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíі
(ìàë. 6.17). Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà AC, ÿêùî:
1) AB  9 ñì, BC  16 ñì, AD  5 ñì; 
2) BD  a, BC  b, AD  c.

6.26. Ïðÿìà SO ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè êîëà іç öåí-
òðîì O. Òî÷êà M ëåæèòü íà êîëі. Çíàéäіòü ðàäіóñ êîëà,
ÿêùî SM  12 ñì, SMO  45.

6.27. Ïðÿìà MQ ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè êîëà іç öåí-
òðîì Q. Òî÷êà P ëåæèòü íà êîëі. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä
òî÷êè M äî òî÷êè P, ÿêùî PQ  8 ñì, MPQ  60.

6.28. Äіàãîíàëü AC ïàðàëåëîãðàìà ABCD ïåðïåíäèêóëÿð-
íà äî ïëîùèíè , à âåðøèíè B і D íàëåæàòü öіé ïëîùè-
íі. Çíàéäіòü ïåðèìåòð ïàðàëåëîãðàìà, ÿêùî AB  a ñì.

6.29. Ñòîðîíà BC ïàðàëåëîãðàìà ABCD íàëåæèòü ïëîùèíі , à
ñòîðîíà AB ïåðïåíäèêóëÿðíà äî öієї ïëîùèíè. Çíàéäіòü
AC, ÿêùî BD  b ñì.

6.30. Ç âåðøèíè A ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà A ABC äî ïëîùèíè
òðèêóòíèêà ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð AS. Çíàéäіòü âіäñòà-
íі âіä òî÷êè S äî âåðøèí òðèêóòíèêà, ÿêùî  ñì,
SCA  30.

6.31. Òî÷êà O – öåíòð ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ABC. ×åðåç
òî÷êó O äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêó-
ëÿð OM. Çíàéäіòü âіäñòàíі âіä òî÷êè M äî âåðøèí òðè-
êóòíèêà, ÿêùî OM  1 ñì, AB  3 ñì.

6.32. ABCD – ïàðàëåëîãðàì, S – òî÷êà ïîçà ïëîùèíîþ ïàðà-
ëåëîãðàìà, SA  SC, SB  SD (ìàë. 6.18). Äîâåäіòü, ùî
ïðÿìà SO ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ïàðàëåëîãðàìà.

    

      Ìàë. 6.18             Ìàë. 6.19           Ìàë. 6.20

6.33. ABCD – ðîìá, M – òî÷êà ïîçà ïëîùèíîþ ðîìáà,M MA  MC
(ìàë. 6.19). Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà AC ïåðïåíäèêóëÿðíà äî
ïëîùèíè MOB.

6.34. ABCD – ïðÿìîêóòíèê, òî÷êà S íå ëåæèòü ó éîãî ïëîùè-
íі і  (ìàë. 6.20). Çíàéäіòü âçàєìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíі ïðÿìó і ïëîùèíó.
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6.35. Òî÷êà A íå íàëåæèòü ïëîùèíі òðèêóòíè-
êà BCD, ABC  90, DBC  90
(ìàë. 6.21). Çíàéäіòü âçàєìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíі ïðÿìó і ïëîùèíó.

36. Òî÷êà S íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóò-
íèêà ABC і ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ éîãî
âåðøèí. Ïðÿìà SO ïåðïåíäèêóëÿðíà äî 
ïëîùèíè òðèêóòíèêà, äå O – òî÷êà ïåðå-
òèíó ïðÿìîї SO і ïëîùèíè òðèêóòíèêà ABC. Äîâåäіòü,
ùî O – öåíòð êîëà, îïèñàíîãî íàâêîëî òðèêóòíèêà ABC.

6.37. Òî÷êà M ëåæèòü ïîçà ïëîùèíîþ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóò-
íèêà ABC (C  90) і ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ éîãî âåð-
øèí. , äå O – òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìîї MO і 
ïëîùèíè ABC.
1) Âèçíà÷òå ïîëîæåííÿ òî÷êè O.
2) Çíàéäіòü MO, ÿêùî MA  13 ñì, AC  6 ñì, BC  8 ñì.

6.38. Òî÷êà S ëåæèòü ïîçà ïëîùèíîþ ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà
ABC і ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ éîãî âåðøèí. , 
äå O – òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìîї SO і ïëîùèíè ABC.
1) Âèçíà÷òå ïîëîæåííÿ òî÷êè O.
2) Çíàéäіòü SO, ÿêùî AB  6 ñì, SA  4 ñì.

6.39. Âіäðіçîê AB çàâäîâæêè 20 ñì íå ìàє ñïіëüíèõ òî÷îê ç
ïëîùèíîþ . Ïðÿìі AK і BM, ÿêі ïåðïåíäèêóëÿðíі äî 
ïëîùèíè , ïåðåòèíàþòü öþ ïëîùèíó â òî÷êàõ K і M, 
KM  16 ñì. Çíàéäіòü BM, ÿêùî AK  15 ñì. Ðîçãëÿíüòå 
äâà âèïàäêè: 1) AK  BM;    2) AK  BM.

6.40. Âіäðіçîê CD çàâäîâæêè 15 ñì íå ìàє ñïіëüíèõ òî÷îê іç 
ïëîùèíîþ . Ïðÿìі CA і DB, ÿêі ïåðïåíäèêóëÿðíі äî 
ïëîùèíè , ïåðåòèíàþòü öþ ïëîùèíó â òî÷êàõ A і B. 
Çíàéäіòü AB, ÿêùî BD  10 ñì, AC  22 ñì.

6.41. ×åðåç âåðøèíó A ïðÿìîêóòíèêà ABCD ïðîâåäåíî 
ïðÿìó AS, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî éîãî ïëîùèíè, SD  6 ñì,
SC  9 ñì, SB  7 ñì. Çíàéäіòü:
1) SA;      2) ïëîùó ïðÿìîêóòíèêà ABCD.

6.42. Ïðÿìà AK ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ïðÿìîêóòíè-
êà ABCD. Çíàéäіòü AK, ÿêùî KD  20 ñì, KC  24 ñì, 
KB  15 ñì.

6.43. Ó ðіâíîáåä ðåíîìó òðèêóòíèêó ABC (AB((  BC) îñíîâà і 
âèñîòà, ïðîâåäåíà äî íåї, ìàþòü äîâæèíó 4 ñì. Òî÷êà O
ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC, OK – ïåðïåíäèêó-
ëÿð äî éîãî ïëîùèíè. Âіäîìî, ùî AK  BK  CK. Çíàé-
äіòü äîâæèíó âіäðіçêà CK, ÿêùî OK  6 ñì.

Ìàë. 6.21
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6.44. Ó òðèêóòíèêó ABC AB  8 ñì, BC  CA  5 ñì. Òî÷êà O
ëåæèòü â ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC, OM – ïåðïåíäèêó-
ëÿð äî éîãî ïëîùèíè. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà OM, 
ÿêùî MA  MB  MC  5 ñì.

6.45. Ïðÿìі AC і BD ïåðïåíäèêóëÿðíі äî ïëîùèíè  і ïåðåòè-
íàþòü її ó òî÷êàõ A і B. Çíàéäіòü âіäñòàíü ìіæ òî÷êàìè
C і D, ÿêùî AB  24 ñì, BD  21 ñì, AC  11 ñì. Ñêіëüêè
ðîçâ’ÿçêіâ ìàє çàäà÷à?

6.46. ×åðåç âåðøèíó A ðîìáà ABCD ïðîâåäåíî ïðÿìó AM, 
ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ïðÿìèõ AD і AC. Äîâåäіòü, ùî ïðÿ-
ìà BD ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè AMC.

6.47. ×åðåç âåðøèíó D êâàäðàòà ABCD ïðîâåäåíî ïðÿìó DN, 
ïåðïåíäèêóëÿðíó äî éîãî ïëîùèíè. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà
AC ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè DBN.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
6.48. Îäíîãî ðóëîíó øïàëåð âèñòà÷àє äëÿ îáêëåþâàííÿ ñìó-
ãè âіä ïіäëîãè äî ñòåëі çàâøèðøêè 1,6 ì. Ñêіëüêè ðóëîíіâ
øïàëåð ïîòðіáíî êóïèòè äëÿ îáêëåþâàííÿ ïðÿìîêóòíîї
êіìíàòè ðîçìіðàìè 3,7 ì íà 4,6 ì (ïëîùåþ äâåðåé òà âіêíà
çíåõòóâàòè)?

iäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

6.49.  (ìàë. 6.22). ßê ìîæíà íàçâàòè:
1) âіäðіçîê AH;     2) âіäðіçîê AK;
3) òî÷êó H;        4) òî÷êó K?
Ïîðіâíÿéòå ìіæ ñîáîþ äîâæèíè âіäðіçêіâ AH і AK.

         

      Ìàë. 6.22           Ìàë. 6.23          Ìàë. 6.24

6.50.  (ìàë. 6.23). Ïîðіâíÿéòå:
1)KH і HL, ÿêùî ;     2) AK і AL, ÿêùî .

6.51.  (ìàë. 6.24). Ïîðіâíÿéòå:
1)AK і AL, ÿêùî ;     2) HK і HL, ÿêùî .
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Ðîçãëÿíåìî ïëîùèíó  і òî÷êó A, 
ùî їé íå íàëåæèòü (ìàë. 7.1).

Íà ìàëþíêó 7.1 AH – ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé ç òî÷êè
A äî ïëîùèíè . Êіíåöü H ïåðïåíäèêóëÿðà, ÿêèé ëåæèòü ó 
ïëîùèíі , íàçèâàþòü îñíîâîþ ïåðïåíäèêóëÿðà.

Íà ìàëþíêó 7.1 äîâæèíà âіäðіçêà AH – âіäñòàíü âіä òî÷êè 
A äî ïëîùèíè .

Íà ìàëþíêó 7.1 AK – ïîõèëà, ïðîâåäåíà ç òî÷êè A äî ïëî-
ùèíè . Êіíåöü K öієї ïîõèëîї, ÿêèé ëåæèòü ó ïëîùèíі , 
íàçèâàþòü îñíîâîþ ïîõèëîї. Âіäðіçîê HK, ÿêèé ñïîëó÷àє îñ-
íîâè ïåðïåíäèêóëÿðà і ïîõèëîї, íàçèâàþòü ïðîåêöієþ ïîõèëîї
AK íà ïëîùèíó .

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòі ïåðïåíäèêóëÿðà, ïîõèëèõ òà їõ 
ïðîåêöіé. Çàóâàæèìî, ùî öі âëàñòèâîñòі àíàëîãі÷íі äî âіäïî-
âіäíèõ âëàñòèâîñòåé ïåðïåíäèêóëÿðà, ïîõèëèõ òà їõ ïðîåêöіé
íà ïðÿìó ó ïëîùèíі.

Ñïðàâäі, ó ïðÿìîêóòíîìó òðèêóòíèêó AHK (H  90 âіä-
ðіçîê AH є êàòåòîì, à âіäðіçîê AK – ãіïîòåíóçîþ (ìàë. 7.1), 
òîìó AH  AK.

ПЕРПЕНДИКУЛЯР І ПОХИЛА.
ТЕОРЕМА ПРО ТРИ ПЕРПЕНДИКУЛЯРИ§ 7. 

Ìàë. 7.1

1. Ïåðïåíäèêóëÿð 
і ïîõèëà

Ïåðïåíäèêóëÿðîì, ïðîâåäåíèì іç 
àíîї òî÷êè äî äàíîї ïëîùèíè, íà-

çèâàþòü âіäðіçîê, ùî ñïîëó÷àє äàíó 
òî÷êó ç òî÷êîþ ïëîùèíè і ëåæèòü 
íà ïðÿìіé, ïåðïåíäèêóëÿðíіé äî 
ïëîùèíè.

Ï
äà
çè

іäñòàííþ âіä òî÷êè äî ïëîùèíè íàçèâàþòü äîâæè-
ó ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî іç öієї òî÷êè äî öієї 
ëîùèíè.

ïëîùèí

Âі
íó
ïë

Ïîõèëîþ, ïðîâåäåíîþ ç äàíîї òî÷êè äî äàíîї ïëîùè-
è, íàçèâàþòü áóäü-ÿêèé âіäðіçîê, ÿêèé ñïîëó÷àє öþ 

òî÷êó ç òî÷êîþ ïëîùèíè і íå є ïåðïåíäèêóëÿðîì.

A äî ïë

Ï
íè
òî

. Äîâæèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç òî÷êè äî 
ëîùèíè, ìåíøà çà äîâæèíó áóäü-ÿêîї ïîõèëîї, ïðîâå-
åíîї іç öієї ñàìîї òî÷êè äî ïëîùèíè.

íà ïðÿì

1.
ïë
äå

. ßêùî äâі ïîõèëі, ïðîâåäåíі ç òî÷êè äî ïëîùèíè, 
іâíі, òî ðіâíі і їõ ïðîåêöії.

òîìó AH

2.
ðі
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Íåõàé іç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïîõèëі AK і
AK1, AK  AK1, òà ïåðïåíäèêóëÿð AH (ìàë. 7.2). Òîäі
{AHK{{  {AHK{{ 1 (çà êàòåòîì і ãіïîòåíóçîþ), à òîìó HK  HK1.

        

           Ìàë. 7.2                   Ìàë. 7.3

Ïðàâèëüíèì є і îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Íà ìàëþíêó 7.2 {AHK{{  {AHK{{ 1 (çà äâîìà êàòåòàìè), òîìó
AK  AK1.

Íåõàé AH  , AK і AL – ïîõèëі äî , HK і HL – їõ ïðîåê-
öії (ìàë. 7.3). Íåõàé HK  HL.

Òîäі â {AHK{{ : , 

ó {AHL{{ : .
Îñêіëüêè HK  HL, òî , òîìó

AK  AL.
Ïðàâèëüíèì є і îáåðíåíå òâåðäæåííÿ.

Íåõàé AH  , AK і AL – ïîõèëі äî , HK і HL – їõ ïðîåê-
öії (ìàë. 7.3). Íåõàé AK  AL.

Òîäі â {AHK{{ , 

ó {AHL{{ : .
Îñêіëüêè AK  AL, òî , òîìó

HK  HL.

Çàäà÷à 1. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі çàâäîâ-
æêè 41 ñì і 50 ñì. Çíàéòè âіäñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè òà
äîâæèíè ïðîåêöіé ïîõèëèõ, ÿêùî âîíè âіäíîñÿòüñÿ ÿê 3 : 10.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé AL  41 ñì, AK  50 ñì і AH  
(ìàë. 7.3). Òîäі AH – âіäñòàíü âіä òî÷êè A äî ïëîùèíè .

. ßêùî ïðîåêöії äâîõ ïîõèëèõ, ïðîâåäåíèõ ç òî÷êè äî 
ëîùèíè, ðіâíі, òî ðіâíі é ïîõèëі.

Ïðàâ

Í

3.
ïë

. ßêùî ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі, òî 
іëüøîþ ç íèõ є òà, ùî ìàє áіëüøó ïðîåêöіþ íà öþ 

ïëîùèíó.

AK A

4.
áі
ïë

. ßêùî ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі, òî 
іëüøà ïîõèëà ìàє áіëüøó ïðîåêöіþ íà öþ ïëîùèíó.

Ïðàâ

Í

5.
áі

Çàäà÷à 1.
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Çà âëàñòèâіñòþ 5 ìàєìî: HL  HK. Íåõàé HL  3x (ñì), 
HK  10x (ñì).
1) Іç {AHL{{ .
2) Іç {AHK{{ .
3) Ïðèðіâíþþ÷è îòðèìàíі âèðàçè, ìàєìî:

çâіäêè , òîáòî , óðàõîâóþ÷è, ùî x  0.
Îòæå, HL  3  3  9 (ñì), HK  10  3  30 (ñì).

4) Òîäі  (ñì).
Â і ä ï î â і ä ü. 40 ñì; 9 ñì і 30 ñì.

Çàäà÷à 2. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі çàâäîâ-
æêè 2 ñì êîæíà. Êóò ìіæ ïîõèëèìè äîðіâíþє 60, à êóò ìіæ 
їõ ïðîåêöіÿìè – ïðÿìèé. Çíàéòè âіäñòàíü âіä òî÷êè äî ïëî-
ùèíè.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. AC  AB  2 ñì, 
BAC  60, BHC  90 (ìàë. 7.4).
Çíàéäåìî AH.

1) Ó {ABC{{ : , 

òîìó {ABC{{  – ðіâíîñòîðîííіé,C BC  2 ñì.
2) Îñêіëüêè AB  AC, òî HB  HC.
Íåõàé HB  HC  x (ñì).
Іç {HBC: , , , , 

(ñì).

3) Іç {ABH{{ :  (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü.  ñì.

Ðîçãëÿíåìî îäíó ç íàéâàæëèâіøèõ
òåîðåì ñòåðåîìåòðії, ÿêó íàçèâàþòü 
òåîðåìîþ ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè.

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé AH – ïåðïåíäèêóëÿð, AM – ïîõèëà äî
ïëîùèíè , ïðÿìó a ïðîâåäåíî ó ïëîùèíі  ÷åðåç òî÷êó M
(ìàë. 7.5).

Çàäà÷à 2.  

2. Òåîðåìà ïðî òðè 
ïåðïåíäèêóëÿðè

Ò å î ð å ì à  (ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè). ßêùî ïðÿìà, 
ïðîâåäåíà íà ïëîùèíі ÷åðåç îñíîâó ïîõèëîї, ïåðïåí-
äèêóëÿðíà äî її ïðîåêöії, òî âîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà і
äî ïîõèëîї. І íàâïàêè, ÿêùî ïðÿìà íà ïëîùèíі ïåð-
ïåíäèêóëÿðíà äî ïîõèëîї, òî âîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà і 
äî ïðîåêöії ïîõèëîї.
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Ðîçãëÿíåìî ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè. Íåõàé . Äîâå-
äåìî, ùî .
1) Ïðîâåäåìî ïðÿìó BM ïàðàëåëüíî ïðÿìіé AH. Çà âëàñ-
òèâіñòþ âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïðÿìîї і ïëîùèíè,

. Òîìó .
2) Ïðîâåäåìî ÷åðåç ïðÿìі BM і HM
ïëîùèíó .
3) Îñêіëüêè і , òî,
çà îçíàêîþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿ-
ìîї і ïëîùèíè, . Òîìó ïðÿìà a
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî áóäü-ÿêîї ïðÿ-
ìîї, ùî ëåæèòü â ïëîùèíі  і ïðî-
õîäèòü ÷åðåç òî÷êó M, çîêðåìà, äî 
ïðÿìîї AM. Ïåðøó ÷àñòèíó òåîðåìè 
äîâåäåíî.
Ðîçãëÿíåìî äðóãó ÷àñòèíó òåîðåìè. Îñêіëüêè  і

, òî  (çà îçíàêîþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿìîї і
ïëîùèíè), à òîìó . 
Çàäà÷à 3. Ç âåðøèíè A êâàäðàòà ABCD ïðîâåäåíî ïåðïåíäè-

êóëÿð AK äî ïëîùèíè êâàäðàòà. Çíàéòè SABCDS , ÿêùî
KD  6 ñì, KC  10 ñì.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé ABCD – êâàäðàò, 
AK  (ABC(( ), òîäі KD – ïîõèëà, AD – її 
ïðîåê öіÿ (ìàë. 7.6).
1) Îñêіëüêè , òî, çà òåîðåìîþ 
ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè, .
2) Іç {KDC (D  90):

 (ñì).
3) Òîäі SABCDS  82  64 (ñì2).
Â і ä ï î â і ä ü. 64 ñì2.

Çàäà÷à 4. ×åðåç âåðøèíó D ðîìáà ABCD ïðîâåäåíî ïåðïåí-
äèêóëÿð DT äî éîãî ïëîùèíè. Ïîáóäóâàòè ïåðïåíäèêóëÿð іç
òî÷êè T äî ïðÿìîї AC.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1)  Ïðîâåäåìî äіàãî-
íàëі ðîìáà AC і BD, ÿêі ïåðåòèíàþòü-
ñÿ â òî÷öі O.
2) Çà âëàñòèâіñòþ äіàãîíàëåé ðîìáà

, òîìó .
3) , TO – ïîõèëà äî (ADC(( ), 
DO – її ïðîåêöіÿ, . Òîäі, çà
òåîðåìîþ ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè,

 (ìàë. 7.7). Îòæå, TO і є øó-
êàíèì ïåðïåíäèêóëÿðîì.

Ìàë. 7.5

Çàäà÷à 3.  

Ìàë. 7.6

Çàäà÷à 4.  

Ìàë. 7.7
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îçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
7.1. AC – ïåðïåíäèêóëÿð, à AB – ïîõèëà äî ïëîùèíè 
ìàë. 7.8). Ïîðіâíÿéòå: 1) AB і AC;    2) AB і BC.

7.2. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð AC і 
ïîõèëó AB (ìàë. 7.8). Çíàéäіòü:
1) AB, ÿêùî BC  5 ñì, AC  12 ñì;
2) AC, ÿêùî AB  10 ñì, BC  6 ñì;
3) BC, ÿêùî AB  20 ñì, BAC  30;
4) AC, ÿêùî BC  6 ñì, ABC  45.

7.3. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð AC і 
ïîõèëó AB (ìàë. 7.8). Çíàéäіòü:
1) AC, ÿêùî AB  15 ñì, BC  9 ñì;
2) AB, ÿêùî AC  BC  2 ñì;
3) BC, ÿêùî AC  8 ñì, BAC  45;
4) AB, ÿêùî AC  6 ñì, ABC  30.

Òåîðåìè ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè, áåç ÿêîї 
ñüîãîäíі íåìîæëèâî óÿâèòè êóðñ ñòåðåîìå-
òðії, ó «Íà÷àëàõ» Åâêëіäà íåìàє. Äîâåäå-

íà áóëà ïіçíіøå ìàòåìàòèêàìè Áëèçüêîãî і Ñåðåäíüîãî
. Çîêðåìà, äîâåäåííÿ öієї òåîðåìè є ó «Òðàêòàòі ïðî ïîâ-
îòèðèñòîðîííèê» Íàñèð àä-Äіíà àò-Òóñі òà â òðèãîíî-
è÷íîìó òðàêòàòі éîãî àíîíіìíîãî ïîïåðåäíèêà.
âðîïі òåîðåìó ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè âïåðøå ñôîðìó-
â øâåéöàðñüêèé ìàòåìàòèê Ëóї Áåðòðàí (1731–1812),

ó÷åíü і äðóã Ëåîíàðäà Åéëåðà, à äîâіâ її ôðàíöóçüêèé ìàòåìà-
òèê Àäðіàí Ìàðі Ëåæàíäð (1752–1833). Äîâåäåííÿ ìіñòèòüñÿ
â éîãî ïіäðó÷íèêó «Ïî÷àòêè ãåîìåòðії» (1794), ÿêèé ââà-
æàâñÿ íàéêðàùèì òîãî÷àñíèì ïіäðó÷íèêîì ç ãåîìåòðії. Ïіä-
òâåðäæåííÿì öüîãî є òå, ùî âіí íåîäíîðàçîâî ïåðåâèäàâàâñÿ,
â òîìó ÷èñëі ùå çà æèòòÿ Ëåæàíäðà, і ïåðåêëàäàâñÿ, à íàâå-
äåíå â íüîìó äîâåäåííÿ òåîðåìè ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè ÷à-
ñòî âèêîðèñòîâóâàëè іíøі ìàòåìàòèêè, çîêðåìà,
À.Ï. Êèñåëüîâ, àâòîð êëàñè÷íîãî ïіäðó÷íèêà «Åëåìåíòàðíà
ãåîìåòðіÿ äëÿ ñåðåäíіõ íàâ÷àëüíèõ çàêëàäіâ», çà ÿêèì íàâ÷à-
ëèñÿ ìàéæå öіëå ñòîëіòòÿ (ïåðøå âèäàííÿ äàòóєòüñÿ
1892 ð., à îñòàííє – 1980 ð.).
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Що називають перпендикуляром, проведеним із даної точки до
даної площини?  Що називають основою перпендикуляра?  Що 
називають похилою, проведеною з даної точки до даної площи-
ни? Що називають основою похилої і що називають проекцією
похилої?  Сформулюйте властивості перпендикуляра і похилої. 

Сформулюйте й доведіть теорему про три перпендикуляри.
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           Ìàë. 7.8                   Ìàë. 7.9

7.4. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïîõèëі AB і AC òà 
ïåðïåíäèêóëÿð AD (ìàë. 7.9). Ïîðіâíÿéòå BD і DC, ÿêùî
AB  AC.

7.5. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïîõèëі AB і AC òà 
ïåðïåíäèêóëÿð AD (ìàë. 7.9). Ïîðіâíÿéòå AB і AC, ÿêùî 
BD  DC.

6. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð і ïî-
èëó, ÿêі óòâîðþþòü ìіæ ñîáîþ êóò 60. Çíàéäіòü âіä-

ñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè, ÿêùî ïðîåêöіÿ ïîõèëîї äî-
ðіâíþє 3 ñì.

7.7. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïîõèëó, äîâæèíà ÿêîї 
10 ñì. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè, ÿêùî
ïîõèëà óòâîðþє çі ñâîєþ ïðîåêöієþ êóò 45.

7.8. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïîõèëі AB і AC òà ïåð-
ïåíäèêóëÿð AD (ìàë. 7.9). Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè A
äî ïëîùèíè  òà äîâæèíó ïîõèëîї AC, ÿêùî AB  10 ñì,
BD  6 ñì, DC  15 ñì.

7.9. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïîõèëі AB і AC òà ïåð-
ïåíäèêóëÿð AD (ìàë. 7.9). Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè A
äî ïëîùèíè  òà äîâæèíó âіäðіçêà CD, ÿêùî AB  25 ñì,
BD  20 ñì, AC  17 ñì.

7.10. MB – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè ïðÿìîêóòíèêà ABCD.
Äîâåäіòü, ùî MAD  90.

7.11. KC – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè êâàäðàòà ABCD. Äîâå-
äіòü, ùî êóò KDA – ïðÿìèé.

7.12. Іç òî÷êè A äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð AK і
ïîõèëó AP, ÿêà íà 3 ñì äîâøà çà ñâîþ ïðîåêöіþ. Çíàé-
äіòü äîâæèíó ïîõèëîї, ÿêùî AK  9 ñì.

7.13. Іç òî÷êè B äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð BL і
ïîõèëó BM, ùî äîðіâíþє 26 ñì. Çíàéäіòü äîâæèíó ïåð-
ïåíäèêóëÿðà, ÿêùî âіí íà 14 ñì êîðîòøèé çà ïðîåêöіþ
ïîõèëîї.
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7.14. Ó òðèêóòíèêó ABC AC  BC  10 ñì, AB  12 ñì, CH – 
âèñîòà òðèêóòíèêà, CM – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè
òðèêóòíèêà, CM  6 ñì.
1) Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî âåðøèí òðèêóòíèêà.
2) Äîâåäіòü, ùî .
3) Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà MH.

7.15. Ó ïðàâèëüíîìó òðèêóòíèêó ABC AM – ìåäіàíà, AP – 
ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà, AB  2 ñì,

 ñì.
1) Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè P äî âåðøèí òðèêóòíèêà.
2) Äîâåäіòü, ùî .
3) Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà PM.

7.16. Ç âåðøèíè D êâàäðàòà ABCD, ïëîùà ÿêîãî äîðіâíþє
25 ñì2, äî éîãî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð DK. 
Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè K äî âåðøèí A і B êâàäðàòà,
ÿêùî KC  12 ñì.

7.17. Ç âåðøèíè C êâàäðàòà ABCD, ïåðèìåòð ÿêîãî äîðіâíþє 
32 ñì, äî éîãî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð CM. 
Çíàéäіòü âіäñòàíі âіä òî÷êè M äî âåðøèí B і D êâàäðàòà,
ÿêùî MA  17 ñì.

7.18. Îñíîâà AB ðіâíîáåä ðåíîãî òðèêóòíèêà ABC íàëåæèòü 
ïëîùèíі , AC  BC  13 ñì, AB  24 ñì. Ç òî÷êè C äî 
ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð CO, à ç òî÷êè O äî
ïðÿìîї AB – ïåðïåíäèêóëÿð OM. Çíàéäіòü CM.

7.19. Ñòîðîíà BC ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ABC íàëåæèòü
ïëîùèíі . Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïåðïåí-
äèêóëÿð AK, à ç òî÷êè K äî ïðÿìîї BC – ïåðïåíäèêóëÿð
KN. Çíàéäіòü AN, ÿêùî BC  6 ñì.

7.20. KB – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè ðîìáà ABCD. Ïîáóäóé-
òå ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé іç òî÷êè K äî ïðÿìîїK AC.

7.21. AP – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè êâàäðàòà ABCD. Ïîáó-
äóéòå ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé іç òî÷êè P äî ïðÿìîї BD.

7.22. Òî÷êà S ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ âåðøèí ïàðàëåëî-
ãðàìà ABCD. Äîâåäіòü, ùî ABCD – ïðÿìîêóòíèê.

7.23. Òî÷êà P ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ âåðøèí ðîìáà ABCD. 
Äîâåäіòü, ùî ABCD – êâàäðàò.

7.24. Òî÷êà M âіääàëåíà âіä ïëîùèíè ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêàM
íà 8 ñì і ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ éîãî âåðøèí. Çíàéäіòü
âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî M âåðøèí òðèêóòíèêà, ÿêùî ïåðè-
ìåòð òðèêóòíèêà äîðіâíþє  ñì.
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7.25. Òî÷êà K âіääàëåíà âіä êîæíîї âåðøèíè êâàäðàòà ABCD
íà 26 ñì. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè K äî ïëîùèíè êâà-
äðàòà, ÿêùî éîãî ïëîùà äîðіâíþє 1152 ñì2.

7.26. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі, äîâæèíè
ÿêèõ 5 ñì і 7 ñì, à ðіçíèöÿ їõ ïðîåêöіé – 4 ñì. Çíàéäіòü
ïðîåêöії ïîõèëèõ і âіäñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè.

7.27. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі, ðіçíèöÿ äîâ-
æèí ÿêèõ äîðіâíþє 4 ñì. Çíàéäіòü äîâæèíè ïîõèëèõ і
âіäñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè, ÿêùî ïðîåêöії ïîõèëèõ
äîðіâíþþòü 10 ñì і 2 ñì.

7.28. Ç âåðøèíè A ðîìáà ABCD ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð AM
äî éîãî ïëîùèíè, AM  1 ñì, AB  BD  3 ñì. Çíàéäіòü
äîâæèíó ïîõèëîї MC òà її ïðîåêöії íà ïëîùèíó ðîìáà.

7.29. Ó òðèêóòíèêó ABC BAC  31, ACB  59. Ïðÿìà AD
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà ABC. Âèçíà-
÷òå âèä òðèêóòíèêà BCD.

7.30. Ó òðèêóòíèêó ABC ABC  40, BAC  50. Ïðÿìà BK
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà ABC. Äîâå-
äіòü, ùî .

7.31. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі, êóò ìіæ
ÿêèìè 60, à êóò ìіæ їõ ïðîåêöіÿìè – 90. Äîâæèíà êîæ-
íîї ïðîåêöії 2 ñì. Çíàéäіòü äîâæèíó ïîõèëèõ і âіäñòàíü
âіä òî÷êè A äî ïëîùèíè .

7.32. Ç òî÷êè M äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі, êîæíà çM
ÿêèõ çàâäîâæêè  ñì. Êóò ìіæ ïîõèëèìè – 90, à êóò 
ìіæ їõ ïðîåêöіÿìè – 120. Çíàéäіòü äîâæèíè ïðîåêöіé ïî-
õèëèõ і âіäñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè.

7.33. Ïëîùà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþє 6 ñì2, à ðіç-
íèöÿ éîãî êàòåòіâ – 1 ñì. Òî÷êà M âіääàëåíà âіä ïëîùèíèM
òðèêóòíèêà íà 6 ñì і ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ éîãî âåðøèí.
Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî âåðøèí òðèêóòíèêà.M

7.34. Îäèí іç êàòåòіâ ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþє
6 ñì, à äðóãèé – íà 2 ñì êîðîòøèé çà ãіïîòåíóçó. Òî÷êà,
ùî íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà, âіääàëåíà âіä êîæ-
íîї ç éîãî âåðøèí íà 13 ñì. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä äàíîї
òî÷êè äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà.

7.35. AK – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè ðîìáà ABCD, O – òî÷-
êà ïåðåòèíó éîãî äіàãîíàëåé. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà BD
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè AKO.

7.36. BL – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè êâàäðàòà ABCD, Q –
òî÷êà ïåðåòèíó éîãî äіàãîíàëåé. Äîâåäіòü, ùî AC  (LBQ).
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   Ìàë. 7.10         Ìàë. 7.11     Ìàë. 7.12      Ìàë. 7.13

7.37. AS – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè êâàäðàòà ABCD
(ìàë. 7.10). Çíàéäіòü óñі ïðÿìîêóòíі òðèêóòíèêè ç âåð-
øèíîþ â òî÷öі S.

7.38. {ABC{{  – ðіâíîáåä ðåíèé, AC  BC, ïðÿìà CP ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà äî ïëîùèíè ABC (ìàë. 7.11). Ïðîâåäіòü ïåðïåíäè-
êóëÿð іç òî÷êè P äî ïðÿìîї AB.

7.39. Ïðÿìà AS ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ïðÿìîêóòíîãî
òðèêóòíèêà ABC, C  90 (ìàë. 7.12). Ïðîâåäіòü ïåðïåí-
äèêóëÿð іç òî÷êè S äî ïðÿìîї BC.

7.40. {ABC{{  – ïðÿìîêóòíèé, C  90, AM  MB, 
MK  (ABC(( ) (ìàë. 7.13). Ïðîâåäіòü ïåðïåíäèêóëÿðè ç
òî÷êè K äî êàòåòіâ AC і BC.

7.41. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî äâі ðіâíі ïîõèëі, 
êóò ìіæ ÿêèìè 90. Êóò ìіæ ïðîåêöіÿìè ïîõèëèõ 120. 
Çíàéäіòü êîñèíóñ êóòà, ÿêèé óòâîðþє êîæíà ïîõèëà çі 
ñâîєþ ïðîåêöієþ.

7.42. Ç òî÷êè  K äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî äâі ðіâíі ïîõèëі, êóò
ìіæ ÿêèìè äîðіâíþє 60. Çíàéäіòü êóò, ÿêèé óòâîðþє 
îäíà ç ïîõèëèõ çі ñâîєþ ïðîåêöієþ íà ïëîùèíó , ÿêùî 
ïðîåêöії ïîõèëèõ âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі.

7.43. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі. Äîâæèíà îä-
íієї ç íèõ – 8 ñì, à її ïðîåêöії –  ñì. Êóò ìіæ ïîõè-
ëèìè äîðіâíþє 60, à âіäñòàíü ìіæ îñíîâàìè ïîõèëèõ –
7 ñì. Çíàéäіòü äîâæèíó ïðîåêöії äðóãîї ïîõèëîї. Ñêіëüêè
ðîçâ’ÿçêіâ ìàє çàäà÷à?

7.44. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі. Äîâæèíà îä- 
íієї ç íèõ –  ñì, à її ïðîåêöії – 11 ñì. Êóò ìіæ ïðî-
åêöіÿìè ïîõèëèõ äîðіâíþє 60, à âіäñòàíü ìіæ îñíîâàìè
ïîõèëèõ –  ñì. Çíàéäіòü äîâæèíó äðóãîї ïîõèëîї. 
Ñêіëüêè ðîçâ’ÿçêіâ ìàє çàäà÷à?

7.45. Ñòîðîíè òðèêóòíèêà äîðіâíþþòü 4 ñì, 13 ñì і 15 ñì. 
Ç âåðøèíè íàéìåíøîãî êóòà òðèêóòíèêà äî éîãî ïëî-
ùèíè ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð, і ç äðóãîãî êіíöÿ öüî-
ãî ïåðïåíäèêóëÿðà äî ïðÿìîї, ùî ìіñòèòü ïðîòèëåæíó
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äî öüîãî êóòà ñòîðîíó òðèêóòíèêà, ïðîâåäåíî ïåðïåíäè-
êóëÿð çàâäîâæêè 13 ñì. Çíàéäіòü äîâæèíó ïåðïåíäèêó-
ëÿðà, ïðîâåäåíîãî äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà.

7.46. Ñòîðîíè òðèêóòíèêà äîðіâíþþòü 11 ñì, 25 ñì і 30 ñì. 
×åðåç âåðøèíó íàéáіëüøîãî êóòà òðèêóòíèêà äî éîãî ïëî-
ùèíè ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð і ç äðóãîãî êіíöÿ öüîãî
ïåðïåíäèêóëÿðà äî ïðîòèëåæíîї öüîìó êóòó ñòîðîíè ïðî-
âåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð çàâäîâæêè 11 ñì. Çíàéäіòü äîâæè-
íó ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà.

7.47. Òî÷êà M ëåæèòü íà âіäñòàíі 30 ñì âіä ïëîùèíè ðіâíî-
áі÷íîї òðàïåöії òà ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ âåðøèí òðàïå-
öії. Âèñîòà òðàïåöії äîðіâíþє 12 ñì, à äіàãîíàëü òðàïå-
öії çàâäîâæêè 20 ñì ïåðïåíäèêóëÿðíà äî áі÷íîї ñòîðîíè.
Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî âåðøèí òðàïåöії.

7.48. Òî÷êà K âіääàëåíà âіä êîæíîї ç âåðøèí ðіâíîáі÷íîї òðà-
ïåöії íà 65 ñì. Áі÷íà ñòîðîíà òðàïåöії ïåðïåíäèêóëÿðíà
äî її äіàãîíàëі. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè K äî ïëîùè-
íè òðàïåöії, ÿêùî âèñîòà òðàïåöії äîðіâíþє 24 ñì, à äіà-
ãîíàëü òðàïåöії – 40 ñì.

7.49. Òî÷êà O – öåíòð êîëà, âïèñàíîãî â ðіâíîáі÷íó òðàïåöіþ,
ïåðèìåòð ÿêîї 48 ñì, à ãîñòðèé êóò 30. ×åðåç òî÷êó O äî 
ïëîùèíè òðàïåöії ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð OM çàâäîâæ-M
êè 4 ñì. Ç òî÷êè M ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿðè äî îñíîâM
òðàïåöії. Çíàéäіòü äîâæèíè öèõ ïåðïåíäèêóëÿðіâ.

7.50. Òî÷êà Q – öåíòð êîëà, âïèñàíîãî ó òðèêóòíèê çі ñòîðî-
íàìè 10 ñì, 10 ñì і 12 ñì. Ç òî÷êè Q äî ïëîùèíè òðè-
êóòíèêà ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð QL çàâäîâæêè 4 ñì.
Çíàéäіòü äîâæèíó ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç òî÷êè

äî íàéáіëüøîї ñòîðîíè òðèêóòíèêà.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
Íåîáõіäíî ïîôàðáóâàòè ñòåëþ ó äâîõ êіìíàòàõ: îäíà ç

íèõ êâàäðàòíîї ôîðìè çі ñòîðîíîþ 4 ì, à іíøà – ïðÿìîêóòíà
ç ðîçìіðàìè 5 ì і 4 ì. Äëÿ ôàðáóâàííÿ 1 ì2 ñòåëі ïîòðіáíî
240 ã ôàðáè. Ôàðáà ïðîäàєòüñÿ â áàíêàõ ïî 2,5 êã. ßêó íàé-
ìåíøó êіëüêіñòü áàíîê ôàðáè òðåáà ïðèäáàòè?

iäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
7.52. Ïðÿìі a і b ïåðåòèíàþòüñÿ ïіä êóòîì 60. Òî÷êà M íàëå-M

æèòü ïðÿìіé a і âіääàëåíà âіä ïðÿìîї b íà  ñì. Çíàé-
äіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî òî÷êè ïåðåòèíó ïðÿìèõ M a і b.
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Ó ñòåðåîìåòðії, êðіì ïëîñêèõ êó-
òіâ, ðîçãëÿäàþòü ùå é äâîãðàííі 
êóòè.

Ùîá ââåñòè ïîíÿòòÿ äâîãðàííîãî êóòà, çàóâàæèìî, ùî 
êîæíà ïðÿìà, ïðîâåäåíà ó ïëîùèíі, äіëèòü її íà äâі ïіâïëî-
ùèíè (ìàë. 8.1).

Íà ìàëþíêó 8.2 çîáðàæåíî äâîãðàííèé êóò. Ïіâïëîùèíè,
ùî óòâîðþþòü äâîãðàííèé êóò, íàçèâàþòü ãðàíÿìè, à ïðÿìó,
ùî їõ îáìåæóє, – ðåá ðîì äâîãðàííîãî êóòà.

Ó ïîâñÿêäåííîìó æèòòі íàì ÷àñòî òðàïëÿþòüñÿ ïðåäìåòè,
ùî ìàþòü ôîðìó äâîãðàííîãî êóòà, íàïðèêëàä, íàïіâðîçãîð-
íóòà êíèæêà, äâі ñóìіæíі ñòіíè êіìíàòè, äâîñêàòíі äàõè áó-
äèíêіâ òîùî.

        

Ïëîùèíà , ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ðåáðà a äâîãðàííîãî
êóòà, ïåðåòèíàє ãðàíі äâîãðàííîãî êóòà ïî ïðîìåíÿõ AB і AC
(ìàë. 8.3). Êóò BAC íàçèâàþòü ëіíіéíèì êóòîì äâîãðàííîãî
êóòà. Äâîãðàííèé êóò ìàє áåçëі÷ ëіíіéíèõ êóòіâ, óñі âîíè
ìіæ ñîáîþ ðіâíі.

Çàçâè÷àé çàìіñòü «ãðàäóñíà ìіðà äâîãðàííîãî êóòà äîðіâ-
íþє…» êàæóòü «äâîãðàííèé êóò äîðіâíþє…».

Çàäà÷à 1. Äâîãðàííèé êóò äîðіâíþє 30. 
Íà îäíіé іç ãðàíåé âèáðàíî òî÷êó íà âіäñòà-
íі 6 ñì âіä ðåáðà äâîãðàííîãî êóòà. Çíàéòè 
âіäñòàíü âіä öієї òî÷êè äî äðóãîї ãðàíі.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé òî÷êà A íàëå-
æèòü îäíіé іç ãðàíåé äâîãðàííîãî êóòà ç 
ðåáðîì a, , AC  6 ñì (ìàë. 8.4).

ДВОГРАННИЙ КУТ.
ПЕРПЕНДИКУЛЯРНІСТЬ ПЛОЩИН§ 8. 

1. Äâîãðàííèé êóò

Äâîãðàííèì êóòîì íàçèâàþòü ôіãóðó, ÿêà óòâîðåíà äâî-
à ïіâïëîùèíàìè çі ñïіëüíîþ ïðÿìîþ, ùî їõ îáìåæóє.

ùèíè (

Í

Ä
ì

ðàäóñíîþ ìіðîþ äâîãðàííîãî êóòà íàçèâàþòü ãðàäó-
íó ìіðó éîãî ëіíіéíîãî êóòà.

ìіæ ñîá

Ç

Ãð
ñí

Ìàë. 8.4

Çàäà÷à 1.  
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1) Ïîçíà÷èìî äðóãó ãðàíü êóòà ÷åðåç  і ïðîâåäåìî äî íåї
ïåðïåíäèêóëÿð AB. Ñïîëó÷èìî òî÷êè B і C.
2) AB  , AC – ïîõèëà äî , BC – її ïðîåêöіÿ, . Òîäі

 (çà òåîðåìîþ ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè).
3) і , òîìó  (çà îçíàêîþ ïåðïåíäè-
êóëÿðíîñòі ïðÿìîї і ïëîùèíè). Îòæå, ACB  – ëіíіéíèé êóò 
äâîãðàííîãî êóòà, òîäі ACB  30çà óìîâîþ.
4) Іç {ABC{{ (B  90), çà âëàñòèâіñòþ êàòåòà, ùî ëåæèòü

ïðîòè êóòà 30, ìàєìî:   (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü. 3 ñì.

Äâі ïëîùèíè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ,
óòâîðþþòü ÷îòèðè äâîãðàííі êóòè.
ßêùî îäèí ç íèõ äîðіâíþє 90, òî
іíøі, öіëêîì î÷åâèäíî, òåæ äîðіâ-

íþþòü ïî 90 (ìàë. 8.5).

ßêùî ïëîùèíè  і  ïåðïåíäèêóëÿðíі, öå çàïèñóþòü òàê:
.

            Ìàë. 8.5                   Ìàë. 8.6

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ïëîùèíà  ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó AB, 
ÿêà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè  і ïåðåòèíàє її â òî÷öі A
(ìàë. 8.6). Äîâåäåìî, ùî .
1) Íåõàé     AK. Îñêіëüêè , òî AB ïåðïåíäèêó-
ëÿðíà äî áóäü-ÿêîї ïðÿìîї, ùî ëåæèòü ó ïëîùèíі  і ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òî÷êó A, çîêðåìà, .

2. Ïåðïåíäèêóëÿðíіñòü 
ïëîùèí

Äâі ïëîùèíè íàçèâàþòü ïåðïåíäèêóëÿðíèìè (âçàєì-
î ïåðïåíäèêóëÿðíèìè), ÿêùî, ïåðåòèíàþ÷èñü, âîíè 

óòâîðþþòü ïðÿìі äâîãðàííі êóòè.

íþþòü 

Ä
íî
óò

Ò å î ð å ì à (îçíàêà ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïëîùèí). 
ßêùî ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíó äî іíøîї ïëîùèíè, òî öі ïëîùèíè âçàєìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíі.
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2) Ïðîâåäåìî â ïëîùèíі  ïðÿìó AP òàêó, ùî AP  AK. Òîäі 
BAP – ëіíіéíèé êóò äâîãðàííîãî êóòà, ãðàíі ÿêîãî íàëå-
æàòü ïëîùèíàì  і .
3) Îñêіëüêè BAP  90, òî   . 
Çàäà÷à 2. Òî÷êà M ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ âåðøèí ïðÿìî-

êóòíèêà ABCD і íå ëåæèòü ó éîãî ïëîùèíі. Äîâåñòè, ùî ïëî-
ùèíè ABC і MAC âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі.
Ä î â å ä å í í ÿ. 1)  Íåõàé O – òî÷êà ïåðåòèíó äіàãîíàëåé ïðÿ-
ìîêóòíèêà ABCD (ìàë. 8.7), òîäі AO  OC.
2) Îñêіëüêè AM  MC, òî MO – ìåäіàíà і âèñîòà òðèêóòíèêà 
AMC. Îòæå, .
3) Àíàëîãі÷íî äîâîäèìî, ùî .
4) Îñêіëüêè  і , òî  (çà îçíà-
êîþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïðÿìîї і ïëîùèíè).
5) Òîäі, çà îçíàêîþ ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïëîùèí,

. 

     

          Ìàë. 8.7                   Ìàë. 8.8

Çàäà÷à 3. Äâà ðіâíîáåä ðåíèõ òðèêóòíèêè ABC і ABC1 ìà-
þòü ñïіëüíó îñíîâó AB. Ïëîùèíè òðèêóòíèêіâ âçàєìíî ïåð-
ïåíäèêóëÿðíі. Çíàéòè âіäñòàíü ìіæ òî÷êàìè C і C1, ÿêùî
AB  16 ñì, AC  10 ñì, AC1  17 ñì.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1)  Íåõàé K – ñåðåäèíà AB, òîäі CK – ìåäі-
àíà і âèñîòà ðіâíîáåä ðåíîãî òðèêóòíèêà ABC, à C1K – ìåäіà-
íà і âèñîòà ðіâíîáåä ðåíîãî òðèêóòíèêà ABC1 (ìàë. 8.8).
2) Îñêіëüêè і , òî CKC1 – ëіíіéíèé êóò 
äâîãðàííîãî êóòà ç ðåáðîì AB, òîìó CKC1  90.

3)  (ñì).

4) Ó {ACK{{ :  (ñì).

5) Ó {AC{{ 1K:  (ñì).

Çàäà÷à 2.  

Çàäà÷à 3.  
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6) Ó {CKC1:  (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü.  ñì.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
1. (Óñíî). Íàâåäіòü ïðèêëàäè âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿð-

íèõ ïëîùèí ñåðåä ïðåäìåòіâ, ùî íàñ îòî÷óþòü.

8.2. (Óñíî). Êóò ABC – ëіíіéíèé êóò äâîãðàííîãî êóòà ç ðå-
áðîì m (ìàë. 8.9). ßêі ç òâåðäæåíü є ïðàâèëüíèìè:
1) ;     2) ;     3) ;
4) ACB  – òàêîæ ëіíіéíèé êóò äâîãðàííîãî êóòà?

8.3. Íà ìàëþíêó 8.9 ABC  – ëіíіéíèé êóò äâîãðàííîãî êóòà.
ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ:
1) ïðÿìîї AB і ïðÿìîї m;    2) ïðÿìîї m і ïëîùèíè ABC?

        

           Ìàë. 8.9                Ìàë. 8.10

8.4. Ëіíіéíèé êóò äâîãðàííîãî êóòà äîðіâíþє ïîëîâèíі ïðÿ-
ìîãî êóòà. ×îìó äîðіâíþє äâîãðàííèé êóò?

8.5. Äâîãðàííèé êóò äîðіâíþє òðåòèíі ðîçãîðíóòîãî êóòà.
×îìó äîðіâíþє ëіíіéíèé êóò öüîãî äâîãðàííîãî êóòà?

8.6. Ïëîùèíè ïðÿìîêóòíèêіâ ABCD і ABKL âçàєìíî ïåðïåí-
äèêóëÿðíі (ìàë. 8.10). ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ:
1) ïðÿìîї AL і ïëîùèíè ABC; 
2) ïðÿìîї DC і ïëîùèíè ALK?

8.7. Ïëîùèíè êâàäðàòіâ ABCD і ABKL âçàєìíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíі (ìàë. 8.10). ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ:
1) ïðÿìîї BC і ïëîùèíè ABK;
2) ïðÿìîї LK і ïëîùèíè ABC?

 Яку фігуру називають двогранним кутом?  Що називають гра-
ями і реб ром двогранного кута?  Що таке лінійний кут дво-

гранного кута?  Що є градусною мірою двогранного кута?  Які 
площини називають взаємно перпендикулярними?  Сформу-
люйте й доведіть ознаку перпендикулярності площин.

ннннннннннннннн
гггггггггрг

í
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8.8. (Óñíî). Ñêіëüêè ïàð âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïëîùèí
ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç äàíó ïðÿìó?

8.9. Ïëîùèíè êâàäðàòіâ ABCD і ABKL âçàєìíî ïåðïåíäè-
êóëÿðíі (ìàë. 8.10). Çíàéäіòü âіäñòàíі âіä òî÷êè L äî òî÷îê 
D і C, ÿêùî AB  4 ñì.

8.10. Ïëîùèíè ïðÿìîêóòíèêà ABCD і êâàäðàòà ABKL âçà-
єìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі (ìàë. 8.10). Çíàéäіòü âіäñòàíі âіä 
òî÷êè K äî òî÷îê C і D, ÿêùî AB  3 ñì, BC  4 ñì.

8.11. Äâîãðàííèé êóò äîðіâíþє 60. Íà îäíіé іç éîãî ãðàíåé íà
âіäñòàíі  ñì âіä іíøîї ãðàíі ïîçíà÷åíî òî÷êó. Çíàéäіòü 
âіäñòàíü âіä öієї òî÷êè äî ðåáðà äâîãðàííîãî êóòà.

8.12. Äâîãðàííèé êóò äîðіâíþє 45. Íà îäíіé іç éîãî ãðàíåé

íà âіäñòàíі  ñì âіä ðåáðà äâîãðàííîãî êóòà âçÿòî òî÷-
êó. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä öієї òî÷êè äî äðóãîї ãðàíі äâî-
ãðàííîãî êóòà.

8.13. Ïëîùèíè ðіâíèõ ìіæ ñîáîþ ðіâíîáåä-
ðåíèõ òðèêóòíèêіâ ABC і AB1C âçà-
єìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі (ìàë. 8.11).
Ìåäіàíà BK, ïðîâåäåíà äî îñíîâè òðè-
êóòíèêà ABC, äîðіâíþє  ñì. Çíàé-
äіòü âіäñòàíü ìіæ òî÷êàìè B і B1.

8.14. Ïëîùèíè ðіâíèõ ìіæ ñîáîþ ðіâíîñòîðîííіõ òðèêóòíèêіâ 
ABC і AB1C âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі (ìàë. 8.11). Çíàé-
äіòü âèñîòó B1K òðèêóòíèêà AB1C, ÿêùî BB1   ñì.

8.15. ßêі ç òâåðäæåíü ïðàâèëüíі:
1) ÷åðåç òî÷êó, âçÿòó ïîçà ïëîùèíîþ, ìîæíà ïðîâåñòè
ïëîùèíó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî öієї ïëîùèíè, і ïðè÷îìó
òіëüêè îäíó;
2) ÿêùî ïëîùèíà  ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè , òî ó
ïëîùèíі  іñíóє ïðÿìà a, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ;
3) ÿêùî ïðÿìà і ïëîùèíà ïåðïåíäèêóëÿðíі äî îäíієї і 
òієї ñàìîї ïëîùèíè, òî âîíè ïàðàëåëüíі ìіæ ñîáîþ;
4) ÿêùî ïëîùèíè  і  âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі, òî ïëî-
ùèíà  ïåðïåíäèêóëÿðíà äî áóäü-ÿêîї ïðÿìîї, ùî ëå-
æèòü ó ïëîùèíі ?

8.16. Òî÷êà, ùî íàëåæèòü îäíіé іç ãðàíåé äâîãðàííîãî êóòà,

ëåæèòü íà âіäñòàíі  ñì âіä äðóãîї ãðàíі òà íà âіäñòàíі 
8 ñì âіä ðåáðà öüîãî êóòà. Çíàéäіòü ìіðó äâîãðàííîãî êóòà.

8.17. Òî÷êà, ùî íàëåæèòü îäíіé іç ãðàíåé äâîãðàííîãî êóòà, çíà-
õîäèòüñÿ íà âіäñòàíі 10 ñì âіä ðåáðà äâîãðàííîãî êóòà òà íà
âіäñòàíі 5 ñì âіä äðóãîї ãðàíі. Çíàéäіòü ìіðó äâîãðàííîãî êóòà.

Ìàë. 8.11
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8.18. Ïëîùèíè  і  – ïåðïåíäèêóëÿðíі. ßêèì ìîæå áóòè âçà-
єìíå ðîçòàøóâàííÿ ïðÿìîї a і ïëîùèíè , ÿêùî ïðÿìà a:
1) ïàðàëåëüíà ïëîùèíі ;     2) íàëåæèòü ïëîùèíі ;
3) ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ;
4) і ïëîùèíà  ïåðåòèíàþòüñÿ, àëå íå є ïåðïåíäèêóëÿð-
íèìè?
Âèêîíàéòå âіäïîâіäíі ìàëþíêè.

8.19. Ïëîùèíè  і  – ïåðïåíäèêóëÿðíі. ßêèì ìîæå áóòè
âçàєìíå ðîçòàøóâàííÿ ïëîùèí  і , ÿêùî ïëîùèíè  і :
1) ïåðïåíäèêóëÿðíі;          2) ïàðàëåëüíі;
3) ïåðåòèíàþòüñÿ, àëå íå ïіä ïðÿìèì êóòîì?
Âèêîíàéòå âіäïîâіäíі ìàëþíêè.

8.20. Ðіâíîáåäðåíі òðèêóòíèêè ABC і ABC1 ëåæàòü ó ðіçíèõ
ãðàíÿõ äâîãðàííîãî êóòà ç ðåáðîì AB, ÿêèé äîðіâíþє
120. Çíàéäіòü CC1, ÿêùî CK  3 ñì, C1K  5 ñì, äå CK і
C1K – âèñîòè òðèêóòíèêіâ.

8.21. Ðіâíîáåäðåíі òðèêóòíèêè KLM і KLM1 ëåæàòü ó ðіç-
íèõ ãðàíÿõ äâîãðàííîãî êóòà ç ðåáðîì KL, ÿêèé äîðіâ-
íþє 60. Çíàéäіòü MM1, ÿêùî MP  3 ñì, M1P  8 ñì,
äå MP і M1P – âèñîòè òðèêóòíèêіâ.

8.22. ABCDA1B1C1D1 – êóá. Çíàéäіòü ìіðó äâîãðàííîãî êóòà,
ÿêèé óòâîðþþòü ïëîùèíè ABC1 і ABC.

8.23. Ùîá ïîáóäóâàòè ëіíіéíèé êóò äâîãðàííîãî êóòà,
ïðîâîäÿòü ïëîùèíó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî ðåáðà öüîãî
êóòà. ×è áóäå öÿ ïëîùèíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ãðàíåé
äâîãðàííîãî êóòà?

8.24. Äâі ïðÿìі ïåðïåíäèêóëÿðíі äî äâîõ ãðàíåé äâîãðàííîãî
êóòà é ïåðåòèíàþòüñÿ. Çíàéäіòü êóò ìіæ ïðÿìèìè, ÿêùî
äâîãðàííèé êóò äîðіâíþє 70.

8.25. Äâі ïðÿìі ïåðåòèíàþòüñÿ ïіä ïðÿìèì êóòîì і ïåðïåíäè- 
êóëÿðíі äî ãðàíåé äâîãðàííîãî êóòà. Çíàéäіòü ãðàäóñíó
ìіðó äâîãðàííîãî êóòà.

8.26. Ïëîùèíè  і  âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі. Òî÷êà M âіääà-M
ëåíà âіä ïëîùèíè  íà 8 ñì, à âіä ëіíії ïåðåòèíó ïëîùèí –
íà 10 ñì. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî ïëîùèíèM .

8.27. Òî÷êà  P âіääàëåíà âіä äâîõ âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ
ïëîùèí íà 8 ñì і 15 ñì. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè P äî
ëіíії ïåðåòèíó ïëîùèí.

8.28. DS – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè êâàäðàòà ABCD. Äîâå-
äіòü, ùî:
1) (SAD)  (SCD);       2) (SBC)  (SCD).
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8.29. Òî÷êà O – öåíòð êâàäðàòà ABCD, OS – ïåðïåíäèêóëÿð
äî éîãî ïëîùèíè. Äîâåäіòü, ùî:
1) (SAC)  (ABD(( );       2) (SAC)  (SBD).

8.30. Ç òî÷îê A і B, ÿêі íàëåæàòü äâîì ïåðïåíäèêóëÿðíèì
ïëîùèíàì  і , ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿðè AC і BD äî 
ïðÿìîї ïåðåòèíó ïëîùèí. Çíàéäіòü AC, ÿêùî AB  7 ñì,
CD  3 ñì, BD  2 ñì.

8.31. Ç òî÷îê M і N, ÿêі ëåæàòü ó äâîõ ïåðïåíäèêóëÿðíèõ 
ïëîùèíàõ  і , ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿðè MK і NL äî 
ïðÿìîї ïåðåòèíó ïëîùèí. Çíàéäіòü MN, ÿêùî ML  8 ñì, 
KN  14 ñì, KL  2 ñì.

8.32. Ïëîùèíè ðіâíîáåä ðåíèõ òðèêóòíèêіâ KLM і KLM1 çі
ñïіëüíîþ îñíîâîþ KL âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі. Çíàé-
äіòü MM1, ÿêùî M1  60, KL  8 ñì, MK  5 ñì.

8.33. Ïëîùèíè ðіâíîáåä ðåíèõ òðèêóòíèêіâ ABC і ABC1
çі ñïіëüíîþ îñíîâîþ AB âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі,
ACB  90, AB  10 ñì, AC1  13 ñì. Çíàéäіòü CC1.

8.34. Ïëîùèíè ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà ABC і êâàäðàòà 
ABDE âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі, AB  2a ñì. Çíàéäіòü:
1) äîâæèíè âіäðіçêіâ CD і CE;     2) êîñèíóñ êóòà ECD.

8.35. Äâà ðіâíîñòîðîííіõ òðèêóòíèêè ABC і ABC1 ëåæàòü ó âçà-
єìíî ïåðïåíäèêóëÿðíèõ ïëîùèíàõ, AB  2b ñì. Çíàéäіòü:
1) äîâæèíó âіäðіçêà CC1;          2) êîñèíóñ êóòà CAC1.

8.36. Òî÷êè C і D ëåæàòü íà îäíіé іç ãðàíåé äâîãðàííîãî

êóòà é âіääàëåíі âіä éîãî ðåáðà âіäïîâіäíî íà  і 

 ñì. Çíàéäіòü ìіðó äâîãðàííîãî êóòà, ÿêùî òî÷êà C âіä-
äàëåíà âіä äðóãîї ãðàíі êóòà íà 1 ñì ìåíøå, íіæ òî÷êà D.

8.37. Òî÷êè M і N ëåæàòü íà îäíіé іç ãðàíåé äâîãðàííîãî êóòà 
é âіääàëåíі âіä äðóãîї ãðàíі íà 3 ñì і 4 ñì. Çíàéäіòü ìіðó
äâîãðàííîãî êóòà, ÿêùî ñóìà âіäñòàíåé âіä òî÷îê M і N
äî ðåáðà äâîãðàííîãî êóòà äîðіâíþє 14 ñì.

8.38. ×îòèðèêóòíèê ABCD, ó ÿêîãî AB  AD і BC  CD, çі-
ãíóëè ïіä êóòîì 90 ïî äіàãîíàëі BD. Ïëîùі òðèêóòíèêіâ 
ABD і BDC, ùî ïðè öüîìó óòâîðèëèñÿ, äîðіâíþþòü âіäïî-
âіäíî 28 ñì2 і 96 ñì2. Çíàéäіòü, ÿêîþ ñòàëà âіäñòàíü ìіæ 
òî÷êàìè A іA C ïіñëÿ çãèíàííÿ, ÿêùî BD  8 ñì.

8.39. Êâàäðàò, ïëîùà ÿêîãî äîðіâíþє S, çіãíóëè ïî äіàãîíàëі 
òàê, ùî éîãî ÷àñòèíè ñòàëè âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíè-
ìè. Çíàéäіòü âіäñòàíü ìіæ êіíöÿìè äðóãîї äіàãîíàëі ïіñ-
ëÿ çãèíàííÿ.
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8.40. Âіäðіçîê çàâäîâæêè m ñïèðàєòüñÿ êіíöÿìè íà äâі âçàєì-
íî ïåðïåíäèêóëÿðíі ïëîùèíè. Âіäñòàíі âіä êіíöіâ âіäðіç-
êà äî ëіíії ïåðåòèíó ïëîùèí äîðіâíþþòü a і b. Çíàéäіòü
âіäñòàíü ìіæ îñíîâàìè ïåðïåíäèêóëÿðіâ, ïðîâåäåíèõ ç
êіíöіâ âіäðіçêà äî ëіíії ïåðåòèíó ïëîùèí. Ïðè ÿêèõ îá-
ìåæåííÿõ íà a, b і m çàäà÷à ìàє ðîçâ’ÿçêè?

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
8.41. Çíàéäіòü ïëîùó (â ãåêòàðàõ) ëіñîâîãî
ìàñèâó, çîáðàæåíîãî íà ïëàíі ç êâàäðàòíîþ
ñіòêîþ 11 (ó ñì) â ìàñøòàáі 1 : 20 000.

iäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

8.42. Ïðîâåäіòü ïðÿìó a і ïîçíà÷òå òî÷êè M і K, ÿêі âіääàëåíі
âіä ïðÿìîї a íà 2 ñì і 3 ñì âіäïîâіäíî.

8.43. Ïðîâåäіòü ïðÿìі a і b òàê, ùî a  b, і âіäñòàíü ìіæ íèìè
äîðіâíþє 2,5 ñì.

ßê і íà ïëîùèíі, ó ïðîñòîðі

Íà ìàëþíêó 9.1 äîâæèíà âіäðіçêà AB – âіä-
ñòàíü âіä òî÷êè A äî ïðÿìîї a.

Çàäà÷à 1. Ïðÿìà AM ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëî-
ùèíè ðіâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà ABC. Çíàé-
òè âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî ïðÿìîї BC, ÿêùî 
AM  4 ñì, ñì.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Íåõàé òî÷êà K – ñåðå-
äèíà BC (ìàë. 9.2). Òîäі AK – ìåäіàíà і âè-K
ñîòà ðіâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà ABC.
2) Ïðîâåäåìî âіäðіçîê MK. Îñêіëüêè
AM  (ABC(( ), MK – ïîõèëà äî (ABC(( ), AK –
її ïðîåêöіÿ, AK  BC, òî  (çà òåî-
ðåìîþ ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè). Òîäі

ВІДСТАНІ 
У ПРОСТОРІ§ 9. 

1. Âіäñòàíü âіä òî÷êè 
äî ïðÿìîї

іäñòàíü âіä òî÷êè äî ïðÿìîї – öå äîâæèíà ïåðïåí-ї
èêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç öієї òî÷êè äî öієї ïðÿìîї.

Í

âі
äè

Çàäà÷à 1.  

Ìàë. 9.2
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MK – âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî ïðÿìîї BC.

3)  (ñì).

4) Ó {AKC{{ (K  90):
 (ñì).

5) Ó {AMK{{  (A  90):
 (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü. 5 ñì.

ßê áóëî çàçíà÷åíî â îäíîìó ç ïîïå-
ðåäíіõ ïàðàãðàôіâ,

Çàäà÷à 2. Ó ïðÿìîêóòíèêó ABCD çі ñòîðîíàìè AB  6 ñì, 
BC  8 ñì äіàãîíàëі ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öі O, OK – ïåðïåíäè-
êóëÿð äî ïëîùèíè ïðÿìîêóòíèêà. Çíàéòè âіäñòàíü âіä òî÷-
êè K äî ïëîùèíè ïðÿìîêóòíèêà, ÿêùî AK  13 ñì.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. OK  (ABC(( ), òîìó OK – øóêàíà âіäñòàíü 
(ìàë. 9.3).

1)  (ñì).

2)  (ñì).

3) Ó {AOK{{  (O  90): 
 (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü. 12 ñì.

ßêùî ïðÿìà íàëåæèòü ïëîùè-
íі àáî ïåðåòèíàє ïëîùèíó, òî ââà-
æàþòü, ùî âіäñòàíü âіä ïðÿìîї äî
ïëîùèíè äîðіâíþє íóëþ.

Íà ìàëþíêó 9.4 äîâæèíà âіäðіçêà AB – âіäñòàíü âіä ïðÿ-
ìîї a äî ïàðàëåëüíîї їé ïëîùèíè .

Ìîæíà äîâåñòè, ùî âіäñòàíü âіä ïðÿìîї äî ïàðàëåëüíîї їé 
ïëîùèíè íå çàëåæèòü âіä âèáîðó òî÷êè A. Äіéñíî, A1B1  AB
(ÿê ïðîòèëåæíі ñòîðîíè ïðÿìîêóòíèêà).

2. Âіäñòàíü âіä òî÷êè 
äî ïëîùèíè

іäñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè – öå äîâæèíà ïåðïåí-
èêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî іç öієї òî÷êè äî öієї ïëîùèíè.

âі
äè

Çàäà÷à 2.  

Ìàë. 9.3

3. Âіäñòàíü âіä 
ïðÿìîї äî ïëîùèíè

іäñòàííþ âіä ïðÿìîї äî ïàðàëåëüíîї їé ïëîùèíè íà-
èâàþòü äîâæèíó ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç áóäü-

ÿêîї òî÷êè ïðÿìîї äî ïëîùèíè.

Âі
çè
ÿê
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             Ìàë. 9.4                    Ìàë. 9.5

Çàäà÷à 3. ABCDA1B1C1D1 – êóá, ðåáðî ÿêîãî äîðіâíþє

 ñì. Çíàéòè âіäñòàíü âіä ïðÿìîї BC äî ïëîùèíè AB1C1.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ (ìàë. 9.5). 1) Îñêіëüêè , òî ïðÿìà
BC ïàðàëåëüíà ïëîùèíі AB1C1.
2) , òî÷êà O – òî÷êà ïåðåòèíó äіàãîíàëåé ãðàíі
CD1C1D.
3) , òîìó CO – øóêàíà âіäñòàíü.

4)  (ñì).

5)  (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü. 4 ñì.

ßêùî ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ, òî
ââàæàþòü, ùî âіäñòàíü ìіæ òàêèìè
ïëîùèíàìè äîðіâíþє íóëþ.

Íà ìàëþíêó 9.6 äîâæèíà âіäðіçêà AB – âіäñòàíü ìіæ ïëî-
ùèíàìè  і . Âіäñòàíü ìіæ ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè íå çà-
ëåæèòü âіä âèáîðó òî÷êè A.

        

Çàäà÷à 4. Êіíöі âіäðіçêà MN çàâäîâæêè 17 ñì íàëåæàòü ïà-N
ðàëåëüíèì ïëîùèíàì  і . Ïðîåêöіÿ âіäðіçêà íà îäíó іç öèõ
ïëîùèí äîðіâíþє 8 ñì. Çíàéòè âіäñòàíü ìіæ ïëîùèíàìè  і .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ïðîâåäåìî MK – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëî-
ùèíè  (ìàë. 9.7).

Çàäà÷à 3.

4. Âіäñòàíü 
ìіæ ïëîùèíàìè

іäñòàííþ ìіæ äâîìà ïàðàëåëüíèìè ïëîùèíàìè íà-
èâàþòü äîâæèíó ïåðïåíäèêóëÿðà, ïðîâåäåíîãî ç áóäü-

ÿêîї òî÷êè îäíієї ïëîùèíè äî äðóãîї.

Âі
çè
ÿê

Çàäà÷à 4.  
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2) Òîäі MK – øóêàíà âіäñòàíü, à NK – ïðîåêöіÿ MN íà ïëî-
ùèíó , NK  8 ñì.
3) Іç {MNK (K  90):

 (ñì).
Â і ä ï î â і ä ü. 15 ñì.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 9.5). Íàçâіòü âіäðіçîê, 

äîâæèíà ÿêîãî є âіäñòàííþ âіä:
1) òî÷êè D1 äî ïðÿìîї DC;  
2) òî÷êè A äî ïëîùèíè A1B1C1.

9.2. ABCDA 1B1C1D1 – êóá (ìàë. 9.5). Íàçâіòü âіäðіçîê, äîâæè-
íà ÿêîãî є âіäñòàííþ âіä:
1) òî÷êè B äî ïðÿìîї DC;   2) òî÷êè B1 äî ïëîùèíè ABC.

9.3. Äàíî êóá іç ðåáðîì a (ìàë. 9.5). Çíàéäіòü âіäñòàíü:
1) âіä òî÷êè A1 äî ïëîùèíè DD1C1; 
2) âіä òî÷êè D äî ïðÿìîї BC;
3) âіä ïðÿìîї CC1 äî ïëîùèíè ABD; 
4) âіä ïðÿìîї DC äî ïëîùèíè ABB1;
5) ìіæ ïëîùèíàìè ABD і DCC1; 
6) ìіæ ïëîùèíàìè ABC і A1B1C1.

9.4. Äàíî êóá іç ðåáðîì b (ìàë. 9.5). Çíàéäіòü âіäñòàíü:
1) âіä òî÷êè D äî ïëîùèíè A1B1C1; 
2) âіä òî÷êè B1 äî ïðÿìîї A1D1;
3) âіä ïðÿìîї A1D1 äî ïëîùèíè ABC; 
4) âіä ïðÿìîї AB äî ïëîùèíè B1C1C;
5) ìіæ ïëîùèíàìè ABB1 і DCC1; 
6) ìіæ ïëîùèíàìè ADD1 і A1B1C1.

9.5. Ïðÿìà a ïàðàëåëüíà ïëîùèíі 
(ìàë. 9.8). Ç äåÿêîї òî÷êè M ïðÿìîї a
äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïîõèëó çàâ-
äîâæêè 5 ñì, ïðîåêöіÿ ÿêîї KN äî-
ðіâíþє 4 ñì. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä 
ïðÿìîї a äî ïëîùèíè .

 Що називають відстанню від точки до прямої; відстанню від
очки до площини?  Якою є відстань від прямої до площини, 

якщо пряма перетинає площину або їй належить?  Що назива-
ють відстанню від прямої до паралельної їй площини?  Якою є 
відстань між площинами, що перетинаються?  Що називають 
відстанню між паралельними площинами?

тттттттотттттттттт
яяяяяяяяяя

ää

Ìàë. 9.8
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9.6. Ïëîùèíè  і  ïàðàëåëüíі (ìàë. 9.7). Ç òî÷êè M, ÿêà
íàëåæèòü ïëîùèíі , äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïåðïåíäè-
êóëÿð MK і ïîõèëó MN çàâäîâæêè 10 ñì. Çíàéäіòü âіä-

àíü ìіæ ïëîùèíàìè  і , ÿêùî ïðîåêöіÿ ïîõèëîї MN
à ïëîùèíó  äîðіâíþє 6 ñì.

7. Êіíöі âіäðіçêà MN, ùî íå ïåðåòèíàє ïëîùèíó , çíà-
îäÿòüñÿ íà âіäñòàíÿõ 6 ñì і 10 ñì âіäïîâіäíî âіä öієї
ëîùèíè. Íà ÿêіé âіäñòàíі âіä ïëîùèíè çíàõîäèòüñÿ ñå-

ðåäèíà âіäðіçêà MN?

9.8. Êіíöі âіäðіçêà AB, ùî íå ïåðåòèíàє ïëîùèíó , çíàõî-
äÿòüñÿ íà âіäñòàíÿõ 8 ñì і 4 ñì âіäïîâіäíî âіä öієї ïëî-
ùèíè. Íà ÿêіé âіäñòàíі âіä ïëîùèíè çíàõîäèòüñÿ ñåðåäè-
íà âіäðіçêà AB?

9.9. Ç òî÷êè A äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïîõèëó çàâäîâæêè
 ñì òà ïåðïåíäèêóëÿð, ÿêі óòâîðþþòü ìіæ ñîáîþ êóò

30. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè A äî ïëîùèíè .

9.10. Ç òî÷êè B äî ïëîùèíè  ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð і ïî-
õèëó. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè B äî ïëîùèíè , ÿêùî 
ïðîåêöіÿ ïîõèëîї äîðіâíþє  ñì і óòâîðþє ç ïîõèëîþ
êóò 45.

9.11. Îäèí іç êіíöіâ âіäðіçêà ëåæèòü ó ïëîùèíі , à éîãî ñå-
ðåäèíà âіääàëåíà âіä ïëîùèíè íà 3 ñì. Íà ÿêіé âіäñòàíі
âіä ïëîùèíè çíàõîäèòüñÿ äðóãèé êіíåöü âіäðіçêà?

9.12. Îäèí іç êіíöіâ âіäðіçêà íàëåæèòü ïëîùèíі , à äðóãèé
âіääàëåíèé âіä íåї íà 10 ñì. Íà ÿêіé âіäñòàíі âіä ïëîùè-
íè çíàõîäèòüñÿ ñåðåäèíà öüîãî âіäðіçêà?

9.13. ×åðåç âåðøèíó A ïðÿìîêóòíèêà ABCD äî éîãî ïëîùè-
íè ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð AK. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä
òî÷êè K äî ïðÿìîї CD, ÿêùî AC  20 ñì, CD  16 ñì,
AK  9 ñì.

9.14. ×åðåç âåðøèíó B êâàäðàòà ABCD äî éîãî ïëîùèíè ïðî-
âåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð BM. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè
M äî ïðÿìîї AD, ÿêùî  ñì, BM  3 ñì.

9.15. Ó òðèêóòíèêó ABC AC  BC  5 ñì, AB  6 ñì. CM – ïåð-
ïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà, CM  3 ñì. Çíàé-
äіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî ïðÿìîї AB.

9.16. BK – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè ðіâíîñòîðîííüîãî òðè-

êóòíèêà ABC, ñì, BK  12 ñì. Çíàéäіòü âіä-
ñòàíü âіä òî÷êè K äî ïðÿìîї AB.
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9.17. Íà ìàëþíêó 9.9 çîáðàæåíî êóá
іç ðåá ðîì çàâäîâæêè b, MN – ñå-
ðåäíÿ ëіíіÿ òðèêóòíèêà ABD. Çíàé-
äіòü âіäñòàíü âіä ïðÿìîї CC1 äî ïëî-
ùèíè MNN1.

9.18. Íà ìàëþíêó 9.9 çîáðàæåíî êóá іç
ðåáðîì a. MN – ñåðåäíÿ ëіíіÿ òðè-
êóòíèêà ABD. Çíàéäіòü âіäñòàíü ìіæ 
ïëîùèíàìè BB1D і MNN1.

9.19. ×åðåç âåðøèíó A êâàäðàòà ABCD ïðîâåäåíî ïåðïåíäè-
êóëÿð AT. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè T äî ïðÿìèõ, ùî 
ìіñòÿòü äіàãîíàëі êâàäðàòà, ÿêùî AB  8 ñì, AT  7 ñì.

9.20. Êàòåòè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþþòü 5 ñì і
9 ñì. ×åðåç ñåðåäèíó ãіïîòåíóçè äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà
ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð çàâäîâæêè 6 ñì. Çíàéäіòü âіä-
ñòàíü âіä êіíöÿ ïåðïåíäèêóëÿðà, ùî íå ëåæèòü ó ïëîùè-
íі òðèêóòíèêà, äî ïðÿìèõ, ùî ìіñòÿòü êàòåòè òðèêóòíèêà.

9.21. Òî÷êà M ëåæèòü íà áіñåêòðèñі êóòà ABC. Äî ïëîùèíè 
êóòà ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð MS. Äîâåäіòü, ùî òî÷êà S
ðіâíîâіääàëåíà âіä ïðÿìèõ, ùî ìіñòÿòü ñòîðîíè êóòà.

22. Äîâåäіòü, ùî êîëè òî÷êà M ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ âåð-
øèí ìíîãîêóòíèêà é íå ëåæèòü ó éîãî ïëîùèíі, òî її 
ïðîåêöієþ íà ïëîùèíó ìíîãîêóòíèêà є öåíòð êîëà, îïè-
ñàíîãî íàâêîëî ìíîãîêóòíèêà.

9.23. Òî÷êà S ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ âåðøèí ïðÿìîêóòíè-
êà ABCD і çíàõîäèòüñÿ íà âіäñòàíі 3 ñì âіä éîãî ïëî-
ùèíè. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè S äî òî÷êè A, ÿêùî 
CD  4 ñì, CAD  30.

9.24. Ãіïîòåíóçà ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþє 24 ñì.
Òî÷êà Q, ùî íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà, âіääàëåíà
âіä êîæíîї ç éîãî âåðøèí íà 20 ñì. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä
òî÷êè Q äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà.

9.25. Òî÷êà âіääàëåíà âіä êîæíîї ç ïðÿìèõ, ùî ìіñòÿòü ñòîðî-
íè ðіâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà, íà 15 ñì, à âіä ïëîùè-
íè òðèêóòíèêà – íà 12 ñì. Çíàéäіòü ïëîùó òðèêóòíèêà.

9.26. Ïëîùà ïðàâèëüíîãî òðèêóòíèêà äîðіâíþє   ñì2. Âіä-
ñòàíü âіä òî÷êè M, ùî ëåæèòü ïîçà ïëîùèíîþ òðèêóòíèêà, 
äî ïðÿìèõ, ùî ìіñòÿòü ñòîðîíè òðèêóòíèêà, äîðіâíþє 5 ñì.
Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà.M

9.27. Òî÷êà K âіääàëåíà âіä äâîõ äàíèõ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ
íà 13 ñì і 15 ñì, à âіäñòàíü ìіæ öèìè ïðÿìèìè – 14 ñì. 

Ìàë. 9.9
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Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè K äî ïëîùèíè, ó ÿêіé ëå-
æàòü öі ïàðàëåëüíі ïðÿìі.

9.28. Ç âåðøèíè áіëüøîãî êóòà òðèêóòíèêà, ñòîðîíè ÿêîãî
äîðіâíþþòü 21 ñì, 13 ñì і 20 ñì, äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà
ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð çàâäîâæêè 35 ñì. Çíàéäіòü âіä-
ñòàíі âіä êіíöіâ ïåðïåíäèêóëÿðà äî ïðÿìîї, ùî ìіñòèòü
ïðîòèëåæíó äî öüîãî êóòà ñòîðîíó òðèêóòíèêà.

9.29. Ç âåðøèíè ñåðåäíüîãî çà âåëè÷èíîþ êóòà òðèêóòíèêà, 
ñòîðîíè ÿêîãî äîðіâíþþòü 9 ñì, 10 ñì і 11 ñì, äî ïëîùè-
íè òðèêóòíèêà ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð, äîâæèíà ÿêî-
ãî 7 ñì. Çíàéäіòü âіäñòàíі âіä êіíöіâ ïåðïåíäèêóëÿðà äî
ðÿìîї, ùî ìіñòèòü ïðîòèëåæíó äî öüîãî êóòà ñòîðîíó
ðèêóòíèêà.

30. Ïðîåêöієþ òî÷êè S íà ïëîùèíó ìíîãîêóòíèêà є
÷êà O, ùî ëåæèòü óñåðåäèíі ìíîãîêóòíèêà. Äîâåäіòü,
î ÿêùî òî÷êà S ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ ïðÿìèõ, ùî

ìіñòÿòü ñòîðîíè ìíîãîêóòíèêà, òî òî÷êà O – öåíòð êîëà, 
âïèñàíîãî â ìíîãîêóòíèê.

9.31. Òî÷êà P ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ ïðÿìèõ, ùî ìіñòÿòü ñòîðî-
íè ïàðàëåëîãðàìà. Äîâåäіòü, ùî öåé ïàðàëåëîãðàì є ðîìáîì.

9.32. Òî÷êà K ðіâíîâіääàëåíà âіä óñіõ ïðÿìèõ, ùî ìіñòÿòü
ñòîðîíè ðîìáà, і âіääàëåíà íà 1 ñì âіä éîãî ïëîùèíè.
Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè K äî ñòîðіí ðîìáà, ÿêùî
éîãî äіàãîíàëі äîðіâíþþòü 6 ñì і 8 ñì.

9.33. Òî÷êà F âіääàëåíà íà 5 ñì âіä óñіõ ïðÿìèõ, ùî ìіñòÿòüF
ñòîðîíè ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà. Ïðîåêöіÿ öієї òî÷êè íà
ïëîùèíó òðèêóòíèêà ëåæèòü óñåðåäèíі òðèêóòíèêà. Çíàé-
äіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè F äî ïëîùèíè òðèêóòíèêà, ÿêùîF
éîãî êàòåò äîðіâíþє 12 ñì, à ãіïîòåíóçà – 15 ñì.

9.34. Êіíöі äâîõ âіäðіçêіâ, äîâæèíè ÿêèõ 40 ñì і 30 ñì, íàëå-
æàòü äâîì ïàðàëåëüíèì ïëîùèíàì, à ïðîåêöії öèõ âіä-
ðіçêіâ íà îäíó ç íèõ âіäíîñÿòüñÿ ÿê 16 : 9. Çíàéäіòü âіä-
ñòàíü ìіæ ïëîùèíàìè.

9.35. Êіíöі äâîõ âіäðіçêіâ, äîâæèíè ÿêèõ âіäíîñÿòüñÿ ÿê
26 : 25, íàëåæàòü äâîì ïàðàëåëüíèì ïëîùèíàì, à ïðîåê-
öії öèõ âіäðіçêіâ íà îäíó ç íèõ äîðіâíþþòü 40 ñì і 28 ñì.
Çíàéäіòü âіäñòàíü ìіæ ïëîùèíàìè.

9.36. Âåðøèíè A і D ïàðàëåëîãðàìà ABCD ëåæàòü ó ïëîùè-
íі , à äâі іíøі âåðøèíè – ïîçà öієþ ïëîùèíîþ. Ïðîåê-
öії äіàãîíàëåé íà öþ ïëîùèíó äîðіâíþþòü 20 ñì і 22 ñì.
Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä ïðÿìîї BC äî ïëîùèíè , ÿêùî
AB  15 ñì, BC  19 ñì.
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èòò âà ìàòåìàòèêà
9.37. Êîðîáêà ìàє ôîðìó ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïіïåäà ç âè-
ìіðàìè 20 ñì,  30 ñì і 50 ñì. Ñêіëüêè òàêèõ êîðîáîê ìîæíà
ïîìіñòèòè â êóçîâ âàíòàæіâêè, ðîçìіðè ÿêîãî 2 ì, 3 ì і 1,5 ì?

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

9.38. Ïîáóäóéòå ïðÿìі a і b, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ ïіä êóòîì:
1) 30;       2) 45;       3) 60;       4) 90.

ßê і íà ïëîùèíі, ó ïðîñòîðі

ßêùî ïðÿìі ïàðàëåëüíі, òî êóò ìіæ íèìè ââàæàþòü ðіâ-
íèì íóëþ.

Ðîçãëÿíåìî ïîíÿòòÿ êóòà ìіæ ìèìîáіæíèìè ïðÿìèìè.

Íåõàé a1 і b1 – ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ â òî÷öі C і ïàðà-
ëåëüíі ìèìîáіæíèì ïðÿìèì a і b, à êóò ìіæ ïðÿìèìè a1 і b1

äîðіâíþє  (ìàë. 10.1). Òîäі êóò ìіæ ïðÿìèìè
a і b òàêîæ äîðіâíþє . Ìîæíà äîâåñòè, ùî 
êóò ìіæ ìèìîáіæíèìè ïðÿìèìè a і b íå çàëå-
æèòü âіä âèáîðó òî÷êè C. Ó çàäà÷àõ òî÷êó C
çðó÷íî âèáèðàòè íà îäíіé іç ïðÿìèõ, íàïðè-
êëàä íà ïðÿìіé a, і ïðîâîäèòè ÷åðåç öþ òî÷êó 
ïðÿìó, ïàðàëåëüíó ïðÿìіé b.

Çàäà÷à 1. ABCDA1B1C1D1 – êóá. Çíàéòè 
êóò ìіæ ìèìîáіæíèìè ïðÿìèìè BC і DC1.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ (ìàë. 10.2). 1) Ïðÿìà AD
ïàðàëåëüíà ïðÿìіé BC, òîìó øóêàíèé êóò 
äîðіâíþє êóòó ìіæ ïðÿìèìè AD і DC1.

ВИМІРЮВАННЯ КУТІВ У ПРОСТОРІ. 
ОРТОГОНАЛЬНЕ ПРОЕКТУВАННЯ§ 10. 

1. Êóò ìіæ ïðÿìèìè

óòîì ìіæ ïðÿìèìè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, íàçèâà-
þòü ìåíøèé іç êóòіâ, ùî óòâîðèëèñÿ ïðè ïåðåòèíі
öèõ ïðÿìèõ.

êó
þ
öè

Êóòîì ìіæ ìèìîáіæíèìè ïðÿìèìè íàçèâàþòü êóò 
іæ ïðÿìèìè, ùî ïàðàëåëüíі äàíèì ìèìîáіæíèìè ïðÿ-

ìèì і ïåðåòèíàþòüñÿ.

Ðîçã

Ê
ì
ì

Ìàë. 10.1

Çàäà÷à 1.
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2) Îñêіëüêè DC – ïðîåêöіÿ ïîõèëîї DC1 íà (ADC(( ) і , 
òî, çà òåîðåìîþ ïðî òðè ïåðïåíäèêóëÿðè, .
3) Îòæå, êóò ìіæ ïðÿìèìè BC і DC1 äîðіâíþє 90.
Â і ä ï î â і ä ü. 90.

Òàêèì ÷èíîì, ìîæíà ãîâîðèòè ïðî êóò  ìіæ áóäü-ÿêèìè
äâîìà ïðÿìèìè ïðîñòîðó. Î÷åâèäíî, ùî öåé êóò  çàäîâîëü-
íÿє óìîâó 0 J  J 90.

Ïåðïåíäèêóëÿðíèìè ìîæóòü áóòè ÿê ïðÿìі, ùî ïåðåòèíà-
þòüñÿ, òàê і ìèìîáіæíі ïðÿìі.

Ó çàäà÷і 1 ïðÿìі BC і DC1 – âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі.

ßêùî ïðÿìà ïàðàëåëüíà ïëîùè-
íі àáî їé íàëåæèòü, òî êóò ìіæ
íèìè ââàæàþòü ðіâíèì íóëþ.
ßêùî ïðÿìà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî

ïëîùèíè, òî êóò ìіæ íèìè ââàæàþòü ðіâíèì 90.
Íåõàé äàíî ïðÿìó a, ùî ïåðåòèíàє

ïëîùèíó  â òî÷öі M і íå є ïåðïåíäè-
êóëÿðíîþ äî öієї ïëîùèíè (ìàë. 10.3).
Îñíîâè ïåðïåíäèêóëÿðіâ, ïðîâåäåíèõ ç
òî÷îê ïðÿìîї a íà ïëîùèíó , íàëåæàòü
ïðÿìіé b. Öÿ ïðÿìà b є ïðîåêöієþ ïðÿìîї
a íà ïëîùèíó .

Òàê ñàìî âèçíà÷àþòü і êóò ìіæ ïîõèëîþ і ïëîùèíîþ.
Î÷åâèäíî, ùî êóò  ìіæ ïðÿìîþ і ïëîùèíîþ çàäîâîëüíÿє

óìîâó 0 J  J 90.

Çàäà÷à 2. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïîõèëó çàâäîâæêè
18 ñì. Çíàéòè êóò, ÿêèé óòâîðþє ïîõèëà ç ïëîùèíîþ, ÿêùî
ïðîåêöіÿ ïîõèëîї íà ïëîùèíó äîðіâíþє 9 ñì.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) AM – ïîõèëà, AM  18 ñì, BM – її ïðî-
åêöіÿ, BM  9 ñì (ìàë. 10.3). Òîäі AMB  – øóêàíèé.

2) Ó {AMB{{ (B  90) , òîìó M  60.

Â і ä ï î â і ä ü. 60.

Äâі ïðÿìі íàçèâàþòü ïåðïåíäèêóëÿðíèìè (âçàєìíî ïåð-
åíäèêóëÿðíèìè), ÿêùî êóò ìіæ íèìè äîðіâíþє 90.

þòüñÿ,

Ä
ïå

Ìàë. 10.3

2. Êóò ìіæ ïðÿìîþ 
і ïëîùèíîþ

ßêùî ïðÿìà ïåðåòèíàє ïëîùèíó і íå є ïåðïåíäèêóëÿð-
îþ äî íåї, òî êóòîì ìіæ ïðÿìîþ і ïëîùèíîþ íàçè-

âàþòü êóò ìіæ ïðÿìîþ і її ïðîåêöієþ íà öþ ïëîùèíó.

ß
íî
âà

Çàäà÷à 2.  
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ßêùî äâі ïëîùèíè ïàðàëåëüíі, òî 
êóò ìіæ íèìè ââàæàþòü ðіâíèì
íóëþ. ßêùî äâі ïëîùèíè ïåðåòèíà-
þòüñÿ, òî âîíè óòâîðþþòü ÷îòèðè

äâîãðàííèõ êóòè çі ñïіëüíèì ðåáðîì (ìàë. 10.4).

Çðîçóìіëî, ùî êóò ìіæ ïëîùèíàìè çàäî-
âîëüíÿє óìîâó 0 J  J 90. ßêùî   90, òî
ïëîùèíè âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі.

ßêùî ïðèãàäàòè îçíà÷åííÿ ëіíіéíîãî
êóòà äâîãðàííîãî êóòà, òî îçíà÷åííÿ êóòà 
ìіæ ïëîùèíàìè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ïî-іí-
øîìó.

Íà ìàëþíêó 10.5 ïëîùèíè  і 
ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé m. Ó ïëî-
ùèíі  ïðîâåäåíî ïðÿìó a òàêó, ùî

, à â ïëîùèíі  – ïðÿìó b òàêó,
ùî , ïðÿìі a і b ïåðåòèíàþòüñÿ.
ßêùî êóò ìіæ ïðÿìèìè a і b äîðіâ-
íþє , òî êóò ìіæ ïëîùèíàìè  і 
òàêîæ äîðіâíþє .

Çàäà÷à 3. Êâàäðàò ABCD і ïðÿìî-
êóòíèê ABC1D1 ìàþòü ñïіëüíó ñòîðî-
íó, à êóò ìіæ їõ ïëîùèíàìè äîðіâíþє 60. Çíàéòè âіäñòàíü
ìіæ òî÷êàìè D і D1, ÿêùî SABCDS  9 ñì2, SABCS

1D1
 24 ñì2. 

Ñêіëüêè ðîçâ’ÿçêіâ ìàє çàäà÷à?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè  і 

, òî êóòîì ìіæ ïëîùèíàìè 
ìîæíà ââàæàòè ìåíøèé іç êóòіâ, ùî
óòâîðèëèñÿ ïðè ïåðåòèíі ïðÿìèõ AD і 
AD1 (ìàë. 10.6). Ìåíøèé ç íèõ çà óìî-
âîþ äîðіâíþє 60. Òîìó êóò DAD1 ìîæå
äîðіâíþâàòè 60 àáî 120. Îòæå, çàäà÷à 
ìàє äâà ðîçâ’ÿçêè.
2)  ñì2, òîìó AB  AD  3 (ñì).

3)  ñì2, òîìó  (ñì).

3. Êóò ìіæ 
ïëîùèíàìè

Ìàë. 10.4

åëè÷èíó ìåíøîãî ç äâîãðàííèõ êóòіâ, ùî óòâîðèëè-
ÿ ïðè ïåðåòèíі äâîõ ïëîùèí, íàçèâàþòü êóòîì ìіæ

ïëîùèíàìè.

äâîãðàí

Âå
ñÿ
ïë

Êóòîì ìіæ ïëîùèíàìè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, íàçèâà-
þòü êóò ìіæ ïðÿìèìè, ïðîâåäåíèìè â öèõ ïëîùèíàõ 
ïåðïåíäèêóëÿðíî äî їõ ëіíії ïåðåòèíó.

øîìó.

Ê
þ
ïå

Ìàë. 10.5Çàäà÷à 3.  

Ìàë. 10.6
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4) ßêùî DAD1  60, òî іç {ADD{{ 1 çà òåîðåìîþ êîñèíóñіâ:

 (ñì).
ßêùî DAD1  120, òî

 (ñì).

Â і ä ï î â і ä ü. 7 ñì àáî  ñì.

Îêðåìèì âèïàäêîì ïàðàëåëüíîãî
ïðîåêòóâàííÿ є îðòîãîíàëüíå ïðî-
åêòóâàííÿ.

Íà ìàëþíêó 10.7 ôіãóðà F є îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ
ôіãóðè (òіëà) F.

      
       Ìàë. 10.7                       Ìàë. 10.8

Îðòîãîíàëüíå ïðîåêòóâàííÿ ÷àñòî âèêîðèñòîâóþòü ó êðåñ-
ëåííі. Äåòàëü ïðîåêòóþòü íà äâі (àáî òðè) ïëîùèíè, і ïîòіì
äâі (àáî òðè) ïðîåêöії çîáðàæóþòü íà ïëîùèíі êðåñëåííÿ. Íà
ìàëþíêó 10.8 çîáðàæåíî äâі îðòîãîíàëüíі ïðîåêöії äåÿêîї äå-
òàëі öèëіíäðè÷íîї ôîðìè.

Ðîçãëÿíåìî âëàñòèâîñòі îðòîãîíàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ ìíî-
ãîêóòíèêà.

4. Îðòîãîíàëüíå 
ïðîåêòóâàííÿ

Ïàðàëåëüíå ïðîåêòóâàííÿ, íàïðÿì ÿêîãî ïåðïåíäèêó-
ÿðíèé äî ïëîùèíè ïðîåêöії, íàçèâàþòü îðòîãîíàëü-

íèì ïðîåêòóâàííÿì. Ïàðàëåëüíó ïðîåêöіþ ôіãóðè, ùî 
óòâîðþєòüñÿ ïðè îðòîãîíàëüíîìó ïðîåêòóâàííі, íàçèâà-
þòü îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ ôіãóðè.

Ï
ëÿ
íè

Ò å î ð å ì à (ïðî ïëîùó îðòîãîíàëüíîї ïðîåêöії ìíîãîêóò-
íèêà). Ïëîùà îðòîãîíàëüíîї ïðîåêöії ìíîãîêóòíèêà íà 
ïëîùèíó äîðіâíþє äîáóòêó éîãî ïëîùі íà êîñèíóñ êóòà 
ìіæ ïëîùèíîþ ìíîãîêóòíèêà і ïëîùèíîþ ïðîåêöії:

, 

äå Sô – ïëîùà ìíîãîêóòíèêà, ô Sïð – ïëîùà éîãî ïðîåêöії, ð
 – êóò ìіæ ïëîùèíîþ ìíîãîêóòíèêà і ïëîùèíîþ ïðîåêöії. 

ô ð
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Ä î â å ä å í í ÿ. Äîâåäåìî ñïî÷àòêó òå-
îðåìó äëÿ òðèêóòíèêà ó âèïàäêó, 
êîëè ïëîùèíà ïðîåêöії ïðîõîäèòü
÷åðåç îäíó ç éîãî ñòîðіí.
1) Ïðîåêöієþ òðèêóòíèêà ABC
íà ïëîùèíó  є òðèêóòíèê ABC1
(ìàë. 10.9).
2) Ïðîâåäåìî âèñîòó CK òðèêóòíèêà
ABC. Çà òåîðåìîþ ïðî òðè ïåðïåíäè-
êóëÿðè . Îòæå, C1K – âèñî-
òà òðèêóòíèêà ABC1.
3) Îñêіëüêè CK  AB і C1K  AB, òî
  CKC1 – êóò ìіæ ïëîùèíîþ òðè-
êóòíèêà ABC і ïëîùèíîþ ïðîåêöії .
4) .

5) , .

Òîìó .

Äëÿ âèïàäêó, ÿêèé ìè ðîçãëÿäàєìî, òåîðåìó äîâåäåíî.

ßêùî çàìіñòü ïëîùèíè  âіçüìåìî áóäü-ÿêó іíøó ïàðà-
ëåëüíó їé ïëîùèíó, òåîðåìà òàêîæ áóäå ïðàâèëüíîþ, îñêіëü-
êè ïðîåêöії òðèêóòíèêà íà ïàðàëåëüíі ïëîùèíè áóäóòü ìіæ
ñîáîþ ðіâíèìè.

Ó çàãàëüíîìó âèïàäêó äëÿ äîâåäåííÿ òåîðåìè ìíîãîêóòíèê
ðîçáèâàþòü (íàïðèêëàä, äіàãîíàëÿìè) íà ñêіí÷åííó êіëüêіñòü
òðèêóòíèêіâ. Òîäі îðòîãîíàëüíà ïðîåêöіÿ ìíîãîêóòíèêà ñêëà-
äàòèìåòüñÿ ç îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêöіé òðèêóòíèêіâ, ùî óòâî-
ðèëèñÿ, і òåîðåìó òàêîæ ìîæíà áóäå äîâåñòè. Ñòðîãå ìàòåìà-
òè÷íå äîâåäåííÿ òåîðåìè â öüîìó âèïàäêó íå íàâîäèìî. 
Çàäà÷à 4. Îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ òðèêóòíèêà ABC íà 

ïëîùèíó  є ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê A1B1C1 ç êàòåòàìè 4 ñì 
і 6 ñì. Çíàéòè ïëîùó òðèêóòíèêà ABC, ÿêùî êóò ìіæ ïëîùè-
íàìè ABC і A1B1C1 äîðіâíþє 30.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1)  (ñì2).

2) Íåõàé   30 – êóò ìіæ ïëîùèíàìè ABC і A1B1C1. Îñêіëü-
êè

 (ñì2).

Â і ä ï î â і ä ü.  ñì2.

Ìàë. 10.9

Çàäà÷à 4.  
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
0.1. (Óñíî). ×è ìîæå êóò ìіæ ìèìîáіæíèìè ïðÿìèìè

äîðіâíþâàòè:
1) 0;       2) 20;       3) 90;       4) 100?

10.2. (Óñíî). ×è ìîæå êóò ìіæ ïðÿìîþ і ïëîùèíîþ äîðіâíþâàòè:
1) 0;       2) 30;       3) 90;       4) 120?

10.3. ×è ìîæå êóò ìіæ ïëîùèíàìè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, äî- 
ðіâíþâàòè:
1) 0;       2) 40;       3) 90;       4) 150?

10.4. ×îìó äîðіâíþє êóò ìіæ:
1) ñóìіæíèìè ãðàíÿìè êóáà;
2) ïðîòèëåæíèìè ãðàíÿìè êóáà?

10.5. Ïîõèëà AM óòâîðþє ç ïëîùèíîþ  êóò 45 (ìàë. 10.3).
Çíàéäіòü äîâæèíó ïîõèëîї, ÿêùî äîâæèíà її ïðîåêöії äî-

ðіâíþє  ñì.

10.6. Ïîõèëà AM äîðіâíþє 10 ñì і óòâîðþє ç ïëîùèíîþ  êóò
60 (ìàë. 10.3). Çíàéäіòü ïðîåêöіþ ïîõèëîї.

10.7. (Óñíî). Çíàéäіòü ñåðåä ïðåäìåòіâ, ùî âàñ îòî÷óþòü, ìè-
îáіæíі ïåðïåíäèêóëÿðíі ïðÿìі.
0.8. Іç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïîõèëó çàâäîâæêè

12 ñì. Çíàéäіòü êóò, ÿêèé óòâîðþє ïîõèëà ç ïëîùèíîþ,
ÿêùî ïðîåêöіÿ ïîõèëîї äîðіâíþє  ñì.

10.9. Іç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî ïîõèëó çàâäîâæêè 8 ñì.
Çíàéäіòü êóò, ÿêèé óòâîðþє ïîõèëà ç ïëîùèíîþ, ÿêùî
ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåäåíèé іç òî÷êè äî ïëîùèíè, äîðіâ-
íþє  ñì.

10.10. Äâі ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïіä êóòîì 60. Òî÷êà P
ëåæèòü â îäíіé ç íèõ і âіääàëåíà âіä äðóãîї íà  ñì.
Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè P äî ëіíії ïåðåòèíó ïëîùèí.

 Що називають кутом між прямими, які перетинаються?  Яким
кут між паралельними прямими?  Що називають кутом між 

мимобіжними прямими?  Які прямі називають перпендикуляр-
ними?  Яким є кут між паралельними прямою і площиною; пло-
щиною і прямою, що їй належить?  Що називають кутом між 
прямою і площиною?  Яким є кут між паралельними площина-
ми? Що називають кутом між площинами, які перетинаються?

 Що називають ортогональним проектуванням?  Що назива-
ють ортогональною проекцією фігури?  Сформулюйте теорему
про площу ортогональної проекції.

єєєєєєєєє єєєєєєє
мммммммммм

ä
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10.11. Äâі ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïіä êóòîì 30 . Òî÷êà M ëå-M
æèòü â îäíіé ç íèõ і íà 10 ñì âіääàëåíà âіä їõ ëіíії ïåðå-
òèíó. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî äðóãîї ïëîùèíè.M

10.12. (Óñíî). ×è ìîæå ïëîùà îðòîãîíàëüíîї ïðîåêöії ìíîãî-
êóòíèêà:
1) äîðіâíþâàòè ïëîùі ìíîãîêóòíèêà;
2) áóòè áіëüøîþ çà ïëîùó ìíîãîêóòíèêà;
3) áóòè ìåíøîþ çà ïëîùó ìíîãîêóòíèêà?

10.13. Ïåðåíåñіòü òàáëèöþ â çîøèò і çàïîâíіòü її ïîðîæíі êî-
ìіðêè.

Ïëîùà
ìíîãîêóòíèêà

Êóò ìіæ ïëîùèíàìè ìíîãîêóòíèêà
і éîãî îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ

Ïëîùà
ïðîåêöії

40 ñì2 30

45  ñì2

60 ñì2 30 ñì2

10.14. Ïåðåíåñіòü òàáëèöþ â çîøèò і çàïîâíіòü її ïîðîæíі êî- 
ìіðêè.

Ïëîùà
ìíîãîêóòíèêà

Êóò ìіæ ïëîùèíàìè ìíîãîêóòíèêà
і éîãî îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ

Ïëîùà
ïðîåêöії

 ñì2 45
60 30 ñì2

32 ñì2  ñì2

10.15. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 10.10). 
Çíàéäіòü êóòè, ÿêі óòâîðþє:
1) ïðÿìà AA1 ç ïðÿìèìè BC, BC1, DC1;
2) ïðÿìà CB1 ç ïðÿìèìè BC, BC1.

10.16. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 10.10). 
Çíàéäіòü êóòè, ÿêі óòâîðþє ïðÿìà 
A1B1 ç ïðÿìèìè BC і DC1.

10.17. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 10.10). 
ßêèé êóò ïðÿìà DC1 óòâîðþє ç ïëîùè-
íîþ ABC? 

10.18. Ïðÿìà a ïåðïåíäèêóëÿðíà äî òðüîõ ïðÿìèõ, ùî ëå-
æàòü ó ïëîùèíі . ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðÿìà a
ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùèíè ?

10.19. Ïðÿìà ïåðïåíäèêóëÿðíà äî äâîõ ñòîðіí ïàðàëåëîãðà- 
ìà. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðÿìà ïåðïåíäèêóëÿðíà
і äî ïëîùèíè ïàðàëåëîãðàìà?
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10.20. Ïðÿìà MA ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìèõ AB і AD, ùî
ìіñòÿòü ñòîðîíè ïàðàëåëîãðàìà ABCD. Çíàéäіòü êóò ìіæ
ïðÿìèìè MA і CD.

10.21. Ïðÿìà CK ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïðÿìèõ CA і CB, ùî
ìіñòÿòü ñòîðîíè òðèêóòíèêà ABC. Çíàéäіòü êóò ìіæ ïðÿ-
ìèìè CK і AB.

10.22. Ðåáðî êóáà äîðіâíþє 1 ñì (ìàë. 10.10). Çíàéäіòü ïëîùó
÷îòèðèêóòíèêà AB1C1D, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ïëîùі
îðòîãîíàëüíîї ïðîåêöії.

10.23. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі. Îäíà ç íèõ,
çàâäîâæêè 8 ñì, óòâîðþє ç ïëîùèíîþ êóò 30. Çíàéäіòü
äîâæèíó äðóãîї ïîõèëîї, ÿêùî âîíà óòâîðþє ç ïëîùèíîþ
êóò 60.

10.24. Ç òî÷êè äî ïëîùèíè ïðîâåäåíî äâі ïîõèëі. Îäíà ç íèõ 
óòâîðþє ç ïëîùèíîþ êóò 45, à äðóãà – 30. Ïðîåêöіÿ
ïåðøîї ïîõèëîї íà ïëîùèíó äîðіâíþє  ñì. Çíàéäіòü
äîâæèíó äðóãîї ïîõèëîї.

10.25. Òî÷êà O – öåíòð êâàäðàòà ABCD, OK – ïåðïåíäèêóëÿð
äî ïëîùèíè êâàäðàòà. Ïðÿìà AK íàõèëåíà äî ïëîùèíè
êâàäðàòà ïіä êóòîì 60. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà AK, 
ÿêùî AB  4 ñì.

10.26. AS – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè êâàäðàòà ABCD. Ïðÿ-
ìà SC íàõèëåíà äî ïëîùèíè êâàäðàòà ïіä êóòîì 30.
Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà SC, ÿêùî AB  6 ñì.

10.27. Äàíî ïðÿìîêóòíèê ABCD çі ñòîðîíàìè AB  9 ñì і
BC  12 ñì. AM – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè ïðÿìîêóò-
íèêà. Ïðÿìà MC íàõèëåíà äî ïëîùèíè ïðÿìîêóòíèêà
ïіä êóòîì 30. Çíàéäіòü:
1) äîâæèíó ïåðïåíäèêóëÿðà MA;
2) òàíãåíñ êóòà íàõèëó ïðÿìîї MB äî ïëîùèíè ïðÿìî-
êóòíèêà;
3) òàíãåíñ êóòà, ÿêèé óòâîðþє ïëîùèíà MDC ç ïëîùè-
íîþ ïðÿìîêóòíèêà.

10.28. Ó ðіâíîáåä ðåíîìó òðèêóòíèêó ABC AB  AC  10 ñì,
BC  12 ñì. AM – ïåðïåíäèêóëÿð äî ïëîùèíè òðèêóòíè-
êà. Ïëîùèíà MBC óòâîðþє ç ïëîùèíîþ òðèêóòíèêà êóò
45. Çíàéäіòü:
1) äîâæèíó ïåðïåíäèêóëÿðà AM;
2) òàíãåíñ êóòà íàõèëó ïðÿìîї MC äî ïëîùèíè òðèêóò-
íèêà;
3) ïëîùó òðèêóòíèêà MBC.
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10.29. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 10.10). Çíàéäіòü ãðàäóñíó
ìіðó êóòà ìіæ ïðÿìèìè CB1 і DC1.

10.30. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 10.10). Çíàéäіòü ãðàäóñíó 
ìіðó êóòà ìіæ ïðÿìèìè AB1 і BC1.

10.31. (Óñíî). Äî ñêіëüêîõ ðåáåð êóáà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿ-
ìà DC1 (ìàë. 10.10)?

10.32. ×åðåç ãіïîòåíóçó AB ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC
ïðîâåäåíî ïëîùèíó . Âіäñòàíü âіä òî÷êè C äî ïëîùèíè 
 äîðіâíþє 6 ñì. ßêèé êóò óòâîðþє ïðÿìà BC ç ïëîùè-
íîþ , ÿêùî AB  14 ñì, AC  5 ñì?

10.33. ×åðåç ãіïîòåíóçó AB ïðÿìîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC
ïðîâåäåíî ïëîùèíó . Êàòåò AC óòâîðþє ç ïëîùèíîþ 
êóò 60. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè C äî ïëîùèíè , 
ÿêùî AB  10 ñì, BC  8 ñì.

10.34. Îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ ðîìáà çі ñòîðîíîþ 5 ñì і äіà-
ãîíàëëþ 8 ñì є ïàðàëåëîãðàì. Êóò ìіæ ïëîùèíàìè ðîìáà 
і ïàðàëåëîãðàìà äîðіâíþє 45. Çíàéäіòü ïëîùó ïàðàëåëî-
ãðàìà.

10.35. Îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ ïàðàëåëîãðàìà є ðîìá, ñòî- 
ðîíà ÿêîãî äîðіâíþє 13 ñì, à îäíà ç äіàãîíàëåé – 10 ñì.
Çíàéäіòü ïëîùó ïàðàëåëîãðàìà, ÿêùî êóò ìіæ ïëîùèíà-
ìè ïàðàëåëîãðàìà і ðîìáà äîðіâíþє 30.

10.36. ×åðåç ñòîðîíó ðіâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà ïðîâåäåíî
ïëîùèíó, ÿêà óòâîðþє ç ïëîùèíîþ òðèêóòíèêà êóò 60. 
Çíàéäіòü êóòè, ÿêі óòâîðþþòü äâі іíøі ñòîðîíè òðèêóò-
íèêà ç öієþ ïëîùèíîþ.

10.37. ×åðåç ãіïîòåíóçó ðіâíîáåä ðåíîãî ïðÿìîêóòíîãî òðèêóò- 
íèêà ïðîâåäåíî ïëîùèíó, ÿêà óòâîðþє ç ïëîùèíîþ òðè-
êóòíèêà êóò 30. Çíàéäіòü êóòè, ÿêі óòâîðþþòü êàòåòè 
òðèêóòíèêà ç öієþ ïëîùèíîþ.

10.38. Ó ðîìáі ABCD AB  8 ñì, BAD  45. Ç âåðøèíè B äî
ïëîùèíè ðîìáà ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð BK. Ïëîùèíà
AKD óòâîðþє ç ïëîùèíîþ ðîìáà êóò 60. Çíàéäіòü:
1) âіäñòàíü âіä òî÷êè K äî ïëîùèíè ðîìáà;
2) ïëîùó òðèêóòíèêà AKD.

10.39. Ó ïàðàëåëîãðàìі ABCD AB  6 ñì, AD  8 ñì, 
BAD  30. Ç âåðøèíè B äî ïëîùèíè ïàðàëåëîãðàìà 
ïðîâåäåíî ïåðïåíäèêóëÿð BM. Ïëîùèíà MAD óòâîðþє ç 
ïëîùèíîþ ïàðàëåëîãðàìà êóò 45. Çíàéäіòü:
1) âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî ïëîùèíè ïàðàëåëîãðàìà;
2) ïëîùó òðèêóòíèêà AMD.
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10.40. Äâà ðіâíîáåä ðåíèõ òðèêóòíèêè ìàþòü ñïіëüíó îñ-
íîâó çàâäîâæêè 10 ñì. Êóò ìіæ ïëîùèíàìè òðèêóòíèêіâ
äîðіâíþє 60, à їõ ïëîùі – 25 ñì2 і 40 ñì2. Çíàéäіòü âіä-
ñòàíü ìіæ âåðøèíàìè òðèêóòíèêіâ. Ñêіëüêè ðîçâ’ÿçêіâ
ìàє çàäà÷à?

10.41. Äâà ðіâíîáåä ðåíèõ òðèêóòíèêè, êóò ìіæ ïëîùèíà- 
ìè ÿêèõ äîðіâíþє 60, ìàþòü ñïіëüíó îñíîâó çàâäîâæêè
20 ñì. Ïëîùà îäíîãî ç òðèêóòíèêіâ äîðіâíþє 30 ñì2, à 
âèñîòà äðóãîãî, ÿêà ïðîâåäåíà äî îñíîâè, äîðіâíþє 5 ñì.
Çíàéäіòü âіäñòàíü ìіæ âåðøèíàìè òðèêóòíèêіâ. Ñêіëüêè
ðîçâ’ÿçêіâ ìàє çàäà÷à?

10.42. Òðèêóòíèê A1B1C1 є îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ òðèêóò-
íèêà ABC çі ñòîðîíàìè 36 ñì, 34 ñì і 14 ñì. Çíàéäіòü êóò
ìіæ ïëîùèíàìè òðèêóòíèêіâ, ÿêùî òðèêóòíèê A1B1C1 –
ïðÿìîêóòíèé іç êàòåòàìè 12 ñì і 28 ñì.

10.43. Ïðÿìîêóòíèé òðèêóòíèê K1L1M1 ç êàòåòàìè 3 ñì і
8 ñì є îðòîãîíàëüíîþ ïðîåêöієþ òðèêóòíèêà KLM çі ñòî-
ðîíàìè 4 ñì, 13 ñì і 15 ñì. Çíàéäіòü êóò ìіæ ïëîùèíàìè
òðèêóòíèêіâ.

10.44. ×åðåç ñòîðîíó AB ðіâíîñòîðîííüîãî òðèêóòíèêà ABC
ïðîâåäåíî ïëîùèíó . Ïðîåêöії ñòîðіí BC і AC íà öþ
ïëîùèíó âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі. ßêі êóòè óòâîðþþòü
ïðÿìі BC і AC ç ïëîùèíîþ ?

10.45. Ïðÿìà óòâîðþє çі ñòîðîíàìè ïðÿìîãî êóòà êóòè ïî 60.
Çíàéäіòü ìіðó êóòà, ÿêèé óòâîðþє öÿ ïðÿìà ç ïëîùèíîþ
ðÿìîãî êóòà.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
Î÷åðåòèíà âèñòóïàє íà 1 ì íàä ïîâåðõ-

íåþ îçåðà. Її âåðõіâêó çðіâíÿëè ç ïîâåðõíåþ
âîäè, âіäõèëèâøè âіä âåðòèêàëüíîãî ïîëîæåí-
íÿ íà 2 ì ó áіê. Çíàéäіòü ãëèáèíó îçåðà â ìіñ-
öі, äå ðîñòå î÷åðåò.

iäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

Ñåðåä òî÷îê A(–2; 0), B(1; –1), C(0; 4), D(14; 0),
M(–4; –4), N(0; –7) âèáåðіòü òі, ùî íàëåæàòü:
1) îñі àáñöèñ;                2) îñі îðäèíàò;   
3) äîäàòíіé ïіâîñі õ;        4) âіä’єìíіé ïіâîñі x; 
5) äîäàòíіé ïіâîñі y;         6) âіä’єìíіé ïіâîñі y. 
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10.48. Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä êîæíîї ç òî÷îê M(–2; 3), N(–5; –1),
T(7; 11), L(4; 0) äî îñåé êîîðäèíàò.

10.49. Çíàéäіòü AB, ÿêùî:
1) A(–2, 7), B(2; 4);    2) A(–1; 1), B(2; 3).

10.50. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè òî÷êè M – ñåðåäèíè âіäðіçêà AB, 
; 4), B(8; 16).

Ñåðåä òèõ іìåí, ÿêі íàâіêè çàêàðáóþòüñÿ
â іñòîðії ìàòåìàòè÷íîãî îëіì ïіàä íîãî
ðóõó, áóäå é іì’ÿ Â’ÿ÷åñëàâà ßñіíñüêîãî.

îäèâñÿ Â’ÿ÷åñëàâ Àíäðіéîâè÷ ó 1957 ðîöі â
íіâöі Ìîãèëіâ-Ïîäіëüñüêîãî ðàéîíó Âіííèöü-
ëàñòі. Íàâ÷àþ÷èñü ó ×åðíіâåöüêіé ñåðåäíіé
№1, íåîäíîðàçîâî áðàâ ó÷àñòü ó ìàòåìà-

òè÷íèõ îëіìïіàäàõ, à ó 1974 ðîöі ñòàâ ïåðåìîæ-
öåì Ðåñïóáëіêàíñüêîї ìàòåìàòè÷íîї îëіìïіàäè
øêîëÿðіâ (òîäіøíіé àíàëîã 4-ãî åòà ïó Âñåóêðà-
їíñüêîї îëіìïіàäè þíèõ ìàòåìàòèêіâ). Âèùó
îñâіòó çäîáóâ ó Âіííèöüêîìó äåðæàâíîìó ïåäàãî-
ãі÷íîìó іíñòèòóòі.

Ñàìå çàâäÿêè Â.À. ßñіíñüêîìó íà ñòîðіíêàõ
æóðíàëó «Ìàòåìàòèêà â øêîëå», ùî âèõîäèâ
äðóêîì ó Ìîñêâі, ïðîñëàâèëîñü ì. Âіííèöÿ, àäæå æóðíàë ïî-
ñòіéíî ïðîâîäèâ êîíêóðñè іç ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ і Â’ÿ÷åñëàâ
Àíäðіéîâè÷ ìàéæå çàâæäè ñòàâàâ їõ ïåðåìîæöåì. Ïðàöþþ÷è íà
ïåäàãîãі÷íіé íèâі і ÿê øêіëüíèé ó÷èòåëü, і ÿê âèêëàäà÷ âèøó,
Â.À. ßñіíñüêèé ñòàâ îäíèì ç ó÷àñíèêіâ òâîðåííÿ íîâîãî ÿâèùà –
îëіìïіàäíîї ìàòåìàòèêè. Éîãî êíèãà «Çàäà÷і ìіæíàðîäíèõ

ó ðó

îëіìïіàä іç ìàòåìàòèêè òà ìåòîäè їõ ðîçâ’ÿçóâàííÿ» çäîáóëà
âèçíàííÿ íå òіëüêè â Óêðàїíі, à é â Єâðîïі, çîêðåìà, її áóëî ïåðå-
âèäàíî ó Ïîëüùі, äå ïîëüñüêі êîëåãè ç âåëè÷åçíîþ öіêàâіñòþ
ñïðèéíÿëè çìіñò öієї ïðàöі.

Â.À. ßñіíñüêèé áàãàòî çðîáèâ äëÿ ïіäòðèìêè і ðîçâèòêó îëіì-
ïіàäíîãî ðóõó òà іíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ çìàãàíü â Óêðàїíі òà
ñâіòі. Ó 1991 ðîöі âіí ñòàâ ÷ëåíîì æóðі Âñåóêðàїíñüêîї îëіìïі-
àäè þíèõ ìàòåìàòèêіâ. Òàêîæ î÷îëþâàâ æóðі òà îðãêîìіòåò
Ìàòåìàòè÷íîãî Òóðíіðó Ìіñò, ùî ïðîõîäèâ ó Âіííèöі. Öåé
òóðíіð, ùî ïî ñóòі є ìàòåìàòè÷íîþ îëіìïіàäîþ, ïðîâîäèâñÿ ùî-
ðі÷íî ç 1980 ðîêó, à ó÷àñòü â íüîìó áðàëè áіëüøå 100 ìіñò ç 25
äåðæàâ Єâðîïè, Àçії, Ïіâäåííîї і Ïіâíі÷íîї Àìåðèêè, Àâñòðàëії.
Òàêîæ Â.À. ßñіíñüêèé áóâ ÷ëåíîì ìåòîäè÷íîї êîìіñії Ìіæíàðîä-
íîї îëіìïіàäè ç ãåîìåòðії, ùî ñòâîðþâàëà áàçó àâòîðñüêèõ îëіì-
ïіàäíèõ çàäà÷ ç ãåîìåòðії. Âіí і ñàì ïðîòÿãîì áàãàòüîõ ðîêіâ
ñêëàäàâ çàäà÷і äëÿ Ìіæíàðîäíîї ìàòåìàòè÷íîї îëіìïіàäè, çà
ùî ó ëèïíі 2005 ðîêó íà 46-é Ìіæíàðîäíіé ìàòåìàòè÷íіé îëіì-
ïіàäі éîãî áóëî íàãîðîäæåíî âіäïîâіäíèì ñåðòèôіêàòîì.

Ñàìå íà òàêèõ ïîñòàòÿõ òðèìàєòüñÿ і ðîçâèâàєòüñÿ ðóõ
ìàòåìàòè÷íèõ çìàãàíü â Óêðàїíі òà ó ñâіòі. Ïàì’ÿòàòèìåìî…
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Ó ÏÐÎÑÒÎÐІ

Ó ÖÜÎÌÓ ÐÎÇÄІËІ ÌÈ

ïðèãàäàєìî ïîíÿòòÿ âåêòîðà,
éîãî ìîäóëÿ; äії íàä âåêòîðà-
ìè;

îçíàéîìèìîñÿ ç ïðÿìîêóòíîþ 
ñèñòåìîþ êîîðäèíàò, êîîðäè-
íàòàìè âåêòîðà, ïàðàëåëüíèì
ïåðåíåñåííÿì і ñèìåòðієþ ó
ïðîñòîðі;

  íàâ÷èìîñÿ çíàõîäèòè âіäñòàíü
ìіæ òî÷êà ìè ó ïðîñòîðі, êî-
îðäèíàòè ñåðåäèíè âіäðіç êà ó 
ïðîñòîðі; äîäàâàòè і âіäíіìàòè 
âåêòîðè, ìíîæèòè âåêòîð íà
÷èñëî, çíàõîäèòè ñêàëÿðíèé
äîáóòîê âåêòîðіâ; áóäóâàòè
ñèìåò ðè÷íі çîáðàæåííÿ.

ÐÎÇÄІË 3
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Ç ïðÿìîêóòíîþ ñèñòåìîþ êîîðäèíàò íà ïëîùèíі ìè âæå
îçíàéîìèëèñÿ â êóðñі ãåîìåòðії 9 êëàñó. Ó öüîìó ïàðàãðàôі
ðîçãëÿíåìî ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó êîîðäèíàò ó ïðîñòîðі òà äіç-
íàєìîñÿ, ùî òàêå êîîðäèíàòíèé ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ ãåîìåò-
ðè÷íèõ çàäà÷.

×åðåç äîâіëüíó òî÷êó O ïðîñòîðó
ïðîâåäåìî òðè ïîïàðíî ïåðïåíäèêó-
ëÿðíі ïðÿìі x, y, z (ìàë. 11.1). Íà 
êîæíіé ç íèõ âèáåðåìî íàïðÿì, ïî-
çíà÷èâøè éîãî ñòðіëêîþ, òà îäè-

íè÷íèé âіäðіçîê. Ó òàêèé ñïîñіá çàäàþòü ïðÿìîêóòíó ñèñòå-
ìó êîîðäèíàò ó ïðîñòîðі. Òî÷êó Î íàçèâàþòü ïî÷àòêîì 
êîîðäèíàò, à ïðÿìі ç âèáðàíèìè íàïðÿìàìè – îñÿìè êîîðäè-
íàò (àáî êîîðäèíàòíèìè îñÿìè). Âіñü x íàçèâàþòü âіññþ àáñ-
öèñ, âіñü y – âіññþ îðäèíàò, âіñü z – âіññþ àïëіêàò. Ïî÷àòîê 
êîîðäèíàò ðîçáèâàє êîæíó ç îñåé íà äâі ïіâîñі – äîäàòíó (ÿêà
ìіñòèòü ñòðіëêó íàïðÿìó) і âіä’єìíó. Ïëîùèíè, ÿêі ïðîõîäÿòü
âіäïîâіäíî ÷åðåç îñі êîîðäèíàò x і y, y і z òà x і z íàçèâàþòü 
êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè xy, yz і xz.

           Ìàë. 11.1                    Ìàë. 11.2

Ó ïðÿìîêóòíіé ñèñòåìі êîîðäèíàò êîæíіé òî÷öі M ïðîñ-
òîðó âіäïîâіäàє єäèíà âïîðÿäêîâàíà òðіéêà ÷èñåë, à êîæ  íіé
âïîðÿäêîâàíіé òðіéöі ÷èñåë – єäèíà òî÷êà ïðîñòîðó. Öþ òðіé-
êó ÷èñåë íàçèâàþòü êîîðäèíàòàìè òî÷êè і âèçíà÷àþòü òàê 
ñàìî, ÿê êîîðäèíàòè òî÷êè íà ïëîùèíі.

Ïðîâåäåìî ÷åðåç òî÷êó M ïëîùèíó, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî M
îñі x (ìàë. 11.2). Âîíà ïåðåòèíàє âіñü x ó òî÷öі MxMM . Êîîðäè-
íàòîþ x (àáñöèñîþ) òî÷êè M íàçèâàþòü ÷èñëî, ùî âіäïîâіäàє
òî÷öі MxMM íà îñі x. ßêùî òî÷êà MxMM çáіãàєòüñÿ ç òî÷êîþ O, òî 
ââàæàòèìåìî, ùî àáñöèñà òî÷êè M äîðіâíþє 0.

Ïðîâåäåìî ïëîùèíè, ïåðïåíäèêóëÿðíі äî îñåé y і z, ÿêі ïå-
ðåòèíàþòü öі îñі â òî÷êàõ MyMM  і MzMM  âіäïîâіäíî. Êîîðäèíàòîþ y

ПРЯМОКУТНА СИСТЕМА КООРДИНАТ 
У ПРОСТОРІ§ 11. 

1. Ïðÿìîêóòíà 
ñèñòåìà êîîðäèíàò 
ó ïðîñòîðі
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(îðäèíàòîþ) òî÷êè M íàçèâàþòü ÷èñëî, ùî âіäïîâіäàє òî÷öіM
MyMM  íà îñі y, à êîîðäèíàòîþ z (àïëіêàòîþ) òî÷êè M íàçèâàþòüM
÷èñëî, ùî âіäïîâіäàє òî÷öі 

y
MzM  íà îñі z. Òî÷êó M ç її êîîðäè-M

íàòàìè çàïèñóþòü, ÿê і â ïðÿìîêóòíіé ñèñòåìі êîîðäèíàò íà
ïëîùèíі, à ñàìå: M(MM x; y; z). ßêùî òî÷êó íå ïîçíà÷åíî ëіòåðîþ,
її çàïèñóþòü ëèøå її êîîðäèíàòàìè: (x; y; z).

Íà ìàëþíêó 11.3, íàïðèêëàä, ïîçíà÷åíî òî÷êè A(9; 5; 8),
B(4; –3; 5), Ñ(9; 0; 0), D(4; 0; 5), P(0; 7; 0), T(0; 0; –2), T K(9; 5; 0).KK

Ìàë. 11.3

ßêùî òî÷êà ëåæèòü íà îñі êîîðäèíàò àáî íà êîîðäèíàòíіé
ïëîùèíі, òî ïåâíі її êîîðäèíàòè äîðіâíþâàòèìóòü íóëþ. Íà
ìàëþíêó 11.3 òî÷êà Ñ íàëåæèòü îñі x, її êîîðäèíàòè y і z äî-
ðіâíþþòü íóëþ; òî÷êà P íàëåæèòü îñі y, її êîîðäèíàòè x і z
äîðіâíþþòü íóëþ; òî÷êà T íàëåæèòü îñі z, її êîîðäèíàòè x і y
äîðіâíþþòü íóëþ. І íàâïàêè: òî÷êà (x; 0; 0) íàëåæèòü îñі àáñ-
öèñ; òî÷êà (0; y; 0) – îñі îðäèíàò; òî÷êà (0; 0; z) – îñі àïëіêàò.

Íà ìàëþíêó 11.3 òî÷êà K íàëåæèòü ïëîùèíі xy, її êîîðäè-
íàòà z äîðіâíþє íóëþ; ó òî÷êè D, ÿêà íàëåæèòü ïëîùèíі xz,
êîîðäèíàòà y äîðіâíþє íóëþ. Ó òî÷êè, ÿêà íàëåæàòèìå ïëî-
ùèíі yz, íóëþ äîðіâíþâàòèìå êîîðäèíàòà x. І íàâïàêè: òî÷êà
(x; y; 0) íàëåæèòü ïëîùèíі xy; òî÷êà (x; 0; z) – ïëîùèíі xz,
òî÷êà (0; y; z) – ïëîùèíі yz.

Äëÿ ïî÷àòêó êîîðäèíàò – òî÷êè O – ìàєìî: O(0; 0; 0).

Çàäà÷à 1. Çíàéòè: 1) êîîðäèíàòè òî÷êè K, ÿêà є ïðîåêöієþ
òî÷êè A(9; 5; 8) íà ïëîùèíó xy;
2) âіäñòàíü âіä òî÷êè A(9; 5; 8) äî ïëîùèíè xy.
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1) Ïðîåêöієþ òî÷êè A(9; 5; 8) íà ïëîùèíó xy
є òî÷êà K(9; 5; 0) (ìàë. 11.3).KK
2) Âіäñòàíü âіä òî÷êè A(9; 5; 8) äî ïëîùèíè xy äîðіâíþє 8.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) K(9; 5; 0);    2) 8.KK

Çàäà÷à 1. 
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Іç çàäà÷і 1 ìîæåìî äіéòè âèñíîâêіâ, ùî:

ßê âіäîìî, âіäñòàíü ìіæ äâîìà òî÷-
êàìè A(x1; y1) і B(x2; y2) ïëîùèíè 
çíàõîäÿòü çà ôîðìóëîþ

AB  .
Àíàëîãі÷íî é ó ïðîñòîðі:

)

Çàäà÷à 2. Òî÷êè M(–1; 2; 4) і M N(1; 0; 3) – âіäïîâіäíî ñåðåäè-NN
íè ñòîðіí AB і BÑ òðèêóòíèêà ABÑ. Çíàéòè äîâæèíó ñòîðîíè
AÑ öüîãî òðèêóòíèêà.
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè M – ñåðåäèíà AB, N – ñåðåäèíà 

BÑ, òî MN – ñåðåäíÿ ëіíіÿ {ABÑ. Òîìó MN  AÑ, îòæå,

AÑ  2MN.

2) MN     3.
3) Òîäі AÑ  2 · 3  6.
Â і ä ï î â і ä ü. 6.

Çàäà÷à 3. Âіäñòàíü ìіæ òî÷êàìè A(x; 4; 5) і B(2; 6; 2) äîðіâ-
íþє 7. Çíàéäіòü x.
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1) AB2  
 .
2) Îñêіëüêè AB  7, òî AB2  49. Ìàєìî ðіâíÿííÿ:

(2 – x)2  13  49, 
êîðåíÿìè ÿêîãî є ÷èñëà –4 і 8.
Â і ä ï î â і ä ü. –4 àáî 8.

Íàãàäàєìî, ÿê çíàéòè êîîðäèíàòè
ñåðåäèíè âіäðіçêà íà ïëîùèíі.
ßêùî òî÷êà M(MM xM; yM) – ñåðåäèíà 
âіäðіçêà AB, äå A(x1; y1), B(x2; y2), 

òî ; .

) ïðîåêöієþ òî÷êè (x(( ; y; z) íà ïëîùèíó xy є òî÷êà (x( ; y; 0); 
à ïëîùèíó xz – òî÷êà (x(( ; 0; z); íà ïëîùèíó yz – (0; y; z).

2) âіäñòàíü âіä òî÷êè (x(( ; y; z) äî ïëîùèíè xy äîðіâíþє |z|,
äî ïëîùèíè xz äîðіâíþє |y|, à äî ïëîùèíè yz äîðіâíþє |x|.

Іç çà

1)
íà
2)

2. Âіäñòàíü ìіæ 
äâîìà òî÷êàìè

іäñòàíü ìіæ äâîìà òî÷êàìè A(x1; y1; z1) і B(x2; y2; z2)
ðîñòîðó çíàõîäÿòü çà ôîðìóëîþ

.

Àíàë

âі
ïð

Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 3. 

3. Êîîðäèíàòè 
ñåðåäèíè âіäðіçêà
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Àíàëîãі÷íî é ó ïðîñòîðі:

Çàäà÷à 4. Äîâåñòè, ùî ñåðåäèíà âіäðіçêà ç êіíöÿìè â òî÷-
êàõ A(2; –4; 6) і B(–6; 4; 12) ëåæèòü ó ïëîùèíі xz.

Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé M(M xM; yMyy ; zM) – ñåðåäèíà âіäðіç-
êà AB. 

1) Òîäі ; ; .

2) Îòæå, M(–2; 0; 9).MM
3) Îñêіëüêè îðäèíàòà òî÷êè M äîðіâíþє íóëþ, òî òî÷êà M
íàëåæèòü ïëîùèíі xz. 

Çàäà÷à 5. ABCD – ïàðàëåëîãðàì, A(–2; 4; 5), B(2; –1; 4),
C(0; 12; 7), O – òî÷êà ïåðåòèíó äіàãîíàëåé.

1) Çíàéòè êîîðäèíàòè òî÷êè O.
2) Çíàéòè êîîðäèíàòè âåðøèíè D ïàðàëåëîãðàìà.
3) Ç’ÿñóâàòè, ÷è є ïàðàëåëîãðàì ABCD ðîìáîì.

Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1) Òî÷êà O äіëèòü íàâïіë êîæíó ç äіàãîíà-
ëåé. Òîìó O(xO; yO; zO) – ñåðåäèíà AC. Ìàєìî: 

; ; . 

Îòæå, O(–1; 8; 6).

2) Òî÷êà O є òàêîæ ñåðåäèíîþ äіàãîíàëі BD. Òîìó

; ; .

Ðîçâ’ÿçàâøè öі ðіâíÿííÿ, ìàòèìåìî: 
xD  –4; yDyy  17; zD  8. Îòæå, D(–4; 17; 8).

3) Çíàéäåìî äîâæèíè ñóñіäíіõ ñòîðіí ïàðàëåëîãðàìà:

AB  ;

BC  . 
Îñêіëüêè AB  BC, òî ABCD íå є ðîìáîì.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) O(–1; 8; 6);   2) D(–4; 17; 8);   3) íі.

êùî M(M xM; yM; zM) – ñåðåäèíà âіäðіçêà ç êіíöÿìè â 
î÷êàõ A(x1; y1; z1) і B(x2; y2; z2), òî:

.

Àíàë

ÿê
òî

Çàäà÷à 4. 

Çàäà÷à 5.
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
11.1. ßêі ç òî÷îê A(2; 0; –3), B(0; 0; –5), C(4; 0; 0), D(0; 2; –1),
E(3; –1; 2), F(0; –1; 0) íàëåæàòü êîîðäèíàòíèì îñÿì? Óêà-
æіòü, ÿêèì ñàìå.

Íàì âæå âіäîìî, ùî ïðÿìîêóòíó ñèñòåìó
êîîðäèíàò íà ïëîùèíі çàïðîïîíóâàëè
Ï’єð Ôåðìà òà Ðåíå Äåêàðò ó ÕVІІ ñò.

äîïóñêàëè ìîæëèâіñòü çàïðîâàäæåííÿ êîîðäèíàò і ó ïðî-
àëå äàëі ïðèïóùåíü öþ іäåþ òàê і íå ðîçâèíóëè. 

715 ð. Éîãàíí Áåðíóëëі â îäíîìó çі ñâîїõ ëèñòіâ äî Ëåéá-
іöà îçíà÷èâ ïðîñòîðîâі êîîðäèíàòè õ, ó, z ÿê ïåðïåíäèêóëÿðè

íà òðè âçàєìíî ïåðïåíäèêóëÿðíі ïëîùèíè. Ïðèáëèçíî ó òîé
ñàìèé ÷àñ іíøі ìàòåìàòèêè ïî÷èíàþòü çàïèñóâàòè ðіâíÿííÿ
äåÿêèõ ïîâåðõîíü ÷åðåç ïðîñòîðîâі êîîðäèíàòè. Ïåðøèì, õòî
ïîñòіéíî і øèðîêî âèêîðèñòîâóâàâ êîîðäèíàòè ó ïðîñòîðі,
ñòàâ ôðàíöóçüêèé ìàòåìàòèê Êëåðî. Ó ñâîїé ïðàöі «Äîñëі-
äæåííÿ ëіíіé äâîÿêîї êðèâèçíè» (1731 ð.) Êëåðî äîäàâ ó ñè-

ñòåìó êîîðäèíàò òðåòþ êîîðäèíàòó
òà ïðîіëþñòðóâàâ öþ іäåþ ðіâíÿííÿìè
äåÿêèõ ïîâåðõîíü. 
Іäåÿ êîîðäèíàò ó òðèâèìіðíîìó ïðî-

ñòîðі çíàéøëà ñâîє ïðîäîâæåííÿ ó
ïðàöі Åéëåðà «Óâåäåííÿ â àíàëіç»
(1748 ð.). Äðóãà ÷àñòèíà öієї ïðàöі, ùî
íàçèâàëàñÿ «Äîäàòêè ïðî ïîâåðõíі»,
ñòàëà ïåðøèì ñèñòåìíèì âèêëàäîì
àíàëіòè÷íîї ãåîìåòðії òðèâèìіðíîãî
ïðîñòîðó.

Ïîäàëüøîìó ðîçâèòêó ïðîñòîðîâîї 
àíàëіòè÷íîї ãåîìåòðії ñïðèÿëè ïðàöі
ìàòåìàòèêіâ Ã. Ìîíæà, Æ. Ëàãðàíæà
òà Ñ. Ëàêðóà.
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ÀÀ ùå ðàíіøå...å.À ...ÀÀ
.å

Àëåíіê Êëîä Êëåðî
(1713–1765)

Поясніть, як задають прямокутну систему координат у про-
торі. Що називають початком координат, осями координат, 

координатними площинами?  Поясніть, як визначають коор-
динати точки в просторі.  Що можна сказати про координати
точки, яка належить осі x; осі y; осі z?  Що можна сказати про 
координати точки, яка належить площині xy; площині xz; пло-
щині yz?  За якою формулою знаходять відстань між точками 
A(x1; y1; z1) і B(x2; y2; z2)?  За якими формулами знаходять
координати точки M – середини відрізка з кінцями A(x1; y1; z1) 
і B(x2; y2; z2)?
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11.2. ßêі ç òî÷îê  K(0; 0; 7), KK L(2; 2; 2), M(4; 9; 0), M N(0; 19; 0),N
P(–1; 0; 14), T(–9; 0; 0) ëåæàòü íà êîîðäèíàòíèõ îñÿõ?
Óêàæіòü, íà ÿêèõ ñàìå.

11.3. ßêі ç òî÷îê K(0; 2; –3),KK P(1; 2; –3), M(2; 0; –4), MM N(7; –1; –1), NN
Q(1; –4; 0), S(1; 1; 1) íàëåæàòü êîîðäèíàòíèì ïëîùèíàì?
Óêàæіòü, ÿêèì ñàìå.

11.4. ßêі ç òî÷îê A(2; 0; –9), B(–4; 1; –4), C(0; 11; –11),
D(–1; 1; 0) íàëåæàòü êîîðäèíàòíèì ïëîùèíàì? Óêàæіòü,
ÿêèì ñàìå.

11.5. Òî÷êà M ëåæèòü íà âіä’єìíіé ïіâîñі àïëіêàò íà âіäñòà-
íі 7 âіä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. ßêі êîîðäèíàòè òî÷êè M?

11.6. Òî÷êà T ëåæèòü íà äîäàòíіé ïіâîñі àáñöèñ íà âіäñòàíі
3 âіä ïî÷àòêó êîîðäèíàò. ßêі êîîðäèíàòè òî÷êè T?

11.7. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè ñåðåäèíè âіäðіçêà AB, ÿêùî:
1) A(2; –11; 0), B(4; –7; 6);     2) A(–2; 5; 4), B(2; 0; 7).

11.8. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè ñåðåäèíè âіäðіçêà CD, ÿêùî: 
1) C(0; 2; –7), D(6; –4; –9);     2) C(2; –4; 9), D(7; 4; 0).

11.9. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà CD, ÿêùî: 
1) C(4; 0; –1), D(2; 3; 5);       2) C(0; –2; 1), D(2; –2; 3).

11.10. Çíàéäіòü äîâæèíó âіäðіçêà AB, ÿêùî: 
1) A(4; –1; 0), B(6; 1; 1);       2) A(4; –1; 2), B(5; –1; 5).

11.11. Ó òî÷îê M(2; –1; 4) іM N(2; –1; 7) äâі ïåðøі êîîð-N
äèíàòè ïîïàðíî îäíàêîâі. ×è ïàðàëåëüíà ïðÿìà MN 
äåÿêіé îñі êîîðäèíàò? ßêùî âіäïîâіäü ïîçèòèâíà, òî
ÿêіé ñàìå?

11.12. ßêі ç íàâåäåíèõ òî÷îê ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé, ïàðà-
ëåëüíіé îñі àáñöèñ: A(2; –1; 3), B(2; 1; –3), C(–2; 1; –3),
D(–2; –1; –3)? 

11.13. ßêі ç íàâåäåíèõ òî÷îê ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé, ïàðà- 
ëåëüíіé îñі îðäèíàò: M(3; –1; 5),MM N(3; –1; –5),N K(3; 1; 5),KK
L(–3; –1; 5)?

11.14. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè ïðîåêöіé òî÷êè A(–1; 2; –4) íà êî-
îðäèíàòíі ïëîùèíè.

11.15. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè ïðîåêöіé òî÷êè P(2; –3; 7) íà êî-
îðäèíàòíі ïëîùèíè.

11.16. Íà ÿêèõ âіäñòàíÿõ âіä êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí ëåæèòü
òî÷êà M(4; –7; 11)?M

11.17. Íà ÿêèõ âіäñòàíÿõ âіä êîîðäèíàòíèõ ïëîùèí ëåæèòü
òî÷êà K(–2; 4; –9)?KK

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



330

11.18. ×è íàëåæèòü äåÿêіé êîîðäèíàòíіé îñі ñåðåäèíà âіäðіç-
êà AB, ÿêùî A(4; –2; 7), B(–4; 2; –9)? ßêùî òàê, òî ÿêіé 
ñàìå?

11.19. Äîâåäіòü, ùî ñåðåäèíà âіäðіçêà ç êіíöÿìè â òî÷êàõ
M(9; –11; 7) і MM N(–9; 5; –7) ëåæèòü íà îñі îðäèíàò.N

11.20. Òî÷êà P – ñåðåäèíà âіäðіçêà MN. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè 
òî÷êè N, ÿêùîNN P(–1; 2; 7), M(2; 1; 3).MM

11.21. Òî÷êà Ñ – ñåðåäèíà âіäðіçêà AB. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè 
òî÷êè A, ÿêùî Ñ(0; 2; –3), B(1; 4; –8).

11.22. ßêà ç òî÷îê A(1; 2; –3) àáî B(4; 0; 1) ëåæèòü áëèæ÷å äî 
ïî÷àòêó êîîðäèíàò?

11.23. Ïîðіâíÿéòå AÑ і BÑ, ÿêùî A(2; –1; –3), B(6; 5; 9), 
Ñ(4; 2; 3).

11.24. Ó òðèêóòíèêó ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(4; –1; 2), 
B(8; 1; 6) і Ñ(10; 3; 14) K – ñåðåäèíà AÑ, L – ñåðåäèíà 
BÑ. Çíàéäіòü äîâæèíó âіä ðіç  êà KL.

11.25. Äàíî âåðøèíè A(3; 0; 5), B(4; 3; –5), Ñ(–4; 1; 3) òðèêóò-
íèêà ABÑ. Çíàéäіòü äîâæèíó ìåäіàíè òðèêóòíèêà, ïðîâå-
äåíîї ç âåðøèíè A.

11.26. Íà îñі àáñöèñ çíàéäіòü òî÷êó, âіäñòàíü âіä ÿêîї äî òî÷-
êè A(1; 4; 8) äîðіâíþє 12.

11.27. Íà îñі àïëіêàò çíàéäіòü òî÷êó, âіäñòàíü âіä ÿêîї äî òî÷-
êè P(2; –3; 0) äîðіâíþє 7.

11.28. Íà îñі îðäèíàò çíàéäіòü òî÷êó, ðіâíîâіääàëåíó âіä òî-
÷îê M(1; –3; 7) іMM N(5; 7; –5).N

11.29. Íà îñі x çíàéäіòü òî÷êó, ðіâíîâіääàëåíó âіä òî÷îê
A(1; 3; 3) і B(2; 1; 4).

11.30. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåðøèíè A ïàðàëåëîãðàìà ABCD, 
ÿêùî B(2; –1; 1), C(1; 2; 5), D(–4; 5; 7).

11.31. Äàíî äâі âåðøèíè  A(2; –1; 3) і B(3; –4; 5) ïàðàëåëîãðà-
ìà ABCD і òî÷êó ïåðåòèíó éîãî äіàãîíàëåé O(4; –5; 0). 
Çíàé äіòü êîîðäèíàòè òî÷îê C і D.

11.32. 1) Äîâåäіòü, ùî òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ
A(4; 0; 7), B(0; 8; –1) і C(2; –2; 3) – ïðÿìîêóòíèé.
2) Çíàéäіòü ïëîùó òðèêóòíèêà ABC.

11.33. Äîâåäіòü, ùî òðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ 
A(5; 0; 7), B(0; 3; –1) і C(7; 3; 1) – ãîñòðîêóòíèé.
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11.34. Âèçíà÷òå êîîðäèíàòè êіíöіâ âіäðіçêà, ÿêèé òî÷êàìè
M(3; 0; 3) і M N(6; –2; 1) ïîäіëåíî íà òðè ðіâíі ÷àñòèíè.N

11.35. ×è ëåæàòü òî÷êè A(–1; –5; 6), B(4; 5; 1) і C(–2; –7; 7) íà
îäíіé ïðÿìіé? ßêùî òàê, óêàæіòü, ÿêà ç òî÷îê ëåæèòü
ìіæ äâîìà іíøèìè.

11.36. Äîâåäіòü, ùî òðè òî÷êè M(6; 3; –5),MM N(4; –3; 2) òàNN
K(10; 15; –19) ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé. ßêà ç òðüîõ òî÷îêKK
ëåæèòü ìіæ äâîìà іíøèìè?

11.37. 1) Çíàéäіòü êîîðäèíàòè ïðîåêöії òî÷êè M(–9; 12; 16) íàM
êîæíó ç îñåé êîîðäèíàò.
2) Çíàéäіòü âіäñòàíü âіä òî÷êè M äî îñåé êîîðäèíàò.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
11.38. Ç äåÿêîї òî÷êè âåðøèíó ãîðè âèäíî ïіä êóòîì 30. Êîëè
ñïîñòåðіãà÷і íàáëèçèëèñÿ äî ãîðè íà 500 ì, âåðøèíó ñòàëî âèä-
íî ïіä êóòîì 45. Çíàéäіòü íàáëèæåíî âèñîòó ãîðè (ç òî÷íіñòþ
äî äåñÿòèõ ìåòðà).

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

9. Çíàéäіòü ìîäóëі âåêòîðіâ, çîáðàæåíèõ íà ìàëþíêó 11.4.

        Ìàë. 11.4                       Ìàë. 11.5

11.40. Ïðÿìі a, b і c ïàðàëåëüíі (ìàë. 11.5). Ñåðåä âåêòîðіâ,
çîáðàæåíèõ íà ìàëþíêó, óêàæіòü âñі ïàðè:
1) êîëіíåàðíèõ âåêòîðіâ;  
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2) ñïіâíàïðÿìëåíèõ âåêòîðіâ;
3) ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèõ âåêòîðіâ.

11.41. ABCD – ïàðàëåëîãðàì (ìàë. 11.6). ×è ðіâíі ìіæ ñîáîþ 

âåêòîðè: 1)  і ;     2)  і ?

              Ìàë. 11.6                Ìàë. 11.7

11.42. Äàíî âåêòîðè  і  (ìàë. 11.7). Ïîáóäóéòå:

1) âåêòîð ;    
2) âåêòîð .

Ó êóðñі ïëàíіìåòðії ìè âæå îçíàéîìèëèñÿ ç âåêòîðàìè íà
ïëîùèíі. Çàóâàæèìî, ùî îñíîâíі ïîíÿòòÿ äëÿ âåêòîðіâ ó ïðî-
ñòîðі îçíà÷óþòü òàê ñàìî, ÿê і äëÿ âåêòîðіâ íà ïëîùèíі.

ßê і â ïëàíіìåòðії,

Âåêòîð çîáðàæóþòü âіäðіçêîì çі
ñòðіëêîþ, ÿêà âêàçóє íàïðÿì âåêòîðà. 
Íà ìàëþíêó 12.1 çîáðàæåíî âåêòîð , 
òî÷êà A – éîãî ïî÷àòîê, òî÷êà B – êі-
íåöü âåêòîðà. Âåêòîð ìîæíà ïîçíà-
÷àòè îäíієþ ìàëîþ ëàòèíñüêîþ ëі-
òåðîþ. Íà ìàëþíêó 12.1 çîáðàæåíî 

âåêòîð . Íàãàäàєìî, ùî âåêòîð, ó ÿêîãî ïî÷àòîê çáіãàєòüñÿ 
ç êіíöåì, íàçèâàþòü íóëüîâèì âåêòîðîì àáî íóëü-âåêòîðîì. 
ßêùî, íàïðèêëàä, òî÷êó, ùî çîáðàæóє íóëüîâèé âåêòîð,
ïîçíà÷èòè ëіòåðîþ K, òî íóëüîâèé âåêòîð ìîæíà çàïèñàòè
ÿê  (ìàë. 12.1). Íóëü-âåêòîð òàêîæ ìîæíà ïîçíà÷èòè і
ñèìâîëîì . Íóëüîâèé âåêòîð, íà âіäìіíó âіä íåíóëüîâîãî,
íàïðÿìó íå ìàє.

ВЕКТОРИ У ПРОСТОРІ. 
ДІЇ З ВЕКТОРАМИ§ 12. 

Ìàë. 12.1

1. Ïîíÿòòÿ âåêòîðà 
ó ïðîñòîðі

іäðіçîê, äëÿ ÿêîãî âèçíà÷å-
î íàïðÿì, íàçèâàþòü âåê-

òîðîì.

ßê і â 
âі
í
ò
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Ìîäóëü âåêòîðà ïîçíà÷àþòü ÷åðåç
| |, à ìîäóëü âåêòîðà  – ÷åðåç | |. Ìîäóëü 
íóëüîâîãî âåêòîðà äîðіâíþє íóëþ: | |  0; 
ìîäóëü âåêòîðà, âіäìіííîãî âіä íóëüîâîãî, 
áіëüøèé çà íóëü.

Çàäà÷à 1. ABCDA1B1C1D1 – êóá ç ðåáðîì
äîâæèíè 1 (ìàë. 12.2). Çíàé òè ìîäóëі âåê-

òîðіâ ,  і .

Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1) AD  1, òîìó .

2) Іç {ADC: AC2  AD2 + DC2. Òîìó . 

3) Іç {ACC1: . Îòæå,

.

Â і ä ï î â і ä ü. ; ; .

Íàãàäàєìî, ùî

Íà ìàëþíêó 12.3 çîáðàæåíî ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä.

Êîëіíåàðíèìè є ïàðè âåêòîðіâ: і ;  і ; і 

; і  òîùî.
Êîëіíåàðíі âåêòîðè ìîæóòü áóòè ñïіâ-

íàïðÿìëåíèìè, òîáòî îäíàêîâî íàïðÿìëåíèìè 
(òàêèìè є, íàïðèêëàä, âåêòîðè  і  íà 

ìàëþíêó 12.3; çàïèñóþòü öå òàê: ), 
àáî ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèìè (òàêèìè є, 
íàïðèêëàä, âåêòîðè  і  íà ìàëþíêó 

12.3; çàïèñóþòü öå òàê: ).
Ïàðè âåêòîðіâ  і ;  і

(ìàë. 12.3) íå є êîëіíåàðíèìè, òîìó âîíè íå є íі ñïіâíàïðÿì-
ëåíèìè, íі ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèìè.

ßê і â ïëàíіìåòðії, 

Ìîäóëåì (àáî äîâæèíîþ ÷è àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ)
åêòîðà  íàçèâàþòü äîâæèíó âіäðіçêà AB.

Ì
âå

Ìàë. 12.2

Çàäà÷à 1.

âà íåíóëüîâèõ âåêòîðè, ÿêі ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé 
áî íà ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ, íàçèâàþòü êîëіíåàðíèìè. 

Íàãà

Í

äâ
àá

Ìàë. 12.3

âà âåêòîðè íàçèâàþòü ðіâíèìè, ÿêùî âîíè ñïіâ-
àïðÿìëåíі òà їõ ìîäóëі ìіæ ñîáîþ ðіâíі.

ßê і

äâ
íà
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Íà ìàëþíêó 12.3 ðіâíèìè є, íàïðèêëàä, âåêòîðè  і . 

Öå çàïèñóþòü òàê:  .
Âåêòîðè і  íà ìàëþíêó 12.3 íå є ðіâíèìè, îñêіëüêè

â íèõ ðіçíі ìîäóëі. Òàêîæ íå áóäóòü ðіâíè-
ìè ìіæ ñîáîþ âåêòîðè і , îñêіëüêè
âîíè є ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèìè.

ßê і â ïëàíіìåòðії, âіä áóäü-ÿêîї òî÷êè Ñ
ìîæíà âіäêëàñòè âåêòîð , ðіâíèé âåêòîðó 

, і äî òîãî æ òіëüêè îäèí (ìàë. 12.4).

ßê і â ïëàíіìåòðії, ñóìó äâîõ âåêòî-
ðіâ ìîæíà çíàõîäèòè çà ïðàâèëîì
òðèêóòíèêà àáî çà ïðàâèëîì ïàðà-
ëåëîãðàìà. Íàãàäàєìî öі ïðàâèëà.

Ùîá çíàéòè ñóìó âåêòîðіâ  і çà ïðàâèëîì òðèêóòíèêà, 
òðåáà: 

1) âіä êіíöÿ âåêòîðà  âіäêëàñòè âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåê-
òîðó  (ìàë. 12.5);

2) ïîáóäóâàòè âåêòîð, ïî÷àòîê ÿêîãî çáіãàєòüñÿ ç ïî÷àòêîì
âåêòîðà , à êіíåöü – ç êіíöåì âåêòîðà , âіí і є ñóìîþ âåêòî-
ðіâ і .

Ç ïðàâèëà òðèêóòíèêà ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî

           Ìàë. 12.5                         Ìàë. 12.6

Ùîá çíàéòè ñóìó äâîõ íåêîëіíåàðíèõ âåêòîðіâ  і  çà ïðà-
âèëîì ïàðàëåëîãðàìà, òðåáà: 

1) âіäêëàñòè öі âåêòîðè âіä ñïіëüíîãî ïî÷àòêó – òî÷êè K 
(ìàë. 12.6);

2) ïîáóäóâàòè íà öèõ âåêòîðàõ ïàðàëåëîãðàì;
3) ïîáóäóâàòè âåêòîð, ùî âèõîäèòü ç òî÷êè K і çáіãàєòüñÿ ç 

äіàãîíàëëþ ïàðàëåëîãðàìà, âіí і є ñóìîþ âåêòîðіâ  і .
ßê і â ïëàíіìåòðії, äëÿ ñóìè âåêòîðіâ ñïðàâäæóþòüñÿ:

 ïåðåñòàâíà âëàñòèâіñòü äîäàâàííÿ:  +  + ;
 ñïîëó÷íà âëàñòèâіñòü äîäàâàííÿ:  + (  + )  (  + ) + .

Ìàë. 12.4

2. Äîäàâàííÿ 
âåêòîðіâ

ëÿ áóäü-ÿêèõ òðüîõ òî÷îê A, B і C ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâ-
іñòü:  (ìàë. 12.5).

Ç ïð

äë
íі
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Äîäàòè êіëüêà âåêòîðіâ ó ïðîñòîðі ìîæíà òàê: äîäàòè äâà
ç íèõ, ïîòіì äî їõ ñóìè äîäàòè òðåòіé âåêòîð, äî îòðèìàíîї
ñóìè äîäàòè ÷åòâåðòèé âåêòîð, і òàê ñàìî äàëі.

Çàäà÷à 2. ABCDA1B1C1D1 – ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä
(ìàë. 12.7). Ïîáóäóâàòè âåêòîð, ùî äîðіâíþє ñóìі âåêòîðіâ , 

і .
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ.
1) Ñóìîþ âåêòîðіâ і , çà ïðàâèëîì ïàðàëåëîãðàìà, є

âåêòîð .

2) Âіäêëàäåìî âіä òî÷êè A1 âåêòîð , ùî äîðіâíþє âåêòîðó

. Òîäі     .

3) Îòæå,    .

          Ìàë. 12.7                      Ìàë. 12.8

Äëÿ äîäàâàííÿ êіëüêîõ âåêòîðіâ ó ïðîñòîðі ìîæíà âèêî-
ðèñòîâóâàòè і ïðàâèëî ìíîãîêóòíèêà, ÿêå ïîäіáíå äî ïðàâè-
ëà òðèêóòíèêà: ùîá çíàéòè ñóìó âåêòîðіâ    …, âіä
êіíöÿ âåêòîðà âіäêëàäàþòü âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó , 
ïîòіì âіä êіíöÿ âåêòîðà  – âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó , і
òàê ñàìî äàëі. Ñóìîþ âåêòîðіâ áóäå âåêòîð, ïî÷àòêîì ÿêîãî є
ïî÷àòîê ïåðøîãî äîäàíêà, à êіíöåì – êіíåöü îñòàííüîãî äî-
äàíêà.

Íåõàé íà ìàëþíêó 12.8 âіä òî÷êè K âіäêëàäåíî âåêòîð
, äàëі âіä òî÷êè A –A âåêòîð , ïîòіì âіä òî÷êè B –

âåêòîð . Ìàєìî, ùî     . 
Îòæå, 

Çàäà÷à 2.

ëÿ áóäü-ÿêèõ òî÷îê A1, A2, …, An ìàє ìіñöå ðіâíіñòü:

.

äë
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Íàãàäàєìî âіäîìå ç ïëàíіìåòðії 
ïðàâèëî ïîáóäîâè ðіçíèöі äâîõ âåê-
òîðіâ  і , ÿêå ñïðàâäæóєòüñÿ і â
ñòåðåîìåò ðії:

1) âіäêëàñòè âåêòîðè і  âіä îäíієї òî÷êè – 
òî÷êè A (ìàë. 12.9);A

2) ïîáóäóâàòè âåêòîð, ïî÷àòîê ÿêîãî çáіãàєòü-
ñÿ ç êіíöåì âåêòîðà , à êіíåöü – ç êіíöåì âåê-
òîðà . Âіí і áóäå ðіçíèöåþ âåêòîðіâ і .

Ñïðàâäі, îñêіëüêè , òî 

.

Íàïðèêëàä, íà ìàëþíêó 12.7 .

Íàãàäàєìî, ùî äîáóòêîì íåíóëüî-
âîãî âåêòîðà  íà ÷èñëî  íàçè-
âàþòü òàêèé âåêòîð , ùî 
| |  ||| |, ïðè÷îìó âåêòîðè  і

ñïіâíàïðÿìëåíі, ÿêùî  > 0, і ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíі, ÿêùî
 < 0.

Äîáóòêîì íóëüîâîãî âåêòîðà íà áóäü-ÿêå ÷èñëî є íóëüîâèé âåê-
òîð:  ·   .

Íà ìàëþíêó 12.10 çîáðàæåíî âåêòîð òà ïîáóäîâàíî âåê-

òîðè 3 , 0,5 , , , .

Ìàë. 12.10

Âëàñòèâîñòі ìíîæåííÿ âåêòîðà íà ÷èñëî â ïëàíіìåòðії 
ñïðàâäæóþòüñÿ і â ñòåðåîìåò ðії. Íàãàäàєìî öі âëàñòèâîñòі:

3. Âіäíіìàííÿ 
âåêòîðіâ

4. Ìíîæåííÿ 
âåêòîðà íà ÷èñëî

ëÿ áóäü-ÿêèõ ÷èñåë  і  òà âåêòîðіâ  і :

   0  ;              ()  ( ); 

   (  )     ;    (  )     .

ð ä

äë
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Òàê ñàìî, ÿê і â ïëàíіìåòðії, ìîæíà äîâåñòè, ùî

Çàçíà÷åíі âëàñòèâîñòі âåêòîðіâ äàþòü çìîãó ñïðîùóâàòè
âèðàçè ç âåêòîðàìè ïîäіáíî äî òîãî, ÿê ñïðîùóþòü àëãåáðàї÷-
íі âèðàçè.

Çàäà÷à 3. Ñïðîñòèòè âèðàç: 4(  –  ) – 2(  – 2 )  3(5  – 4 ).
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 4( –  ) – 2( – 2 )  3(5 – 4 )  4 – 4 
 4  – 2  4  15  – 12  17 – 8 .
Â і ä ï î â і ä ü. 17  – 8 .

åêòîð , êîëіíåàðíèé âåêòîðó , ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿäі 
 ,  0; і íàâïàêè, ÿêùî  , äå  0, òî âåêòî-

ðè і  – êîëіíåàðíі. 

Òàê 

âå

ðè

Çàäà÷à 3. 

Îïåðóâàòè âåêòîðàìè â ïðîñòîðі âïåðøå
ïî÷àâ іðëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Âіëüÿì Ðîó-
åí Ãàìіëüòîí. Îñíîâè âåêòîðíîї àëãåá ðè

à âåêòîðíîãî àíàëіçó âіí âèêëàâ ó ñâîїé ïðàöі «Ëåêöіÿ ïðî êâà-
åðíіîíè», ïåðøà ïóáëіêàöіÿ ÿêîї äàòóєòüñÿ 1843 ðîêîì. Ñàìå ó
é ïðàöі âïåðøå áóëî âæèòî òåðìіíè «ñêàëÿð» і «âåêòîð».

Âіëüÿì Ðîóåí Ãàìіëüòîí
(1805–1865)

Ãåðìàí Ãþíòåð Ãðàññìàí
(1809–1877)

Ïðèáëèçíî ó òîé ñàìèé ÷àñ äî ïîíÿòòÿ âåêòîðà ïðèéøîâ і
íіìåöüêèé ôіçèê, ìàòåìàòèê і ôіëîëîã Ãåðìàí Ãþíòåð Ãðàñ-
ñìàí. Ñàìå ó ñâîїé ïðàöі «Â÷åííÿ ïðî âèäîâæåíіñòü» (1840 ð.) âіí
ïåðøèì ñåðåä ìàòåìàòèêіâ ðîçãëÿíóâ ï-âèìіðíèé åâêëіäіâ ïðî-
ñòіð, ÷àñòêîâèìè âèïàäêàìè ÿêîãî і ââàæàâ âåêòîðè íà ïëî-
ùèíі òà ó òðèâèìіðíîìó ïðîñòîðі.

é é
åð
à

éé
åååðð
à ààà â

éé

іііøå...øå....іøøíі .іøå

Що називають вектором? Що таке нульовий вектор?
Що називають модулем вектора? Які вектори називають
колінеарними? Які вектори називають співнапрямленими, 
а які – протилежно напрямленими? Які вектори називають 
рівними? Як додати вектори за правилом трикутника? Як 

ЩЩЩЩЩЩЩЩЩЩЩЩЩЩЩЩ
ккккккок
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
12.1. Çàïèøіòü óñі âåêòîðè, ÿêі çîáðàæåíî íà ìàëþí-
êó 12.11.

12.2. Çàïèøіòü óñі âåêòîðè, ÿêі çîáðàæåíî íà ìàëþíêó 12.12.

    Ìàë. 12.11            Ìàë. 12.12            Ìàë. 12.13

12.3. Ïîçíà÷òå òî÷êè A, B і C, ùî ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé. 
Ïðîâåäіòü âåêòîðè ,  і .

12.4. Ïîçíà÷òå òî÷êè P, Q, R, ùî íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé. 

Ïðîâåäіòü âåêòîðè ,  і .

12.5. ABCDEF – ïðàâèëüíèé øåñòèêóòíèê (ìàë. 12.13). Çàïè-
øіòü óñі ïàðè:
1) ðіâíèõ âåêòîðіâ;
2) ðіâíèõ çà ìîäóëåì, àëå ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèõ, âåê-
òîðіâ.

12.6. ABCD – ïðÿìîêóòíèê (ìàë. 12.14).
Çàïèøіòü óñі ïàðè:
1) ðіâíèõ âåêòîðіâ;
2) ðіâíèõ çà ìîäóëåì, àëå ïðîòèëåæ-
íî íàïðÿìëåíèõ, âåêòîðіâ.

12.7. Íàêðåñëіòü âåêòîðè  і . Ïîáóäóéòå їõ ñóìó і ðіçíèöþ.

12.8. Íàêðåñëіòü âåêòîðè  і . Ïîáóäóéòå їõ ñóìó і ðіç-
íèöþ.

12.9. Íàêðåñëіòü âåêòîð , äîâæèíà ÿêîãî 6 ñì. Ïîáóäóéòå 

âåêòîðè: – ; ; ; –1,5 .

додати вектори за правилом паралелограма? Які власти-
вості справджуються для додавання векторів? Як додати 
вектори за правилом многокутника? За яким правилом 
віднімають вектори? Що називають добутком ненульового 
вектора  на число ? Які властивості справджуються для 
множення вектора на число?

111
êê

Ìàë. 12.14
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12.10. Íàêðåñëіòü âåêòîð , äîâæèíà ÿêîãî äîðіâíþє 4 ñì. Ïî-

áóäóéòå âåêòîðè: 3 ; ; –2 ; 2,5 .

12.11. ABCD – ïðÿìîêóòíèê. Óêàæіòü óñі ïàðè ðіâíèõ
âåêòîðіâ і âåêòîðіâ, ùî ìàþòü ðіâíі ìîäóëі, ïî÷àòêîì і
êіíöåì ÿêèõ є âåðøèíè ïðÿìîêóòíèêà.

12.12. KLMN – ðîìá. Óêàæіòü óñі ïàðè ðіâíèõ âåêòîðіâ і âåê-
òîðіâ, ùî ìàþòü ðіâíі ìîäóëі, ïî÷àòêîì і êіíöåì ÿêèõ є
âåðøèíè ðîìáà.

12.13. ABCD – òðèêóòíà ïіðàìіäà
(ìàë. 12.15), M, N і L – ñåðåäèíè ðå-
áåð AD, DC і BC âіäïîâіäíî, AC  4 ñì,
BC  6 ñì, NL  5 ñì. Çíàéäіòü äîâæèíó
âåêòîðà:

1) ;    2) ;    3) ;     4) .

12.14. ABCD – òðèêóòíà ïіðàìіäà (ìàë. 12.15),
M, N і L – ñåðåäèíè AD, DC і BC âіäïî-
âіäíî, AD  6 ñì, MN  2 ñì, BD  8 ñì.
Çíàéäіòü äîâæèíó âåêòîðà:

1) ; 2) ; 3) ;  4) .

12.15. Íàêðåñëіòü ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä
ABCDA1B1C1D1 òà âіäêëàäіòü âіä òî÷êè:
1) C âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó ;
2) A1 âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó ;

3) D âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó ;
4) C1 âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó .

12.16. Íàêðåñëіòü ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä 
KLMNK1KK L1M1MM N1NN òà âіäêëàäіòü âіä òî÷êè:
1) K1 âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó ;

2) N âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó ;

3) M1MM âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó ;

4) L âåêòîð, ùî äîðіâíþє âåêòîðó .

12.17. Äîâåäіòü, ùî .

12.18. Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü:

1) ;             2) ; 

3) ;       4) .

Ìàë. 12.15
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12.19. Íå âèêîíóþ÷è ïîáóäîâè, çíàéäіòü:

1) ;                2) ;

3) ;            4) .

12.20. KLMN – òðèêóòíà ïіðàìіäà. Ïîáóäóéòå âåêòîð:

1) ;          2) .

12.21. ABCD – òðèêóòíà ïіðàìіäà. Ïîáóäóéòå âåêòîð:

1) ;          2) .

12.22. ABCDA1B1C1D1 – êóá. Óêàæіòü âåêòîð, ïî÷àòêîì і êіí-
öåì ÿêîãî є âåðøèíè êóáà, ÿêùî âіí äîðіâíþє ñóìі:

1) ;               2)

12.23. KLMNK1L1M1MM N1 – êóá. Óêàæіòü âåêòîð, ïî÷àòêîì і êіí-
öåì ÿêîãî є âåðøèíè êóáà, ÿêùî âіí äîðіâíþє ñóìі:

1) ;               2)

12.24. Äàíî òðèêóòíó ïіðàìіäó KLMN. Äîâåäіòü, ùî:

1) ;     2) .

12.25. Äàíî òðèêóòíó ïіðàìіäó ABCD. Äîâåäіòü, ùî: 

1) ;       2) .

12.26. Òî÷êà K íå ëåæèòü ó ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC, M – 
ñåðåäèíà AB, N – ñåðåäèíà BC, , . Âèðàçіòü 
âåêòîð  ÷åðåç âåêòîðè  і .

12.27. Òî÷êà M íå ëåæèòü ó ïëîùèíі êâàäðàòà ABCD, , 
, K – ñåðåäèíà AD, L – ñåðåäèíà CD. Âèðàçіòü âåê-

òîð  ÷åðåç âåêòîðè  і .

12.28. ABCDA1B1C1D1 – ïàðàëåëåïіïåä. Çíàéäіòü âåêòîð,

ùî äîðіâíþє ñóìі .

12.29. ABCDA1B1C1D1 – ïàðàëåëåïіïåä. Çíàéäіòü âåêòîð, ùî

äîðіâíþє ñóìі .

12.30. Âåêòîðè ,  і  ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíі, , , 

. Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà .

12.31. Âåêòîðè ,  і  ïîïàðíî ïåðïåíäèêóëÿðíі, , 

. Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà .
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12.32. Ìîäóëі âåêòîðіâ  і  âіäìіííі âіä íóëÿ, äî òîãî æ öі âåê-
òîðè íåêîëіíåàðíі. Çíàéäіòü m і n, ÿêùî .

12.33. Ìîäóëі âåêòîðіâ і  âіäìіííі âіä íóëÿ, äî òîãî æ öі âåê-
òîðè íåêîëіíåàðíі. Çíàéäіòü a і b, ÿêùî .

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
4. Êóò ïіäéîìó äîðîãè äîðіâíþє 5. Âèêîðèñòîâóþ÷è êàëü-

êóëÿòîð, çíàéäіòü âèñîòó, íà ÿêó ïіäíіìåòüñÿ ïіøîõіä, ïðî-
éøîâøè 200 ì.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
5. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåêòîðà AB, ÿêùî: 
1) A(–2; 3), B(0; 8);       2) A(4; 15), B(–1; –2). 

12.36. , , . Çíàéäіòü x і y.

12.37. Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà , ÿêùî:
1) ;    2) ;     3) ;    4) .

12.38. Äàíî: , . Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåêòîðà:

1) ;       2) .

12.39. Äàíî: , . Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåêòîðà:

1) ;    2) ;  

3) ;    4) .

12.40. ×è êîëіíåàðíі âåêòîðè  і , ÿêùî:

1) , ;      2) , ?

Íà ïëîùèíі âåêòîð âèçíà÷àєòüñÿ äâîìà ñâîїìè êîîðäèíàòà-
ìè, à â ïðîñòîðі – òðüîìà. Ó ïðîñòîðі àðèôìåòè÷íі äії ç âåêòî-
ðàìè âèêîíóþòü çà òèìè ñàìèìè ïðàâèëàìè, ùî é íà ïëîùèíі.

КООРДИНАТИ ВЕКТОРА. ДІЇ НАД 
ВЕКТОРАМИ, ЯКІ ЗАДАНО КООРДИНАТАМИ§ 13. 
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Ó ïðîñòîðîâіé ñèñòåìі êîîðäèíàò
êîæíèé âåêòîð ìîæíà çàäàòè òðіé-
êîþ ÷èñåë – êîîðäèíàòàìè âåêòîðà.

Çàïèñóþòü âåêòîð , ÿêèé çàäàíî êîîð äèíàòàìè, òàê:
(x; y; z). Íàïðèêëàä, (–2; 4; 0), (–4; –2; 11).

Çàäà÷à 1. Çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðà , ÿêùî:

1) A(–7; 2; 1), B(5; 0; 8);    2) A(3; 4; 2), B(3; 4; –2).
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Íåõàé (x; y; z).
1) Òîäі x  5 – (–7); y  0 – 2; z  8 – 1. Îòæå, (12; –2; 7).
2) x  3 – 3; y  4 – 4; z  –2 – 2. Òîìó (0; 0; –4).

Â і ä ï î â і ä ü. 1) (12; –2; 7); 2) (0; 0; –4).

Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ìîæóòü áóòè áóäü-ÿêі äіéñíі ÷èñëà.
Óñі êîîðäèíàòè íóëüîâîãî âåêòîðà äîðіâíþþòü íóëþ: (0; 0; 0).

ßê і íà ïëîùèíі:

Çàäà÷à 2. Äàíî òî÷êè A(2; –3; 4), B(3; –3; 7), C(–4; 1; 0), 

D(x; y; z). Çíàéòè x, y і z, ÿêùî .
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. (3 – 2; –3 – (–3); 7 – 4), òîáòî (1; 0; 3);

(x – (–4); y – 1; z – 0), òîáòî (x  4; y – 1; z). 

Îñêіëüêè , òî x  4  1; y – 1  0; z  3. 
Îòæå, x  –3; y  1; z  3.
Â і ä ï î â і ä ü. x  –3; y  1; z  3.

ßê âіäîìî, âіäñòàíü ìіæ òî÷êàìè A(x1; y1; z1) і B(x2; y2; z2) 

çíàõîäÿòü çà ôîðìóëîþ . 

Îñêіëüêè x  x2 – x1, y  y2 – y1, z  z2 – z1 – êîîðäèíàòè 
âåêòîðà , òî: 

1. Êîîðäèíàòè 
і ìîäóëü âåêòîðà. 
Ðіâíіñòü âåêòîðіâ

Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà ((x(( ; y; z) ç ïî÷àòêîì z A(x(( 1; y1; z1)
êіíöåì B(x2; y2; z2) є ÷èñëà: 

x  x2 – x1, y  y2 – y1 і z  z2 – z1.

Ê
і ê

Çàäà÷à 1. 

іâíі âåêòîðè ìàþòü âіäïîâіäíî ðіâíі êîîðäèíàòè, і íà-
ïàêè, ÿêùî ó âåêòîðіâ âіäïîâіäíî ðіâíі êîîðäèíàòè, 

òî âåêòîðè ðіâíі.

ßê і

ðі
âï
òî

Çàäà÷à 2.

ìîäóëü âåêòîðà  äîðіâíþє .

åê îðà

ì
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Çàäà÷à 3. Çíàéòè ìîäóëü âåêòîðà:

1) (–1; 2; –2);    2) (4; 0; 5).

Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1) ; 

2) .

Â і ä ï î â і ä ü. 1) ; 2) .

Çàäà÷à 4. Äàíî: (4; ; z), | |  5. Çíàéòè: z.

Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè , òî

. 
Ìàєìî ðіâíÿííÿ: 21 z2  25, êîðåíі ÿêîãî z1  2; z2  –2. 
Â і ä ï î â і ä ü. 2 àáî –2.

Ó ïðîñòîðі àðèôìåòè÷íі äії ç âåêòî-
ðàìè (äîäàâàííÿ, âіäíіìàííÿ, ìíî-
æåííÿ íà ÷èñëî) âèêîíóþòü òàê
ñàìî, ÿê і íà ïëîùèíі.

Òàê ñàìî ÿê і íà ïëîùèíі, ç îçíà÷åííÿ ñóìè âåêòîðіâ âè-
ïëèâàє âåêòîðíà ðіâíіñòü .

Òîìó îçíà÷åííÿ ñóìè âåêòîðіâ, ÿêі çàäàíî êîîðäèíàòàìè,
íå ñóïåðå÷àòü ïðàâèëàì òðèêóòíèêà і ïàðàëåëîãðàìà, ÿêі ìè
ðîçãëÿíóëè â ïîïåðåäíüîìó ïàðàãðàôі.

Îñêіëüêè x3  x2  x1; y3  y2  y1; z3  z2  z1, òîáòî x3  x1 – x2;
y3  y1 – y2; z3  z1 – z2, òî

Çàäà÷à 5. Çíàéòè êîîðäèíàòè âåêòîðіâ  і ,
ÿêùî (–2; –3; 8), (2; 4; 11).

Çàäà÷à 3. 

Çàäà÷à 4.

2. Äії íàä âåêòîðàìè, 
ùî çàäàíі êîîðäèíà-
òàìè

óìîþ âåêòîðіâ (x1; y1; z1) і (x2; y2; z2) íàçèâàþòü 
åêòîð (x1 + x2; y1 + y2; z1 + z2). 

Ñó
âå

іçíèöåþ âåêòîðіâ (x1; y1; z1) і (x2; y2; z2) íàçèâàþòü 

åêòîð (x3; y3; z3), ÿêèé ó ñóìі ç âåêòîðîì äàє
âåêòîð , òîáòî

.

ð

Ð

âå

іçíèöåþ âåêòîðіâ (x1; y1; z1) і (x2; y2; z2) є âåêòîð 
(x1 – x2; y1 – y2; z1 – z2).

y3 y1

ðі

Çàäà÷à 5. 
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Ðî ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1) (–2  2; –3  4; 8  11), òîáòî (0; 1; 19).
2) (–2 – 2; –3 – 4; 8 – 11), òîáòî (–4; –7; –3).
Â і ä ï î â і ä ü. (0; 1; 19), (–4; –7; –3).

Öå îçíà÷åííÿ íå ñóïåðå÷èòü îçíà÷åííþ äîáóòêó âåêòîðà íà
÷èñëî ç ïîïåðåäíüîãî ïàðàãðàôà.

Çàçíà÷åíі äії äîçâîëÿþòü çíàõîäèòè êîîðäèíàòè áóäü-ÿêîãî
âåêòîðà, ÿêèé çàïèñàíî ó âèãëÿäі àëãåáðàї÷íîї ñóìè âåêòîðіâ,
êîîðäèíàòè ÿêèõ âіäîìі.

Çàäà÷à 6. Äàíî âåêòîðè (–2; 8; 12) і (4; 0; 1). Çíàéòè êî-
îðäèíàòè âåêòîðà .
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Çà îçíà÷åííÿì äîáóòêó âåêòîðà íà ÷èñëî:

(–1; 4; 6); (12; 0; 3).
Òîäі (–13; 4; 3).
Ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷і çðó÷íî çàïèñóâàòè òàê:

–

Â і ä ï î â і ä ü. (–13; 4; 3).

Íåõàé äàíî âåêòîðè (x1; y1; z1) 
і (x2; y2; z2). ßêùî âîíè êîëіíåàð-
íі, òî   ; x2  x1; y2  y1; 
z2  z1. Òîäі (ÿêùî x1  0, y1  0,

z1  0) ìàєìî: ; ; , 

òîáòî êîîðäèíàòè êîëіíåàðíèõ 

âåêòîðіâ ïðîïîð öіéíі. Ìàєìî îçíàêó êîëіíåàðíîñòі âåêòîðіâ.

ö , ð ð

Äîáóòêîì âåêòîðà (x; y; z) íà ÷èñëî íàçèâàþòü 
åêòîð ( x; y; z).

Ä
âå

Çàäà÷à 6. 

3. Îçíàêà 
êîëіíåàðíîñòі 
âåêòîðіâ

Íåõàé çàäàíî âåêòîðè (x1; y1; z1) і (x2; y2; z2).

) ßêùî êîîðäèíàòè îáîõ âåêòîðіâ âіäìіííі âіä íóëÿ і 

, òî âåêòîðè і  êîëіíåàðíі, ïðè÷îìó 

ÿêùî  > 0, òî ; à ÿêùî < 0, òî .

2) ßêùî æ ó êîæíîãî ç äâîõ âåêòîðіâ îäíà é òà ñàìà 
êîîðäèíàòà äîðіâíþє íóëþ, à іíøі óòâîðþþòü ïðîïîð-
öіþ, òî âåêòîðè êîëіíåàðíі.

âåêòîð

Í

1)
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Çàäà÷à 7. Âèçíà÷òå, ÷è êîëіíåàðíі âåêòîðè і . ßêùî òàê,
òî âêàæіòü, îäíàêîâî ÷è ïðîòèëåæíî âîíè íàïðÿìëåíі.

1) (–1; 3; –4), (2; –6; 8);      2) (7; 1; –2), (14; 2; –3);

3) (2; 0; 3), (4; 0; 6);         4) (0; 2; 7), (1; –4; –14).

Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1) , òîìó .

2) , òîìó  і  íåêîëіíåàðíі.

3) Îðäèíàòè îáîõ âåêòîðіâ äîðіâíþþòü íóëþ, ïåðåâіðèìî

ïðîïîð öіéíіñòü äâîõ іíøèõ êîîðäèíàò: , òîìó

. 
4) Àáñöèñà âåêòîðà  äîðіâíþє íóëþ, à àáñöèñà âåêòîðà  íå 
äîðіâíþє íóëþ, îòæå, âåêòîðè íåêîëіíåàðíі.

Â і ä ï î â і ä ü.  1) ;     2) âåêòîðè íåêîëіíåàðíі;
             3) ;     4) âåêòîðè íåêîëіíåàðíі.

Çàäà÷à 8. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ x і y âåêòîðè (–3; y; 6) 

і (x; 10; –3) êîëіíåàðíі?

Ðî ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Çà îçíàêîþ êîëіíåàðíîñòі: .

Çâіäñè ìàєìî: x  1,5; y  –20.
Â і ä ï î â і ä ü. x  1,5; y  –20.

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
13.1. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåêòîðà , ÿêùî:
1) C(2; –3; 4), D(0; 4; 4);      2) C(5; –1; 2), D(2; –3; –2).

13.2. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåêòîðà , ÿêùî: 
1) A(3; –5; 4), B(3; 2; 0);      2) A(–8; 2; 5), B(–3; 4; –5).

13.3. Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà:    
1) (0; –3; 4);                2) (2; –3; 6).

Çàäà÷à 7. 

Çàäà÷à 8. 

 Що таке координати вектора? Який зв’язок між рівністю
ек торів і їх координатами?  Як знайти модуль вектора за

його координатами?  Який вектор називають сумою векторів
(x1; y1; z1) і (x2; y2; z2)?  Що називають різницею векто-

рів?  Як знайти різницю векторів (x1; y1; z1) і (x2; y2; z2)?
 Що називають добутком вектора (x; y; z) на число ?
 Сформулюйте ознаку колінеарності векторів.

ввввввввввввввв
йййййййййййй

111
11
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13.4. Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà:      
1) (6; 0; –8);              2) (–1; –2; 2).

13.5. Äàíî âåêòîðè (x; y; –2) і (0; –1; z),  . Çíàéäіòü x,
y і z.

13.6. Äàíî âåêòîðè (x; –3; z) і (4; y; 0),  . Çíàéäіòü x, y і z.

13.7. Çíàéäіòü ñóìó + , ÿêùî: 

1) (5; –1; 2), (0; 1; 0);     2) (–4; –2; 8), (4; –2; 4).

13.8. Çíàéäіòü ñóìó + , ÿêùî: 

1) (4; 2; –5), (0; 0; 5);     2) (2; –3; 4), (–3; –3; 5).

13.9. Çíàéäіòü ðіçíèöþ  – , ÿêùî: 

1) (4; –3; –7), (0; 3; 2);    2) (2; 0; –5), (2; –8; –1).

13.10. Çíàéäіòü ðіçíèöþ – , ÿêùî: 

1) (2; –5; 4), (–1; 0; 4);   2) (–3; 0; –7), (–3; –1; –2).

13.11. Äàíî âåêòîð (–2; 0; 8). Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåêòîðà:

1) 4 ;       2) ;      3) 10 ;      4) –3 .

13.12. Äàíî âåêòîð (3; –6; 0). Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåêòîðà:

1) 2 ;      2) ;      3) 8 ;      4) –2 .

13.13. Ñïіâíàïðÿìëåíі ÷è ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíі âåêòîðè
і , ÿêùî:

1) ; 2) ?

13.14. Ñïіâíàïðÿìëåíі ÷è ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíі âåêòîðè  і 
, ÿêùî: 

1) ; 2) ?

13.15. Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà , ÿêùî: 
1) M(–1; 2; 3), MM N(1; 8; 0);     2) NN M(2; –1; 3),MM N(2; 4; 9). N

13.16. Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà , ÿêùî: 
1) A(0; 2; 5), B(6; 5; 7);        2) A(3; –2; 7), B(5; –2; 11). 

13.17. ×è ðіâíі âåêòîðè  і , ÿêùî: A(2; –1; 4), B(5; –3; 7),
C(1; 1; 2), D(4; –1; 4)?

13.18. ×è ðіâíі âåêòîðè   і , ÿêùî: M(0; –1; 2),MM N(4; –3; 5),NN
K(–1; 1; 3),KK L(3; –1; 6)?
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13.19. Äàíî òî÷êè K(–2; 3; 4), KK M(0; M y; –3), N(N x; 3; –5), L(2; 2; z). 

Çíàéäіòü x, y і z, ÿêùî  .

13.20. Äàíî òî÷êè A(0; 2; –3), B(3; –2; 5), C(x; y; 5), D(–2; 3; z).
Çíàéäіòü x, y і z, ÿêùî  . 

13.21. Äàíî: (3; –4; 5); (x; y; z); (–4; 0; 8); –  . Çíàéäіòü
x, y і z.

13.22. Äàíî: (4; –8; 9); (x; y; z); (0; 2; –10);   . Çíàé-
äіòü x, y і z.

13.23. Çàäàíî âåêòîðè (–2; 1; 0) і (2; –1; 2). Çíàéäіòü êîîð-
äèíàòè âåêòîðіâ:
1) 2  + ;    2)  – 3 ;     3) 3  + 4 ;     4) 5  – 2 .

13.24. Çàäàíî âåêòîðè (0; –1; 4) і (1; –2; 3). Çíàéäіòü êîîðäè-
íàòè âåêòîðіâ:
1) 3  + ;     2)  – 2 ;      3) 2 + 4 ;      4) 5  – 3 .

13.25. ×è êîëіíåàðíі âåêòîðè:
1) (2; –1; 3) і (4; –2; 6); 2) (0; 2; 6) і (0; –4; 12)?

13.26. ×è êîëіíåàðíі âåêòîðè:
1) (1; 2; –4) і (2; 4; 8); 2) (1; –2; 0) і (2; –4; 0)?

13.27. Äàíî âåêòîð (0; –5; 12). Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà:
1) – ;     2) 2 .

13.28. Äàíî âåêòîð (–6; 0; 8). Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà: 
1) – ;     2) 3 .

13.29. Ñåðåä âåêòîðіâ (1; –2; 3), (–2; 4; –6), (2; –4; –6),
(–0,1; 0,2; –0,3) çíàéäіòü óñі ïàðè ñïіâíàïðÿìëåíèõ і

ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíèõ âåêòîðіâ.

13.30. Ñåðåä âåêòîðіâ (–1; 1; –2), (3; –3; 6), (–0,1; 0,1; –0,2), 
(2; –2; –4) çíàéäіòü óñі ïàðè ñïіâíàïðÿìëåíèõ і ïðîòèëåæ-
íî íàïðÿìëåíèõ âåêòîðіâ.

13.31. Íà ìàëþíêó 13.1 çîáðàæåíî ïðÿìîêóòíèé ïàðàëå-
ëåïіïåä OABCO1A1B1C1; OA  3; OC  4; OO1  5. Çíàéäіòü
êîîðäèíàòè âåêòîðіâ:

1) ;      2) ;      3) ;  

4) ;      5) ;      6) .

13.32. Íà ìàëþíêó 13.1 çîáðàæåíî ïðÿìî-
êóòíèé ïàðàëåëåïіïåä OABCO1A1B1C1; 
OA  2; OC  4; OO1  7. Çíàéäіòü êîîðäè-
íàòè âåêòîðіâ:

1) ;    2) ;    3) ;   4) ;    5) ;    6) .

Ìàë. 13.1
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13.33. Äîâåäіòü çà äîïîìîãîþ âåêòî ðіâ, ùî ÷îòèðèêóòíèê ABCD
ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ A(3; 1; 4), B(1; 4; 7), C(3; –1; 5), D(5; 
–4; 2) є ïàðàëåëî ãðàìîì.

13.34. Äîâåäіòü çà äîïîìîãîþ âåêòîðіâ, ùî ÷îòèðèêóòíèê
KLMN ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ K(1; –1; 0),KK L(4; 1; 4), 
M(8; 3; –1),MM N(5; 1; –5) є ïàðàëåëîãðàìîì.N

13.35. Ìîäóëü âåêòîðà (–1; 2; z) äîðіâíþє 3. Çíàéäіòü z.

13.36. Ìîäóëü âåêòîðà (–2; y; 6) äîðіâíþє 7. Çíàéäіòü y.

13.37. Äàíî òî÷êè A(0; 2; –6) і B(4; 10; –12). Çíàéäіòü êîîðäè-
íàòè òî÷êè D òàêîї, ùî 

13.38. Äàíî òî÷êè C(–2; 0; 4) і D(6; 8; –2). Çíàéäіòü êîîðäèíà-

òè òî÷êè K òàêîї, ùî

13.39. Äàíî: (–2; 3; –1); (4; 0; 8). Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà 

.

13.40. Äàíî: (–1; 0; 6); (–2; 4; –28). Çíàéäіòü ìîäóëü âåêòîðà

.

13.41. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ m і n êîëіíåàðíі âåêòîðè:

1) (4; m; –2) і (6; 9; n); 2) (0; 2; –4) і (m; –1; n)?

Ñïіâíàïðÿìëåíі ÷è ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíі öі âåêòîðè?

13.42. Ïðè ÿêèõ çíà÷åííÿõ m і n êîëіíåàðíі âåêòîðè:

1) (2; 4; m) і (–1; n; 2); 2) (6; 0; m) і (2; n; 1)? 

Ñïіâíàïðÿìëåíі ÷è ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíі öі âåêòîðè?

13.43. Äîâåäіòü çà äîïîìîãîþ âåêòîðіâ, ùî ÷îòèðèêóòíèê
ABCD ç âåðøèíàìè A(3; –2; 2), B(0; 1; 5), C(5; 2; 6),
D(8; –1; 3) є ðîìáîì.

13.44. Äîâåäіòü çà äîïîìîãîþ âåêòîðіâ, ùî ÷îòèðèêóò-
íèê ABCD ç âåðøèíàìè A(0; 5; 3), B(0; 1; 3), C(5; 1; 7),
D(5; 5; 7) є ïðÿìîêóòíèêîì.

13.45. Ìîäóëü âåêòîðà (x; y; z) äîðіâíþє . Çíàéäіòü êîîðäè-
íàòè âåêòîðà , ÿêùî êîîðäèíàòà y öüîãî âåêòîðà â 3 ðàçè
áіëüøà çà êîîðäèíàòó z, à êîîðäèíàòà z ó 2 ðàçè ìåíøà çà
êîîðäèíàòó x öüîãî âåêòîðà.

13.46. Ìîäóëü âåêòîðà (x; y; z) äîðіâíþє . Çíàéäіòü êîîð-
äèíàòè öüîãî âåêòîðà, ÿêùî éîãî êîîðäèíàòè x і y ðіâíі 
ìіæ ñîáîþ, à êîîðäèíàòà z íà 3 áіëüøà çà êîæíó ç íèõ.
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13.47. Äàíî âåêòîðè (1; y; –2), (x; 4; 3) і (3; –2; 4). Ïðè ÿêèõ
çíà÷åííÿõ x і y ìîäóëü âåêòîðà – + áóäå íàéìåí-
øèì?

13.48. Äàíî âåêòîðè (x; –3; 4), (1; 0; –2) і (–3; 5; z). Ïðè
ÿêèõ çíà÷åííÿõ x і z ìîäóëü âåêòîðà + + áóäå íàé-
ìåíøèì?

13.49. Äîâåäіòü çà äîïîìîãîþ âåêòîðіâ, ùî ÷îòèðèêóòíèê
ABCD є òðàïåöієþ, ÿêùî A(0; 5; –4), B(6; 8; –1), C(6; 3; 4),
D(–2; –1; 0).

13.50. Äîâåäіòü çà äîïîìîãîþ âåêòîðіâ, ùî òî÷êè M(3; 4; 5),MM
N(–3; –3; –6) іN P(9; 11; 16) ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
13.51. Øèðèíà õîêåéíèõ âîðіò äîðіâíþє 6 ôóòіâ, âèñîòà –
4 ôóòà. Çíàéäіòü íàáëèæåíó ïëîùó âîðіò ó êâàäðàòíèõ ìå-
òðàõ ç òî÷íіñòþ äî äâîõ çíàêіâ ïіñëÿ êîìè.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

13.52. Çíàéäіòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðіâ  і , ÿêùî: 
1) , ;          2) , .

13.53. Çíàéäіòü êâàäðàò âåêòîðà , ÿêùî:  
1) ;                2) .

13.54. Äàíî: . Çíàéäіòü , ÿêùî:

1) , , ;      2) , , ;

3) , , ;     4) , , .

13.55. Çíàéäіòü êóò ìіæ âåêòîðàìè  і .

13.56. ×è ïåðïåíäèêóëÿðíі âåêòîðè і , ÿêùî: 
1) , ;         2) , ?

Ïіä ÷àñ âèâ÷åííÿ ïëàíіìåòðії ìè âæå ðîçãëÿäàëè ñêàëÿðíèé
äîáóòîê âåêòîðіâ. Òàê ñàìî ðîçãëÿäàþòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåê-
òîðіâ і ó ñòåðåîìåò ðії.

СКАЛЯРНИЙ ДОБУТОК
ВЕКТОРІВ§ 14. 
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ßê і â ïëàíіìåòðії, ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðіâ çàïèñóþòü, 
âèêîðèñòîâóþ÷è çíàê ìíîæåííÿ, òàê:  ∙  àáî .

Çàäà÷à 1. Çíàéòè ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðіâ: 

1) (–2; 1; 4) і (1; 8; –3); 2) (2; 0; –1) і (4; –3; –2).
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1)  ∙  –2 ∙ 1  1 ∙ 8  4 ∙ (–3)  –6; 
2) ∙  2 ∙ 4  0 ∙ (–3)  (–1) ∙ (–2)  10.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) –6; 2) 10.

Çíàéäåìî ñêàëÿðíèé äîáóòîê ðіâíèõ âåêòîðіâ. 
Íåõàé äàíî âåêòîð (x1; y1; z1). Òîäі: 

 ∙  x1x1  y1y1  z1z1  x1
2  y1

2  z1
2  .

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê  ∙  ïîçíà÷àþòü 2 і íàçèâàþòü ñêà-
ëÿðíèì êâàäðàòîì âåêòîðà.

Îñêіëüêè , òî  .
Ç îçíà÷åííÿ ñêàëÿðíîãî äîáóòêó ìàєìî éîãî âëàñòèâîñòі.

ßê і â ïëàíіìåòðії:

êàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðіâ
x1; y1; z1) і (x2; y2; z2) íàçèâàþòü 

÷èñëî 
x1x2 + y1y2 + z1z2.

Ñê
((x((

÷è

1. Ñêàëÿðíèé 
äîáóòîê âåêòîðіâ

Çàäà÷à 1. 

êàëÿðíèé êâàäðàò âåêòîðà äîðіâíþє êâàäðàòó éîãî 
îäóëÿ: 

 .

ëÿðíèì

Ñê
ì

Äëÿ áóäü-ÿêèõ âåêòîðіâ , ,  і áóäü-ÿêîãî ÷èñëà :
1)  0, äî òîãî æ  > 0, ÿêùî .
2)  ·   · – ïåðåñòàâíà âëàñòèâіñòü.
3) ( )  (  · ) – ñïîëó÷íà âëàñòèâіñòü.
4) (  + )   – ðîçïîäіëüíà âëàñòèâіñòü.

Ä

óòîì ìіæ âåêòîðàìè  і 
àçèâàþòü êóò BAC (ìàë. 14.1). Êó-
îì ìіæ äâîìà íåíóëüîâèìè âåêòî-

ðàìè, ùî íå ìàþòü ñïіëüíîãî ïî÷àò-
êó, íàçèâàþòü êóò ìіæ âåêòîðàìè, 
ùî äîðіâíþþòü äàíèì і ìàþòü 
ñïіëüíèé ïî÷àòîê (ìàë. 14.2).

êó
íà
òî

2. Êóò ìіæ 
âåêòîðàìè. 
Òåîðåìà ïðî 
ñêàëÿðíèé 
äîáóòîê âåêòîðіâ
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Êóò ìіæ ñïіâíàïðÿìëåíèìè âåêòîðàìè
äîðіâíþє íóëþ (ìàë. 14.3), êóò ìіæ ïðîòè-
ëåæíî íàïðÿìëåíèìè âåêòîðàìè äîðіâíþє
180 (ìàë. 14.4).

ßê і â ïëàíіìåòðії, ñïðàâäæóєòüñÿ òàêà òåîðåìà.

Òåîðåìó ìîæíà äîâåñòè òàê ñàìî, ÿê і â êóðñі ïëàíіìåòðії.
Âîíà ìàє òі ñàìі íàñëіäêè, ùî é ó ïëàíіìåòðії.

Çàäà÷à 2. ×è ïåðïåíäèêóëÿðíі âåêòîðè  і , ÿêùî: 

1) (–1; 2; 0); (8; 4; 7);     2) (1; 4; –3); (2; 1; 3)?
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. 1)  ∙  –1 ∙ 8  2 ∙ 4  0 ∙ 7  0, òîìó .
2)  ∙  1 ∙ 2  4 ∙ 1  (–3) ∙ 3  –3, òîìó  і  – íå ïåðïåíäè-
êóëÿðíі.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) Òàê; 2) íі.

Çàäà÷à 3. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі z âåêòîðè (4; –1; 5) і (5; 0; z) 
ïåðïåíäèêóëÿðíі?
Ðî ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Ùîá âåêòîðè áóëè ïåðïåíäèêóëÿðíèìè, їõ
ñêàëÿðíèé äîáóòîê ìàє äîðіâíþâàòè íóëþ. 

4 ∙ 5  (–1) ∙ 0  5z  0, òîäі 5z  –20, îòæå, z  –4.
Â і ä ï î â і ä ü. z  –4.

Çà ñêàëÿðíèì äîáóòêîì âåêòîðіâ (x1; y1; z1) і (x2; y2; z2) 
ìîæíà çíàéòè êîñèíóñ êóòà ìіæ íèìè.

Ò å î ð å ì à  (ïðî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðіâ). Ñêàëÿð-
íèé äîáóòîê âåêòîðіâ äîðіâíþє äîáóòêó їõ ìîäóëіâ íà 
êîñèíóñ êóòà ìіæ íèìè, òîáòî 

 ·   cos , äå .

Í à ñ ë і ä î ê 1. ßêùî âåêòîðè ïåðïåíäèêóëÿðíі, òî їõ 
ñêàëÿðíèé äîáóòîê äîðіâíþє íóëþ.

Í à ñ ë і ä î ê 2. ßêùî ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðіâ äî-
ðіâíþє íóëþ, òî âîíè ïåðïåíäèêóëÿðíі.

Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 3. 
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Îñêіëüêè  ·   cos, äå  – êóò ìіæ âåêòîðàìè  і , òî

Óðàõîâóþ÷è, ùî  ∙  x1x2  y1y2  z1z2;  ; 

 , ìàòèìåìî:

.

Çà çíà÷åííÿì êîñèíóñà êóòà ìîæíà çíàéòè ìіðó öüîãî êóòà
(çà äîïîìîãîþ òàáëèöü ÷è êàëüêóëÿòîðà).

Çàäà÷à 4. Çíàéòè ãðàäóñíó ìіðó êóòà 
C òðèêóòíèêà ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ 
A(2; 4; 1), B(3; 4; 0), C(2; 3; 0).
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Êóò C òðèêóòíèêà ABC 
(ìàë. 14.5) çáіãàєòüñÿ ç êóòîì ìіæ âåê-
òîðàìè  і . Ìàєìî:

(2 – 2; 4 – 3; 1 – 0), òîáòî (0; 1; 1);

(3 – 2; 4 – 3; 0 – 0), òîáòî  (1; 1; 0).
Òîäі

çâіäêè C  60.
Â і ä ï î â і ä ü. 60.

Çàäà÷à 5. Äàíî âåêòîðè  і , , , .

Çíàéòè .

Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Îñêіëüêè , òî

.

Â і ä ï î â і ä ü. 7.

Ìàë. 14.5

Çàäà÷à 4. 

Çàäà÷à 5.
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
14.1. Çíàéäіòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðіâ:
1) (–4; 3; 2) і (0; 1; –8);     2) (1; –2; –3) і (2; 1; –1).

14.2. Çíàéäіòü ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðіâ:
1) (0; 1; –2) і (5; 6; –1);     2) (1; –1; 2) і (5; 4; 1).

14.3. Çíàéäіòü , ÿêùî:   1) (0; –3; 2);     2) (–1; 1; 2).

14.4. Çíàéäіòü , ÿêùî:  1) (1; 0; –2);     2) (–1; 2; –3).

14.5. Äàíî âåêòîðè (–1; 2; z) і (3; 4; –2). Ïðè ÿêîìó çíà-
÷åííі z ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü ∙  7?

14.6. Äàíî âåêòîðè (x; –1; 3) і (3; 2; –2). Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі
x ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü  ∙  1?

14.7. . Çíàéäіòü  ∙ , ÿêùî:
1)  6;  3;   30;         2)  3;  10;   60;
3)  8;  2;   135;        4)  4;  6;   180.

14.8. . Çíàéäіòü  ∙ , ÿêùî:
1)  5;  1;   0;          2)  4;  7;   45;
3)  2;  1;   120;        4)  7;  6;   150.

14.9. Äîâåäіòü, ùî âåêòîðè (–1; 4; 8) і (8; 10; –4) ïåðïåíäè-
êóëÿðíі.

14.10. Äîâåäіòü, ùî âåêòîðè  (–1; 2; 5) і (4; –3; 2) ïåðïåíäè-
êóëÿðíі.

14.11. ×è ïåðïåíäèêóëÿðíі âåêòîðè  і , ÿêùî:

1) (2; –1; 3), (2; –4; –2);      2) (3; –2; 1), (4; 6; 0)?

14.12. ×è ïåðïåíäèêóëÿðíі âåêòîðè і , ÿêùî:

1) (–1; 2; 3), (4; –1; 2);       2) (2; –3; 0), (6; –4; 5)?

14.13. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі m âåêòîðè (–1; m; 2) і (m; 3; 7)
ïåðïåíäèêóëÿðíі?

14.14. Ïðè ÿêîìó çíà÷åííі Ï n âåêòîðè (n; 4; –1) і (3; –2; n) ïåðïåí-n
äèêóëÿðíі?

 Сформулюйте означення скалярного добутку векторів.  Що
азивають скалярним квадратом вектора?  Що називають

кутом між векторами?  Сформулюйте теорему про скаляр-
ний добуток векторів і наслідки з неї.  Як знайти косинус кута
між векторами?

нннннннннннннннн
ккккккукккк

111
11
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14.15. Çíàéäіòü êóò ìіæ âåêòîðàìè (0; 2; –2) і (1; 0; –1).

14.16. Çíàéäіòü êóò ìіæ âåêòîðàìè (3; 0; –3) і (0; 2; 2).
14.17.Çíàéäіòü êîñèíóñè âíóòðіøíіõ êóòіâ òðèêóòíèêà ç âåð-

øèíàìè â òî÷êàõ A(2; 3; 2), B(4; 0; 8), C(8; 5; –1), òà âïåâ-
íіòüñÿ â òîìó, ùî âіí ðіâíîáåäðåíèé.

14.18. Çíàéäіòü âíóòðіøíіé êóò ïðè âåðøèíі B òðèêóòíèêà 
ABC, ÿêùî A(0; –1; 5), B(–3; –1; 1), C(4; –1; 2).

14.19.  і – íåíóëüîâі âåêòîðè. Çíàéäіòü êóò ìіæ âåêòîðàìè

і , ÿêùî: 1) ;       2) 

          3) ;      4) ?

14.20.  120; ; . Çíàé äіòü:

1) ;       2) (  + ) ;      3) (  – );     4) (2  – 3 ).

14.21.  60; ; . Çíàé äіòü:

1) ;       2) (  – );      3) ( + );     4) (2  – 3 ).

14.22. Äàíî: ; . ×è ìîæå ñêàëÿðíèé äîáóòîê  ∙
äîðіâíþâàòè:

1) –4;    2) –4,2;    3) –0,01;   4) 0;    5) ;   6) 3,9?

14.23. Äàíî âåêòîðè  і , , ,  150. 
Çíàéäіòü: 1) ;      2) .

14.24. Äàíî âåêòîðè  і , , ,  30. Çíàéäіòü:

1) ;      2) .

14.25. Äîâåäіòü, ùî ÷îòèðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ
A(6; –2; 3), B(10; 0; 4), C(13; –4; 0), D(9; –6; –1) є ïðÿìî-
êóòíèêîì.

14.26. Äîâåäіòü, ùî ÷îòèðèêóòíèê ç âåðøèíàìè â òî÷êàõ
K(7; –3; 3),KK L(4; 3; 4), M(1; 2; 1),MM N(4; –4; 0) є ïðÿìîêóòíè-NN
êîì.

14.27. Äàíî òî÷êè K(1; 1; 0), KK L(2; 4; 3), M(–2; –11; –15),M
N(–5; 5; –2). Äîâåäіòü, ùî ïðÿìà N KN ïåðïåíäèêóëÿðíà äî 
ïëîùèíè KLM.

14.28. Çíàéäіòü , ÿêùî , .

14.29. Çíàéäіòü , ÿêùî , , .
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Æèòò âà ìàòåìàòèêà
14.30. Îá÷èñëіòü, ñêіëüêè êóáі÷íèõ ìåòðіâ ïîâіòðÿ î÷èñòÿòü
âіä àâòîìîáіëüíèõ âèõëîïíèõ ãàçіâ 100 êàøòàíіâ, ùî ðîñòóòü
óçäîâæ äîðîãè, ÿêùî îäíå äåðåâî î÷èùàє çîíó äîâæèíîþ

ì, øèðèíîþ 12 ì, âèñîòîþ 10 ì.

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

14.31. Ñåðåä òî÷îê , , ,  óêàæіòü 
ïàðè òî÷îê, ñèìåòðè÷íèõ âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò.

14.32. ßêі êîîðäèíàòè ìàє òî÷êà O, âіäíîñíî ÿêîї ñèìåòðè÷íі
òî÷êè  і ?

14.33. Òî÷êè  і  ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî òî÷êè
. Çíàéäіòü x і y.

14.34. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè òî÷êè, ñèìåòðè÷íîї òî÷öі 
âіäíîñíî:
1) îñі àáñöèñ;       2) îñі îðäèíàò.

ßê і íà ïëîùèíі, ó ïðîñòîðі òàêîæ ðîç-
ãëÿäàþòü ðіçíі âèäè ðóõó (ïåðåìіùåííÿ).
Ó öüîìó ïàðàãðàôі ðîçãëÿíåìî ñèìåòðіþ
âіäíîñíî òî÷êè ó ïðîñòîðі òà îçíàéîìèìî-
ñÿ ç íîâèì âèäîì ñèìåòðії – ñèìåòðієþ
âіäíîñíî ïëîùèíè.

ßê і íà ïëîùèíі, ó ïðîñòîðі:

Ñèìåòðіþ âіäíîñíî òî÷êè íàçèâàþòü ùå öåíòðàëüíîþ
ñèìåò ðієþ, à òî÷êó O – öåíòðîì ñèìåòðії.

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî òî÷êîþ, ÿêà ñèìåòðè÷íà òî÷öі
A(x; y; z) âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò, є òî÷êà A(–x; –y; –z). 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñêіëüêè ,  і , 

СИМЕТРІЯ ВІДНОСНО ТОЧКИ
ТА СИМЕТРІЯ ВІДНОСНО ПЛОЩИНИ§ 15. 

Ìàë. 15.1

1. Ñèìåòðіÿ 
âіäíîñíî òî÷êè

âі òî÷êè A і A íàçèâàþòü ñèìåòðè÷íèìè âіäíîñíî 
òî÷êè O, ÿêùî O – ñåðåäèíà âіäðіçêà AA (ìàë. 15.1).

Ñ

äâ
ò

Çàäà÷à 1.
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òî òî÷êè A(x; y; z) і A(–x; –y; –z) ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî òî÷êè 
(0; 0; 0), òîáòî âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò. 

Çàäà÷à 2. Òî÷êè B(–5; 7; z) і B(x; y; 0) ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî 
òî÷êè O(1; –2; 3). Çíàéòè x, y і z.
Ð î ç â ’ÿ ç à í í ÿ. Òî÷êà O – ñåðåäèíà âіäðіçêà BB. Òîìó çà 
ôîðìóëàìè ñåðåäèíè âіäðіçêà ìàєìî:

,  і . 

Îòæå, x  7, y  –11, z  6.
Â і ä ï î â і ä ü. x  7, y  –11, z  6. 

Ñèìåòðіþ âіäíîñíî ïëîùèíè íàçèâàþòü
ùå äçåðêàëüíîþ ñèìåòðієþ, à ïëîùèíó 
íàçèâàþòü ïëîùèíîþ ñèìåòðії. 

Çàäà÷à 3. Äîâåñòè, ùî òî÷êîþ, ÿêà ñè-
ìåòðè÷íà òî÷öі A(x; y; z) âіäíîñíî ïëîùèíè
xy, є òî÷êà A(x; y; –z). 

Ä î â å ä å í í ÿ. 1) ßêùî òî÷êà A íàëåæèòü 
ïëîùèíі xy, òî її àïëіêàòà äîðіâíþє íóëþ, 
òîäі òî÷êà A(x; y; 0) ñèìåòðè÷íà ñàìà ñîáі âіäíîñíî ïëîùèíè 
xy. Îñêіëüêè ïðè z  0 ìàєìî A(x; y; 0), òî ó âèïàäêó, êîëè
òî÷êà A íàëåæèòü ïëîùèíі xy, òâåðäæåííÿ çàäà÷і äîâåäåíî.
2) ßêùî òî÷êà A íå íàëåæèòü ïëîùèíі xy, òî òî÷êà M – ñå-

ðåäèíà âіäðіçêà AA – ìàє êîîðäèíàòè , , 

. Òî÷êà M(MM x; y; 0) íàëåæèòü ïëîùèíі xy. Îñêіëü-

êè âіäïîâіäíі àáñöèñè é îðäèíàòè òî÷îê A і A ðіâíі ìіæ ñî-
áîþ, òî âіäðіçîê AA ïåðïåíäèêóëÿðíèé äî ïëîùèíè xy.
Òàêèì ÷èíîì, ïëîùèíà xy ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó âіäðіç-
êà AA ïåðïåíäèêóëÿðíî äî íüîãî, à îòæå, òî÷êè A і A – ñè-
ìåòðè÷íі âіäíîñíî ïëîùèíè xy.

Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ìîæíà äîâåñòè, ùî òî÷êîþ, ñèìåò-
ðè÷íîþ òî÷öі A(x; y; z) âіäíîñíî ïëîùèíè xz, є òî÷êà 
A(x; –y; z), à âіäíîñíî ïëîùèíè yz – òî÷êà A(–x; y; z). 

Çàäà÷à 2.

âі òî÷êè A і A íàçèâàþòü ñèìå-
ðè÷íèìè âіäíîñíî ïëîùèíè , 

ÿêùî ïëîùèíà  ïðîõîäèòü ÷åðåç
ñåðåäèíó âіäðіçêà AB ïåðïåíäèêó-
ëÿðíî äî íüîãî (ìàë. 15.2).

Äâ
òð
ÿê

2. Ñèìåòðіÿ 
âіäíîñíî ïëîùèíè

Ìàë. 15.2

Çàäà÷à 3.
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
15.1. ×è ñèìåòðè÷íі òî÷êè A і A âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîð-
äèíàò, ÿêùî: 
1) A(–2; 3; 7), A(2; –3; 7);    2) A(4; 0; –1), A(–4; 0; 1)? 

15.2. ×è ñèìåòðè÷íі òî÷êè B і B âіäíîñíî ïî÷àòêó êîîðäèíàò,
ÿêùî:
1) B(–2; 1; –8), B(2; –1; 8);    2) B(0; –1; 4), B(0; –1; –4)? 

15.3. Çàïèøіòü êîîðäèíàòè òî÷îê, ùî ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî ïî-
÷àòêó êîîðäèíàò òî÷êàì: 1) C(–3; 2; 0); 2) D(–4; 2; –3).

15.4. Çàïèøіòü êîîðäèíàòè òî÷îê, ùî ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî ïî- 
÷àòêó êîîðäèíàò òî÷êàì: 1) M(4; 0; –2); 2) MM N(1; –3; –5). NN

15.5. ßêі êîîðäèíàòè ìàє òî÷êà O, âіäíîñíî ÿêîї ñèìå-
òðè÷íі òî÷êè B(2; –7; 8) і B(0; 1; –10)? 

15.6. ×è ñèìåòðè÷íі òî÷êè A(–1; 2; 9) і A(3; 0; –1) âіäíîñíî
òî÷êè O(1; 1; 5)? 

15.7. Òî÷êè M(MM x; 2; –7) і M(2; y; z) ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî òî÷êè 
O(1; 0; –1). Çíàéäіòü x, y, z.

15.8. Òî÷êè C(–1; y; 2) і C(x; 4; z) ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî òî÷êè
O(–2; 1; 0). Çíàéäіòü x, y, z.

15.9. ×è ñèìåòðè÷íі òî÷êè A(2; –3; 7) і A(–2; 3; 7) âіäíîñíî
ïëîùèíè xz? 

15.10. ×è ñèìåòðè÷íі òî÷êè B(2; –1; 1) і B(2; –1; –1) âіäíîñíî
ïëîùèíè xy? 

15.11. Çàïèøіòü êîîðäèíàòè òî÷îê, ñèìåòðè÷íèõ òî÷öі
B(4; –2; 1) âіäíîñíî ïëîùèíè:   1) xy;      2) yz.

15.12. Çàïèøіòü êîîðäèíàòè òî÷îê, ñèìåòðè÷íèõ òî÷öі 
C(–1; 3; –5) âіäíîñíî ïëîùèíè:  1) yz;      2) xz.

15.13. Äàíî òî÷êè C(2; –7; 4) і D(0; 1; –8). Çàïèøіòü êîîð-
äèíàòè òî÷êè, ñèìåòðè÷íîї ñåðåäèíі âіäðіçêà CD âіäíîñíî: 
1) ïî÷àòêó êîîðäèíàò;        2) ïëîùèíè xz.

 Які дві точки A і A називають симетричними відносно точ-
и O?  Яка точка є симетричною точці A(x; y; z) відносно по-

чатку координат?  Які дві точки A і A називають симетрич-
ними відносно площини ?  Яка точка є симетричною точці 
A(x; y; z) відносно площини xy, яка – відносно площини xz і
яка – відносно площини yz? 

ккккккккикккккккк
ччччччччччч

ä
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15.14. Äàíî òî÷êè A(4; 0; –5) і B(2; –6; 1). Çàïèøіòü êîîðäèíà-
òè òî÷êè, ñèìåòðè÷íîї ñåðåäèíі âіäðіçêà AB âіäíîñíî:
1) ïî÷àòêó êîîðäèíàò;        2) ïëîùèíі xy.

15.15. Òî÷êè B(2; y; z) і B(x; –3; 8) ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî ïëî-
ùèíè yz. Çíàéäіòü x, y, z.

15.16. Òî÷êè C(x; y; –2) і C(2; 4; z) ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî ïëî-
ùèíè xz. Çíàéäіòü x, y, z.

15.17. Òî÷êè A(2; –1; 7) і A(2; 3; 7) ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî
ïëîùèíè . ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïëîùèíè  і îñі:
1) àáñöèñ;     2) îðäèíàò;      3) àïëіêàò?

15.18. Òî÷êè K(–3; 2; 4) і KK K(–3; 2; 8) ñèìåòðè÷íі âіäíîñíî ïëî-
ùèíè . ßêèì є âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïëîùèíè  і îñі:
1) àáñöèñ;     2) îðäèíàò;      3) àïëіêàò?

òò âà ìàòåìàòèêà
15.19. Òîâàðíèé ïîòÿã ðóõàєòüñÿ çі øâèäêіñòþ 54 êì/ãîä. Äіà-
ìåòð éîãî êîëåñà äîðіâíþє 1,2 ì. Ñêіëüêè îáåðòіâ çà õâèëèíó
ðîáèòü êîëåñî ïîòÿãà? (Äëÿ ñïðîùåííÿ îá÷èñëåíü ââàæàéòå,
ùî   3).
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Çàâäàííÿ äëÿ ïåðåâіðêè çíàíü 
çà êóðñ ãåîìåòðії 10 êëàñó

1. Ïðÿìà a íàëåæèòü ïëîùèíі , à ïðÿìà b ïåðåòèíàє
ïëîùèíó  ó òî÷öі, ùî íå ëåæèòü íà ïðÿìіé a. ßêå âçà-
єìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ a і b?

2. Òî÷êà B íå íàëåæèòü ïëîùèíі . Ñêіëüêè ìîæíà ïðîâå-
ñòè ïëîùèí, ïåðïåíäèêóëÿðíèõ äî ïëîùèíè , ùî ïðîõîäÿòü
÷åðåç òî÷êó B?

3. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè òî÷êè, ùî є ñåðåäèíîþ âіäðіçêà CD, 
î C(–2; 0; –7), D(4; 8; –1).

4. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 15.4). 
Óêàæіòü:

1) ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí ABC і
D1CC1;
2) ïëîùèíó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìі
BM i AA1. 

5. Äâîãðàííèé êóò äîðіâíþє 60. Íà îäíіé іç éîãî ãðàíåé
âçÿòî òî÷êó íà âіäñòàíі  âіä äðóãîї ãðàíі. Çíàéäіòü âіä-
ñòàíü âіä öієї òî÷êè äî ðåáðà äâîãðàííîãî êóòà.

6. Äàíî âåêòîðè  (–2; 3; 0) і  (4; 2; –4). Çíàéäіòü: 
1) êîîðäèíàòè âåêòîðà ;      2) .

7. Òðèêóòíèê KAB і ïàðàëåëîãðàì ABCD ìàþòü ñïіëüíó
ñòîðîíó AB і ëåæàòü ó ðіçíèõ ïëîùèíàõ. ×åðåç ñòîðîíó
CD і òî÷êó M – ñåðåäèíó âіäðіçêà AK – ïðîâåäåíî ïëî-
ùèíó, ÿêà ïåðåòèíàє KB ó òî÷öі N.

1) Äîâåäіòü, ùî MN || AB. 
2) Çíàéäіòü AB, ÿêùî MN  7 ñì. 
3) Âèçíà÷òå âèä ÷îòèðèêóòíèêà MNCD.

8. ×åðåç âåðøèíó A ïðÿìîêóòíèêà ABCD ïðîâåäåíî ïðÿ-
ìó AL, ïåðïåíäèêóëÿðíó äî éîãî ïëîùèíè. Âіäîìî, ùî
LD  10 ñì, LC  14 ñì, LB  12 ñì. Çíàéäіòü: 1) AL;
2) ïëîùó ïðÿìîêóòíèêà ABCD.

Ìàë. 15.4
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Éîìó çàâäÿ÷óє ïîêîëіííÿ â÷èòåëіâ 
і íàóêîâöіâ…

Ìèêîëà Іâàíîâè÷ 
ü íàðîäèâñÿ 1932 ðîêó â ñ. Áóðáèíå (Ïîë-
êà îáë.). Çàêіí÷èâ ç âіäçíàêîþ çà ôàõîì

òåëü ìàòåìàòèêè» ôіçèêî-ìàòåìàòè÷-
èé ôàêóëüòåò Êèїâñüêîãî ïåäàãîãі÷íîãî іí-

ñòèòóòó іì. Î.Ì. Ãîðüêîãî (ÊÏÄІ). Ïіñëÿ
çàêіí÷åííÿ 1958 ðîêó àñïіðàíòóðè Ìèêîëà Іâà-
íîâè÷ óñå ñâîє æèòòÿ ïîâ’ÿçóє ç ÊÏÄІ (íèíі öå
Íàöіîíàëüíèé ïåäàãîãі÷íèé óíіâåðñèòåò іìåíі
Ì.Ï. Äðà ãî ìà íî âà), ïðîéøîâøè øëÿõ âіä àñïі-
ðàíòà äî ðåêòîðà. Ó 1973 ðîöі Ì.І. Øêіëü ñòàâ
ðåêòîðîì ÊÏÄІ é ïðîïðàöþâàâ íà öіé ïîñàäі çàãàëîì 30 ðîêіâ.

Äîñëіäæåííÿ Ì.І. Øêіëÿ áóëè ïðèñâÿ÷åíі ðîçðîáöі àñèìïòî-
òè÷íèõ ìåòîäіâ іíòåãðóâàííÿ äèôåðåíöіàëüíèõ ðіâíÿíü òà їõ 
ñèñòåì. Ó÷åíèé äîñëіäæóâàâ ñêëàäíі âèïàäêè âíóòðіøíіõ і çîâ-
íіøíіõ ðåçîíàíñіâ. Ïðàöþâàâ íàä ðîçâ’ÿçàííÿì ìàòåìàòè÷íîї 
ïðîáëåìè, ïîâ’ÿçàíîї ç íàÿâíіñòþ òî÷îê ïîâîðîòó â ñèñòåìàõ 
äèôåðåíöіàëüíèõ ðіâíÿíü. Ì.І. Øêіëü – êåðіâíèê íàóêîâîї øêîëè 
«Ïðîáëåìè íàáëèæåíèõ ìåòîäіâ ðîçâ’ÿçàííÿ äèôåðåíöіàëüíèõ 
òà іíòåãðàëüíèõ ðіâíÿíü».

Ðåçóëüòàòè íàóêîâîї äіÿëüíîñòі â÷åíîãî âèêëàäåíî ó ïîíàä 
350 íàóêîâèõ ïðàöÿõ, ñåðåä ÿêèõ 20 ïіäðó÷íèêіâ ç ðіçíèõ ðîçäі-
ëіâ âèùîї ìàòåìàòèêè äëÿ ñòóäåíòіâ ïåäàãîãі÷íèõ ñïåöіàëü-
íîñòåé, à òàêîæ ïіäðó÷íèêè äëÿ 10 і 11 êëàñіâ ñåðåäíüîї øêîëè 
ç àëãåáðè і ïî÷àòêіâ àíàëіçó, ÿêі íåîäíîðàçîâî ïåðåâèäàâàëèñÿ. 

Óïðîäîâæ áàãàòüîõ ðîêіâ Ìèêîëà Іâàíîâè÷ óñïіøíî ïîєäíó-
âàâ íàóêîâó ðîáîòó ç ïåäàãîãі÷íîþ. ×èòàâ êóðñè äëÿ ñòóäåíòіâ 
ôіçèêî-ìàòåìàòè÷íîãî ôàêóëüòåòó, çäіéñíþâàâ íàóêîâå êåðіâ-
íèöòâî äèñåðòàöіéíèõ äîñëіäæåíü àñïіðàíòіâ і äîêòîðàíòіâ, 
ïіäãîòóâàâ áіëüøå íіæ 30 êàíäèäàòіâ òà 5 äîêòîðіâ íàóê.

Ì.І. Øêіëü – ëàóðåàò ÷èñëåííèõ äåðæàâíèõ ïðåìіé çà íèçêó 
ïіäðó÷íèêіâ òà öèêëè íàóêîâèõ ïðàöü, êàâàëåð îðäåíіâ “Çà çà-
ñëóãè” І, II, III ñòóïåíіâ òà “ßðîñëàâà Ìóäðîãî” IV і V ñòóïå-
íіâ. Éîìó ïðèñâîєíî ïî÷åñíå çâàííÿ “Çàñëóæåíèé äіÿ÷ íàóêè 

ó ó ð ó ð ó

і òåõíіêè”. 
Áóâ ÷ëåíîì ðåäêîëåãіé æóðíàëіâ “Íåëіíіéíі êîëèâàííÿ”, 

“Âèùà øêîëà”, “Ðіäíà øêîëà”. Çà êîìïëåêò ïіäðó÷íèêіâ “Âèùà 
ìàòåìàòèêà” òà “Ìàòåìàòè÷íèé àíàëіç” Ì.І. Øêіëþ (â 
ñêëàäі àâòîðñüêîãî êîëåêòèâó) 1996 ðîêó ïðèñóäæåíî Äåð-
æàâíó ïðåìіþ Óêðàїíè â ãàëóçі íàóêè і òåõíіêè. Ïðåìієþ ÍÀÏÍ 
Óêðàїíè âіäçíà÷åíî ó ñïіâàâòîðñòâі òàêîæ ïіäðó÷íèê “Àëãåáðà 
і ïî÷àòêè àíàëіçó” äëÿ 10 êëàñó øêіë і êëàñіâ ç ïîãëèáëåíèì 
âèâ÷åííÿì ìàòåìàòèêè.

Àâòîðó öüîãî ïіäðó÷íèêà ïîùàñòèëî áóòè ñòóäåíòîì Ìè-
êîëè Іâàíîâè÷à Øêіëÿ.
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Óêðàїíöі ó ñâіòіâіòÓê òі
Óê ñâ ііâі іі

(1932–2015)
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ВІДПОВІДІ ТА ВКАЗІВКИ ДО ЗАДАЧ І ВПРАВ

×àñòèíà I. ÀËÃÅÁÐÀ І ÏÎ×ÀÒÊÈ ÀÍÀËІÇÓ

Ðîçä іë 1

1.21. 1) (–u;–5)  (–5; 5)  (5; u); 2) (–u;u); 3) (–u;–2) 
 (2; u); 4) (–u;–3)  (–3; 0)  (0; 1)  (1; u); 5) [–1; 1) 
 (1; u); 6) [0; 1)  (1; u); 7) (0; 5)  (5; u); 8) [–1; 0].
1.22. 1) (–u; –7)  (–7; 7)  (7; u); 2) (–3; 3); 3) (–u; –1) 
 (–1; 0)  (0; 2)  (2; u); 4) [–3; 2)  (2; u); 5) [0; 2) 

 (2; u); 6) [2; 4]. 1.25. 1) f(x)  x + 2; 2) ;

3) . 1.26. 1) [0; u);

2) [–3; u); 3) [4; u); 4) [0; u); 5) [–2; u); 6) [3; u).
1.27. 1) [0; u); 2) [5; u); 3) [–3; u). 1.28. E(y)  [2; u).

1.31. 1) {0}; 2) {0}; 3) [0; 2]; 4) (0; 2]; 5) [1; u); 6) .

1.32. 1) {0}; 2) (0; 6]; 3) [3; u). 1.35. 5 ôëàêîíіâ.

2.20. 1) Ñïàäàє íà (–u; 1], çðîñòàє íà [1; u); 2) çðîñòàє
íà (–u;2], ñïàäàє íà [2; u). 2.21. 1) Çðîñòàє íà (–u; 3], ñïà-
äàє íà [3; u); 2) ñïàäàє íà (–u; –4], çðîñòàє íà [–4; u).
2.22. 2) t  2; 3) çðîñòàє íà [0; 1], ñïàäàє íà [1; 2]; 4) 4 ì.
2.23. 1) Íі ïàðíà, íі íåïàðíà; 2) ïàðíà; 3) íåïàðíà; 4) íі ïàð-
íà, íі íåïàðíà; 5) ïàðíà; 6) íåïàðíà; 7) íі ïàðíà, íі íåïàðíà;
8) ïàðíà; 9) ïàðíà; 10) íі ïàðíà, íі íåïàðíà; 11) ïàðíà; 12) íå-
ïàðíà. 2.24. 1) Íåïàðíà; 2) íі ïàðíà, íі íåïàðíà; 3) ïàðíà;
4) íі ïàðíà, íі íåïàðíà; 5) íåïàðíà; 6) íі ïàðíà, íі íåïàðíà;
7) ïàðíà; 8) íі ïàðíà, íі íåïàðíà; 9) ïàðíà. 2.25. 1) Íі; 2) òàê;
3) íі; 4) òàê. 2.26. 1) Òàê; 2) íі; 3) íі; 4) òàê. 2.28. 1) Íåïå-
ðåðâíà íà ïðîìіæêàõ (–u; 1) і (1; u); x  1 – òî÷êà ðîçðèâó;
2) íåïåðåðâíà íà (–u; u). 2.29. 1) Íåïåðåðâíà íà ïðîìіæ-
êàõ (–u; 0) і (0; u); x  0 – òî÷êà ðîçðèâó; 2) íåïåðåðâíà
íà (–u; u). 2.30. Ñïàäàє íà (–u; –4], çðîñòàє íà [–4; u).
2.31. Ñïàäàє íà ïðîìіæêàõ (–u; 0] і [2; u), çðîñòàє íà 
ïðîìіæêó [0; 2]. 2.32. 1) Íåïàðíà; 2) íі ïàðíà, íі íåïàðíà;
3) ïàðíà; 4) íåïàðíà. 2.33. 1) Ïàðíà; 2) íі ïàðíà, íі íåïàðíà; 
3) íåïàðíà; 4) ïàðíà. 2.34. 1) Íåïàðíà; 2) ïàðíà; 3) íåïàðíà; 
4) íåïàðíà. 2.35. 1) a  5; 2) a  3. 2.36. 1) a  1; 2) a  –3. 
2.37. 11 880 ãðí.

3.22. 1) 1; 2) –5. 3.23. 1) 0,05; 2) 4. 3.24. 1) 40; 2) 162; 
3) –352; 4) –12,5. 3.25. 1) 54; 2) 80; 3) –486; 4) –200.
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3.26. 1) 0 J x J 2; 2) x – áóäü-ÿêå ÷èñëî; 3) x J –4, x I 2;
4) x J –2, x I 2. 3.27. 1) x J –3, x I 0; 2) x – áóäü-ÿêå 
÷èñëî; 3) –1 J x J 3; 4) –1 J x J 1. 3.28. 1) , ; 

2) ; 3) ; 4) , ; 5) ; 6) . 

3.29. 1) , ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) , 

; 6) . 3.30. 1) 1 і 2; 2) –1 і 0; 3) 2 і 3; 
4) –2 і –1. 3.31. 1,4 ì; 1,96 ì2. 3.32. 20%. 3.33. 10%.
3.34. 1) , ; 2) , ; 3) íåìàє ðîçâ’ÿçêіâ;

4) , , , .3.35. 1) , ; 2) , 

; 3) íåìàє ðîçâ’ÿçêіâ; 4) , , , 

. 3.36. 1) . 3.37. . 

3.38. 1) ßêùî a I –1, òî , ; ÿêùî a  –1, 

òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; 2)  äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ a; 
3) ÿêùî a  0, òî x – áóäü-ÿêå ÷èñëî; ÿêùî a  0, òî , 

; 4) ÿêùî a J 0, òî ðîçâ’ÿçêіâ íåìàє; ÿêùî a  0, òî 

, . 3.39. 10 Ñ.

4.21. 1) 45; 2) 108; 3) ; 4) . 4.22. 1) 98; 2) 72; 3) ; 

4) . 4.23. 1) 6; 2) 6; 3) 245; 4) 28. 4.24. 1) 15; 2) 6; 3) 36;

4) 18. 4.25. 1) 5; 2) 2; 3) 2; 4) 2. 4.26. 1) 3; 2) 3. 4.27. 1) 8a; 

2) ; 3) ; 4) . 4.28. 1) ; 2) ; 3) ; 4) .

4.29. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 4.30. 1) ; 
2) ; 3) ; 4) 2. 4.31. 1) ; 2) ; 3) ; 4) 2. 

4.32. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) ; 

6) . 4.33. 1) ; 2) ; 3) ; 4) .

4.34. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) ; 6) .

4.35. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 4.36. 1) ; 

2) ; 3) ; 4) . 4.37. 1) ; 

2) ; 3) ; 4) . 4.38. 1) ; 

2) . 4.39. 1) ; 2) . 4.40. 1) ; 2) ; 
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3) ; 4) ; 5) ; 6) . 4.41. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 

5) ; 6) . 4.42. 1) ; 2) . 4.43. 1) ; 

2) . 4.44. 1) ; 2) ; 

4) . 4.45. 1) ; 2) . 4.46. 1) ; 

2) . 4.47. 1) ; 2) . 4.48. 1. 4.49. 1.

4.50. 1) ; 2) . 4.51. 1) ; 2) . 4.52. 2320 ãðí.

5.20. 1) 16; 2) 0,5; 3)5 3; 4) 1475. 5.21. 1) 32; 2) 216;
3) 63,5; 4) 36. 5.22. 1) ; 2) ; 
3) ; 4) . 5.23. 1) ; 
2) ; 3) ; 4) . 5.24. 1) ; 2) . 5.25. 1) ; 
2) . 5.26. 1) 1; 2) 27; 3) 2; 4) 1; 5) 0,5; 6) 1,2. 5.27. 1) 1;

2) 4; 3) 9; 4) 1; 5) ; 6) 1,5. 5.28. 1) ; 2) ; 3) ; 

4) . 5.29. 1) ; 2) ; 3) ; 4) .

5.30. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 5.31. 1) ; 

2) . 5.32. ; 16. 5.37. 1) ; 2) ; 3) ; 

4) ; 5) ; 6) . 5.38. 1) ; 2) ; 3) ; 

4) 5.39. 1) ; 2) . 5.40. 1) ; 

2) . 5.41. 1) ; 2) . 5.42. 1) ; 2) .

5.43. Â ê à ç і â ê à. Çíà÷åííÿ âèðàçó äîðіâíþє . 5.44. Â ê à -

ç і â ê à. Çíà÷åííÿ âèðàçó äîðіâíþє . 5.45. ; 2,1.

5.46. Íà 20 %.

6.12. 1) 28; 2) 1; 3) ; 4) 3; 3; 5) 9; 3; 6) 1; 2. 
6.13. 1) 62; 2) 4; 3) 2; 2; 4) 1; 3. 6.14. 1) ; 
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2) . 6.15. 1) ; 2) . 6.18. 1) 1; 7;
2) 5; 5. 6.19. 1) 2; 8; 2) 11; 11. 6.20. 16. 6.21. 1.
6.23. 8 øîêîëàäîê.

Ðîçä іë 2

7.19. 1) 310; 770; 2) 520; 560. 7.20. 1)   120; 
2)   290; 3)   70; 4)   50. 7.23. 1)   450; 
2)   450 i   630; 3)   360;   540 i   720; 
4)   540. 7.24. 1)   90; 2)   0 i   360. 7.27. 1) 0,75; 

2) 0,5; 3) 0,25; 4) 4. 7.28. 1) 0,25; 2) 0,5; 3) ; 4) 2. 

7.29. 1) ; 2) ; 3) ; 4) 1. 7.30. 1) ; 2) 1. 

7.31. 1) 2; 2) 1. 7.32. 1) 2; 2) 1. 7.33. ; . 
7.34. 28 óïàêîâîê.

8.18. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) ; 6) . 8.19. ; ; . 

8.20. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 

8.21. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 

8.22. 1) ; 2) 12,25; 3) 4; 4) 0. 8.23. 1) 9; 2) ; 3) 0; 4) 2. 

8.24. 1) ; 0; 4; 2) 2; . 8.25. 1) 2; 1,5; 2; 2) ; 

1,5; 1. 8.26. 1) 8; 2) 16. 8.27. 1) ; 2) . 8.28. 1) ; 

2) 1. 8.29. 1) . 

8.30. 1) ; 2) . 8.33. 2) 31 ëèï-

íÿ 1965 ð.

9.20. 1) 0; 2; 2) 1; 3; 3) 4; 5; 4) 3; 2. 9.21. 1) 4; 2; 
2) 2; 0; 3) 1; 2; 4) 1; 2. 9.22. 1) Íі; 2) òàê. 9.23. 1) IV; 2) II;

3) III; 4) IV. 9.24. 1) II; 2) I; 3) III; 4) IV. 9.25. 1) ; 2) 21.

9.26. 1) 4,5; 2) 7. 9.27. 1) , ; 2) , . 
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9.28. 1) , ; 2) , . 9.29. 1) [7; 1];

2) [1; 5]. 9.30. 1) [5; 9]; 2) [1; 9]. 9.31. 1) Íі ïàðíà, íі íå-
ïàðíà; 2) íåïàðíà. 9.32. 1) Ïàðíà; 2) íі ïàðíà, íі íåïàð-
íà. 9.33. 1) 0; 2) ; 3) 0; 4) . 9.34. 1) I àáî III;
2) III àáî IV; 3) I àáî IV; 4) II àáî IV. 9.35. 1) II àáî IV;
2) I àáî IV; 3) III àáî IV; 4) I àáî III. 9.36. 1) ; 
2)  àáî . 9.37. 1) ; 2) . 9.38. 14 ïà÷îê.

10.22. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 5) ; 

6) . 10.23. 1) ; 2) ; 3) ; 4) ; 

5) ; 6) . 10.26. 1) ; 2) 0. 10.27. 1) ; 

; 2) ; . 10.28. 1) ; 

; 2) ; . 10.29. 1) ; 

; ; 2) ; 

; . 10.30. 1) ; 

; ; 2) ; ; 

. 10.31. 1) ; 2) .

10.32. 1) ; 2) . 10.35. 0,18. 10.36. 24.
10.37. 1) 2; 2) 1,5. 10.38. 19. 10.39. Â ê à ç і â ê à. 1) Çíà-

÷åííÿ âèðàçó äîðіâíþє ; 2) çíà÷åííÿ âèðàçó äîðіâíþє 0.

10.40. 1) 3; 4; 2) íàéáіëüøîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ íå іñ-
íóє. 10.41. [3; 7]. 10.42. 1) 3780 Âò; 2) 2,7 ãðí.

11.11. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 11.12. 1) ; 

2) ; 3) ; 4) . 11.13. 1) ; 2) ; 3) ; 

4) . 11.14. 1) ; 2) ; 3) ; 4) .
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11.15. 1) 2; 2) . 11.16. 1) 1; 2) 1,25. 11.17. 1) 1; 2) 0;
3) 1; 4) 1. 11.18. 1) 1; 2) 0; 3) 1; 4) 1. 11.19. 1) ; 2) 1; 
3) 1; 4) . 11.20. 1) ; 2) 0. 11.23. 1) 0,8; 2) 0,8; 
3) 0,6 àáî 0,6; 4) 0,6 àáî 0,6. 11.24. 1) 0,6; 2) 0,8. 

11.25. ; . 11.26. ; . 

11.29. 6000 ãðí.

12.12. 1) , ; 2) , ÿêùî 

; , ÿêùî , ; 3) çðîñòàє 

íà ïðîìіæêàõ , ; ïðîìіæêіâ ñïà-

äàííÿ íåìàє. 12.13. 1) , ; 2) , ÿêùî 

, ; , ÿêùî 

; 3) ïðîìіæêіâ çðîñòàííÿ íåìàє; ñïàäàє íà ïðîìіæêàõ

, . 12.14. 1) Íі; 2) íі; 3) òàê; 4) íі. 

12.15. 1) , ; 2) , . 12.16. 1) , 

; 2) , . 12.17. 1) ; 

2) ; 3) ; 4) . 
12.18. 1) ; 2) ; 
3) ; 4) . 

12.19. 1) , ; 2) , 

. 12.20. 1) , ; 

2) , . 12.23. , . 

12.24. , . 12.25. 1) 0, ÿêùî   àáî ; 2, 

ÿêùî  àáî ; 2) 2, ÿêùî   àáî ; 4, ÿêùî

. 12.27. 845 ãðí.
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13.23. 1) ; 2) ; 3) ; 4) .

13.24. 1) ; 2) ; 3) ; 4) .

13.27. 1) 1; 2) . 13.28. 1) 1; 2) . 13.29. 1) ; 2) .

13.30. 1) ; 2) . 13.31. 1) 0,6; 2) 0,352.

13.32. 1) 0,6; 2) 0,352. 13.36. . 13.37. . 13.40. 1) 1; 1;

2) 2; 2. 13.41. 1) [1; 1]; 2) [2; 2]. 13.42. 400 Ê.

14.21. 1) ; 2) ; 

4) . 14.22. 1) ; 

3) ; 4) . 14.23. 1) ; 2) ; 3) ; 

4) ; 5) 6) . 14.24. 1) ; 

2) ; 3) ; 4) ; 5) 

6) . 14.25. 1) 2; 2) . 14.26. 1) ; 2) .

14.27. . 14.28. 0,96. 14.29. 1) ; 2) ; 3) ; 4) .

14.30. 1) ; 2) ; 3) ; 4) . 14.31. 1) Òàê; 2) íі. 14.32. 1) Íі;

2) òàê. 14.33. 1) ; 2) 4; 3) 2; 4) . 14.34. 1) 2; 2) .

14.37. 0,84. 14.38. 0,96. 14.40. 1) ; 2) .

14.41. 1) ; 2) . 14.42. ; .

14.43. 28 ãðí.

15.15. 1) ; 2) . 15.16. 1) ; 2) .
15.18. Â ê à ç і â ê à. Âèêîðèñòàòè îäíó ç ôîðìóë çâåäåííÿ,
íàïðèêëàä,   àáî , òà âè-

êîíàòè äіþ іç îäíîéìåííèìè ôóíêöіÿìè. 15.22. 1) ; 
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2) 15.23. 1) ; 

2) . 15.24. Â ê à ç і â ê à. Ñïî÷àòêó ïîíèçèòè ñòå-

ïіíü. 15.28. Â ê à ç і â ê à. 2), 3) Âèíåñòè çà äóæêè 2. 4) Âèíå-

ñòè çà äóæêè 4. 15.35. 1) ; 2) . 15.36. 1) ; 

2) . 15.37. 1) ; 2) 2. 15.38. 1) ; 2) 2. 15.39. 1) 1; 

2) ; 3) ; 4) . 15.40. 1) 1; 2) . 

15.43. 21 480 ãðí.

16.17. 1) , ; 2) , ; 

3) , ; 4) , . 16.18. 1) , 

; 2) , . 16.19. 1) , ; 
2) , . 16.20. 1) , ; 

2) , . 16.21. 1) , ; 

2) ,   àáî , . 16.22. 1) , 

; 2) , . 16.23. 1) , ; 

2) , . 16.24. 1) ; 2) ; 

3) ; 4) ; 5) ; 6) .

16.25. 1) ; 2) , ; 

3) ; 4) , .

16.26. 1) , ; 2) , ; 

3) , ; 4) , .

16.27. 1) , ; 2) , .
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16.28. 1) ; 2) , .

16.29. 1) ; 2) . 16.30. 1) ; 2) . 16.31. ; .

16.32. 1) ; ; ; .

16.33. 1) ; 2)   i . 16.34. 1060 ãðí.

Ðîçä іë 3

17.13. 1) 12; 2) –20; 3) 44; 4) 1. 17.14. 1) 5; 2) 48; 3) 85;

4) 5. 17.15.  2) 2; 3) 3; 17.16. 1) –5;  3) 12; 4) 2.

17.19. 1) –4,5; 2) 0,5. 17.20. 1) 1,6; 2) 1,5. 17.21.  Âêàçіâ-

êà. Äîìíîæèòè ÷èñåëüíèê і çíàìåííèê äðîáó íà

17.22. Âêàçіâêà. Äîìíîæèòè ÷èñåëüíèê і çíàìåííèê äðî-

áó íà 17.23. 30 ãðí.

18.13. 1) g(1)  5; 2) g(–2)  –4. 18.14. 1) f(–1)  –9; 

f(2)  5. 18.15. f(õ0) < g(õ0). 18.16. 1) 3õ2  õ3; õ1  0; õ2  3;

18.17. 1) õ2  2õ; õ1  0; õ2  2;

õ  16. 18.18. 8õ I 3õ2; 18.19. f(3)  f(–3).

18.20. 18.21. 1) t(2)  –2; 18.22. 1) f(3)  0;

18.23. 1) f(õ)  –7; g(õ)  3 + 2õ. 18.24. 1) f(õ)  2;

2) f(õ)  2õ – 5. 18.25. 2õ + 3õ2 – 5 > 0;  àáî õ > 1.

18.26. |2õ|  õ2; õ1  0; õ2  2; õ3  –2. 18.27. 300 ãðí.

19.13. 19.14. 19.15. t  3 ñ. 19.16. t  4 ñ.

19.17. õ0  2; õ0  –2. 19.18. õ0  3; õ0  –3. 19.19.
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19.20. 19.21. ó  –2õ – 1. 19.22. 1) ó  –õ – 2; 

3) 2 îä2. 19.23. 1) ó  3õ + 2;  îä2. 19.24. (–0,5; –2). 

19.25. Ïîäàòîê, ùî ñïëà÷óє äèðåêòîð, çáіëüøèâñÿ íà 709 ãðí,
à ïîäàòîê, ùî ñïëà÷óє ìåíåäæåð, çáіëüøèâñÿ íà 450 ãðí.

20.25. 1) õ  k, k  Z; 2) õ  3. 20.26. k  Z; 

2) õ  –4. 20.27. õ > –2. 20.28. õ J 5. 20.31. 18. 20.32. 10. 
20.35. g(2)  –4; g(0)  –4. 20.36. f(0)  –1; f(–2)  –1. 

20.39. 1) –3; –1; 20.40. 1) –1; 5; 20.41. 1) t  5;

2) t  2. 20.42. 1) t  7; 2) t  4. 20.43. (2; 5). 20.44. (–3; –15). 

20.45. k  Z. 20.46.  Z. 20.48. õ1  1; 

20.49. õ1  1; õ2  –2. 20.50. ó  –2õ + 4. 

20.51. ó  2õ – 3. 20.52. õ1  6; õ2  2.

20.53.  Z. 20.54. k  Z. 20.55.

20.56. 20.57. ó  31 – 5õ. 20.58. ó  6õ – 7. 20.59. Ðîçâ’ÿç-

êè ðіâíÿííÿ õ1  0; õ2  1. 20.60. Ðîçâ’ÿçêè ðіâíÿííÿ õ1  0;

õ2  3. 20.61. õ0  arccos . 20.62. k  Z. 20.63.

k  Z. 20.64. 20.65. Çà 8 ãîäèí.

21.13. k  Z; 2) õ1  1; õ2  3. 

21.14.  Z; 2) õ1  1; õ2  –3. 21.15. Çðîñòàє 

íà  і íà [2; +), ñïàäàє íà  2) çðîñòàє íà R; 

3) ñïàäàє íà R; 4) çðîñòàє íà (–; –5] і íà [5; +), ñïàäàє íà

[–5; 0) і íà (0; 5]. 21.16. Çðîñòàє íà (–; –1] і íà  ñïà-

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має 
Міністерство освіти і науки України https://mon.gov.ua та Інститут модернізації змісту освіти  https://imzo.gov.ua/



371

äàє íà  2) çðîñòàє íà R; 3) ñïàäàє íà R; 4) çðîñòàє íà

(–; –1] і íà [1; +), ñïàäàє íà [–1; 0) і íà (0; 1]. 21.19. Çðî-
ñòàє íà ïðîìіæêàõ (–; –3,5) і (–3,5; +); 2) çðîñòàє íà ïðî-
ìіæêàõ (–; –6] і [2; +), ñïàäàє íà ïðîìіæêàõ [–6; –4) і 
(–4; 2]; 3) çðîñòàє íà [0; 1], ñïàäàє íà [1; +); 4) çðîñòàє íà

k  Z; ñïàäàє íà k  Z.

21.20. 1) Ñïàäàє íà 2) ñïàäàє íà (–; 2]

і [6; +), çðîñòàє íà [2; 4) і (4; 6]; 3) ñïàäàє íà [0; 1], çðî-

ñòàє íà [1; +); 4) çðîñòàє íà k  Z; ñïàäàє 

íà k  Z. 21.21. 1) à  0; 2) à  [–2; 2].

21.22. à  [–4; 4]. 21.25. 1) Íі; 2) òàê. 21.26. 1) Íі; 2) òàê.
21.27. Íàïðèê  ëàä, õ1  [–2; –1]; õ2  [0; 1]. 21.28. 180 ãîäèí.

22.11. 1) Íåìàє òî÷îê åêñòðåìóìó; 2) õmax  –3; õmin  3; 
3) õmin  –1; õmax  1; 4) õmax  4. 22.12. 1) Íåìàє òî÷îê
åêñòðåìóìó; 2) õmax  –6; õmin  6; 3) õmin  –2; õmax  2;
4) õmin  1. 22.13. 1) õmin  0; ómin  ó(0)  0; õmax  2;
ómax  ó(2)  16; õmin  4; ómin  ó(4)  0; 2) õmin  2;

ómin  ó(2)  –1; 3) õmax  0; ómax  ó(0)   4) íåìàє òî÷îê

åêñòðåìóìó. 22.14. 1) õmin  –2; ómin  ó(–2)  0; õmax  –1;
ymax  y(–1)  1; õmin  0; ymin  y(0)  0; 2) õmax  –3;
ómax  ó(–3)  –1; 3) õmax  0; ómax  ó(0)  0; 4) íåìàє òî-

÷îê åêñòðåìóìó. 22.15. k  Z; 

 Z. 22.16. k  Z;  Z.

22.17. õmin  –3; ómin  ó(–3)  –162; õmax  3; ómax  ó(3)  162.
22.18. õmin  –1; ómin  ó(–1)  –2; õmax  1; ómax  ó(1)  2.

22.19. à  [–2; 2]. 22.20. 1,25 ì.

23.5. 1) Ìàë. 1; 2) ìàë. 2; 3) ìàë. 3; 4) ìàë. 4. 23.6. 1) Ìàë. 5;
2) ìàë. 6; 3) ìàë. 7; 4) ìàë. 8. 23.7. 2) Îäèí. 23.8. 2) Òðè. 
23.9. 1) Ìàë. 9; 2) [–5; 3]. 23.10. 2) [–6; 3]. 23.11. 1) Ìàë. 10;
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2) ìàë. 11. 23.12. 1) Ìàë. 12; 2) ìàë. 13. 23.13. 2) (–; 1].
23.14. 2) [–4; +). 23.15. 2) ßêùî à < –1 àáî à > 7, òî íåìàє
ðîçâ’ÿçêіâ; ÿêùî à  –1, à  0 àáî à  7, òî îäèí ðîçâ’ÿçîê; 
ÿêùî –1 < à < 0 àáî 0 < à < 7 – äâà ðîçâ’ÿçêè.

          

         Ìàë. 1             Ìàë. 2           Ìàë. 3

          

        Ìàë. 4             Ìàë. 5            Ìàë. 6

         

              Ìàë. 7                 Ìàë. 8

23.16. 2) íі. 23.17. 2) [–32; +); 3) à I –12. 

23.18. 1,2 ñ.
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              Ìàë. 9                     Ìàë. 10

 

     Ìàë. 11           Ìàë. 12             Ìàë. 13

24.7. 8 + 8. 24.8. 5 + 5.
24.9.

24.10.
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24.11.  (ì);  (ì).

24.12.  (ì);  (ì).

24.13. 18 + 6. 24.14. 12 + 6. 24.15. Êâàäðàò çі ñòîðîíîþ 4 ñì. 
24.16. Îáèäâà êàòåòè ïî 6 ñì.

24.17.

24.18. . 

24.19.  (ì/ñ),  (ì/ñ).

Âêàçіâêà. Ñïî÷àòêó çíàéäіòü øâèäêіñòü v(t)  s(t).
24.20.   (ì/ñ),  (ì/ñ).

24.21.

24.22.

24.23. Ñòîðîíà îñíîâè 2 ì, âèñîòà 1 ì. 24.24. 10 ñì.
24.25. 1200 ãðí, òðåáà çàìîâèòè ó ôіðìі B 30 ñêëÿíèõ ïðÿìî-
êóòíèêіâ íà ñóìó 1200 ãðí, òîäі ðіçêà áóäå áåçêîøòîâíîþ, òà 
ùå é 2 ñêëà çàëèøèòüñÿ ïðî çàïàñ.

×àñòèíà II. ÃÅÎÌÅÒÐІß

Ðîçä іë 1

1.28. Íі. 1.29. Íі. 1.31. 1) ; ; ; 
; ; ; ; ; 
; 2) ; ; 3) A, B i E; 

4) EC. 1.32. 1) C1, M i M C; 2) ADC i DCC1; 3) ; 
; 4) BC. 1.37. Íі. 1.38. 1) Â ê à ç і â ê à. 

, äå Ð – òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõ AD i KL; 
2) ÿêùî . 1.43. Â ê à ç і â ê à. Íåõàé P – òî÷êà ïåðåòèíó 
ïðÿìèõ BC i MN; AP – øóêàíà ïðÿìà. 1.44. Â ê à ç і â ê à. Íå-
õàé F – òî÷êà ïåðåòèíó ïðÿìèõF AD i KL; CF – øóêàíà ïðÿìà. F
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1.45. 2) Îäíó. 1.46. Áåçëі÷. 1.47. Îäíó àáî òðè. 1.48. Òàê.
1.49. Òàê. 1.50. Íі. 1.51.  88,6 ñì. 

2.13.  ñì. 2.14.  ñì. 2.20. 2)  ñì.
2.21. 2)  ñì. 2.27. Íі. 2.28. Òàê. 2.29. 9 ñì. 2.30. 25 ñì.
2.33. 20 ñì. 2.34. 6 ñì. 2.35. 1) Áåçëі÷; 2) æîäíîї; 3) áåçëі÷.
2.36. 7 ñì. 2.37. 4 ñì. 2.38. 5 ñì. 2.39. 6 ñì. 2.40. 1) Ïàðàëåëî-
ãðàì; 2)  ñì. 2.41. 24 ì і 42 ì.

3.9. 1) Ïëîùèíà àáî ïðÿìà; 2) âіäðіçîê àáî òî÷êà; 3) äâі ïà-
ðàëåëüíі ïðÿìі, àáî îäíà ïðÿìà, àáî äâі òî÷êè. 3.10. 1) Ïðÿìà
àáî òî÷êà; 2) ïðîìіíü àáî òî÷êà; 3) äâà ïàðàëåëüíèõ âіäðіçêè,
àáî äâà âіäðіçêè îäíієї ïðÿìîї, àáî îäèí âіäðіçîê, àáî äâі òî÷-
êè. 3.11. 1) Òàê; 2) íі; 3) òàê; 4) íі. 3.12. 1) Òàê; 2) òàê; 3) íі;
4) òàê. 3.22. Íі. 3.23. Òàê; 89 і 91. 3.37. 6 ì.

4.8. Íі. 4.25. . 4.26. . 4.27. 14 ñì. 4.28. 18 ñì.
4.30. 2)  ñì; 3) DMNC – òðàïåöіÿ. 4.31. 2)  ñì; 
3) BTPC – òðàïåöіÿ. 4.32. Ïðÿìà m ïåðåòèíàє ïëîùèíó .
4.33. Ïðÿìà d ìîæå íàëåæàòè ïëîùèíі , à ìîæå її ïåðåòèíà-
òè. 4.34. 2) Ïàðàëåëüíі; 3) , ; 4) 22 ñì.
4.35. 2) Ïàðàëåëüíі; 3) , ; 4) 26 ñì.
4.38. Ïàðàëåëüíі. 4.39. 1) Ïðÿìà, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó L
ïàðàëåëüíî äî ïðÿìîї AB; 2) ïàðàëåëüíі. 4.40. 1) Ïðÿìà, ùî
ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó M ïàðàëåëüíî äî ïðÿìîї AB; 2) ïàðà-
ëåëüíі. 4.41. 3,375 êì.

5.38.  ñì. 5.39. 16 ñì. 5.40. 12 ñì. 5.43. 2) Ïðÿ-
ìîêóòíèê; 3) 60 ñì2. 5.44. 2) Ïàðàëåëîãðàì; 3) ADC  50.
5.45. 1) Â ê à ç і â ê à. ; 2)   ñì. 5.46. Â ê à ç і â ê à.
Äîâåäіòü, ùî . 5.47. 1) 15 ñì,
15 ñì, 24 ñì; 2) 108 ñì2; 3) Òàê. .

5.48. 1) 8 ñì, 10 ñì, 6 ñì; 2) 24 ñì2. 5.49. 11 ðóëîíіâ.

Ðîçä іë 2

6.20. ñì. 6.21.   ñì. 6.24. 1) 13 ñì; 2) .

6.25. 1) 15 ñì; 2) . 6.26.   ñì. 6.27. 16 ñì.
6.28. 4a ñì. 6.29. b ñì. 6.30. 2 ñì; 4 ñì; 4 ñì. 6.31. Âñі âіä-
ñòàíі ïî 2 ñì. 6.34. . 6.35. . 6.37. 1) Òî÷-
êà O – ñåðåäèíà ãіïîòåíóçè ÀÂ; 2) 12 ñì. 6.38. 1) Òî÷êà O –
öåíòð òðèêóòíèêà; 2) 2 ñì. 6.39. 1) 3 ñì; 2) 27 ñì. 6.40. 9 ñì.
6.41. 1)  ñì; 2)   ñì2. 6.42. 7 ñì. 6.43. 65 ñì. 6.44.

 ñì. 6.45. 40 ñì àáî 26 ñì. 6.48. 30 ì.

7.12. 15 ñì. 7.13. 10 ñì. 7.14. 1) 6 ñì,  ñì,  ñì;
3) 10 ñì. 7.15. 1)  ñì, 4 ñì, 4 ñì; 3)  ñì. 7.16.  ñì;
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ñì. 7.17.  ñì. 7.18. 5 ñì. 7.19.  ñì. 
7.24. 10 ñì. 7.25. 10 ñì. 7.26. 1 ñì, 5 ñì,  ñì. 
7.27. 10 ñì, 14 ñì,  ñì. 7.28.  ñì,  ñì. 
7.29. Ïðÿìîêóòíèé; . 7.31. Ïîõèëі ïî  ñì, âіä-
ñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè – 2 ñì. 7.32. Ïðîåêöії ïîõèëèõ –

ïî 2 ñì, âіäñòàíü âіä òî÷êè äî ïëîùèíè –  ñì. 7.33. 6,5 ñì. 

7.34. 12 ñì. 7.41. . 7.42. 45. 7.43.  ñì àáî  ñì. 

7.44.  ñì àáî  ñì. 7.45. 5 ñì. 7.46. 6,6 ñì. 7.47. 32,5 ñì. 
7.48. 60 ñì. 7.49. Ïî 5 ñì. 7.50. 5 ñì. 7.51. 4 áàíêè.

8.9.  ñì,  ñì. 8.10.  ñì,
ñì. 8.11. 4 ñì. 8.12. 6 ñì. 8.13. 6 ñì. 8.14. 5 ñì.

8.16. 45. 8.17. 30. 8.20. 7 ñì. 8.21. 7 ñì. 8.22. 45. 
8.24. 70. Â ê à ç і â ê à. Êóò ìіæ ïðÿìèìè íå áіëüøèé çà 90. 
8.25. 90. 8.26. 6 ñì. 8.27. 17 ñì. 8.30. 6 ñì. 8.31. 16 ñì. 

8.32.  ñì. 8.33. 13 ñì. 8.34. 1) Ïî  ñì; 2) . 

8.35. 1)  ñì; 2) . 8.36. 45. 8.37. 30. 8.38. 25 ñì. 8.39. . 

8.40. , ÿêùî . 8.41. 42 ãà.

9.13. 15 ñì. 9.14. 5 ñì. 9.15. 5 ñì. 9.16. 15 ñì. 9.17. . 

9.18. . 9.19. 7 ñì і 9 ñì. 9.20. 6,5 ñì і 7,5 ñì. 9.23. 5 ñì. 

9.24. 16 ñì. 9.25.  ñì2. 9.26. 4 ñì. 9.27. 12 ñì. 
9.28. 12 ñì і 37 ñì. 9.29.  ñì; 11 ñì. 9.32. 2,6 ñì.
9.33. 4 ñì. 9.34. 24 ñì. 9.35. 96 ñì. 9.36. Â ê à ç і â ê à. Íåõàé 

 і   – äіàãîíàëі ïàðàëåëîãðàìà, òîäі ; 
. 9.37. 300.

10.25.  ñì. 10.26.  ñì. 10.27. 1)  ñì; 2) ; 

3) . 10.28. 1) 8 ñì; 2) 0,8; 3)  ñì2. 10.29. 60. 10.30. 60. 

10.31. Äî 4-õ. 10.32. 30. 10.33.  ñì. 10.34.  ñì2. 

10.35. ñì2. 10.36. . 10.37. . 10.38. 1)  ñì; 

2) ñì2. 10.39. 1) 3 ñì; 2)  ñì2. 10.40. 7 ñì àáî  ñì. 
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10.41.  ñì àáî 7 ñì. 10.42. 45. 10.43. 60. 10.44. Ïî 45.
10.45. 45. 10.46. 1,5 ì.

Ðîçä іë 3

11.11. Îñі z. 11.12. B і C. 11.13. M і K. 11.22. A.
11.23. AC  BC. 11.24. 3. 11.25. 7. 11.26. (9; 0; 0) àáî (–7; 0; 0).
11.27. (0; 0; 6) àáî (0; 0; –6). 11.28. (0; 2; 0). 11.29. (1; 0; 0).
11.30. A(–3; 2; 3). 11.31. C(6; –9; –3), D(5; –6; –5). 11.32. 2) .
11.34. (0; 2; 5); (9; –4; –1). 11.35. Òàê, A ëåæèòü ìіæ B і C.
11.36. M ìіæ N і K. 11.37. 1) (–9; 0; 0); (0; 12; 0); (0; 0; 16);
2) 20; ; 15. 11.38. 690,5 ì.

12.22. 1) ; 2) . 12.23. 1)  2) .

12.26. . 12.27. . 12.28. . 12.29. .

12.30. . 12.31. . 12.32. m  4; n  3. 12.33. a  7; b  5.

12.34.  17,4 ì. 

13.33. Âêàçіâêà. Äîâåäіòü, ùî . 13.34. Âêàçіâêà.
Äîâåäіòü, ùî . 13.35. z  2 àáî z  –2. 13.36. y  3
àáî y  –3. 13.37. D(2; 6; –9). 13.38. K(2; 4; 1). 13.39. .

13.40. . 13.41. 1) m  6; n  –3; ; 2) m  0; n  2;

. 13.42. 1) m  –4; n  –2; ; 2) m  3; n  0; 

13.45. (2; 3; 1). 13.46. (2; 2; 5) àáî (–4; –4; –1). 13.47. x  4;
y  6. 13.48. x  2; z  –2. 13.49. Âêàç іâêà. Ðîçãëÿíüòå âåê-

òîðè і . 13.50. Âêàçіâêà. Ðîçãëÿíüòå, íàïðèêëàä, âåê-

òîðè  і . 13.51. 2,23 ì2.

14.13. m  –7. 14.14. n  4. 14.15. 60. 14.16. 120.

14.17. cosAss  ; cosB  cosC  . 14.18. 45. 14.19. 1) 0; 

2) 45; 3) 180; 4) 120. 14.20. 1) –3; 2) 1; 3) –12; 4) 17. 14.21.
1) 1; 2) 0; 3) 5; 4) –10. 14.22. 1), 3), 4), 6) Òàê; 2), 5) íі.
14.23.1) 1; 2) 7. 14.24. 1) 1; 2) . 14.28. –0,5. 14.29. –6,5.
14.30. 1 200 000 ì3.

15.13. 1) (–1; 3; 2); 2) (1; 3; –2). 15.14. 1) (–3; 3; 2);
2) (3; –3; 2). 15.15. x  –2; y  –3; z  8. 15.16. x  2; y  –4;
z  –2. 15.17. 1) Ïàðàëåëüíі; 2) ïàðàëåëüíі; 3) ïåðåòèíàþòü-
ñÿ. 15.18. 1) Ïàðàëåëüíі; 2) ïàðàëåëüíі; 3) ïåðåòèíàþòüñÿ.
15.19. 250 îáåðòіâ.
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ÏÐÅÄÌÅÒÍÈÉ ÏÎÊÀÆ×ÈÊ

×àñòèíà I. ÀËÃÅÁÐÀ І ÏÎ×ÀÒÊÈ ÀÍÀËІÇÓ

Àëãîðèòì äîñëіäæåííÿ ôóíêöії
íà åêñòðåìóì  202
– – –  çðîñòàííÿ, ñïàäàííÿ 193
– – –  òà ïîáóäîâè її ãðàôіêà 207
–  çíàõîäæåííÿ íàéáіëüøîãî
і íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ ôóíê-
öії íà ïðîìіæêó 215

–  ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðèêëàäíèõ çà-
äà÷ íà çíàõîäæåííÿ íàéáіëü-
øîãî і íàéìåíøîãî çíà÷åííÿ
âåëè÷èíè 217

Àðãóìåíò ôóíêöії 6
Àðèôìåòè÷íèé êîðіíü n-ãî ñòå-
ïåíÿ  28
Àðèôìåòè÷íèé êóáі÷íèé êî-
ðіíü 29
Àðêêîñèíóñ 146
Àðêêîòàíãåíñ 147
Àðêñèíóñ 146
Àðêòàíãåíñ 146
Àñèìïòîòà 209

Âіä’єìíèé êóò ïîâîðîòó 68
Âèíåñåííÿ ìíîæíèêà ç-ïіä çíà-
êà êîðåíÿ 40
Âëàñòèâîñòі êîðåíÿ n-ãî ñòåïå-
íÿ 36–39
– ñòåïåíåâîї ôóíêöії 61
–  ñòåïåíÿ ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàç-

íèêîì 48
–  òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíê-

öіé 114, 115
Âíåñåííÿ ìíîæíèêà ïіä çíàê
êîðåíÿ 40

Ãåîìåòðè÷íèé çìіñò ïîõіä-
íîї 176
Ãðàíèöÿ ôóíêöії â òî÷öі 162
Ãðàôіê ôóíêöії 10
– – y  cos x 111
– – y  ctg x 112
– – y  sin x 110
– – y  tg x 111
– – y  xn 27
– – y  x 57–60

Ãðàôі÷íèé ñïîñіá çàäàííÿ ôóíê-
öії 9

Äèôåðåíöіþâàííÿ ôóíêöії 169
Äîäàòíèé êóò ïîâîðîòó 68
Äîñòàòíÿ óìîâà іñíóâàííÿ åêñ-
òðåìóìó 201
Äîòè÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії 176

Åêñòðåìóìè ôóíêöії 200

Çíàêè òðèãîíîìåòðè÷íèõ ôóíê-
öіé ïî ÷âåðòÿõ 87
Çðîñòàííÿ ôóíêöії 16

Êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ 28
– íåïàðíîãî ñòåïåíÿ 30
Êîñèíóñ êóòà 70, 71
Êîñèíóñîїäà 111
Êîòàíãåíñ êóòà 70,71
Êîòàíãåíñîїäà 113
Êðèòè÷íі òî÷êè ôóíêöії 192
Êóò ïîâîðîòó 68
Êóòîâèé êîåôіöієíò äîòè÷-
íîї 176

Ëîêàëüíèé åêñòðåìóì 200

Ìàêñèìóì ôóíêöії 199
Ìèòòєâà øâèäêіñòü ðóõó 175
Ìіíіìóì ôóíêöії 200
Ìíîæèíà çíà÷åíü ôóíêöії 7
– –  òðèãîíîìåòðè÷íîї ôóíê-

öії 85, 87
Ìîíîòîííіñòü ôóíêöії 17

Íàéáіëüøå çíà÷åííÿ ôóíê-
öії 214
Íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíê-
öії 214
Íàéìåíøèé äîäàòíèé ïå-
ðіîä 109
– – –  òðèãîíîìåòðè÷íîї ôóíê-

öії 109, 110, 115
Íàéïðîñòіøі òðèãîíîìåòðè÷íі
ðіâíÿííÿ 148–153
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Íåïåðåðâíà ôóíêöіÿ 19, 160

Îáåðíåíі òðèãîíîìåòðè÷íі ôóíê-
öії 145–147
Îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 6
– –  òðèãîíîìåòðè÷íîї ôóíê-

öії 84
Îäèíè÷íå êîëî 71
Îçíàêà çðîñòàííÿ, ñïàäàííÿ
ôóíêöії 191
– ñòàëîñòі ôóíêöії 191
Îêіë òî÷êè 199
Îñíîâíà òðèãîíîìåòðè÷íà òî-
òîæíіñòü 94
Îñíîâíі ñïіââіäíîøåííÿ ìіæ
òðèãîíîìåòðè÷íèìè ôóíêöіÿìè
îäíîãî àðãóìåíòó 94–96

Ïåðіîäè÷íіñòü òðèãîíîìåòðè÷-
íèõ ôóíêöіé 89
– ôóíêöіé 109
Ïіäêîðåíåâèé âèðàç 29
Ïîáóäîâà ãðàôіêіâ òðèãîíîìå-
òðè÷íèõ ôóíêöіé çà äîïîìîãîþ
ïåðåòâîðåíü 116
Ïîêàçíèê êîðåíÿ 29
Ïîõіäíà ôóíêöії â òî÷öі 168
Ïî÷àòêîâèé ðàäіóñ 68
Ïðàâèëà äèôåðåíöіþâàííÿ 181
–  îá÷èñëåííÿ ãðàíèöі ôóíêöії

â òî÷öі 162
Ïðàâèëî äëÿ çàïàì’ÿòîâóâàííÿ
ôîðìóë çâåäåííÿ 103
Ïðèðіñò àðãóìåíòó 167
– ôóíêöії 168
Ïðîìіæîê çðîñòàííÿ ôóíê-
öії 16, 190
– ìîíîòîííîñòі ôóíêöії 16, 190
– ñïàäàííÿ ôóíêöії 16, 190

Ðàäіàííà ìіðà êóòà 77
Ðàäèêàë 29
Ðіâíÿííÿ äîòè÷íîї äî ãðàôіêà
ôóíêöії 177
– cos t  a 148
– ctg t  a 153
– sin t  a 150
– tg t  a 152
– xn  a 30
– x  a 60

Ñåðåäíÿ øâèäêіñòü ðóõó 174
Ñèìåòðіÿ îáëàñòі âèçíà÷åííÿ
âіäíîñíî íóëÿ 18
Ñèíóñ êóòà 70, 71
Ñèíóñîїäà 111
Ñі÷íà äî ãðàôіêà ôóíêöії 175
Ñëîâåñíå çàäàííÿ ôóíêöії 10
Ñïàäàííÿ ôóíêöії 16
Ñïîñîáè çàäàííÿ ôóíêöії 8
Ñòåïåíåâà ôóíêöіÿ 57
– –  ç íàòóðàëüíèì ïîêàçíè-

êîì 26
Ñòåïіíü іç ðàöіîíàëüíèì ïîêàç-
íèêîì 46

Òàáëè÷íèé ñïîñіá çàäàííÿ ôóíê-
öії 9
Òàáëèöÿ ïîõіäíèõ 185
Òàíãåíñ êóòà 70, 71
Òàíãåíñîїäà 112
Òåîðåìà ïðî êîðіíü n-ãî ñòåïåíÿ
ç äîáóòêó 36
– – – – – ç äðîáó 37
– – – – – іç ñòåïåíÿ 38
– Ôåðìà 200
Òîòîæíі ïåðåòâîðåííÿ âèðàçіâ,
ùî ìіñòÿòü àðèôìåòè÷íèé êî-
ðіíü n-ãî ñòåïåíÿ 40
Òî÷êà åêñòðåìóìó 200
– ìàêñèìóìó 199
– ìіíіìóìó 200
– ðîçðèâó 20
Òðèãîíîìåòðè÷íі ôîðìóëè äîäà-
âàííÿ 121–123
– ôóíêöії êóòà 70, 71
– – ÷èñëîâîãî àðãóìåíòó 79

Ôіçè÷íèé çìіñò ïîõіäíîї 175
Ôîðìóëà êîñèíóñà ïîäâіéíîãî
êóòà 129
– – ðіçíèöі 121
– – ñóìè 121
– ðіçíèöі êîñèíóñіâ 138
– – ñèíóñіâ 138
– – òàíãåíñіâ 138
– ñèíóñà ïîäâіéíîãî êóòà 129
– – ðіçíèöі 122
– – ñóìè 122
– ñóìè êîñèíóñіâ 138
– – ñèíóñіâ 138
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– – òàíãåíñіâ 138
– òàíãåíñà ïîäâіéíîãî êóòà 129
– – ðіçíèöі 123
– – ñóìè 123
Ôîðìóëè çâåäåííÿ 102
–  ïåðåòâîðåííÿ äîáóòêó òðè-

ãîíîìåòðè÷íèõ ôóíêöіé â
ñóìó 140

– ïîëîâèííîãî êóòà 131, 132
– ïîíèæåííÿ ñòåïåíÿ 130, 131
Ôóíêöіÿ íåïàðíà 18
– íі ïàðíà, íі íåïàðíà 19
– ïàðíà 18
–, ùî çàäàíà ôîðìóëîþ 8

×èñëîâà ôóíêöіÿ 6

×àñòèíà II. ÃÅÎÌÅÒÐІß

Àáñîëþòíà âåëè÷èíà âåêòî-
ðà  333
Àáñöèñà òî÷êè 324
Àêñіîìà 225
– ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìèõ 226
Àêñіîìè ïëàíіìåòðії 225
– ñòåðåîìåò ðії 226, 227
Àïëіêàòà òî÷êè 325

Âåêòîð 332
Âçàєìíå ðîçìіùåííÿ äâîõ ïëî-
ùèí 268
– – – ïðÿìèõ ó ïðîñòîðі 237
– – ïðÿìîї і ïëîùèíè 259
Âіäñòàíü âіä ïðÿìîї äî ïëîùè-
íè 306
– –  òî÷êè äî ïëîùèíè 288, 306
– – – – ïðÿìîї 305
– ìіæ äâîìà òî÷êàìè 326
– ìіæ ïëîùèíàìè 307
Âіñü àáñöèñ 324
– àïëіêàò 324
– îðäèíàò 324
Âëàñòèâîñòі ïàðàëåëüíîãî ïðîåê-
òóâàííÿ 249, 250
– ïàðàëåëüíèõ ïëîùèí 270
–  ïåðïåíäèêóëÿðà і ïîõè-

ëîї 288, 289
–  ïðÿìîї і ïëîùèíè, ïåðïåíäè-

êóëÿðíèõ ìіæ ñîáîþ 281

Ãåîìåòðè÷íі òіëà 224
Ãðàäóñíà ìіðà äâîãðàííîãî
êóòà 298
Ãðàíі äâîãðàííîãî êóòà 298

Äâîãðàííèé êóò 298
Äîáóòîê âåêòîðà íà ÷èñëî 336,
344

Çîáðàæåííÿ ïëîñêèõ ôіãóð 250

Êîëіíåàðíі âåêòîðè 333
Êîîðäèíàòè âåêòîðà 342
– – ñåðåäèíà âіäðіçêà 326
– òî÷êè 324
Êîîðäèíàòíі îñі 324
– ïëîùèíè 324
Êóò ìіæ âåêòîðàìè 350
– –  ìèìîáіæíèìè ïðÿìèìè 312
– – ïëîùèíàìè 314
– –  ïðÿìèìè, 

ùî ïåðåòèíàþòüñÿ 312
– – ïðÿìîþ і ïëîùèíîþ 313

Ëіíіéíèé êóò äâîãðàííîãî
êóòà 298

Ìèìîáіæíі ïðÿìі 237
Ìîäóëü âåêòîðà 333, 342

Íåîçíà÷óâàíі ïîíÿòòÿ 224
Íóëüîâèé âåêòîð 332

Îçíàêà êîëіíåàðíîñòі âåêòî-
ðіâ 344
– ìèìîáіæíîñòі ïðÿìèõ 241
– ïàðàëåëüíîñòі ïëîùèí 268
– – ïðÿìèõ 239
– – ïðÿìîї і ïëîùèíè 260
–  ïåðïåíäèêóëÿðíîñòі ïëî-

ùèí 299
– – ïðÿìîї і ïëîùèíè 279
Îðäèíàòà òî÷êè 325
Îðòîãîíàëüíà ïðîåêöіÿ ôіãó-
ðè 315
Îðòîãîíàëüíå ïðîåêòóâàííÿ 315
Îñі êîîðäèíàò 324
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Îñíîâà ïåðïåíäèêóëÿðà 288
– ïîõèëîї 288

Ïàðàëåëüíà ïðîåêöіÿ òî÷êè 248
Ïàðàëåëüíå ïðîåêòóâàííÿ 248
Ïàðàëåëüíі âіäðіçêè 241
– ïðîìåíі 241
– ïðÿìà і ïëîùèíà 259
– ïðÿìі 237
Ïàðàëåëüíіñòü ïëîùèí 268
Ïåðåñòàâíà âëàñòèâіñòü äîäàâàí-
íÿ âåêòîðіâ 334
– –  ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòî-

ðіâ 350
Ïåðïåíäèêóëÿð 288
Ïåðïåíäèêóëÿðíі ïëîùèíè 299
– ïðÿìі 278, 313
Ïіâïëîùèíà 298
Ïëîñêі ôіãóðè 224
Ïëîùèíà 221
– ïðîåêöії 248
Ïîáóäîâà ïåðïåíäèêóëÿðíèõ
ïðÿìîї і ïëîùèíè 280
Ïîõèëà 288
Ïî÷àòîê êîîðäèíàò 324
Ïðàâèëî ìíîãîêóòíèêà 335
– ïàðàëåëîãðàìà 334
– òðèêóòíèêà 334
Ïðîåêòóþ÷à ïðÿìà 248
Ïðîåêöіÿ ïîõèëîї 288
– ïðÿìîї íà ïëîùèíó 313
Ïðîòèëåæíî íàïðÿìëåíі âåêòî-
ðè 333
Ïðîñòîðîâі ôіãóðè 224
Ïðÿìà 224
–  ïåðïåíäèêóëÿðíà äî ïëîùè-

íè 279
Ïðÿìîêóòíà ñèñòåìà êîîðäèíàò
ó ïðîñòîðі 324

Ðåáðî äâîãðàííîãî êóòà 298
Ðіâíі âåêòîðè 333
Ðіçíèöÿ âåêòîðіâ 336, 343
Ðîçïîäіëüíà âëàñòèâіñòü ñêàëÿð-
íîãî äîáóòêó 350

Ñèìåòðіÿ âіäíîñíî ïëîùèíè 356
– – òî÷êè 355
Ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðіâ 350
– êâàäðàò âåêòîðà 350
Ñïіâíàïðÿìëåíі âåêòîðè 333
Ñïîëó÷íà âëàñòèâіñòü äîäàâàííÿ
âåêòîðіâ 334
– –  ñêàëÿðíîãî äîáóòêó âåêòî-

ðіâ 350
Ñòåðåîìåòðіÿ 224
Ñóìà âåêòîðіâ 334, 343

Òåîðåìà, îáåðíåíà äî îçíàêè
ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìîї і ïëîùè-
íè 260
–  ïðî іñíóâàííÿ і єäèíіñòü ïëî-

ùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç äâі
ïðÿìі, ÿêі ïåðåòèíàþòüñÿ 228

– – – –  – – , – – – ïðÿìó і
òî÷êó, ùî íå ëåæàòü íà
íіé 227

– – –  ïëîùèíè, ïàðàëåëüíîї
äàíіé 269

– – –  ïðÿìîї, ïàðàëåëüíîї äà-
íіé 238

– –  ïåðåòèí ïëîùèíè ïàðàëåëü-
íèìè ïðÿìèìè 239

– –  ïëîùó îðòîãîíàëüíîї ïðîåê-
öії 315

– – òðè ïåðïåíäèêóëÿðè 290
– –  ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòî-

ðіâ 351
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ßêùî , òî .

 

ßêùî a I	0	і	b I 0, òî .

ßêùî a I	0	і	b > 0, òî .

ßêùî a I 0, òî ; .

ßêùî k	 	ціле	число	і	a > 0, òî .

А ТИ Т ТЕ Е А А ИМ КА ИК М
ßêùî a > 0, b > 0, p	і	q	 	раціональні	числа,	то:
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,  

  

  

А И А И Е Е А

,	де	C	 	стала

А М Е М Е МИ Т

 

Прямі	паралельні	 
a || b

Прямі	перетинаються	 
a  b  M Прямі	мимобіжні

Ознака мимобіжності прямих.	 к о	одна	з	двох	прямих	
лежить	у	деякій	пло ині,	а	друга	пряма	перетинає	цю	пло-
ину	в	точці,	 о	не	належить	першій	прямій,	то	ці	дві	пря-

мі	 	мимобіжні.

 a	і	b	 	мимобіжні

А М Е М Е М И И

 

Пряма	належить	 
пло ині 

a  

Пряма	перетинає	 
пло ину 
a    M

Пряма	паралельна	 
пло ині 

a || 

Ознака паралельності прямої і площини.	 к о	 пряма,	
яка	 не	 лежить	 у	 пло ині,	 паралельна	 якій-небудь	 прямій	
цієї	пло ини,	то	вона	паралельна	і	самій	пло ині.

   

А М Е М Е И

 

Пло ини	перетинаються	
по	прямій 
    a

Пло ини	 
паралельні 

 || 

Ознака паралельності площин. к о	дві	прямі,	які	пере-
тинаються,	 однієї	 пло ини	 відповідно	паралельні	 двом	пря-
мим	другої	пло ини,	то	ці	пло ини	паралельні.
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