ALGEBRA ES AZ ANALIzZIS ELEMEI.

TERMERTAN

MATEMATIKA

MATEMATIKA

ALGEBRA ES AZ ANALIZIS ELEMEI.
TERMERTAN




- MuxalAao
ORAHIORIS

hl’,}l]‘-r'i"}{“- Y

|
|
. - X
Mol Amei = (X
Frabin 8 Mg

Szerelmem Ukrajna és a matematika — ezek a szavak vannak fel-
vésve Mihajlo Pilipovics Kravesuk (1892-1942) granitbol késziilt sir-
emlékére.

Reméljiik, hogy a kimagaslé ukrdn matematikus hazaszeretetrdl
drulkodo szavai biztos utmutatéul szolgdlnak szamotokra a szakmai
tudds megszerzésében.

Az n-edik gyok tulajdonsagai

2k+W=a,
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A gyok tulajdonsagai
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Derivalasi tablazat
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Derivalasi szabalyok
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Trigonometrikus fuggvények grafikonjai
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A SZERZOKTOL

KEDVES TIZEDIKESEK!

A mai korban nincs olyan tudomanyag, amelyben ne alkalmaznak
a matematika eredményeit. A fizikdban és a kémidban, a csillagaszat-
ban és a biolégidban, a foldrajzban és a kozgazdasidgtanban, de még
a nyelvtudomany és a torténelem is hasznal matematikai eszkozoket.

Reméljik, ez a tankonyv segitségetekre lesz abban, hogy alapos
matematikai ismeretekre tegyetek szert. A konyv két fejezetbdl All:
az elsd rész az algebra és az analizis elemeivel (1-26. pont), a méaso-
dik pedig a mértannal (27-43. pont) foglalkozik.

Az algebra és az analizis elemei nagyon érdekes és hasznos
tantargy. Fejleszti az analitikus és a logikus gondolkozast, a kutata-
si készségeket, a matematikai kultarat, csiszolja az elmét. Ebben a
tanévben megkezditek a matematikai analizissel val6 ismerkedést,
megismerkedtek majd Gj figgvényekkel, tanulmanyozni fogjatok ezek-
nek a flggvényeknek a tulajdonsagait, elsajatitjatok a fliggvények
vizsgalatanak modszereit.

A mértannak azt a fejezetét, amelyben a térbeli alakzatokkal és
ezek tulajdonsagaival fogtok foglalkozni, térmértannak vagy sztereo-
metrianak nevezziik. A mértannak ezt a részét fogjatok a 10. és 11.
osztalyokban megismerni. A sztereometria sz6 a gorog stereos — tér-
beli és metreos — mérték szavakbdl ered. A térmértan ismerete kiemel-
ten fontos. A térbeli 1atds és alapos mértani ismeretek nélkiil lehetet-
len elsajatitani a mérnoki szakmakat, épitési vagy épitészeti
feladatokat, szamitégépes grafikat, ruha- és labbelitervezést stb. Ez
kézenfekvd, mivel az ember, illetve a természet 4ltal létrehozott ob-
jektumok nem sikbeli alakzatok (1. abra).

Kijevi—

. A Mrija ukran repulégép A Fold képe
Pecserszki a vilag legnagyobb repiilSje a vilagrbdl
haranglab 9 'egnagy A puic) 9

1. abra
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4 A szerzéktdl

A tankonyv pontokra van felosztva. Az elméleti tananyag elsajatitdsa soran
forditsatok kiilonds figyelmet a félkévérrel, a félkovér-daolttel és a dolttel sze-
dett szdvegrészre; igy jeloljik a konyvben a szabalyokat és a legfontosabb
matematikai allitdsokat. Az elméleti részt rendszerint gyakorld feladatok kove-
tik. Az itt ismertetett modszerek mintdul szolgalhatnak a feladatmegoldasok
soran.

Ebben a tankdnyvben sok tantételt is talaltok, melyek koziil tobb bizonyitast
is tartalmaz. Abban az esetben, ha a bizonyitas nem tartozik az iskolai tananyag
keretébe, akkor a konyvben csak a tétel megfogalmazasa szerepel.

Minden pontban 6ndll6 munkara kijelolt feladatok vannak, amelyek meg-
oldasahoz csak az elméleti rész elsajatitdsa utan fogjatok hozza. A gyakorlatok
kozott vannak konnytiek, kozepesek és nehezek (kiilondsen a *-gal jeldltek).

Sok sikert kivanunk!

EGYEZMENYES JELEK

n° alap- és kozépszintli tudasnak megfeleld feladatok;

n’ jO tudasszintnek, illetve a tantervi kovetelményeknek megfeleld
feladatok;

n” magas tudasszintnek megfelelé feladatok;

n*

matematikai szakkordkre és tandran kivili foglalkozasok-
ra ajanlott feladatok jelolése;

a tétel bizonyitasanak és a feladat megoldasanak végét jelold
karakter;

kulcsfeladatok, melyek eredményei felhasznalhatéok mas
O—wx ) .
feladatok megolddsa soran.

A zold szamozasu példakat hazi feladatra, a kék szamozasuakat
pedig szoébeli feladatként ajanljuk.
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1. fejezet
Algebra és az
analizis elemei

1. §. FUggveények, ezek tulajdonsagai
és grafikonjaik

2. §. Trigonometrikus fuggvények

3. §. A derivalt és alkalmazasa

YA

=Y
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FUGGVENYEK, EZEK
TULAJDONSAGAI ES 1 . §.
GRAFIKONJAIK

Ebben a fejezetben megismétlitek a fliggvényekrdl eddig tanultakat;
megtanuljatok, hogy mit neveziink a fliggvény legnagyobb és legki-
sebb értékének az intervallumon, milyen fliggvények lesznek parosak
és melyek paratlanok; megismerkedtek a paros és paratlan figgvények
grafikonjainak tulajdonsagaival.

Megismerkedtek az egész kitev6jli hatvanyfliggvény meghatarozasa-
val, és a tulajdonsagaival; mit neveziink n-edik gyoknek, milyen tulaj-
donsaggal rendelkezik az n-edik gyok; mit neveziink racionalis kitevoj
hatvanynak és milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek ezek; és milyen
egyenleteket nevezlnk irracionalis egyenleteknek.

Megtanultok n-edik gyokét vonni; racionadlis kitevéji szamok hatvanyra
emelését; racionalis kitevdjli hatvanyok és n-edik gyokot tartalmazoé

kifejezések atalakitasat; irracionalis egyenletek megoldasat.

1. A fuggvény legnagyobb és legkisebb értékei.
Paros és paratlan fuggvények

Miel6tt megismerkedtek ezzel a ponttal ajanljuk, végezzétek
el az 1.24-1.28. gyakorlatokat.

A 7. osztalyban megismerkedtetek a fliggvény fogalméaval és az
algebra tobb fejezetének elsajatitasa soran tobbszor foglalkoztatok mar
vele. Nem véletlentl foglal el ilyen fontos helyet ez a fogalom, mivel

\ UA

I

\

/

-

a fuggvény szamos valds folyamatnak is
matematikai modelljéul szolgal.

Mar ismeritek a kovetkezl fogalma-
kat: értelmezési tartomdny, értékkészlet,
zérushelyek, eldjeltartdsi intervallumok, a
fiiggvény novekedési és csékkenési inter-
vallumai.

Példaul az y=x*+ 2x fiiggvény grafi-

2 01 | x konja az 1.1. abrén lathaté:
=1 o értelmezési tartomanya:
D (y) = (—o0; +o0);
1.1. abra o értékkészlete: E (y) = [-1; +w);

e zérushelyei: -2 és 0;
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1. A fiiggvény legnagyobb és legkisebb értékei. Paros és paratlan fliggvények 7

o elGjeltartasi intervallumai: a fuggvény pozitiv értékeket vesz fel
a (—o0; —=2) és (0; +o0) intervallumon, negativ értékeket pedig a
(=2; 0) intervallumon;

e a fliggvény novekedési és csokkenési intervallumai: a (—oo; —1] in-
tervallumon csokkend, a [-1; +°0) intervallumon pedig noévekvd.
A fenti lista nem teljesen meriti ki azokat a tulajdonsagokat, me-

lyeket a fliggvény vizsgalata soran tanulméanyozni kell. Megvizsgéaljuk

azokat az 0j fogalmakat, melyek segitenek részletesebben jellemezni

a fliggvényt.

Definicio. Az f(x,) szamot az M c D (f) halmazon az f fiigg-
vény legnagyobb értékének nevezziik, ha létezik egy olyan
x, € M szam, hogy minden x € M szamra teljesiil az f(x,) > f (x)
egyenlétlenség.

fgy jeloljuk: max f(x)="1(x,)-

Definicio. Az f(x ) szamot az M — D (f) halmazon az f fugg-
vény legkisebb értékének nevezziik, ha létezik egy olyan x, € M
szam, hogy minden x € M szamra teljesiil az f (x,) < f (x) egyen-
16tlenség.

fgy jeléljik: min f (x) = f (x,)-

YA ]
Lassunk néhdny példat. T
Az f(x)= Jx fuggvénynek az M=[0; 4] 1 _
halmazon (1.2. éabran): r[rol_i41]1 f(x)=7(0)=0, ol 1 A | A
max f (x) = f (4) = 2. 1.2. 4bra

Az f(x)=x* az M=[-1; 2] halmazon
(1.3. abra): {{1112 f(x)=7(0)=0, 1{{11@2)]( f(x)=7(2)=4.

A
‘\ 1 ~\“*\\\ 0 X
Ho0[ 12 | | x ol «x !
1.3. abra 1.4. abra 1.5. abra

Nem minden fliggvénynek lesz az adott intervallumon legkisebb
vagy legnagyobb értéke. Példaul az f(x)=x" fiiggvénynek:
mﬂ%n f(x)=0. Legnagyobb értéke a valdés szamok halmazan viszont
nem lesz (1.4. abra).

Az f(x)= 1 fuggvénynek a (0; +o0) halmazon nem lesz se legna-
X
gyobb, se legkisebb értéke (1.5. abra).
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8 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

Definicio. Az f fuggvényt parosnak nevezziik, ha az értel-
mezési tartomanyanak barmilyen x értékére teljesiil az
f(=x) =f (x) egyenlGség.

Definicio. Az f fuggvényt paratlannak nevezzik, ha az ér-
telmezési tartomanyanak barmilyen x értékére teljesiil az
f (=x) =—f (x) egyenloség.

Példaul az f(x)=x" paros, a g (x)=x" pedig paratlan fiiggvény.
Valéban, D(f)=R, D(g)=R. Barmely x raciondlis szamra teljestil-
nek az f(-x)=(-x)"=x"=f(x) é g(-x)=(-x)"=-x"=-g(x)
egyenldségek.

Az f(—x) =f(x) vagy az f(—x) =—f (x) egyenl8ség teljesiilése barmi-
lyen x € D (f) értékre azt jelenti, hogy az f fliggvény értelmezési tar-
tomanya szimmetrikus a koordinata-rendszer kezdGpontjahoz, vagyis
a kovetkez6 tulajdonsdggal rendelkezik: ha x, e D(f), akkor
—x, € D(f).

°A fenti meghatarozasbo6l kovetkezik, hogy amikor a fliggvény ér-
telmezési tartomanya nem szimmetrikus a koordinata-rendszer kez-
ddépontjara, akkor ez a fliggvény nem lehet sem paros, sem paratlan.

1 . .
Példaul az y = 1 fliiggvény értelmezési tartoméanya a (—oo;1)U
x—

U(1; +o0) halmaz, amely nem szimmetrikus a koordinata-rendszer kez-
dépontjara. Ezért ez a figgvény se nem paros, se nem paratlan.

Feladat. Bizonyitsuk be, hogy az f (x) = x* — x fiiggvény paratlan!

Megoldds. Mivel a D (f) =R, ezért az f fliggvény értelmezési tar-
tomanya szimmetrikus a koordinata-rendszer kezdd&pontjara.
Barmilyen x € D (f) értékre teljestil:
f(=x) = (%)’ = (=x) = =x° + x = —f (x).
Tehat az f fuggvény paratlan. <«

1.1. tétel. Az ordindtatengely a paros fiiggvény szimmetria-
tengelye lesz.

yA

1.6. abra 1.7. abra
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1. A fiiggvény legnagyobb és legkisebb értékei. Paros és paratlan fliggvények 9

1.2. tétel. A koordinata-rendszer kezddpontja a paratlan
fiiggvény szimmetriakézéppontja lesz.

Az 1.1. és 1.2. tételek allitdsait az 1.6. és 1.7. 4bran mutatjuk be.

p |
® Melyik szamot nevezzik a fliggvény legnagyobb (legkisebb) értékének
egy adott halmazon?
2. Hogyan jeléljik az f fliggvény legnagyobb (legkisebb) értékét az M hal-
mazon?
3. Milyen fuggvényt neveziink parosnak (paratlannak)?
4. Milyen tulajdonsaggal rendelkezik a paros (paratlan) figgvény grafikonja?

i—!‘?/ GYAKORLATOK I

1.1° Az 1.8. 4dbran az y=f(x) fuggvény grafikonja lathat6, amely a
[-4; 5] intervallumon van értelmezve. A grafikon alapjan hatarozd
meg a flggvény legnagyobb és a legkisebb értékét az adott inter-
vallumon:

D [1; 2]; 2) [-2,5; 1]; 3) [-2,5; 3,5]!

AY

Q
J

9
Z

[Hn

T ——
|1

|
e~

|

|

NS

|
o
N
N
)Y

-

[\]

1.8. abra

1.2° Az 1.9. dbran az y=g (x) fiUggvény grafikonja lathaté, amely a
[-4; 4] intervallumon van értelmezve. A grafikon alapjan hatarozd
meg a fuggvény legnagyobb és a legkisebb értékét az adott inter-
vallumon:

D [-3; -2]; 2) [-3; ~1I; 3) [-3; 1]!
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10 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

1 \
3

Do

\\
[ui
| /

[uiy

1.9. abra

1.3.° Adott, hogy az f(7) =-16. Hatarozd meg az f (-7) értékét, ha az
f fuggvény: 1) paros; 2) paratlan!

1.4.° Adott, hogy az f(-3) =8. Hatarozd meg az f(3) értékét, ha az
f fuggvény: 1) paros; 2) paratlan!

1.5.° Az f fuggvény paros. Teljestiilhet-e a kovetkezd egyenlGség:

Df@-fE2)=1 2) f(B) f(-5)=—2?
1.6.° Az f fuggvény paratlan. Teljestilhet-e a kovetkezd egyenlGség:
DO+ =1 2) f(2) f(-2)=3?

1.7.° Paros-e az y = x” képlettel megadott fiiggvény, ha az értelmezési

tartomanya a kévetkez6 halmaz:
1 [-9; 9] 2) (=00 =3) U(3; +0); 3) [-6; 6);  4) (—oo; 4]?

1.8.° Paros vagy péaratlan az a fluggvény, amelynek a grafikonja az
1.10. dbran lathatd?

1.10. abra

1.9.” A [2; 5] intervallumon hatarozd meg a fiiggvény legnagyobb és
legkisebb értékét:

) f(x) =

T
X

%) f(x)=%!
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1. A fiiggvény legnagyobb és legkisebb értékei. Paros és paratlan fliggvények11

1.10." Hat4rozd meg:
a2 . 2 !
1) r&aﬁi( x° +6x); 3) rﬁ%(( x° +6x)!

. a2 .
2) 1[111141]1( x° +6x);

1.11." Hatdrozd meg az y=x"+ + 2x— 8 fiiggvény legnagyobb és leg-
kisebb értékét a kovetkezd intervallumon:

D [-5; -2]; 2) [-5; 1I; 3) [0; 3]!

1.12." Bizonyitsd be, hogy a fiiggvény paros:
xX+1

1) f(x) =—5x" 2 fx)="—
1.13." Bizonyitsd be, hogy a fiiggvény paros:

D) f@)=x% 2) f(x)=+5-x"!
1.14." Bizonyitsd be, hogy a fiiggvény paratlan:

1) f(x) =4x"; 2) f(x) = 2x — 3x°!
1.15." Bizonyitsd be, hogy a fiiggvény paratlan:

D f@)=x-3 2) ()= (" +2) (' )]

x

1.16.” Két szam Osszege 8. Hatdrozd meg:
1) azt a legnagyobb értéket, melyet e két szam szorzata vehet fel;
2) azt a legkisebb értéket, melyet e két szam négyzetének Gsszege
vesz fel!
1.17." A téglalap alaku foldrészleget egy 200 m hossza keritéssel keritet-
tek korbe. Mekkora lehet ennek a részlegnek a legnagyobb terilete?

1.18." Allapitsd meg a fiiggvény paritdsat:

D I@=NF L 2 f@=Nr1E L 9 =t

X —X
1.19.” Allapitsd meg a fiiggvény paritdsat:
6x° 1 1
Df@=2"+20-4 2) f(X)=———3 8 f(x)=—+—!
x“ -9 1-x 1+x

1.20." Az 1.11. dbran a [-5; 5] intervallumon értelmezett y=f (x)
fliiggvény grafikonjanak egy része lathat6. Szerkeszd meg a teljes
figgvény grafikonjat ugy, hogy: 1) paros; 2) paratlan legyen!

1.21." Az ABCD téréttvonal, ahol A (0; 0), B (2; —2), C (3; 4) D (6; 1),
a [-6; 6] intervallumon értelmezett az y=f(x) figgvény grafikon-
janak egy része lesz. Szerkeszd meg a teljes fliggvény grafikonjat
ugy, hogy:

1) paros; 2) paratlan legyen!
1.22." Az f fiiggvény paros és 1[11113111 f(x)=2, I{}_asﬁif(x) =5. Hatérozd

meg a min f(x), max f(x) értékeket!
[-3;-1] [-3;-1]
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12 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

YA
yA
1 2
> 1
-5 01 x o>
o 12 dx
//
a b

1.11. abra

1.23." Az f fiiggvény paratlan és I[rzusr]1 f(x)=1, max f(x)=3. Hata-

rozd meg a [1721.17121] f (%), max f (x) értékeket!

MSMETLG GYAKORLATOK I

1.24. A fiiggvény az f (x) =—3x" + 2x képlettel van megadva.

1) Hatarozd meg az f(1); f(0); f(%); f (=2) értékeket!

2) Hatarozd meg az argumentum értékeit, melynél az f figgvény
értéke egyenls 0; —1; —56!
1.25.

Nevezd meg azt az alakzatot az 1.12. dbran, amely nem lehet
egy fuggvény grafikonja!

Yy Y Yy Yy
x
0 e 0 x x
a b c d
1.12. abra
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2. A természetes kitevéjli hatvanyfiiggvény 13

1.26. Hatarozd meg a fuggvény értelmezési tartomanyat:

) f(x)=——; 5) f(x)=/x® +62-T;

x+4
2 1= 6) 1(x)=——

3) f(x)=x-T; ) f(x)=Vx+1-x;
0 . Jx-1,

Y f@ = 8) [(x)=""

1.27. Hatarozd meg a fliggvény zérushelyeit:
1) f(x)=0,4x-38; 2) f(x)=

’

x® +x-30 '
+5
1.28. Hatarozd meg a fluggvény értékkészletét:

D fx)=Vx+2 2 f@=7-2 3) f (x) =—6!

2. A természetes kitevoji hatvanyfliiggvény

Az y=x és az y=x" fliggvényeket mar jol ismeritek az el§z8 osz-
talyok tananyagabdl. Ezek a fuggvények egyedi esetei lesznek az
y=x", neN figgvényeknek, melyeket természetes kitevgjii hat-
vanyfiggvényeknek nevezink.

Mivel az x", n € N kifejezés értelmezhets barmilyen x esetén, ezért
a természetes kitevdjii hatvdnyfiiggvény értelmezési tartomdnya az R
halmaz lesz.

Természetes, hogy a vizsgalt fliggvénynek egyetlen zérushelye lesz:
x=0.

Az y=x", n e N fuggvény tovabbi tulajdonsagait két esetben fogjuk
vizsgalni: az n — paros természetes szam és az n — paratlan termé-
szetes szam esetében.

e Els6 eset: n=2k, ahol k € N.

Ha k=1, akkor az y=x" fiiggvényt kapjuk, amelynek tulajdonsa-
gait és grafikonjat a 8. osztalyos algebradéran mar megvizsgaltuk.

Mivel barmilyen x esetén az x** kifejezés nem negativ értékeket
fog felvenni, ezért az adott flggvény értékkészlete nem tartalmaz
egyetlen negativ szdmot sem.

Be lehet bizonyitani, hogy barmilyen a > 0 esetén létezik olyan

értéke az x argumentumnak, hogy x* = a.

L A fentiek alapjan megéallapithatjuk, hogy az y =x" fiiggvény érték-
készlete, ha n pdros természetes szam, a [0; +0) halmaz lesz.
Ha x # 0, akkor x* > 0.
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14 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

& Tehat n pdros természetes szdam esetén a (—o°; 0) és a (0; +0) in-
tervallumok lesznek az y=x" fiiggvény elGjeltartdsi intervallumai.
Y Minden n pdros természetes szdm esetén az y=x" fiiggvény pdros
lesz. Valéban, barmilyen x esetén, amely az értelmezési tartomany
eleme, teljesiil a kovetkezd egyenlGség: (—x)* = x**.
Vizsgaljuk meg a tetszéleges x, és x, szamot, amelyek az x, € (—o0; 0],
x, € (o0; 0] és x, < x,. Ekkor a —x, > —x, > 0. A szdmegyenl6tlenség
tulajdonsagait alkalmazva azt kapjuk, hogy: (—xl)zk > (—xZ)Zk. Innen
x> xlt.
& Tehat n pdros természetes szam esetén az y =x" fiiggvény a (—oo; 0]
intervallumon fogyé lesz. Hasonl6képpen bizonyithat6, hogy a
[0; +o0) intervallumon pedig névekuvd lesz.
A kapott tulajdonsagok alapjan vazlatosan abrazolhatjuk az y=x"
figgvény grafikonjat, ahol n paros természetes szam (2.1. abra). Az
y=x" fiiggvény grafikonja a 2.2. dbran lathaté.

Y
vh I y
n— p?ros y=x"
termeészetes
1 szam \
| |
> 1
-1 0 1
-1 01 X
2.1. abra 2.2. abra

e Masodik eset, ha n=2k +1, ahol £k € N vagy k=0
Ha k=0, akkor az y = x fliggvényt kapjuk, melynek tulajdonségait
és grafikonjat a 7. osztalyban mér vizsgaltuk.
Legyen most k€ N.
Be lehet bizonyitani, hogy barmilyen a értékére létezik az x argu-
mentumnak olyan értéke, melynél x**' =q.
& Kz azt jelenti, hogy az y =" fiiggvény ériékkészlete, ha n paratlan
természetes szam, a valos szamok R halmaza lesz.
Ha x < 0, akkor ! < 0, ha pedig x > 0, akkor x**! > 0.
& Tehat a (—o0; 0) és a (0; +90) intervallumok az y=x" fiiggvény
eldjeltartdsi intervallumai, ha n pdratlan természetes szam.
Y n pdratlan természetes szdm esetén az y=x" fliggvény pdratlan
fiiggvény lesz. Valoban az értelmezési tartomany minden x értéké-
re teljesiil a kovetkezd egyenlbtlenség: (—x)* "1 = —x 1,
Vizsgaljuk meg az x, és x, tetszGleges szamokat, melyekre teljestil

x, < x,. Az egyenldtlenségek tulajdonségai alapjan x"*' < x;**'.
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2. A természetes kitevéjli hatvanyfiiggvény 15

Y Tehat n pdratlan természetes szam esetén az y=x" fiiggvény no-
vekvd lesz.
A kapott tulajdonsigok alapjan megrajzolhaté az y=x" figgvény
grafikonja, ahol n paratlan természetes szam és n > 1 (2.3. dbra). Az

y=x" fiiggvény grafikonja a 2.4. dbran lathato.

yA
|
yA y=x" |
n — paratlan | 3
természetes il [y=x
1 szam,
n>1 10| /1] |
_1 X
-1 /0 1 x {
i II
2.3. dbra 2.4. abra

Az alabbi tablazatban 6sszefoglaljuk az y=x" fliggvény tulajdon-
sagait, ahol n € N, melyeket ebben a pontban 4llapitottunk meg.

Tulaid “qok n paros n paratlan
ulajdonsago természetes szam természetes szam
Ertelmezési R R
tartomany
Ertékkészlet [0; +00) R
A, fuggveny =0 x=0
zérushelyei
y>0a (=00 és y <0 a (=90 0)
Elgjeltartasi (0; +0) intervallumon,
intervallumai intervallumok y >0 a (0; +0)
mindegyikén intervallumon
Paritas Paros Paratlan
Csokkend a (—oo; 0]
Novekvé / intervallumon, Névekvs
csokkend novekvg a [0; +o0)
intervallumon
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16 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

9 |
® 4. Milyen flggvényt neveziink természetes kitevdji hatvanyfliiggvénynek?
2. Fogalmazd meg az y =x" fliggvény tulajdonsagait!
3. Abrazold az y = x" fiiggvény grafikonjait!

A
74'7'/ GYAKORLATOK I

2.1.° Az y=x" fiiggvény mely pontokhoz illeszkedik:

1) A (-1; 1) 2) B (2; 32); 3) C (-3; —243)?
2.2.° Az y=x" fiiggvény mely pontokhoz illeszkedik:
1) A (2 16); 2) B(—%; é} 3) C (0,5; —0,0625)?

2.3.° Az f (x) = x"° képlettel megadott fiiggvény. Hasonlitsd 6ssze a ko-
vetkezd fuggvényértékeket:
D f@4 és f(1,8) 3) [(=6,9) és [(6,9);
2) f(=7,6) és [(-8,5); 4) £(0,2) és [f(-12)!

2.4.° Az f(x) = x°° képlettel megadott fiiggvény. Hasonlitsd 6ssze a ko-
vetkezd fuggvényértékeket:
1) f(9,2) és [(8,5); 3) f(19) és [(-19);
2) f(-11) és f(-1,2); 4) f(7) és [(9)

2.5." Ird fel csokkend sorrendbe a kifejezéseket:

5 5 5 5
el (3 (3
) 4 3 3 5
2.6." Ird fel névekvd sorrendbe a kifejezéseket:
(1’06)47 (_0’48)4’ (_2712)4’ (_3’25)4‘
2.7." Hatarozd meg az f(x) = x* fiiggvény legnagyobb és legkisebb ér-
tékeit a kovetkezd intervallumon:
1) [0; 2]; 2) [-2; -1]; 3) [-1; 1]; 4) (=005 —2J!
2.8." Hatarozd meg az f(x) =x° fiiggvény legnagyobb és legkisebb ér-
tékeit a kovetkezd intervallumon:

D [-3; 3; 2) [-2; Of; 3) [1; +00)!
2.9.” Hatarozd meg grafikusan az egyenlet gyckeinek szdmat:
1) x*=x+1; 2) x°=3—2x; 3) x*=0,5x—2!
2.10.” Hatarozd meg grafikusan az egyenletrendszer gyokeinek szi-
_ 6
mat: 1Y~ ol
2x-y-3=0!
2.11." Az a paraméter értékétsl fiiggen hany megolddsa lesz az
egyenletnek:
1) x?=a—6; 2) ¥**=a*+ Ta—8?
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3. Az egész kitevéjli hatvanyfiiggvény 17

, FELKESZULES AZ UJ TEMARA IS

2.12. Szamitsd ki a kifejezés értékét:

-1

1) 3'—47% 3) (éj +(-2,8°-57% 5) 0,574

2) 278167 4) 9-0,17% 6) 2 —8'-16)
2.13. Add meg tort alakban a kifejezés értékét:

1) a?+a? 2) mn~t+ m™n; 3 =dHe-d)™

3. Az egész kitevéji hatvanyfuggvény

Az y=x" fuggvényt, ahol neZ, egész kitevoji hatvanyfiigg-
vénynek nevezzik.

Ennek a fluggvénynek a tulajdonsagait természetes kitevl esetén
az el6z6 pontban vizsgaltuk meg. Itt most azokat az eseteket vizsgal-
juk majd, amikor az n negativ egész szam vagy nulla.

Az y=x" fliggvény értelmezési tartomanya a (—o0;0)U (0;+) lesz,
a fluggvény értékkészlete az egyelemd {1} halmaz. A fuiggvény grafi-
konja a 3.1. abran lathato.

Vizsgaljuk meg az y=x" fliggvényt, ha
neN. y

y=x

Az n=1 egy kilon esete ennek a flgg- 1

vénynek, vagyis az y=— flggvény, ami ‘
X

mar ismert a nyolcadikos algebra tan-
anyagbdl. 0| x
Atirjuk az y = x™" figgvényt a kévetkezd
1 3.1. abra
alakba: y=—. Ekkor érthet6vé valik, ha

P

nelN, akkor az y=x" fiiggvény értelmezési tartomdnya a
(=203 0) U (0; +0) halmaz lesz.

Természetesen ennek a fliggvénynek nincs zérushelye.

A tovabbiakban az y =x™" fUggvényt, ha n € N, két esetben fogjuk
megvizsgalni: n paros természetes szam és n paratlan természetes
szam.

e Els6 eset: n =2k, ahol k € N.

. . _ 1 . 1 s s
A kévetkezét kapjuk: x72F = —5- Mivel az —- csak pozitiv érté-
x x

keket vesz fel, ezért a fluggvény értelmezési tartomanyahoz nem tar-
toznak a negativ szamok és a 0 sem.
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18 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

Be lehet bizonyitani, hogy barmilyen a > 0 esetén létezik az argu-
mentumnak olyan x értéke, hogy az x> =a.
& A fenti kijelentés azt jelenti, hogy az y=x™" fiiggvény értékkészlete,
ha n pdros természetes szam, a (0; +o0) halmaz lesz.

% Mivel minden x # 0 esetén teljesiil az —- > 0 egyenl6tlenség, ezért
x

az y=x" fliggvénynek, ha n pdros természetes szam, a (—°; 0) és
(0; +90) intervallumok eldjeltarté intervallumai lesznek.
Y Az y=x" fiiggvény pdros, ha n pdros természetes szam lesz. Valo-
ban, az értelmezési tartomanyhoz tartozé minden x esetén teljesiil
1 1 2k

a kovetkezd egyenl@ség: (-x) 2" = ==X
(=x) x

Vizsgaljuk meg az x, és x, tetszéleges szamokat, melyekre teljesiil,
hogy x, € (0; +), x, € (0; +0) és x, < x,. Alkalmazva a szamegyenlGt-

. L R . . 1 1 J—
lenségek tulajdonsagait, a kovetkezot kapjuk: — >— > 0. Ebbdl ko-
Xy Xy

1 2k 1 2k
vetkezik, hogy [—] >[—] 5o > a0
X1 X2
& Tehat az y=x" fiiggvény csokkend a (0; +) intervallumon, ha
n pdros természetes szam lesz.
& Be lehet szintén bizonyitani, hogy az y=x" fiiggvény névekvd a
(=o0; 0) intervallumon, ha n pdros természetes szam lesz.

Megjegyezziik, hogy az x abszolut értékének novelésekor az — -,
X

, ahol

k e N fuggvény grafikonjanak pontja és az abszcisszatengely kozotti
tavolsag folyamatosan csokken, ha a pont abszcisszdjanak abszolut
értéke novekszik, és egyre kisebbé valik, de sohasem lesz egyenld
nullaval.

Szintén megjegyezhetjiik, hogy a pont ordinataja abszolut értéké-

ahol ke N, kifejezés értéke egyre kisebb lesz. Ezért az y = —;;
x

nek novelésével az y = —, ahol ke N fliggvény grafikonjanak pontja
X

és az ordinatatengely kozotti tavolsag folyamatosan csokken és egyre
kisebbé valik, de sohasem lesz egyenld nullaval.

A kapott tulajdonsigok alapjan vazlatosan megrajzolhat6 az y=x"
figgvény grafikonja, ahol n paros természetes szam (3.2. abra). Az

1 . 1 2 . .
y =—; flggvény grafikonja a 3.3. dbran lathaté.
X

e Masodik eset: n =2k -1, ahol k € N.

Be lehet bizonyitani, hogy barmely a # 0 esetén létezik az x argu-
mentumnak olyan értéke, amelynél x * -V =q.
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3. Az egész kitevéjli hatvanyfiiggvény 19

YA y=x7,

, JyA
n — paros |
természetes | \ly= iz
szam / \ X
1
i
| ! " S
10l 1 7 Lol [ 1 x
3.2. dbra 3.3. abra

Y Az y=x" fliggvény értékkészlete, ahol az n pdratlan természetes
szam, a (—o0;0)U (0; +o0) halmaz lesz.
Ha x < 0, akkor ;<O, ha x > 0, akkor ;>0.

2k-1 2k-1
X X

% Tehat a (—oo; 0) és (0; +0) intervallumok az y=x" fliggvény, ahol
n pdratlan természetes szdam, elGjeltartdsi intervallumai.

Y Az y=x" fiiggvény pdratlan, ahol n pdratlan természetes szdm.
Valdéban, az értelmezési tartomanyhoz tartozé minden x esetén tel-
jestil a kovetkezl egyenlGség:

(2 1 1 (2
)(2k 1 _ _ =y @k-D

(—x (_x)Zk—l —2k-1

X
% Be lehet bizonyitani, hogy az y=x" fiiggvény, ahol n pdratlan
természetes szam, csékkend a (—oo; 0) és (0; +o0) intervallumon.
A kapott tulajdonsagok alapjan vazlatosan megrajzolhatjuk az
y=x" fluggvény grafikonjat, ahol n paratlan természetes szam

(3.4. dbra). Az y=— fiiggvény grafikonja a 3.5. dbrdn lathaté.
X

) — yt
n — paratlan ]
természetes s
szam
1 \
—1 —
] 0 1 X

]Y

3.4. abra 3.5. abra

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



20 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

Az alabbi tablazatban osszefoglaltuk az y=x", neN, figgvény
tulajdonsagait, melyeket ebben a pontban ismertink meg.

Tulajdonsagok

n paros természetes

n paratlan természetes

szam szam
Ertelmezési
tartomény (=203 0) U (05 +o0) (=003 0) U (0; +00)
Ertékkészlet (0; +0) (=003 0) U (0; +00)
A figgvény o o
zérushelyei
, <0a(-90;0
Elgjeltartési y>0a (00; 0) és yinterval(lumon>
. 11 . (0; +90) intervallumok ] .
intervallumai mindegyikén y > 0 a (0; +0) inter-
y vallumon
Paritas Paros Paratlan
Novekvs a (—o0; 0) R L . .
Novekvd / intervallumon, C(S(? k_l:gr)l)o.a t(—OO,HO) eska
csokkend csokkend a (0; +00) ’ minlge er?ﬁéﬁmo
intervallumon 8y
Q ]
]

1. Milyen fliggvényt neveziink egész kitev6ji hatvanyfliggvénynek?
2. Milyen a képe az y = x° fliggvény grafikonjanak?

3. Fogalmazd meg az y=x", n € N fliggvény tulajdonsagait!

4. Abrazold vazlatosan az y=x ", n € N fiiggvény grafikonjait!

A

—!7'/ GYAKORLATOK I

3.1.° Illeszkedik-e az y =x* fliggvény grafikonjara a kévetkezd pont:
1
1) A(z;i); 2) B(—Z;l); 3) 0(1;81); 4) D(\/E;——)?
16 8 3 4
3.2.° Illeszkedik-e az y =x° fiiggvény grafikonjara a kévetkezd pont:
9 B (1; -1); 3) c(%;szj; 4) D(—s;—i)?

1) A (0; 0);

243

3.3." Adott az f(x) =x " fiiggvény. Hasonlitsd 6ssze:

D f(1,6) és f(2);
2) f(=5,6) és f(-6,5);

3) f(=9,6) és [(9,6);
4) f(0,1) és f(-10)!
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4. Az n-edik gydk meghatarozasa 21

3.4." Adott az f(x) =x*° fiiggvény. Hasonlitsd 6ssze:

D f6.2) és [(55) 3) [(24) és [(-29);

2) f(-1,6) és [(-17); 4) f(=8) és [(6)!
3.5." Hatarozd meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat:

Dy=@)7" 2) y=((x-2)™

3.6." Hatarozd meg az f(x) =x ° fiiggvény legnagyobb és legkisebb ér-
tékeit az adott intervallumban:

1| 1
1) | =1 2) |-L——=|; 3) [1; +o0)!
) B ) [ 2} ) | )
3.7." Hatarozd meg az f(x) =x° fiiggvény legnagyobb és legkisebb ér-
tékeit az adott intervallumban:
D52 2) [-2; -1 8) (—oo; —3]!
3.8." Szerkeszd meg a fiiggvény grafikonjat:
D) y=@x-2"% 2) y=(x*—4x+ 3)"
3.9.” Szerkeszd meg a fiiggvény grafikonjat:
1) (y+2)°=x—2; 2) (y—2)"=(x+1)"

’ FELKESZULES AZ UJ TEMARA I

3.10. Hatarozd meg a kifejezés értékét:
1) 54 —25; 2) % 0,00 -2; 3) (v13)' -3.(v8)"1

3.11. Hasonlitsd 6ssze a szamokat:

1 \E és \E; 2) /33 és 6; 3) /30 és 247!

4. Az n-edik gyok meghatarozasa

Mar tudjatok, hogy az a szdm masodik gyokének (négyzetgyoké-
nek) azt a szamot nevezziik, melynek masodik hatvanya a-val egyen-
16. Hasonléan adjuk meg az a szam n-edik gyokének meghatarozasat
is, ahol neN, n > 1.

Definici6o.Az a szam n-edik gyokének,ahol neN,
n > 1, azt a szamot nevezziik, melynek n-edik hatvanya a-val
egyenlé.
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22 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

Példaul a 32 6todik gyoke 2 lesz, mivel 2° =32; a —64-nek a har-
madik gyoke —4 lesz, mivel (—4)® =—64; a 81 negyedik gyoke 3 és —3
lesz, mivel 3*=81 és (-3)*=81.

Ha az n paratlan természetes szam, akkor az y=x" és az y=a
fuggvények grafikonjai egy pontban metszik egymast (4.1. abra). Ez
azt jelenti, hogy az x" =a egyenletnek minden a értéknél egy gyoke
lesz. Ezért levonhatjuk az alabbi kovetkeztetést:

ha n paratlan, 1-nél nagyobb természetes szam, akkor bar-
milyen szambdl létezik n-edik gyok, amibdl csak egy van.

17 \ YA
y=a,a>0 y=x" y=a,a>0 y=x"

0 E y:a,a:Oi

~x, 0 x
y=a,a<0 y=a,a<0
n paratlan természetes szam, n paros természetes szam
n>1
4.1. abra 4.2. abra

Az a szdm n-edik gyokét, ha n>1 és paratlan, igy jeloljuk: Ya
(igy olvassuk: az a szdm n-edik gycke). Példaul Y32 =2, ¥-64 =4,

Yo =o.

Az i jelet az n-edik gyok jelének nevezzik. Az n-edik gyok
jele alatti kifejezést gyok alatti kifejezésnek nevezziik.

A harmadik gyokot kobgyoknek szokas nevezni. Példaul a 32 -t
kobgyok 2-nek olvassuk.

Felhivjuk arra a figyelmeteket, hogy a 2 a kifejezés, ha ke N,
barmilyen a szamra értelmezve van.

Az n-edik gyok meghatarozasabdl kovetkezik, hogy bdrmilyen a
esetén teljesiil a kovetkezd egyenldség:

(2’“_\1/;)2164-1 —a

Peldaul (32) =2, (Y=0,1) =-0,1.
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4. Az n-edik gyok meghatarozasa 23

Vizsgaljuk meg az x"=a egyenletet, ha n paratlan természetes
szam.

A 4.2. abran lathaté: ha a < 0, akkor az y=x" és az y = a fuggvé-
nyek grafikonjainak nincs koézos pontja; ha a =0, akkor a grafikonok-
nak egy kozés pontja lesz; ha a > 0, akkor két koézos pontjuk van,
melyeknek az abszcisszai ellentett szamok lesznek. Levonhatjuk a
kovetkezd kovetkeztetést:

ha az n paros természetes szam, akkor az a < 0 esetén nem
létezik n-edik gyoke az a szamnak; ha a =0, akkor az a szam
n-edik gyoke 0 lesz; ha az a > 0, akkor az a szamnak két el-
lenkezé eldjelii n-edik gyoke lesz.

Mar tudjatok, hogy a nemnegativ a szamnak a szamtani négyzet-
gybke az a nemnegativ szam lesz, melynek négyzete a-val egyenld.
Hasonléan adjuk meg a szdmtani n-edik gyok meghatarozasat.

Definici6é. A nemnegativ a szam szamtani n-edik gyoké-
nek, ha neN, n > 1, azt a nemnegativ szamot nevezzik, mely-
nek n-edik hatvanya a-val egyenloé.

A nemnegativ a szam szdmtani n-edik gyokét igy jeloljiik: %a.

Péld4ul 481 =3, mivel 3 >0 és 3'=81;

§/64 =2, mivel 2> 0 és 2°=64;

90 =0, mivel 0>0 és 0°=0.

Altaldnositva, ha >0 és b"=a, ahol neN, n > 1, akkor
Ya =b.

Az n-edik gyok jele segitségével fel lehet irni az x"=a, ha neN,
n > 1, egyenlet gyokeinek képletét.

Példaul az x* = 7 egyenletnek egy gyoke lesz a: Y7; azx'=5 egyen-
letnek két megoldasa van: ~45 és 5.

A szamtani n-edik gyok meghatarozasabdl kévetkezik, hogy:

1) ¥a >0, ha a >0 (példaul 47 > 0);

9 (Ya) =a, ha a>0 (paldaul (¥5)° =>5);
3) *Y=a =-**"Va (példaul ¥-2 = -2).

Mar megallapitottuk, hogy barmilyen szam paratlan gyokének
egyetlen értéke van. Tehat minden valés x szamnak egyetlen olyan y
szam felel meg, hogy y = ""Vx. Ez a szabély adja meg az f (x) = "*"Vx

fuggvényt, ahol ke N, melynek értelmezési tartomanya az R lesz.
Ennek a fiiggvénynek a grafikonja a 4.3. abran lathaté. A 4.4. dbran

az y= 3 fliiggvény grafikonja lathato.
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24 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

yA T
y=Yx
1 LT
=1 1 >
0 x
[
4.3. abra 4.4, abra

Hasonléan adjuk meg az f(x)= %x fuggvényt is, ahol ke N. En-
nek a figgvénynek az értelmezési tartomanya a [0; +00) intervallum
lesz.

A 4.5. abran az f(x)= 2/x fliiggvény lathatd, a 4.6. abran pedig az
f(x)= Yx figgvény grafikonja.

y A ya
y =[x
1 """ 25/_ 1 ///—__
| = X
Y /
o 1 x o 1 x
4.5. abra 4.6. abra

A kovetkez6 tablazatban 6sszefoglaljuk az y= x fuggvény tulaj-

donsagait.
Tulajdonsagok n— pa’rat’Ian természetes n — paros )
szam, n > 1 természetes szam
Ertelmezési tartomany R [0; +0)
Ertékkészlet R [0; +00)
A fuggvény zérushelyei x=0 x=0
y <0a(-00;0)
Elgjeltartasi intervallumon, y > 0 a (0; +o0)
intervallumai y >0 a (0; +o0) intervallumon
intervallumon
Parités Paratlan Se nem paros, se
nem paratlan
Novekvés / csokkend Novekvd Novekvd
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4. Az n-edik gydk meghatarozasa 25

Feladat. Oldjuk meg az egyenlétlenséget: 1) x <2; 2) Yx-2<1!

Megoldds. 1) Az adott egyenlGtlenséget a kovetkezdképpen irjuk
at: ¥x < 3/8. Mivel az y= x fliggvény novekvd, ezért le lehet vonni
a kovetkeztetést, hogy x < 8.

Felelet: (—oo; 8).
2) Yx-2<#1. Mivel az y= 4t fiiggvény a [0; +o0) intervallumon
novekve, ezért az adott egyenlStlenség egyenértékid a kovetkezd rend-
szerrel:

x—2<1,
x—-220.
Innen 2 < x<3.
Felelet: [2; 3). <
‘f) -
@

1. Mit neveziink az a szam n-edik gyokének, ha ne N, n > 1?

2. Az a mely értékénél van értelme a 2“\1/;, k € N kifejezésnek?

3. Mit neveziink a nemnegativ a szam szamtani n-edik gyokének, ha n € N,
n>1?

4. Az a mely értékénél van értelme a 2‘\k/a_, k € N kifejezésnek?

5. Fogalmazd meg az y = 2’”\1/;, k e N flggvény tulajdonsagait, és ké-
szitsd el a vazlatos grafikonjat!

6. Fogalmazd meg az y = 2("/;, k € N flggvény tulajdonsagait, és készitsd
el a vazlatos grafikonjat!

i!‘?/ GYAKORLATOK I

4.1.° Van-e értelme a kifejezésnek:

1) 2 2) ¥-2; 3) ¥2; 4 $o; 5) ¥-12
4.2.° Igaz-e az egyenl8ség:

1) ¥27 =38; 2) {843 =-3?

A feleletet magyarazd meg!
4.3.° Bizonyitsd be, hogy:

1) a 2 szamtani kobgyoke a 8-nak;

2) a 3 szamtani negyedik gyoke a 81-nek;
3) a —3 nem szamtani negyedik gyoke a 81-nek!
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26 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

4.4.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:

D 4216 2 40,0016: B §-0,0000%; 4 f-=5 5 ;U243
4.5.° Mivel egyenl6 a kifejezés értéke:
1) ¥343; 2) 0,53-64; 3) -¥-10242
4.6.° Szamitsd ki:
1 (¥5); 9 (-47)'; 3 (-12); 4) (—23/3)7!
4.7.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:
D (¥18)'; 2) (-%9)’; 3 (-411); 9 (%%)3!
4.8.° Oldd meg az egyenletet:

1) x*=27; 4) x* = 16; 7) 27x° - 1=0;

2) X*=9; 5) x°=5; 8) (x—2)* = 125;

3) x"=-2; 6) x*=-81; 9) (x+5)*=10 000!
4.9.° Oldd meg az egyenletet:

1) x°=1; 3) x*=0; 5) 64x° +2=0;

9) x=1; 4) x°=—64; 6) (x—3)°="729!
4.10.° Oldd meg az egyenletet:

1) 3x=§; 3) ¥x = -6; 5) Y2x +7=0;

2) Yx =3 4) Yx =-2; 6) ¥2x+7 =0!
4.11.° Oldd meg az egyenletet:

1) Yx=-2 3) Y =-2 5) Y3x-2=0;

9) Yx =-2 4) Y3x-2=0; 6) Y3x-2=2!

10

4.12." Szamitsd ki: 0,3%1000 -5%256 +6-(-'Y6) !
4.13." Szamitsd ki: 200 /0,001 - $/~0,00032 - (-4 /2)
4.14." Hatarozd meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat:

1) y=3%Yx-1; 2) y=Yx+1; 3) y=Vx*-x-2!
4.15." Hatarozd meg a fiiggvény értelmezési tartomanyat:

1) y=42-x; 2) y=§’/x+;; 3) y=Yx"—4x+3!

x—

4.16." Melyik két egymast kovetd egész szam kozott helyezkedik el a
koordinataegyenesen a kovetkezl szam:

1 ¥3; 2) 215 3) ¥100; 4) /812

2
!
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5. Az n-edik gyok tulajdonsagai 27

4.17." Melyik két egymast kovetd egész szdm kozott helyezkedik el a
koordinataegyenesen a kovetkezd szam:

1) #18; 2) 4139; 3) —¥/2122
4.18." Oldd meg az egyenlétlenséget:

1) Yx >3 2) Yx-3<2; 3) Yx+1>1!
4.19.” Abrazold a fiiggvény grafikonjat:

D y=(¥x); 2) y=(¥x)"
4.20.” Oldd meg az egyenletet:

D) (-4 Yx+1=0; 2) (x-1)Yx?-2x-3=0!

4.21." Oldd meg az egyenletet: (x+2)¥x®+2x—-3 =0!
, 4 4
4.22." Abrézold a fiiggvény grafikonjat: y = (%/x - 1) + (4 1- x) +1!

6

(1] { . 8
4.23.” Abrazold a fiiggvény grafikonjat: y = (5/2 + x) + (\6/2 - x) !

, FELKESZULES AZ UJ TEMARA s

4.24. Szamitsd ki a kifejezés értékét:

1) /0,64 -36; 2) /6%.3%; 3 2L

4.25. Hatarozd meg a kifejezés értékét:

1) \/32-/2; 2) |/2°.3.,2°.8%; 3) @!
5. Az n-edik gyok tulajdonsagai

Megvizsgaljuk azokat a tételeket, melyek az n-edik gyok tulajdon-
sagait adjak meg.

5.1. tétel (a hatvany gyokének els6 tétele). Bar-
milyen a R és ke N szamokra teljesiilnek a kévetkezé egyen-

loségek:
2k+W —a
- b
%a® =|al.

Bizonyitdas. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a 2y = y egyenlGséget,

?k+1— x. Az els6 bizonyitandé egyenlségnél

1= x egyenlfség mar szemmel lat-

elegendd belatni, hogy y

x=a’ és y=a. Innen az y

haté.
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28 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

Ahhoz, hogy bebizonyitsuk a %/x = y egyenlGséget, elegendd belat-
ni, hogy y >0 és y**=x. A masodik bizonyitandé egyenléségnél a
kovetkez6t kapjuk: |a|>0 és (| a )*=a™. «

5.2. tétel (a szorzat gyoke). Ha a>0, b>0, neN,

n > 1, akkor
Yab - Ya .

Bizonyitds. Ahhoz, hogy bebizonyitsuk az Yx = y egyenlGséget,
ahol x > 0, elegendd bebizonyitani, hogy y >0 és y"=x.

Mivel Ya >0 és b > 0. Ekkor %a-%b > 0.
Ezenkivil ((‘/E . Q/E)n = (Q/a_)n (Q/l;)n =ab.

<
5.3. tétel (a tort gyoke). Ha a >0, b>0,neN, n>1,

akkor
x
b Yo

5.4. tétel (a hatvany gyoke). He a >0, neN, geN,
n > 1, akkor

() - .

Bizonyitds. Ha k=1, akkor a bizonyitand6 egyenlGség nyilvan-

vald.
Legyen k > 1.
k
Ekkor: ({‘/a_) =¥/E»{‘/a_~...~{‘/g=na~a«...'a=¥/a7.<

k tényezo k tényezo
5.5. tétel (a gyok gyoke). Ha a>0, neN, keN,
n>1, k>1, akkor
¥ -4a.
Bizonyitds. Mivel ¥%a > 0.

nk
Ezenkivil az ("’f/g) =(("’€/E)) =(’€/E)k=a. <
5.6. tétel (a gyok hatvanyanak masodik téte-
le). Ha a >0, neN, keN, n > 1, akkor

"a* =a.
Bizonyitdas. Ha k=1, akkor a bizonyitandé egyenléség szemmel
lathaté lesz.

Legyen k > 1. Ekkor ”(*/a_k:\"/'\*/a_k =%a. <«

nk
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1. feladat. Hatarozd meg a kifejezés értékét:
3

) 47,3 2§27 3) Y1632 9 yﬁz
375

Megoldds. 1) Alkalmazva az 5.1. tételt felirhatjuk: #(-7,3)* =
=-7,3|=17,3.

2) §1,2"% =1,2% =1,44.

3) Helyettesitve a gyokok szorzatat a szorzat gyokével azt kapjuk,

hogy:
31632 =316.2 =%/32 = 2.

4) Helyettesitve a gyokok hanyadosat a hanyados gyokével kapjuk:

Ved 24 _[8 2
3375 V315 V125 5
2. feladat. EgyszerUsitsiik a kifejezést:
D Ya®; 2) Y64a™, ha a<0; 3) ¥a®; 1) Ya?!
Megoldas. 1) Alkalmazva az 5.1. tételt  kapjuk:
4/a28 — 4’(0,7)4 =|a7 |
2) Mivel {64a™ =2|a®|. A feltétel szerint a <0, ezért a* <O0.
Ekkor {64a'® = 2| a® | =-24°.
3 ¥at - ¥ - 4a.
9 Ya? =Ya? =4f[a]. <
3. feladat. Vigyiik ki a gyokjel aldl a tényezét: 1) ¥250; 2) ¥b*®!
Megoldds. 1) A gyokjel alatti szamot felirjuk két szam szorza-

taként, melyek kozil az egyik egy racionalis szam kobe, és kivissziik
a tényezdt a gyokjel elé:

3/250 = 3125.2 =5 /2.

2) A feltételbdl kovetkezik, hogy a b > 0.

Ekkor 6% = b%b* =|v* |¥b* =° ¥b*. «

4. feladat. Vigyik be a gyokjel ala a tényezét: 1) -2 §/3;
2) 6'19/67!

Megoldds. 1) -2%/3 =64 -%/3 =-¢192.

2) A feltételbdl kovetkezik, hogy ¢ > 0.

Ekkor ¢ W' = " =", <
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Ja

5. feladat. Egyszer(sitsétek a tortet: ————=!

Ja-2Yab b

Megoldds. Az adott tort szamlalgjat és nevezdGjét tényezdSkre
bontjuk, majd a kovetkezdt kapjuk:

Ja-vo _(Ya-4p)(Ya+th) Ya+ih
Ja—2¥ab Vo (fa-th) Y-t

’I) -
¢ 1. Fogalmazd meg a gyok hatvanyarol szélo elsé tételt!

2. Fogalmazd meg a szorzat gydkérdl szoélo tételt!

3. Fogalmazd meg a hanyados gyokérdl szolé tételt!

4. Fogalmazd meg a gydk hatvanyardl szolo tételt!

5. Fogalmazd meg a gyok gyokeérél szolo tételt!

6. Fogalmazd meg a gyok hatvanyardl sz6l6 masodik tételt!

74'7'/ GYAKORLATOK I

5.1.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:
312 . 114
1) 364-125; 2) §2°.7% 3) LJW!
5.2.° Szamitsd ki a kifejezés értékét:
75 224 .316
1) 30,064 -343; 2) F; 3) 8 516 !
5.3.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:

1) Y2 4s; 3) %; 5) ¥6/3 +10 -§/6 /3 —10;

8[930  m12

2) /0,054 -¥4; 4) s
5.4.° Egyszerlsitsd a kifejezést:

D Y2545,  3) Y2°.5° Y20 5% 5) {2417 +10 {2417 ~10;

2 4/80 Y3 .10° %/ﬁ~€/ﬁ!

4) ——; 6)
5.5.° EgyszerUsitsd a kifejezést:

Eok 103" /12
1) J¥a; 2) Y¥x; 3) e’ 4) Nap™!

6) ¥3.¥3.427.3-9!
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5.6.° Egyszerlsitsd a kifejezést:

D W 2) Vi 3) ¥a’; 2 Wa"o"
5.7." Emeld ki a tényezét a gydkjel aldl:

) Y16; 2 Y162;  3) ¥250;  4) Y40a’;  5) Y-a!
5.8." Emeld ki a tényezét a gydkjel aldl:

1) 480; 2) 432; 3) b4y’

5.9." Vidd be a tényezét a gyokjel ala:

D2V3 94l 9 580,04 4 b3 5>c?ﬁ!
5.10." Vidd be a tényezst a gyokjel ala: ’
D ¥320 9 24 3 5i1a; 4 2 i/g!
5.11." Helyettesitsd a kifejezést vele azonosan egyenld kifejezéssel:
Y625 - /320 - 4135 + /40 !

5.12." Egyszer(sitsd a kifejezést: 354 —3%/16 +53/128 + 3/2000!
5.13." Egyszeriisitsd a kifejezést:

1) 243; 2) Yfaia; 3 {24242!
5.14." Egyszer(sitsd a kifejezést:

1) 343; 2) 4o 4; 3) Yaifada!
5.15." Egyszertisitsd a kifejezést:

1) (1+¥a+¥a?)(1-%a); 2) (1++a)(1+¥a)(1-Ya)
5.16." Egyszer(isitsd a kifejezést: (% —8ab + 3/5) (% + %)'
5.17." Az a mely értékeinél teljesiil a kévetkezd egyenl8ség:

) Yat=a; 2 Yat--a 3 YP-a 9 Yo’ --a?
5.18." Az a mely értékeinél teljesiil a kovetkezd egyenldség:

D Ya® =0’ 2 Yo =-a% 3 Yo' =(Ya); 9 Yo' =(Y=a)"
5.19.” Az a és b mely értékeinél teljesiil a kovetkez8 egyenlség:

1) Yab = {-a-4-b; 3) ab =a - Yb;

2) Y-ab = Ya -4-b; 4) Yab =¥-a-¥-b2
5.20.” Az x mely értékeinél teljesiil a kovetkezd egyenléség:

) Yl —a=4x-2 Yx+2;

2) 3(x—6)(x—10) =Yx-6-Yx-10?
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5.21." Egyszertisitsd a kifejezést:
1) Ym®, ha m > 0; 4) Y™
2) Yn*, ha n<o; 5) 40,25b™, ha b < 0;

3) ¥256F°, ha k<0 6) 4Y81x°y*, ha y > 0!

5.22." Egyszer(isitsd a kifejezést:

1) V625a*; 3) Wp*q¢*, ha p>0!
2) -5v4x*, ha x <0

5.23." Egyszerisitsd a tortet:

Ja-b Yar? - Yas Ja+db

e KPR 5)%%7%’
2 Yx-9. \/_+4\/§+16 ) Yo - Ya + \/E 1,

&‘

2y +3 x—64 a-
5.24." Egyszertsitsd a tortet:

\/7+1 2) \/_ \/mn 3> a—-b . 4) a\/I;—b\/Z'
Tt D Gmdn D Gt N
5.25.” Oldd meg az egyenletet:

D Yx+4) =x+4 2) 41-3x)° =(1-3x)!

5.26.” Egyszertsitsd a kifejezést:

) Y(6-2); 2) Y(1-2); 3) Y(vV2-V3)"!

5.27." Egyszertsitsd a kifejezést:

D {V5-2)'; 2 §(V3-v5); 3 §(\T-3)

5.28." Vidd ki a tényezét a gyokjel elé:

) Y-m’; 2) 4a’b*, ha a > 0!
5.29.” Vidd ki a tényezét a gyokjel elé:

1) 4324°, ha a <0; 9) 4-6254°!

5.30.” Vidd be a tényez6t a gyokjel ala:

D

1) ¢¥3, ha ¢ <0; 2) b¥6; 3) a¥-a!
1.” Vidd be a tényezdét a gyokjel ala:
1) a¥a; 2) aiV-a®!

5.32.7 Oldd meg az egyenletet: ‘{/(x—3)4 +§/(5—x)6 =2
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, FELKESZULES AZ UJ TEMARA IS

5.33. Add meg a kifejezést az a alapu hatvanyként:
3\6 4
1) @) a )16-a ; 3) a’-a’ a' 5) a”-a®:a”;

2) a’-a’® 4) a’:a'’ 6) (@ )"

5.34. Hatarozd meg a kifejezés értékét:

5
147 7" ((3)?
1) 2°.27%:27% 3) —; 5) | 2= ((_) :
) ) 7° ) ( 9] 5

2) 33-(§)_3- 4 9 .27 6 222"
3) "’ ’ 447%.11°°

6. A racionalis kitevdji hatvany meghatarozasa
és tulajdonsagai

A 7. osztalyban mar megismertétek a természetes kitevGjd hatvany
kovetkez6 tulajdonsagait:

1) a™-a"=a"""";

2)ad" :d"=a""",a# 0, m > n;

3) (@")"=a™;

4) (ab)"=a"db";

5) (2) =£’ b # 0.
b b"

KésGbb megtanultatok a nulla kitevdjd hatvany és a negativ kite-
v6ji hatvany meghatarozasat is:
a’=1, a #0;
1
a"=—, a#0, neN.
a
Ezek a definiciék nagyon hasznosak: a természetes kitevsjd hat-
vany mind az 6t tulajdonsaga érvényes lesz az egész kitevGji hatva-
nyokra 1is.
Bevezetjik a tortkitevdjd hatvany fogalmat, vagyis az a’-t, mely-

nek kitevGje a kovetkez§ alakban adhaté meg: r =ﬂ, ahol m € Z,
n

neN, n > 1. Ezt Ggy kivanjuk megadni, hogy a tortkitevéjd hatvany
tulajdonsagai megegyezzenek az egész kitevljd hatvany tulajdonsagai-
val. A meghatarozas alapjaul a kovetkezl példa szolgalhat.
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2 2
Jeloljik meg x-szel a 23 hatvany értékét, vagyis x = 23. Alkalmaz-
9 3
va az (@")"=a™" tulajdonsagot felirhatjuk: x* = (23) =22, Tehat az x
2

a 27 szam kobgyoke lesz, vagyis x = 3oz, Kovetkezésképpen 2% = 32z,

Ebbé6l a gondolatmenetbdl kiévetkezik, hogy érdemes elfogadni a
kévetkezd meghatarozast.

Definici6é. A pozitiv a szam r racionalis kite-

o s » » m ’ 2’ 2’
vOoji hatvanyanak, ha az r az — alakban irhato fel, és az
n

meZ, neN, n>1, az Ya” szamot nevezziik, vagyis

3 1 -1 3
Példaul 57 =5°, 3° =35 =337, 0,4%° = 0,410 =190,4°,
Megjegyezziik, hogy az o hatvany értéke, ahol r raciondlis szam
lesz, nem fligg attdl, hogy az r tortet milyen alakban adjuk meg. Ez

m mk
- s e k 7 7 s s .
az a" =Xa™ és a ="Ya™ =Xa" egyenlGség alkalmazisaval bizo-
nyithaté be.
A nulla alapt hatvany csak a pozitiv racionalis kitevére értelmez-
hetd.

Definicié. 0" =0, ha meN, neN.
1
Figyeljetek arra, hogy példaul a 0 2 -nek nincs értelme.

m

Hangsulyozzuk, hogy az a" hatviny meghatérozasa az a <0 ese-
1

tén nincs definidlva. Példaul a (-2)° kifejezés nincs értelmezve. Vi-
szont a -2 kifejezés értelmezve van. Felmeril a kérdés, miért nem
tekinthetjik igaznak a Y2 = (—2)% egyenlGséget. Bebizonyitjuk, hogy
az ilyen megallapitas ellentmondashoz vezetne:

2 =2 =2 =§{2 = Ui

Azt kaptuk, hogy a ¥-2 negativ szdm ,egyenl§” a un pozitiv
szammal.
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6. A racionalis kitev6jli hatvany meghatarozasa és tulajdonsagai 35

sr0 s2

Az y=«" fuggvényt, ha reQ, racionalis kitevéji hatvany-
fliggvénynek nevezzik.

Ha az = nem egyszerUsithetd tort, ahol meZ, neN, n>1 po-

n
zitiv szdm lesz, akkor az y=x" fuggvény értelmezési tartomanya a
[0; +00) intervallum lesz, ha ez a tort negativ szam, akkor a (0; +o0)

intervallum.
1 1 1

A 6.1. dbrdn az y=x2, y=x3, y=x* fiiggvények grafikonjai l4t-
hatok.

yA
1
y={x? ///
1+
// y:XS
|~ —____,__-———_
//44_/——_ 14—
1 — y=x4
i 8
0 1 x
6.1. abra

Bebizonyitjuk, hogy az egész kitevdji hatvany tulajdonsigai érvé-
nyesek barmilyen racionalis kitev6jd hatvanyra is.
6.1. tétel (a hatvanyok szorzata). Bdarmilyen a >0

és barmilyen raciondlis p és q szamra teljesiil a kovetkezd
egyenloség

a®-a? =aP?

Bizonyitds. A p és q racionalis szamokat felirjuk egyenl6 neve-

170

76U tortként: p = ﬁ, q= E, ahol meZ, keZ, neN, n> 1. Ekkor:
n

m+k m k

n
m k m k
a’-a’=a" -a" =Xa" -Ya* =%fa" -a" =Xa""F =a " =a" "=a""". 4

Kovetkezmény. Barmilyen a > 0 és barmilyen p racio-
nalis szamra teljesiil a kévetkezé egyenléség:

at=—
aP
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36 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

Bizonyitdas. A 6.1. tétel alkalmazasaval felirjuk: a?-a” =
1
=a?"=a"=1. Innen a™’ =—.

6.2. tétel (a hatvany hanyadosa). Barmilyen a >0
és barmilyen raciondlis p és q szamra teljesiil a kovetkezd
egyenldség

a’ :a’=a’"’1

Bizonyitds. A 6.1. tétel alkalmazasaval felirjuk: a?.a” 7 =
=a’"? ?"=a”. Innen &’ =ad" : a’. 4

6.3. tétel (a hatvany hatvanya). Bdrmilyen a > 0
és barmilyen raciondlis p és q szamra teljesiil a kovetkezé

egyenloség

Bizonyitas. Legyen p=ﬁ, ahol meZ, neN, n>1 és qzi,
n

ahol seZ, keN k > 1. Ekkor:

(a®)? = \f — / J N akn _a%% =a’. 4

6.4. tétel (a szorzat és a hanyados hatvanya).
Barmilyen a > 0 és b > 0, valamint barmilyen raciondlis p
esetén teljesiilnek a kovetkezo egyenldségek:

(ab)’ = a’b”
(E)P _e
b b?

Bizonyitsatok be 6nalléan ezt a tételt.

1. feladat. EgyszerUsitsiik a kifejezést
<3a0,3 + b0,2) (a0,3 _ 4b0,2) _ (a0,3 + 2b0,2) (aO,S _ 2b0’2).
Megoldds. Felbontjuk a zardjeleket, alkalmazva a tobbtagok szor-
zasanak szabalyat és a négyzetek kilonbségének képletét, aztan osz-
szevonjuk a hasonlé ¢sszeadandodkat:
(3a0,3 + bO,Z) (a0,3 _ 4b0,2) _ (a0,3 n 2b0,2) (a0,3 _ 2b0,2) —
= 3a%—12a%%6%% + a®?b%% — 4b%* — a" + 45" = 2¢"° — 11002, <«

1

1
42 x¥-2 16
2. feladat. EgyszerUsitsiik a kifejezést e X -

1 2
x3—2 x3+2 «x3%-4
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6. A racionalis kitev6jl hatvany meghatarozasa és tulajdonsagai 37

1
Megoldds. Elvégezziik az x® =y helyettesitést. Ekkor az adott
Yy

kifejezés a kovetkezd alakot veszi fel:
y+2 y-2 16
-2 y+2 y* -4 '
Ezt a kifejezést konnyen leegyszerisithetjik. Fejezzétek be énal-
l6an.

Felelet:

<

1
x% +2

'[) B

1. Mit neveziink az a szam mn kitevojl hatvanyanak, ha meZ, neN,
n

n>1?

2. Mit neveziink a 0 szam kitev6ji hatvanyanak, ha meN, n e N?
n

3. Mit neveziink racionalis kitev6ji hatvanyfiiggvénynek?
4. Fogalmazd meg a racionalis hatvany tulajdonsagait!

i!‘?/ GYAKORLATOK I

6.1.° Add meg gyok alakban a tortkitevdjd hatvanyt:
1

1 4

1) 5% 2) b 7; 3) (ab)"!
6.2.° Add meg gyok alakban a tortkitev6jd hatvanyt:
1

6

1) 3°9; 2) ¢ 3) x7!
6.3.° Add meg a kifejezést tortkitevdjd hatvany alakjaban:
1) Vs 2) U6°; 3 Y2
6.4.° Add meg a kifejezést tortkitevGji hatvany alakjaban:
1) Ya?; 2) Wm™; 3) Y5a°!

6.5.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:
1

1 1 4
1) 42; 3) 3-64 3; 5) 273;

1 3
2) 25 2; 4) -5.0,01 2; 6) 3272

6.6.° Mivel egyenl§ a kifejezés értéke:
1

1 _2
1) 83; 2) 10000%; 3) 0,125 3?7
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6.7.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:

g 1 5 4,5
1) 34%.3726.3%8%; 3) (253) ; 5) (Ej ‘1,2
1\ g2
2) (5*%)°.5%% 4) [—) ; 6) —!
49 H
22
6.8.° Mivel egyenl6 a kifejezés értéke:
1
-0,25 3
D 5550 9 (PO TS ) (ij ;a2
16 <
33
6.9.° Bontsd fel a zardjeleket:
1 1 1
1) 2a? (ai - 4) +8a?; 4) (b + 3)*— 66™*;
2 3 2 3 1 2 1
2) (3b3 —cz)(3b3 +c2); 5) (c3 —1)(c3 +e¢3 + 1);
11 [ AV
3) (a3+b3) ; 6) (a3+a2)(a3—a6+a)!
6.10.° Bontsd fel a zardjeleket:
1 1 1
1) (5a”* + b%?) (3a"* — 4b°?); 4) (xg + 2) (x5 —-2x5 + 4);
2) (mO,ﬁ + n0,5) (m0,5_ n0,5); 5) (y1,5_ 4y0,5)2 + 8y2,
1) 1 1 1
3) (mz—nz) ; 6) (ag—l)(a4+1)(a3+1)!
6.11." Szamitsd ki a kifejezés értékét:
3 2
12 1 - -2
1z L 1Y+ (1)3
1) 123.6%.(0,5)3; 3) | —=| +|=| -(0,81)°%
) 1216709 (5) +(3) " 0m
15
2) 25 1 (0,25)"%" — 81°75, 4) 168 .8 6.4
6.12." Hat4rozd meg a kifejezés értékét:
4
o 3 1 2
1) | 3432 (Ej ; 3) 0,0016 *-0,04 % +0,216 3;
1 11 2
2) 104 .40*-52; 4) 6257% .25 .1253!
6.13." Egyszertisitsd a tortet:
1
a-5a? a—-4b a-b
D = 2) 500 3) —1 1
1 a®® + 26% 11
a? -5 ab? +a?b
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7. Irraciondlis egyenletek 39

11 1 1
a+2a%b? +b a+b m? —n?
EE D) T 6 =

a? +b? ad +b? m
6.14." Egyszer(sitsd a tortet:

1

4)

a+2a? a-b a®?® - p%®
1) —; ; 3) —; 5) —;
= = a-b
a® +2 a-a?b
5 1 15
m*n* —m*nt a-b a-125
2) 55 Y517 = 65
m*nt a® +a3b® + b3 a® -25
a-b a® -p"’
6.15." Egyszer(sitsd a kifejezést: PR — !

-n m+n

6.16." Egyszertsitsd a kifejezést: n} !

m3 -n® m3+nd
a®+2 ™ - 2) a®? 2
a

a+2a"°+1 a-1

6.17.” Bizonyitsd be az azonossagot: ( 05
“+1 a-1

1

2

3 11 1

6.18.” Bizonyitsd be az azonossagot: (
m?+mn® m?+n "

i

6.19. Oldd meg az egyenletet:

1) V3x-7=0; 3) Jx® - 64 = 6; 5) Jx +Vx-2=0;
2) Jix-1=6; H J1+/3+x =4 6) (x-2)Jx+2=0!

7. Irracionalis egyenletek

Az egyenletek megoldasa soran néha az egyenlet mindkét oldalat
ugyanarra a hatvanyra kell emelni. Megvizsgaljuk, hogyan befolya-
solja ez az atalakitas az egyenlet gyokeinek halmazat.

2 2
m +n m+nJm

FELKESZULES AZ UJ TEMARA I

7.1. tétel. Ha az egyenlet mindkét oldalat paratlan kite-
vdjii hatvanyra emeljiik, akkor az eredetivel ekvivalens egyen-
letet kapunk.

1. feladat. Oldjuk meg az Vx® -2 = Yx egyenletet!

Megolddas. Az egyenlet mindkét oldalat a hetedik hatvanyra
emeljik. Az eredetivel ekvivalens egyenletet kapunk:

(2 —2) = (¢x).
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Innen x*—2=1x; x*-x-2=0; x,=-1, x,=2.

Felelet: —-1; 2. 4

Az 1. feladatban a valtozé a gyokjel alatt van. Az ilyen egyenletet
irracionalis egyenletnek nevezzik.

Nézzink néhany példat az irracionalis egyenletekre:

Vx -3 =2;
Jx-24x+1=0;
V3-x =%2+x.
Az 1. feladat megolddsa soran egy olyan egyenletet alakitottunk

at, amely paratlan kitevdjd gyokot tartalmazott. Vizsgaljunk meg egy
olyan egyenletet, amely paros kitevGji gyokot tartalmaz.

2. feladat. Oldjuk meg a (V3x+4) =(Vx—2) egyenletet! (1)

Megoldds. A (\/a_)z = a képlet alkalmazasaval az adott egyenle-

tet a kovetkezG egyenlettel helyettesitjiik:
3x+4=x-2. (2)

Innen az x=-3.

Az ellendrzés viszont azt mutatja, hogy a —3 szdm nem lesz gyoke
az eredeti egyenletnek. Azt mondjuk, hogy a —3 az (1) egyenlet ha-
mis gyoke.

Tehat az (1) egyenletnek nincs gyoke.

Felelet: az egyenletnek nincs gyoke. <

A 2. feladat megolddsa sordan a hamis gyok megjelenésének oka az,

2
hogy az (\/g) = a képlet alkalmazdsa soran nem vettiik figyelembe,
hogy az a >0 feltételnek teljestilnie kell. Ezért a (2) egyenlet nem
egyenértékd az (1) egyenlettel.

Definicio. Ha az f,(x) = g,(x) egyenlet gyokeinek halmaza
tartalmazza az f, (x) = g, (x) egyenlet gy6keinek halmazat, ak-
kor az f,(x) = g,(x) egyenletet az f (x) =g, (x) egyenlet kovet-
kezményének nevezziik.

Példaul az x* = 25 egyenlet kovetkez-

ménye lesz az «x° NPT
5-—x 5—x

egyenletnek. Gydzddjetek meg errdl 6n-
alléan.

Azt 1s mondjuk, hogy az

LI

5-—x 5-x
kezik az x” =25 egyenlet.

A 7.1. abran egy Euler-diagram szemlélteti a kévetkezmény-egyen-
let halmaza és az eredeti egyenlet halmaza kozotti 6sszefliggést.

Az kovetkezmény-
egyenlet gyokeinek halmaza

Az
egyenlet
gyokeinek
halmaza

x? -

egyenletbdl kovet-

71. abra
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A hamis gyok megjelenésének masik oka, hogy az x* = x2* egyen-
16ségb6l nem feltétlen koévetkezik az x, =x, egyenl6ség. Példaul
(-2)'=2%, de —2 # 2. Ugyanakkor az x, = x, egyenl6séghdl kovetkezik
az x* = x2* egyenl§ség.

Igaz lesz a kovetkezb tétel.

7.2. tétel. Az egyenlet mindkét oldalanak paros hatvany-
ra emelése soran a kapott egyenlet kévetkezménye lesz az ere-
detinek.

3. feladat. Oldjuk meg a +4+3x = x egyenletet!

Megoldds. Négyzetre emeljuk az egyenlet mindkét oldalat. A
kapott egyenlet kovetkezménye lesz az eredetinek:
4+ 3x=x"
Innen x°—3x—4=0; x, =—1, x,=4.
Az ellen8rzés azt mutatja, hogy a —1 hamis gyok lesz, Ugyanakkor
a 4 kielégiti az eredeti egyenletet.
Felelet: 4. 4

4. feladat. Oldjuk meg a v2x -3 ++/4x+1 =4 egyenletet!
Megoldds. Az adott egyenlet mindkét oldalat négyzetre emeljik:

2x-3+2+2x -3 -v4x+1+4x+1=16.
Innen +2x-3 -V4x+1=9-3x.

Attérve a kovetkezmény-egyenletre, a kovetkezdt kapjuk:
8x* — 10x — 3 = 81 — 54x + 9x7;
x*—44x+84=0; x =42, x,=2.
Az ellendrzés azt mutatja, hogy a 42 hamis gyoke lesz az egyen-
letnek, ugyanakkor a 2 kielégiti az adott egyenletet.
Felelet: 2. 4

5. feladat. Oldjuk meg a Va® +1+2%¥x® +1-3=0 egyenletet!

Megoldds. Legyen az Vx® +1 =t. Akkor vx® +1 =t*. Ezutdn az
eredeti egyenletet a kovetkezGképpen irhatjuk at:

£ +2t-3=0.
Innen ¢=-3 vagy ¢t=1.
Amikor t =-3, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk: Vx® +1 =-3,
aminek nincs megoldasa.
Amikor ¢ =1, akkor a kovetkezé egyenletet kapjuk: Vx®+1=1.

Fejezziik be az egyenletet énalléan.
Felelet: 0. <
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42 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

Emlékeztetink benneteket arra, hogy az utébbi egyenlet megolda-
sanak moédszere mar ismert a 8-9. osztalyos algebra tantargybdl. Ezt
a moédszert vdltozécserének nevezzik.

‘l) |

o
1. Milyen egyenletet neveziink irracionalisnak?

2. Az egyenlet mindkét oldalat paratlan kitevéji hatvanyra emeljik. A kapott
és az eredeti egyenlet egyenérték(i-e?

3. Az egyenlet mindkét oldalat paros kitevgji hatvanyra emeljik. A kapott
és az eredeti egyenlet egyenértékii-e?

4. Hogyan lehet megallapitani a gyokrél, hogy hamis-e?

i!‘?‘/ GYAKORLATOK I

7.1.° Magyarazd meg, miért nincs gyoke az egyenletnek:

) Jx-2+1=0; 3) Vx—-4+1-x =5

2 Yx+8x-1=-2 4) Yx-6+/6-x=1!
7.2.° Oldd meg az egyenletet:

D) 2x-2=2 3) Yx-6=-3

2) Yx-4=2 4) Yx® -2x+3 =x!
7.3.° Oldd meg az egyenletet:

1) Yx-3=4; 2) Y8x* —x-15 =2x; 3) Y25++/x%+3 =3!
7.4." Oldd meg az egyenletet:

1) 2x-1=U3-x; 3) V2x-1=+x-3;

2) V2x-1=+/1-2x; 4) Jx*-36 =+2x 1!
7.5." Oldd meg az egyenletet:

1) Yx+3=42x-3; 2) Vax-5=1-x!
7.6." Oldd meg az egyenletet:

1) V2-x =x; 4) \2x* -3x-10 = x;

2) Jx+l=x-1; 5) 2Jx+5=x+2;

3) V3x—-2 =x; 6) V15-3x —1=x«!
7.7." Oldd meg az egyenletet:

1) v10-3x = —x; 3) 3vx+10-11=2x;

2) x=\Jx+5+1; 4) x—+/3x*-11x-20 =5!
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7. Irraciondlis egyenletek 43

7.8." Oldd meg az egyenletet:

1) J2x+3)(x—4)=x-4; 2) J(x-2)(2x-5)+2=ux.
7.9." Oldd meg az egyenletet: /(8x—1)(4x +3) = 3x —1!

7.10." Oldd meg valtozécserével az egyenletet:

3
1) Yx+2¥x*-3=0; 4) 2Jx+1-5= :
) ) Vx+1
2) Jx+¥x-6=0; 5) ! L
x+1

3) 2x—Tx-15=0; 6) X2 7 XL _g
x+5

7.11." Oldd meg valtozécserével az egyenletet.

1) x—Jx-12=0; 3) Vx+5-34x+5+2=0;
9) ¥u® +8=9%x; g [BXr2 L 273 ok
2x -3 3x+2

7.12." Oldd meg az egyenletet:
1) Jl+xvx®+24 =x+1; 2) J1+x+x®—-24 =x—1!
7.13.” Oldd meg az egyenletet:

1) v22-x-+10-x =2; 3) V2x+3—-+Jx+1=1;

2) Jx+2-2x-3=1; 4) 22-x -JT-x =1!
7.14.” Oldd meg az egyenletet:

1) V2x+5-+/8x-5=2; 2) V3x+1-x+1=2!
7.15.” Oldd meg az egyenletet:

1) Jx-5+10-x = 3; 3) i—x+V1+x=1;

2) Jr-T+Jx-1=4; 4) V13— 4x +Jx+3 =5!
7.16.” Oldd meg az egyenletet:

) VA-x+x+5=3; 2) V2x+3+x+5=3!
7.17." Oldd meg valtozécserével az egyenletet:

1) 2% —5x+16-3x? —5x+20 = 0;

2) x* +4-5Vx* -2 =0;

3) Vx? —3x+5+x° =3x+T;

4) \3x* —9x—26 =12+ 3x — x°!
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44 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

7.18.” Oldd meg véaltozdécserével az egyenletet:

1) x*—4x-3+x*-4x+20+10=0;
2) 24x* -3x+11 =4+3x—x%;
3) 5x% +10x +Vx? +2x—15 =123!

7.19.7 Oldd meg az \/x—1—2\/x—2 +\/x+7—6\/x—2 =6 egyenletet!

7.20." Oldd meg az \/x+2\/x—1 +\/x—2\/x— =6 egyenletet!

MSMETLO GYAKORLATOK I

—x*+1, ha x <1,
x—1, hax>1

grafikon alapjan allapitsd meg a fliggvény novekedési és csokkené-
si intervallumait!

7.22. Add meg a linearis f fuggvény képletét, ha f(-2) =5, f(2) =-3!

7.21. Abrazold az f (x)={ figgvény grafikonjat! A

@ A LEMBERGI MATEMATIKAI ISKOLA IS

Jelenleg az Algebra és az analizis elemei egyik fejezetével ismer-
kedtek meg. A tantargy nevében egy Uj szdosszetétel — az analizis
elemei jelent meg. Mit takar ez a név? A valasz nagyon egyszer(: a
matematikai analizis a fuggvények tanulmanyozasaval foglalkozik.
Ebben az évben az analizis elemeirdl kezdtetek el tanulni: Gjabb és
Gjabb fliggvénytipussal kell megismerkednetek, megtanuljatok a tulaj-
donsagaikat, elsajatitjatok a fliggvények vizsgalatanak moddszereit.

A XX. szazad elsé felében bizonyos fliggvénytipusok vizsgalata so-
ran egy 1) matematikai targy jott létre, a funkcionalis analizis. Na-
gyon fontos és jelentGs szerepet jatszott ennek a tudomanyagnak a
létrejottében a lembergi matematikai iskola.

A XX. szazad 20-30-as éveiben Lemberg a vilag matematikai f6-
varosa volt. A tudomanyos intézetekben olyan neves matematikusok
dolgoztak, mint Kazimierz Kuratowski, Stanislaw Mazur, Wladyslaw
Orlicz, Waclaw Sierpinski, Stanislaw Ulam, Juliusz Schauder, Hugo
Steinhaus és még sokan masok. A lembergi tudésok olyan magasan
képzettek voltak, hogy a vilaghirdi matematikus, tébb matematikai
logikarol és halmazelméletrdl irt konyv szerzéje, Alfred Tarski nem
kapta meg a lembergi egyetem professzori allasat. Lemberg matema-
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A lembergi matematikai iskola 45

Stefan Banach Banach Funkcionalis analizis cimii
(1892—-1945) tankényve

tikusai egy erds tudomanyos csapatot hoztak létre, melyet a lembergi
matematikai iskolanak neveztek el. VezetGje a zsenidlis matematikus,
Stefan Banach volt.

Ma a vilag matematikusainak kozossége Banachot tekinti a funk-
cionalis analizis megteremtdjének. Az egyik elsé tankoényvet ebbdl a
targybdl Banach irta. Az 4ltala bevezetett fogalmak klasszikusak
lettek. Példaul a tudés altal tanulmanyozott teret Banach-térnek ne-
vezik és most mar azok kozott a legsziikségesebb fogalmak kozott van,
melyet a felsGoktatasban tanulé matematikusnak, fizikusnak, kiber-
netikusnak ismernie kell.

Azt mesélik, hogy a lembergi matematikusok sok tételt a kavézo-
ban bizonyitottak be. Stefan Banach a tanitvanyaival nagyon szeretett
a Skét kdvéhdzban tartézkodni, ahol a kis marvany burkolatu aszta-
lok nagyon alkalmasak voltak a matematikai képletek és tételek le-
vezetésére. A kavézo tulajdonosat bosszantotta, hogy a tuddsok nem
hagytak fel ezzel a rossz szokasukkal. A helyzetet Banach felesége
azzal mentette meg, hogy egy nagy méretl flizetet vasarolt férjének.
fgy keletkezett a hires Skot konyv, a matematikai problémak gytjte-
ménye, melyeken Banach és munkatarsai dolgoztak. A bonyolult ma-
tematikai problémak megoldédsa fejében a tuddsok viccesen sort vagy
éttermi vacsorat ajanlottak fel egymasnak. Példaul az egyik probléma
megoldasaért a kitaldléja (1936-ban) egy €18 libat ajanlott fel, melynek
a megoldasa csak 1972-ben sziletett meg, amikor at is adtak a jutal-
mat.
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46 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

A liba atadasa

A Skot konyuvben 1év6 problémék olyan fontosak és bonyolultak,
hogy akinek sikeril legalabb egyet is megoldania kozulik, az azonnal
vilaghirtvé valik. A Skét kényv a tudomany egyik leghiresebb és
legértékesebb relikvigja lett.
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' AZ 1. §. OSSZEFOGLALASA .
]

A fuggvény legnagyobb és legkisebb értékei
Ha minden x € M szamra teljesiil az f(x,) < f (x) egyenl6tlenség,
ahol az x, € M, akkor az f(x) szdmot a fiiggvény legkisebb érté-
kének nevezziik az M halmazon, és igy jeloljik: mﬂ;llnf(x) =7 (x,)-
Ha minden x € M szamra teljesiil az f(x,) > f (x) egyenl6tlenség,

ahol az x, € M, akkor az f(x,) szamot a fliggvény legnagyobb ér-
tékének nevezzik az M halmazon, és igy jeloljik: max f(x)="1(x,)-

Paros és paratlan fliggvények

Az f fuggvényt parosnak nevezzik, ha az értelmezési tartomanya-
nak barmilyen x értékére teljesiil a kovetkezd egyenldség:

f 0 =f ().
Az f fuggvényt paratlannak nevezzik, ha az értelmezési tartoma-
nyanak barmilyen x értékére teljesil a kovetkezG egyenldség:

f (%) =—f ().

Az ordinatatengely a paros fliggvény szimmetriatengelye.

A koordinata-rendszer kezddpontja a paratlan fliiggvény szimmet-
riapontja.

Az n-edik gyok
Az a szam n-edik gyokének, ha neN, n > 1, azt a szamot nevez-
zuk, melynek n-edik hatvanya a-val egyenld.
A nemnegativ a szam a szamtani n-edik gyokének, ha neN,
n > 1, azt a nemnegativ szamot nevezziik, melynek n-edik hatvanya

a-val egyenld.
Barmilyen a és k€ N esetén teljestilnek a kivetkezd egyenlGségek:

(Va)"" =a, * Va7 =a, ¥a™ =|a|.
Barmilyen a > 0 és ke N esetén teljesiil a kovetkezd egyenlGség:
(] = a
Ha a>0, b>0, neN, n> 1, akkor ¥ab =/a -%b.
a
ot
Ha a>0, neN, kEeN, n> 1, akkor (K‘/E)k=§’/_k, "{“/a7=§‘/;.
, neN, keN, n>1, k> 1, akkor ’\’/%="(*/a_.

Ha a>0, b >0, neN, n>1, akkor n%:
Ha a >
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48 1. §. Fliggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

A racionalis kitev6ji hatvany

A pozitiv a szam U hatvanykitevsjd hatvanyanak nevezziik, ahol
n

m
meZ, neN, n>1, az Ya™, vagyis az a” =3a" szamot.

0" =0, ahol meN, neN.

Az y =x" képlettel megadott fliggvényt, ahol r € QQ, racionalis ki-
tevGjd hatvanyfiggvénynek nevezzik.

Barmilyen a > 0 és barmilyen p és g raciondlis szamok esetén

teljestilnek a kovetkezl egyenldségek: a’-a?=a’"?, a’=—,

ap : aqz P*q, (apqzapq'
Barmilyen a > 0 és b > 0, valamint barmilyen p racionalis szdm
a\’ P

esetén teljestilnek a kovetkez6 egyenldségek: (ab)’ = a’b?, (;) a

=b_P'

Irracionalis egyenletek

Azokat az egyenleteket, melyekben a valtozé a gyokjel alatt van,
irracionalis egyenleteknek nevezzuk.

Ha az egyenlet mindkét oldalat paratlan kitev6jd hatvanyra emel-
juk, akkor az eredetivel egyenértékd egyenletet kapunk.

Ha az egyenlet mindkét oldalat paros kitev6jd hatvanyra emeljik,
akkor a kapott egyenlet kévetkezménye az eredetinek.
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TRIGONOMETRIKUS 2 §
FUGGVENYEK ™" "

E paragrafus anyaganak elsajatitasa soran bdéviteni fogjatok az
eddigi ismereteiteket a trigonometrikus fliggvényekrél és ezek
tulajdonsagairdl, megismerkedtek a szdg radianmértékével, va-
lamint a periodikus figgvényekkel.

Megtanuljatok a kulonbdz6 trigonometrikus fliggvények kozot-
ti Osszefliggéseket bemutatd képleteket, ezek alkalmazasat a
szamitasok, a kifejezések egyszerlsitése és az azonossagok
bizonyitasa soran.

Megismerkedtek a legegyszerlibb trigonometrikus egyenletekkel;
a legegyszer(ibb trigonometrikus egyenletek megolddképleteivel.

8. A szog radianmértéke

Eddig a szogek mérésére a fokot és ennek a tortrészeit —a percet
és masodpercet — alkalmaztuk.

Sok esetben érdemes és hasznos lehet egy masik mértékegységet
hasznalni a sz6g mértékének meghatarozasdhoz. Ez a mértékegység
a radian.

Definicio. 1 radian olyan kozépponti szog, melynek iv-
hossza egyenl6 a korvonal sugaraval.

A 8.1. abran az AOB kozépponti szog lathaté. Ez egy olyan AB
ivre tamaszkodik, melynek hossza a kor sugaraval egyenld. Az AOB
szog egy radiannal lesz egyenld. fgy irjuk fel: AOBZ = 1 rad. Azt is
mondjak, hogy az AB iv radidnmértéke egy radidnnal egyenld. igy
irjuk fel: ABU = 1 rad.

A sz6g (iv) radianmértéke fiiggetlen a korvonal sugaratdl. Ezt az
allitast jol szemlélteti a 8.2. abra.

g ()

8.1. dbra 8.2. abra

o
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50 2. §. Trigonometrikus fliggvények

A 8.3. abran az R sugaru kor és az MN

M
iv lathat6, melynek hossza gR. Ezért az
Q@ 2™ MON sug (MN iv) radidnmértéke = lesz.
Altalénositva, ha az R sugaru kor kozép-

N

ponti szoge az R hosszisagu ivre tamasz-
kodik, akkor ennek a szégnek a radian-
8.3. abra mértéke (vagy ivmértéke) o radian
lesz.
A félkorvonal hossza mR. Tehat a félkor-
vonal ivmértéke m radian lesz. A félkorvonal fokmértéke 180°. Ezek
alapjan felirhatjuk a szog ivmértéke és fokmértéke kozotti Gsszefiig-

| oo

gést:
7 rad = 180°. (@)
Innen
1rad = (@j
T

Elosztva a 180-at 3,14-gyel (emlékeztetdil, w ~ 3,14) megallapithat-
juk, hogy 1 rad ~ 57°.

1°= " rad 2

Ebbél az egyenl6ségbhdl konnyen megkaphatjuk példaul, hogy

15°=15.-—"rad =£rad, 90°=90-——rad =Erad,
180 12 180 2

135°=135. " rad = >~ rad.
180 4
Amikor a szog ivmértékét irjuk fel, altalaban a rad jelolést elhagy-
juk. Példaul: 135° = %".

Az alabbi tablazat a leggyakrabban alkalmazott szogek fokmérté-
két és ivmértékét tartalmazza:

A szég o ° ° o o ° o o o
fokmértéke 0°| 30 45 60 90° | 120° | 135° | 150° | 180
A szdg b T T 27 3n 51
i 0 - - - — — — — n
ivmertéke 6 4 3 2 4
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8. A szdg radianmértéke 51

A szog ivmértékének alkalmazasaval egy jol hasznalhaté képletet
kapunk a korvonal kérivének meghatarozasara.

Mivel az 1 radian méretd kozépponti szog egy olyan ivre tdmasz-
kodik, melynek hossza egyenlé az R sugarral, ezért az o rad méretd
szog az oR hosszisaga kozépponti szogre fog tamaszkodni. Ha az o
rad méretd iv hosszat I-lel jeloljuk, akkor felirhaté:

l=aR

A koordinatasikon vizsgaljunk meg egy olyan egységsugaru kort,
melynek kézéppontja egybeesik a koordinata-rendszer kezdGpontjaval.
Az ilyen kort egységkornek nevezzik.

A P pont a P (1; 0) ponttdl indulva az éramutat6 jarassal ellenté-
tes iranyban mozog az egységkoér mentén. Az adott pillanatban olyan

poziciéban lesz, hogy BOP/ = 2?“ =120° (8.4. abra). Azt is mondhat-

juk, hogy a P pontot a P pontnak az origo koriili % (120° fokos)

szoggel torténoé elforgatasa soran kapjuk.

8.4. dbra 8.5. abra

Most forgassuk el a P pontot az 6ramutaté jardasaval megegyezd

. . , 2 [
iranyba addig a helyzetig, melynél PO%Z=§=120° (8.5. abra).

Ekkor azt mondjuk, hogy a P pontot a P pontnak az orig6 koriili _?n

(—=120° fokos) szoggel torténd elforgatdsa soran kapjuk.

Altaldnositva, ha a mozgas a korvonalon az éramutatd jardasaval
ellenkez§ irdanyban torténik (8.4. abra), akkor az elforgatds szogét
pozitivnak tekintjuk, ha pedig az déramutaté jardasaval megegyezd
iranyban (8.5. abra), akkor negativnak.
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52 2. §. Trigonometrikus fliggvények

Vizsgaljunk meg még néhany esetet. A 8.6. abra alapjan elmond-

hatjuk, hogy az A pontot a P, pontnak az origé korili

g -0s (90°-kal) vagy —3?75 -nal (-270°-kal) valé

elforgatasa soran kaptuk meg. A B pontot a

P pontnak az origé kériili n-nal (180°-kal)

B Fy vagy —m-nal (-180°-kal) valé elforgatasa so-
(0] 1x ran kaptuk meg. A C pontot a P, pontnak az

origé koriili 3—2" nal (270°-kal) vagy —g-nal

¢ (—=90°-kal) val¢ elforgatasa soran kaptuk meg.

8.6. 4bra Ha a P pont egy teljes kort ir le az egy-

ségkoron, akkor azt mondjuk, hogy az elfor-
dulas szoge 2m (360°) vagy —27n (—360°).

Ha a P pont masfél kort tesz meg az éramutatéd jarasaval ellenke-
z6 iranyban, akkor az elfordulasi szége 3m (vagyis 540°) lesz, ha az
6ramutatd jarasaval megegyez6 iranyban, akkor —3m (vagyis —540°)
lesz.

A szég mértéke radianokban és fokban is barmilyen valés szammal
kifejezhetd.

Az elforgatas szoge egyértelmien kife-
jezi a P pont helyzetét az egységkoron. yA

Ugyanakkor a P pont egy adott helyzeté- s

nek szamtalan elforgatasi szog felel meg.
Példaul a P pontnak (8.7. abra) a kovetke-
A W

z6 elforgatasi szogek felelnek meg: g, 0 1 x

L 2, L 4m, Ti6n és igy tovabb, és
4 4 4
szintén megfelel a g - 27, r_ 4T, g -6mn

. . 8.7. ab
stb. Megjegyezzik, hogy az Gsszes ilyen abra

szoget megkaphatjuk a kovetkezd képlet-
bél: oc=§+2nk, kel

p |

1. Mit neveziink egy radian ivmértéki szognek?

2. Mennyi az 1°-0s sz6g ivmértéke?

3. Mivel egyenl6 annak az R sugaru kérivnek a hossza, amelynek ivmérté-
ke a radian?
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8. A szdg radianmértéke 53

|
X
i!‘?/ GYAKORLATOK I

8.1.° Hatarozd meg a szog ivmértékét, ha fokmértéke:
1) 25° 2) 40°,  3) 100°%  4) 160°,  5) 210°%  6) 300°!
8.2.° Hatarozd meg a szog fokmértékét, ha ivmértéke:

b1 2n i
1) —; 2) —; 3) —; 4) 1,2m; 5) 3m; 6) 2,5m!
) 0 ) 5 ) 5 ) ) )
8.3.° Toltsd ki a tablazatot!

A szég o ° o o o
fokmértéke 12° | 36 105°| 225 240
A szbg k3 4n | 3n 4m | 1,8n
ivmértéke 18 9

8.4.° Mivel egyenl6 a koriv hossza, ha a kor sugara 12 cm, az ivmér-
téke pedig:

1) g; 9) 2; 3) %”; 4) 217

8.5.° Szamitsd ki a koriv hosszat, ha adott az o szog ivmértéke és a
koér R sugara:
1) =3, R=5 cm; 2) 0L=%n,R=60m; 3) a=0,4n, R=2 cm!

8.6.° Jelold az egységkoron azt a pontot, amelyet a P (1; 0) pontnak
a kovetkezd szoggel torténd elforgatasaval kapunk:

D 2150 9 5—;; 4) —45°  5)-120%  6) —450°.
8.7.° Jelold az egységkordn azt a pontot, amelyet a P (1; 0) pontnak

a kovetkezd szoggel torténd elforgatasaval kapunk:

D60 2 S 3)320%  4420%  5) 2—3"; 6) —%”!
8.8.° Melyik koordinatanegyedhez tartozik az egységkdr azon pontja,

amelyet a P (1; 0) pontnak a kévetkezd szoggel torténd elforgata-
saval kapunk:

1) 127° 4) 400°; 7) —470°; 10) 2,4m;

2) 89°; 5) 600°; 8) g; 11) 3;
n

3) 276°; 6) —400°; 9~ 12) —22

8.9.° Melyik koordinatanegyedhez tartozik az egységkor azon pontja,
amelyet a P (1; 0) pontnak a kovetkezd szoggel torténd elforgata-
saval kapunk:
1) 94°; 2) 176°; 3) 200°; 4) —100°;
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54 2. §. Trigonometrikus fliggvények

3n n
5) —380°; 7 —; 9) —; 11) 1;
) ) . ) 3 )
6) 700°; 8) —%”; 10) ——1(15”; 12) —32

8.10.° Hatarozd meg annak a pontnak a koordinatait, amelyet a
P,(1; 0) pontnak a kévetkezd szoggel torténd elforgatdsaval kapunk:

1 g; 9w  3)-90%  4)-180%  5) —3?“; 6) —2n!

8.11.° Hatarozd meg annak a pontnak a koordinatait, amelyet a
P(1; 0) pontnak a kovetkezd szoggel torténd elforgatasdval kapunk:

1) 3?“; 9) 3m: 3) —g; 4) 180°!

8.12." Nevezd meg azt a legkisebb pozitiv és a legnagyobb negativ
szoget, amellyel ha elforgatjuk a P (1; 0) pontot, akkor a:
1) (0; 1); 2) (-1, 0) pontba jutunk!

8.13." Nevezd meg azt a legkisebb pozitiv és legnagyobb negativ szoget,
amellyel ha elforgatjuk a P (1; 0) pontot, akkor a:
1) (0; -1); 2) (1; 0) pontba jutunk!

8.14.” Hatdrozd meg az 6sszes olyan szoget, amellyel el kell forditani
a P (1; 0) pontot, hogy a kovetkezd pontba jussunk:

2

8.15.” Hatédrozd meg az Osszes szoget, amellyel el kell forditani a
P (1; 0) pontot, hogy a kévetkezd pontba jussunk:
1 3
1) P (0; -1); 2) Pz(g; g) 3) Ps(——; -—!
8.16.” Hatarozd meg az egységkér azon pontjanak a koordinétiit,
melyet a P (1; 0) pontnak:

D P, (0; D) 2) P,(-1; 0); 3) P, (ﬁ; _%]!

1) g+2nk, keZ; 3) g+nk, kel;

2) —g+4nk, kel 4k, kel
szoggel val6 elforditasaval kapunk!

8.17.” Hatdrozd meg az egységkor azon pontjanak a koordinatait, me-
lyet a P (1; 0) pontnak:

1) %’Hzm, kel 2) —§+nk, kel

szoggel vald elforditasaval kapunk!
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9. A szamargumentumu trigonometrikus fliggvények 55

O—w 8.18." Bizonyitsd be, hogy az o radidn nagysagu ivhez tartozé

2

. , R
korcikk teriiletét az S = ¢

képlettel lehet kiszamitani, ahol R a

korvonal sugara!

MSMETLG GYAKORLATOK I

8.19. Oldd meg az egyenletet:
2
x"-6 x| 2) 3x—1_ 4 _10—9x‘

x—3 _x—3, x x—2_x2—2x'

D

8.20. Egy varosban 88 200 lakos él. Hany lakosa volt a varosnak két
évvel ezel6tt, ha évente 5%-kal né a lakossag létszama?

9. A szamargumentumu trigonometrikus
fuggvények

A 9. osztalyban a trigonometrikus fiiggvények meghatarozasakor
a 0° és 180° kozotti szogeket az egységfélkoron hataroztuk meg. Al-
talanositjuk ezt a meghatarozast barmilyen o szégre.

Vizsgaljuk meg a 9.1. dbran 1év6 egységkort.

Definici6é. Az o sz0g koszinuszanak (szinusza-
nak) az egységkor azon P (x; y) pontjaAnak x abszcisszajat
(y ordinatajat) nevezziik, melyet a P, (1; 0) pontnak az origé
korili o szoggel torténd elforgatasa utan kapunk (9.1. abra).

A matematika nyelvén igy irjuk fel: cos o =x, sin o =y.

A P, A, B és C pontok (9.2. abra) megfelel6 koordinatai: (1; 0),

0; 1), (<1; 0), (0; —1). Ezeket a pontokat a P (1; 0) pont 0, g, T, 3—;
yﬂl yﬂA
PO B PO
(0] 1 x [9) 1 x
sin o
C
9.1. abra 9.2. abra
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56 2. §. Trigonometrikus fliggvények

szoggel torténd elforgatasa soran kapjuk. Tehat az adott definici6 alap-
jan 6ssze lehet allitani a kovetkezd tablazatot':

% 0 T s 3n
2
sin x 0 1 0 -1
Ccos X 1 0 -1 0

1. feladat. Hatarozzuk meg az o szog Osszes értékét, melyeknél:
1) sin 00=0; 2) cos a.=0!

Megoldds. 1) Csak az egységkor két pontjanak ordinatdja egyen-

16 nullaval: P és B (9.2. abra). Ezeket a pontokat a P, pont
0, m, 2m, 37, 4m, ... és —m, —2n,—3m, —4m, ...

szoggel torténé elforgatasakor kapjuk meg.

Ezeket a szogeket az o =nk, ahol k € Z képlettel irhatjuk fel. Tehat
sin o0=0, ha a=mnk, ahol ke Z.

2) Az A és C pontoknak lesz az abszcisszaja egyenlS nullaval. Eze-
ket a pontokat a P, pont
E, E+7t, E+27t, E+371:, E+47t, ... és E—n, E—211, E—Sn, E—411,
2 2 2 2 2 2
szoggel torténd elforgatasakor kapjuk meg.

Az Osszes szoget felirhatjuk az 0c=§+7tk, ahol ke Z képlettel.

Tehat cos oo =0, ha 0L=§+nk, ahol keZ. <

Definicio. Az o sz6g tangensének a sz6g szinuszanak
és koszinuszanak aranyat nevezziik:

sin o

tga =

Ccos O

. 3n
. sin—
P 0 3 2 2
Példaul: tgn=smn=—=0, tg—n=—4=£: —£ =-1.
cosmt 1 4 3n 2

' A 3. el6zéken megtalalhaték néhany szog trigonometrikus fiiggvényének
értékei.
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9. A szamargumentumu trigonometrikus fliggvények 57

A tangens meghatarozasabdl kovetkezik, hogy csak arra az elfor-
duléasi szogre van értelmezve, amikor cos o0 # 0, vagyis ha o # g+ nk,

keZ.

Mar tudjatok, hogy az egységkoron minden o elfordulédsi szégnek
egy pont felel meg. Tehat az o minden értékének egyetlen egy szam
felel meg, amelyet az o szog szinuszanak (koszinuszanak, tangensé-

T . ’ .. . .
nek, ahol o ¢E+nk, k € Z) nevezzik. Ezért a szog szinusza (koszi-

nusza, tangense) és az elfordulasi szog kozott fuggvénykapcesolat all
fenn.

Az f()=sina, g (o) =cos o és h (o) =tg o figgvényeket az o szog
trigonometrikus fuggvényeinek nevezzik.

Minden valés o szamnak megfeleltetjik az o radian nagysagua szo-
get. Ez lehet6séget ad arra, hogy a trigonometrikus flggvényekre
szamargumentumu fliggvényekként tekintsiink.

Példaul a sin 2 alatt a 2 radian nagysagu szog szinuszat értjik.
A szinusz és koszinusz meghatarozasabol kovetkezik, hogy az y = sin x
és az y = cos x fiiggvények értelmezési tartomanya az R halmaz lesz.

Mivel az egységkor pontjainak abszcisszai és ordinatai a —1 és az
1 kozott az Osszes értéket felveszi, ezért az y=sinx és az y=cosx
fliggvények értékkészletei a [-1; 1] intervallum lesz.

Mivel az o és az a+ 2nn, ahol n € Z, szégeknek ugyanaz a pont
felel meg az egységkoron, ezért

sin o = sin (o + 2nn), n€Z
cosa=cos (ou+2nn), neZ

Az y=tgx figgvény értelmezési tartomanya a valds szamok hal-
maza lesz, kivéve a g+nk, k € 7Z szamokat. Az y =tg x fliggvény ér-

tékkészlete az R halmaz.
Be lehet bizonyitani, hogy igaz a kovetkezd képlet:

tg a=tg(a+mn), neZ

2. feladat. Hatarozd meg az 1 —4 cos o legnagyobb és legkisebb
értékét!

Megoldds. Mivel -1<cosa <1 ezért -4<-4cosa <4,
-3<1-4cosa < 5. Tehat az adott kifejezés legkisebb értéke a —3,

melyet a kifejezés akkor vesz fel, ha cos o= 1. Az adott kifejezés legna-
gyobb értéke az 5, melyet a kifejezés akkor vesz fel, ha cosa=-1. <«
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58 2. §. Trigonometrikus fliggvények

1. Mit neveziink az elforgatasi sz6g koszinuszanak? Az elforgatasi szdg szi-
nuszanak? Az elforgatasi szog tangensének?

.Mi az értelmezési tartomanya az y=sin x fuggvénynek? Az y=cosx
fuggvénynek?

. Mi az értékkészlete az y = sin x fliggvénynek? Az y = cos x fuggvénynek?
. Mivel egyenl§ sin (o +2nn), ha n € Z? cos (o +2nn), ha n € Z?

. Mi az értelmezési tartomanya az y =tg x fliggvénynek?

. Mi az értékkészlete az y =tg x fuggvénynek?

. Mivel egyenl6 tg (o + mn), ha n € Z?

No gbhWw

if!‘j'/ GYAKORLATOK I

9.1.° Szamitsd ki a kifejezés értékét:

1) 2 cos 0°+ 3 sin 90°; 3) sin 0°+tg m—sin 3?“;
2) sin® 60° + cos” 30°; 4) 2sin? §+ cos’ %!
9.2.° Mivel egyenl§ a kifejezés értéke:
1) cos 60° + sin 30°; 3) sin Tcost tg E;
4 4 3
2 . 3n . 3m
2) 7 tg® 45° — 3 sin 45°; 4) cos 5 sin ??

9.3.° Igaz-e az egyenlGség:

. 9
1) cosoc=£; 2) sino=—?
3 8

9.4.° Egyenl§ lehet e g -vel a kifejezés:

1) sin o 2) cos d; 3) tg o?
9.5." Nevezd meg a kifejezés legnagyobb és legkisebb értékét:
1) 3 sin o 2) 4+2cosa; 3) 2—sin o 4) sin® o
9.6." Nevezd meg a kifejezés legnagyobb és legkisebb értékét:
1) —5 cos o 2) 3coso—2; 3) 5+ sin”a!
9.7." Nevezd meg az x harom olyan értékét, melyekre teljesiil a ko-
vetkezd egyenlbség:
1) sinx =1, 2) sin x =—1!
9.8." Nevezd meg az x harom olyan értékét, melyekre teljesiil a ko-
vetkezd egyenlGség:
1) cosx=1; 2) cos x=-1!
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10. A trigonometrikus fliggvények el6jelei. Paros és paratlan ... 59

O—w 9.9.” Hatarozd meg az x Osszes olyan értékét, melyekre teljesiil
a kovetkezd egyenlGség:

1) sinx=1; 2) sin x =—1!
A
O=w 9.10.” Hatarozd meg az x Osszes Y
olyan értékét, melyekre teljesiil a kovet-
kezd egyenlGség:
1) cos x=1;
? P
2) cos x=—1! 4 0 L
1 x
O—w 9.11." Bizonyitsd be a 9.3. dbra alap- Bl P,
o h e ),
jén, hogy coso =sin| o+ ! P,
O—w 9.12.” Bizonyitsd be a 9.3. dbra alap-
9.3. abra

., ) -
jan, hogy sina = _COS(OH_E)!

’ FELKESZULES AZ UJ TEMARA I

9.13. Hasonlitsd 6ssze a 0-val az A (x; y) pont koordinatait, ha a pont
a kovetkezd koordinatanegyedben talalhato:
1) az 1. koordinatanegyed;
2) a II. koordinatanegyed,;
3) a III. koordinatanegyed;
4) a IV. koordinatanegyed!

9.14. Paros vagy paratlan-e a figgvény:
1 f(x) = ¥ 9) f(x) = 2x" + 4x° — 3x?

10. A trigonometrikus fiiggvények eldjelei.
Paros és paratlan trigonometrikus fliggvények

Mar tudjatok, hogy a P pontot gy kapjuk, hogy az egységsugaru
kérvonal P (1; 0) pontjat elforgatjuk az origé kériil o szoggel. Ha a
P pont az I. koordinatanegyedben helyezkedik el, akkor az o szog elsé
negyedbeli szog (az 1. koordinatanegyedben helyezkedik el).

Példaul g és a —300° szogek az I. negyed szogei, 2—; és a —185°
szogek a II. negyed szigei, %ﬂ és a —96° szogek a III. negyed szogei,

355° és —% szogek a IV. negyed szogei lesznek.
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60 2. §. Trigonometrikus fliggvények

A %k, k € Z alaku szogek nem tartoznak egyik negyedhez sem.

Az 1. negyed pontjainak az abszcisszajuk és az ordinatajuk is po-
zitivak. Tehat, ha o az 1. negyedben helyezkedik el, akkor sin o > 0,
cosa > 0.

Ha a II. negyedben, akkor sino > 0, cosa < 0.

Ha a III. negyedben, akkor sin o < 0, cos o0 < 0.

Ha a IV. negyedben, akkor sin o < 0, cos o0 > 0.

A szinusz és a koszinusz elGjeleit a 10.1. dbra szemlélteti.

sin a Y& cosa

10.1. abra 10.2. abra

. sSin o
Mivel tgo =
CcCos

, ezért az I. és a IIl. negyedben 1évG szog tan-

gense pozitiv, a II. és a IV. negyedben 1év§ szog tangense pedig ne-
gativ (10.2. abra).

Legyenek a P, és a P, pontok a P (1; 0) pontnak az origé kériili
o és— o szoggel torténd elforgatasaval kapott képei (10.3. abra).

10.3. abra

Barmilyen o szog esetén a P, és a P, pontoknak egyenl6 abszcisz-
szai és ellentétes ordinatai lesznek. Ezért a szinusz és a koszinusz
meghatarozasabdl kovetkezik, hogy barmilyen o szog esetén teljesil:

cos (—a) = cos a
sin (o) =—sin a
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10. A trigonometrikus fliggvények elGjelei. Paros és paratlan ... 61

Ez azt jelenti, hogy a koszinusz paros, a szinusz pedig parat-
lan fiigguvény.
Az y = tg x figgvény szimmetrikus az origora (ellenérizzétek le 6n-
alléan). Ezenkivil:
te (~0l) = sin (—a) _ —sin o - _tga
cos (—ot) cos o
Tehat a tangens fiiggvény paratlan.

1. feladat. Milyen elGjele van: 1) sin 280°; 2) tg (—140°)?

Megoldas.

1) Mivel a 280°-0s szog a IV. negyedben van, ezért sin 280° < 0.

2) Mivel a —140°-o0s szog a III. negyedben van, ezért tg (-140°) > 0. <«

2. feladat. Hasonlitsuk 0ssze a sin 200° és a sin (—200°) érté-
keit!

Megoldds. Mivel a 200 fokos szog a III. negyedben van, a —200
fokos szog pedig a II. negyedben, ezért sin 200° < 0, sin (—200°) > 0.

Tehat sin 200° < sin (-200°). <«

3. feladat. Vizsgaljuk meg a fliggvény paritasat:

D F)=21%% 9 f =1+ sinal
X
Megoldds.

1) Az adott flUggvény értelmezési tartomanya: D (f)=
= (—00; 0) U (0; +0), szimmetrikus az origéra. Tehat:
l1+cos(—x) 1+cosx
f(-x)= T = — =1 (x).
(—x) x

Tehat az adott fliggvény paros lesz.
2) Az adott fuggvény értelmezési tartoméanya: D (f) = (—o0;+0),

szimmetrikus az origéora. Felirjuk:
f(x)=1+ sin (—x)=1—sin x.
Mivel az f(—x) =f(x) és az f(—x) =— f(x) egyenlGségek koziil egyik
sem teljeslil az értelmezési tartomany minden x értékére, ezért az
adott fliggvény se nem paros, se nem paratlan. <«

p -

o 1. Mikor mondjuk azt, hogy az o szég az |. koordinatanegyegben van?

A 1l. negyedben van? A lll. negyedben van? A IV. negyedben van?

2. Milyen eléjelll a szinusz, a koszinusz és a tangens az egyes negyedek-
ben?

3. Mely trigonometrikus fliggvények parosak, és melyek paratlanok? Irjatok
fel a megfelelé egyenléségeket!
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62 2. §. Trigonometrikus fliggvények

i!'?'/ GYAKORLATOK I
10.1.° Melyik koordinatanegyedben van a kévetkezd szog:

D38y 2196 BT 4T 5 6 -2
10.2.° Pozitiv vagy negativ lesz-e a trigonometrikus fuggvény értéke:
1) sin 110°; 2) cos 200°; 3) sin (—280°); 4) tg (—=75°); 5) cos 2; 6) tg 1?
10.3.° Hasonlitsd 6ssze a nullaval:
1) tg 104°; 3) sin (—36°); 5) tg (—291°);
2) cos 220°; 4) cos (-78°); 6) sin 37_71!
10.4.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:
1) sin (—30°); 2) tg (—60°); 3) cos (—45°)!
10.5.° Mivel egyenl§ a cos (—60°) + tg (—45°) kifejezés értéke?
10.6.° Hatarozd meg a sin (-30°) — 2tg (—45°) + cos (—45°) kifejezés ér-
tékét!
10.7.° Hatérozd meg a sin® (—60°) + cos® (—=30°) kifejezés értékét!
10.8." Melyik koordindtanegyedben van az o szdg, ha:
1) sina >0 és cosa < 0; 2)sina <0 és tgoa > 0?

10.9.” Ismert, hogy §< o < 7. Hasonlitsd 0ssze a kifejezés értékét a

nulldval:
.2

1) sin o tg o g) S %
COSs O

10.10." Ismert, hogy m<p< 3?“ Hasonlitsd 6ssze a kifejezés értékét
a nullaval:

1) sin B cos B; 2)

sin 3 '

cos® B'
10.11." Hasonlitsd 6ssze:

1) tg 130° és tg (=130°); 2) cos 80° és sin 330°;, 3) tg 6 és tg 6°!
10.12.” Ismert, hogy az o a IIl. negyedben van. Egyszeriisitsd a ki-

fejezést:

1) sino— | sino |; 2) | cosa | —cosa; 3) | tga | —tg o
10.13.” Ismert, hogy a B a IV. negyedben van. Egyszeriisitsd a kife-

jezést:

1) | sinf | +sinP; 2) cosP—1| cosPB |; 3) | tgP | +tgp!
10.14.” Vizsgald meg a fiiggvény paritasat:

1) f(x) =2

2) ()= +eosxi ) [ ()=

X —COos X
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11. A trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai és grafikonjaik 63

10.15.” Vizsgald meg a fiiggvény paritdsat:

COS X tgzx '
3

1) f(x)=tg x+sinx; 2) f(x)=

3) f(x)=

2 b
x° - x -1

MSMETLG GYAKORLAT N
10.16. Oldd meg az egyenletet:

1) Jx®-18 =/2x-3; 2) V10-3x + 8 = 5x!

11. A trigonometrikus fuggvények tulajdonsagai
és grafikonjaik

Mar tudjatok, hogy minden egyes x értékre teljesiilnek a kévetke-
z6 egyenlGségek:

sin (x — 2m) = sin x = sin (x + 2m);
cos (x — 2m) = cos x = cos (x + 2m).

Ez azt jelenti, hogy a szinusz és a koszinusz fliggvények értékei
periodikusan ismétlédnek, ha az argumentumaikat 2m-vel valtoztat-
juk. Az y=sinx és az y =cos x a periodikus fliggvények példai.

Definicio. Az f fuggvényt periodikusnak nevezziik, ha
létezik egy olyan T # 0 szam, hogy az f fiiggvény értelmezési
tartomanyanak barmely x értékére teljesiilnek a kovetkezo
egyenléségek:

fx-T)=f)=f(x+T).

A T szamot a fuggvény periéodusanak nevezziik.

Mar tudjatok, hogy az y=tgx fliggvény értelmezési tartomanya-
nak barmilyen x értékére igaz a kovetkezd egyenlGség:

tg (x —m) =tg x =tg (x + m).

A periodikus fliggvény meghatarozasabdl az kovetkezik, hogy a
tangens egy olyan periodikus fliggvény, melynek a periédusa m.

Be lehet bizonyitani, hogyha a fiiggvénynek a periédusa T, akkor
a 2T, 37T, ..., valamint a -T, 2T, -3T, ... szamok mindegyike perio-
dusa lesz az adott fiiggvénynek.

Ebbél az kovetkezik, hogy a periodikus fiiggvénynek szamtalan
periédusa lesz.

Példaul minden 2nn, ne€Z, n # 0 alakban megadott szam perié-
dusa az y =sin x, y = cos x fuggvényeknek, és minden nn, ne€Z, n #0
alakd szam periédusa az y =tg x fliggvénynek.

Ha az f fuggvénynek az Gsszes periddusa kozott létezik legkisebb
pozitiv periédus, akkor ezt az f fliggvény f6 periodusanak nevezziik.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



64 2. §. Trigonometrikus fliggvények

11.1. tétel. Az y=sinx és y = cos x fiiggvények f6 periédusa
a 27, az y=tg x fiiggvény f6 periodusa a n lesz.

1. feladat. Hatarozzuk meg a kifejezés értékét: 1) sin 660°;
2) sin(—%}; 3) tg 135°!

Megoldads.

1) sin 660° = sin (720° — 60°) = sin (—60° + 360 - 2) =
J3

= sin (-60°) = ~sin 60° = -~
2) sin (_13_75) — sin 2" = sin (47: +fj = —sin (2 2m+ f) -
3 3 3 3

=—sin—= —7.
3) tg 135° =tg (—45° + 180°) =tg (—45°) =-1. «
A 11.1. abran egy olyan [ periodikus fliggvényt abrazoltunk, mely-
nek periédusa T, D (f)=R.

11.1. abra

E fuggvény grafikonjanak részletei a [0; T, [T; 271, [2T; 3T] és
igy tovabb, valamint a [-T; 0], [-2T; -T1, [-3T; —2T] és igy tovabb
intervallumokon egybevagd alakzatok lesznek, és ezek koziil barme-
lyiket megkaphatjuk barmelyikbdl az (nT; 0) vektorral valé parhuza-
mos eltolassal, ahol n valamilyen egész szam lesz.

2. feladat. A 11.2. 4bran egy T periédusu periodikus fliggvény

, , S IRT .. , 3T 5T | .
részlete lathato. Abrazoljuk ezt a fliggvényt a [—?,?} intervallu-

mon.

Megoldds. Megrajzoljuk az abrazolt alakzat képét a (T; 0),
(2T; 0) és (T, 0) koordinataju vektorokkal torténd parhuzamos elto-
lassal. Az igy kapott alakzatoknak az egyesitése lesz a keresett grafi-
kon (11.3. abra). «
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11. A trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai és grafikonjaik 65

yA YA
_T T _3T _T T ar ar
£ O P X 2 2 r4 2
- -T 0 g ar x
11.2. abra 11.3. abra

L Vizsgdljuk meg az y=sinx fliggvényt a [0; 27n] intervallumon,
vagyis e fliggvény egy teljes periédusan.

. v eeqe , T . e s ,
A P, (1; 0) pontnak az origd kériili 0-tél 3 -ig torténd elforgatasa

soran a nagyobb szognek az egységkoron nagyobb ordinataja pont
felel meg (11.4. abra). Ez azt jelenti, hogy az

y=sinx flggvény a [0;2} intervallumon

novekve lesz. ﬂ
A P, (1; 0) pontnak az origé koriili 5 -t61 il Ol
3

a ?n -1g torténd elforgatasa soran az egység- 3

[
wy

N

koron a nagyobb szognek kisebb ordinataju
pont felel meg (11.4. dbra). Tehat az y = sin x 11.4. &bra

, 3 . . .,
fuggvény a [g, ?n} intervallumon csékkend.

A P (1; 0) pontnak a 3—; -t6l a 2m-ig torténd elforgatdsa soran a
nagyobb szognek nagyobb ordinataju pont felel meg (11.4. dbra). Tehat
az y = sin x fuggvény a [?E;ZTC} intervallumon noévekvd lesz.

Az y = sin x figgvénynek a [0; 2711] intervallumon harom zérushelye
van: x=0, x=m, x = 27.

Ha x € (0; m), akkor a sinx > 0; ha x € (m; 2m), akkor a sinx < 0.

A [0; 27] intervallumon az y = sin x figgvény legnagyobb értéke 1,

ahol x = g, a legkisebb értéke pedig -1, ahol x = 3?“
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66 2. §. Trigonometrikus fliggvények

Az y=sinx figgvény a [0; 2m] intervallumon felveszi az Gsszes
értékét a [-1; 1] intervallumnak.

A kapott eredmények lehet8séget adnak arra, hogy abrazoljuk az
y = sin x fliggvény grafikonjat a [0; 27] intervallumon (11.5. 4bra). A
grafikont pontosabban is megrajzolhatjuk, ha alkalmazzuk a 3. el§-
zéken 1év@ trigonometrikus fliggvények tablazatat.

yA
1_- 77777 |
‘ 3n
\ 2 .
’ g n\'_/zn ;
_1__ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ‘

11.5. abra

Az y =sin x fliggvény grafikonjat az egész értelmezési tartomanyan
megkaphatjuk, ha alkalmazzuk a (2nn; 0), n € Z koordinataju vektor-
ral torténd parhuzamos eltolast (11.6. abra).

11.6. abra

Az y = sin x figgvény grafikonjat szinuszoidnak vagy szinuszvo-
nalnak nevezzik.

L Vizsgdljuk meg az y=cosx flggvényt. Ha alkalmazzuk a
cos x = sin(x +§j képletet (lasd a 9.11. gyakorlatot), ekkor érthe-
tévé valik, hogy az y = cos x fliggvény grafikonjat megkaphatjuk az
y =sin x fliggvény grafikonjanak [—g;O) koordinataja vektorral

torténd parhuzamos eltolasaval (11.7. abra). Ez azt jelenti, hoz az
y=sinx és az y = cos x fuggvény grafikonjai egybevags alakzatok

lesznek.
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11. A trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai és grafikonjaik 67

YA y=sinx
1 y=cos X
— 3n
W o/ PN 2\ %
N NS S
11.7. dbra

Az y = cos x fliggvény grafikonjat szintén szinuszoidnak nevezzik
(11.8. abra).

5m 3n z
2/ N 2-n 2 2 | 3n /TN«
N\ -2n \E/_IJ[ \i/ 2n NL/ 4n \_

y
1
0

11.8. abra

L Vizsgaljuk meg az y=tgx fuggvényt a (—g,gj intervallumon,
vagyis e fliggvény egy teljes peridédusan (emlékeztet6il: az y =tg x

fliggvény a —g és g pontokban nincs értelmezve).
Be lehet bizonyitani, hogy a tangens —g-tc’)’l g-ig novekszik. Ez

azt jelenti, hogy az y = tg x fliggvény a (—E E)

2 2
intervallumon névekvé. booyd i
Az y=tgx fuggvénynek a (—g,g) inter- | |
vallumon egyetlen zérushelye van: x = 0. | |
Ha xe(—z;oj, akkor a tgx < 0; ha : .
2 _m 0 IToXx
2 12
xe(O;g), akkor a tgx > 0. | |
A kapott tulajdonsagai alapjan megrajzol- | |
hat6 az y = tg x fliggvény grafikonja a (—E;E)
22 11.9. abra
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68 2. §. Trigonometrikus fliggvények

intervallumon (11.9. 4bra). A grafikont pontosabban is abrazolni lehet,
ha alkalmazzuk a 3. el6zéken 1év6 trigonometrikus fliggvények tab-
lazatat.

Az y =tg x fuggvény grafikonjat az egész értelmezési tartomanyan
megkaphatjuk, ha alkalmazzuk a (mn; 0), n € Z koordinataju vektor-
ral torténd parhuzamos eltolast (11.10. abra).

yh

3n
2
-

ol

(B

noja
V=

27 3n

11.10. abra

A 69. oldalon 1év6 tablazat tartalmazza a trigonometrikus fliggvé-
nyek legfontosabb tulajdonsagait.

3.feladat. Hasonlitsuk 6ssze: 1) sin 0,7 és sin 0,71m; 2) cos 324°
és cos 340° értékeit!

Megoldds. 1) Mivel a 0,7t és a 0,71m szamok a [g,%} inter-

vallumhoz tartoznak, amelyen az y=sinx fliggvény csokkend, és
0,7t < 0,717, ezért sin 0,7n > sin 0,71m.

2) Mivel a 324° és a 340° szogek a [180°; 360°] intervallumhoz
tartoznak, amelyen az y=cosx fliggvény novekvl, és 324° < 340°,
ezért cos 324° < cos 340°. <«

p -

[
1. Milyen fluggvényt neveziink periodikusnak?

2. Mit nevezink a fliggvény f6 periddusanak?

3. Abrazold az y = sin x fliggvény vazlatos grafikonjat, majd fogalmazd meg
a tulajdonsagait!

4. Abrazold az y = cos x fliggvény vazlatos grafikonjat, majd fogalmazd meg
a tulajdonsagait!

5. Abrazold az y =tg x fiiggvény vazlatos grafikonjat, majd fogalmazd meg
a tulajdonsagait!
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11. A trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai és grafikonjaik
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70 2. §. Trigonometrikus fliggvények

i’
- !‘7’/ GYAKORLATOK I

11.1.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:
1) sin 390°; 3) sin (-390°); 5) cos 300°;

9) tg 780°; 4) tg (-210°); 6) sin%n!
11.2.° Hatarozd meg a kifejezés értékét:
1) sin 420°; 2) tg (-315°); 3) sin 1110°; 4) cos7—;!

11.3.° Hozzatartozik-e az y = cos x fliggvény grafikonjahoz a kiévetkezd
pont:

1) A[—E; —1); 2) B(Q_n; ﬁj, 3) C (—4m; —-1)?
AP 4’ 2
11.4.° Atmegy-e az y = tg x fuggvény grafikonjan a kovetkezd pont:

y a(-%1) 2 B(-%-B) 9 Cor
11.5.° Atmegy-e az y = sin x figgvény grafikonjan a kovetkez6 pont:
b4 23n 1
1) Al ——;-1; 2) B (w; -1); 3) C| —; ——1?
PERRE e
11.6.° A —2m, _3_11’ —T, —E, 0, E, %, 2m, %, 67, 7n szamok kozil
2 2 2 2 2

nevezd meg azokat, amelyek:
1) az y =sin x fliggvény zérushelyei;
2) azokat az argumentumértékeket, amelyeknél az y =sin x fligg-
vény a legnagyobb értékét veszi fel;
3) azokat az argumentumértékeket, amelyeknél az y = sin x flgg-
vény a legkisebb értékét veszi fel!
11.7° A _5_n’ _3_1'5, -7, 0, E, T, 3j, E, E, 571, 8 szamok kozil
2 2 2 2 2
nevezd meg azokat, amelyek:
1) y=cos x fliggvény zérushelyei,;
2) azokat az argumentumértékeket, amelyeknél az y = cos x fligg-
vény a legnagyobb értékét veszi fel;
3) azokat az argumentumértékeket, amelyeknél az y = cos x flugg-
vény a legkisebb értékét veszi fel!

11.8° A _?n, -n, ——, 0, 3 g, 5?15, 31 szamok kozil nevezd meg

azokat, amelyek:

1) az y=tgx fliggvény zérushelyei;

2) azokat az értékeket, amelyeknél nincs értelmezve az y=tgx
fuggvény!
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11. A trigonometrikus fliggvények tulajdonsagai és grafikonjaik 71

11.9." A 11.11. abran egy periodikus fliggvény lathatd, melynek perio-
dusa 7. Abréazold ezt a fuggvényt a [-27T; 37| intervallumon!

YA yA )
/
\ / 2T
3 R _r
- _ __0 NA ; 0f x
0 T 4 [x T
4 I
a b c

11.11. abra

11.10." A 11.12. abran egy periodikus fiiggvény lathato, melynek pe-
riddusa T. Abrazold ezt a fuggvényt a [-2T; 2T] intervallumon!

17y \ Y

i
/

|
>3
S
]
tad

o
3
RY
\l\

T —r—

11.12. abra

11.11." A kévetkezd intervallumok koéziil melyiken lesz névekvs az
y = sin x fuiggvény:

1 _—E;E}; 2) {—2;3—“}; 3) _—3—n;—2}; 4) _—5—n;—3—n}?

L 2 2 2 L 2 2 L

11.12." A koévetkezd intervallumok koziil melyiken lesz csokkend az
y = sin x fliggvény:

p[-E-EL g pmon 9[- 9 |k

L 27 2 2’2 |27 2
11.13." A kévetkezd intervallumok koéziil melyik lesz az y = cos x fligg-
vény fogyasi intervalluma:

T T
1) [_?_?J, 2) [-2m; —n;  3) {_E’E}’ 4) [6m; Tn]?
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72 2. §. Trigonometrikus fliggvények

11.14." A kévetkezd intervallumok kéziil melyik lesz az y = cos x fiigg-

vény novekedési intervalluma:

1) [-3m; —2m]; 2) [0; =l; 3) [-m; =l; 4) [3m; 4m]?
11.15." Hasonlitsd 6ssze a kovetkezd értékeket:

1) sin 20° és sin 21°; 3) s:'tnlOT7t és sinzl—zt;

2) cos 20° és cos 21° 4) tg (—38°) és tg(—42°)!
11.16." Hasonlitsd 6ssze a kiévetkezd értékeket:

1) cos~ és cos %T; 2) sin%TE és sin %; 3) tg 100° és tg 92°!
11.17.” Bizonyitsd be, hogy a 7T szam az f fiiggvény periédusa:

2
1) f(x)zcosz, T =8m; 2) f (x) =tg 3x, T:—?n!

11.18." Bizonyitsd be, hogy a gn és —4m az f(x) =cos 3x fuggvény
periédusai!

11.19." Hasonlitsd 6ssze az értékeket:
1) sin 58° és cos 58°;  2) sin 18° és cos 18°;  3) cos 80° és sin 70°!

MSMETL(S GYAKORLATOK IS
11.20. Hatarozd meg a fliiggvény zérushelyeit:

1) f(x)=%; 9) f(x)=Va+9; 3) f(x)=xVx_1!

11.21. Hatarozd meg a flggvény értelmezési tartomanyat:

D fe)=x>+2; 2) f(x)=2x +3!

12. Az azonos argumentumu
trigonometrikus fuggvények
kozotti osszefuggések

Ebben a pontban az azonos argumentumu trigonometrikus fiugg-
vények kozotti osszefiiggésekkel fogunk megismerkedni.

Az egységkor barmilyen P (x; y) pontjanak koordinatai kielégitik
az x” + y” =1 egyenletet. Mivel az x = cos o, y = sin o, ahol az o. annak
az elforgatdsanak a szoge, amely sordn a P, (1; 0) pontbél megkapjuk
a P pontot, ezért

sin’a + cos’a =1 1)
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12. Az azonos argumentumu trigonometrikus fliggvények kozotti ... 73

Felhivjuk arra a figyelmeteket, hogy az egységkoér P pontjat sza-
badon valaszthatjuk meg, ezért az (1) azonossag barmely o szogre
igaz. Ezt az Osszefliggést a trigonometria alapazonossaganak ne-
vezzuk.

A trigonometrikus alapazonossag alkalmazasaval meghatarozzuk
a tangens és a koszinusz kozotti 0sszefliggést.

Legyen cos aa#0. Ha az (1) egyenlGség mindkét oldalat elosztjuk
cos” a-val, akkor azt kapjuk, hogy:

sin”® o + cos® o 1
cos® a cos® o
Innen
sin? o N cos® o 1

2 2 7 >
cos" o cos" o cos O

1+tg’a =

cos’ o

1. feladat. Egyszerdsitsiik a kifejezést:

1) sin®t+cos®t+tg’x; 2) —tg? @ —sin® ¢!

s2(p

Megoldds. 1) sin®t+cos’ t+tg’ x =1+tg’ x = ——.
COs X

2) ——-tg?p-sino=1+tg” p-tg’ ¢-sin® g =1-sin’ ¢ =
cos” @
=cos® ¢. <€
2 ; . . 1z
2. feladat. Adott, hogy cosoc=§. Szamitsuk ki a sin o értékét!
, . 3 9 4 5
Megoldds. A sin" oao=1-cos oc=1—§=§.

N

. 5 .
Innen sina = Y vagy sino=-—.

A feladat megoldasat a 12.1. abra szem- yh
1élteti. < LN

3. feladat. Hatdrozzuk meg a cos o 3 ;
) AT . 7 , i
és tgo értékeit, ha sina= 55 és 3

3n 0 2 J1 x

T<ao< ?! i3

Megoldds. Mivel: ST

2
4
coszazl—sinzoczl—(—lj :1——9:ﬁ.
25 625 625 12.1. abra
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74 2. §. Trigonometrikus fliggvények

. 3n , , 576 24
Mivel m< o< > ezért cos o < 0, tehat: coso=—,|— =——

625 25
tgu=Sina=—l:(—%)=l. <
cos o 25 25 24

1. Melyik egyenléséget nevezzik trigonometrikus alapazonossagnak?
2. Milyen azonossag kéti 6ssze az azonos argumentumu tangens és koszi-
nusz értékeit?

i—!‘?’/ GYAKORLATOK I

12.1.° EgyszerUsitsd a kifejezést:

1
1) 1-cos® a; ) ——-1;
Cos o
.2
2) sin®B-1; 5) 1-sin® o+ sz ¢,
tg” o
3) sin® @ +cos® @ +1; 6) (sin o+ cosa)® + (sin o — cos o)®!

12.2.° EgyszerUsitsd a kifejezést:

2
1 sin o
; 3) (tgacosa)® + ;
tg® 5o ) (%8 ) (tgcxj

.2 2
2 (1+sin§j(1—smg); gy Smoteo

tg2 a+cos?o—-1

1) sin® 20+ cos® 200 +

12.3." Létezik-e olyan o szam, melyre egyidejlleg igaz, hogy: sino = "

, V13
és cosoo=—-7
4

12.4." Létezik-e olyan o szam, melyre egyidejlleg igaz, hogy: sin o = s

, 3
és coso = g?

12.5." Egyszeriisitsd a kifejezést:

1) A+tga) +1-tga)’; 3) cos' o —cos® o+ sin® oy
sin o 1+cosa ) .
2) +— : 4) sin* o+ sin® o cos? o + cos® !
1+cosa sin o
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12. Az azonos argumentumu trigonometrikus fliggvények kozotti

75
12.6." Egyszer{isitsd a kifejezést:

1) sin® o+ 2sin® o cos® o+ cos* oy

cos 3 +1—sinB'
1-sinf
2) sin’a + sin® o cos® oL + cos* o

cos 3

4) tgx+ 28T
1+sinx
12.7." Hatdrozd meg az o argumentumu trigonometrikus fiiggvények
értékeit, ha:

. , m , U
1) cosaa==; 2) sino=0,6 és E<0c<n; 3) tga=2 és n<oc<?!
12.8." Hat4rozd meg az o argumentumu trigonometrikus fiiggvények
értékeit, ha:
2 ., 1
1) cosoo=— és 0<oc<£; 3) tgaa=—— és T o< 2m!
13 3 2
3 3n
2) sinoc:—£ és n<0c<?;
12.9.” Bizonyitsd be az azonossigot:
1 cos® o - sin® o
1+ sin o cos o

=cosa—sina; 2) tg® o —sin® o = tg® asin® o!
12.10.” Bizonyitsd be az azonossagot:

1) sin* o cos® o +sin® o cos* o = sin® o cos® oy 2)

ino+tg a
sino+tg o =tg o!
1+cosa
o , i - o
12.11." Hatarozd meg a SmaTcosa

T 1

- értékét, ha tgo =-!
Sin oL + cos o

e , S5cosa+6sina , ., 1
12.12.” Hatarozd meg az értékét, ha tgo=-!
3sino -7 cosa

2
12.13." Hat4rozd meg a sin® o+ 2cos” a legnagyobb és legkisebb ér-
tékét!

12.14.” Hatarozd meg a 3sin® o —2cos® o legnagyobb és legkisebb
értékét!

MSMETLG GYAKORLAT IS

12.15. Hatarozd meg a kifejezés értékét:
3

3
11\
2 .3
, ha a=0,008; 2) |22

, ha a=0,0625!
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76 2. §. Trigonometrikus fliggvények

13. Addicios (0sszegzési) képletek

Addicios (0sszegzési) képleteknek nevezzik azokat a képleteket,
amelyek a cos (a0 + PB), a sin (a0 + B) és a tg (o £ P) értékeit az o és a
B trigonometrikus fliggvényein keresztil fejezik ki.

Bebizonyitjuk, hogy cos (00— ) =cos a cos 3 + sin o sin f.

Legyenek a P, és P, pontok olyanok, amelyeket a P (1; 0) pontnak
az a, illetve a szoggel valé elforgatasaval kapunk.

Azt az esetet vizsgaljuk, amikor 0 < o—p < n. Ekkor az OP és
OP2 vektorok kozotti szog oo—f lesz (13.1. dbra). A P, és P, pontok
YA koordinatai megfelelGen ﬁ:gs o; sin o) és
1 (cos B; sin f). Ekkor az OP, vektor koor-
dinatai (cos o; sin o), az W vektor ko-

P, ordinatai pedig (cos B; sin B) lesznek.
1 x Kifejezzik az OP és OP vektorok
skalaris szorzatat a koordinataik alapjan:

OP, -OP, =cosa cosf +sin o sin f3.

A vektorok skaldris szorzatanak defi-
nicidja alapjan fel lehet irni, hogy:
OB, -OP, =| OP, |-| OB, | cos (.~ B) = cos (. - p).
Innen megkapjuk a kiilonbség koszinuszanak képletet:

13.1. abra

cos (a—P)=cosa cosPB+sina sinf3 1)

Az (1) képlet abban az esetben is igaz lesz, ha az (u—f) ¢ [0; 7]
intervallumhoz.
Bebizonyitjuk az 6sszeg koszinuszanak képletét:

cos(a+P)=cosa cosP-sina sinf3

A cos(a+P)=cos(@—(—P)) = cosa cos(—f)+sina sin (—p)
=cos a cos 3 —sin o sin P.

Az Osszeg szinuszanak és a kiilonbség szinuszanak képletei
kovetkezdk:

o

sin (o + B) =sin a cos B+ cos a sin

sin (- P)=sin a cos f—cos a sin

)

Az Osszeg tangensének és a kiilonbség tangensének képletei
kovetkezdk:

tg (ot P) = % @
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13. Addicids (6sszegzési) képletek 77

tgo—tgp

tg (=P = 1+tga tgp

®)

A (2) azonossag az o és a P minden értékére igaz, melyeknél
cos (+P) #0, cosa £ 0, cos f # 0.

A (3) azonossidg az o és a [ minden értékére igaz, melyeknél
cos(—P) £ 0, cosae # 0, cos  # 0.

Azokat a képleteket, amelyek a 200 argumentumu trigonometrikus
figgvényeket az o argumentumu trigonometrikus fliggvényeken ke-
resztul fejezi ki, a kétszeres szo6g szogfliggvényeinek nevezziik.

Az Gsszegzési képletekben:

cos (o + ) = cos o cos p—sin o sin P,
sin (o0 + P) = sin o cos P+ sin B cos «,

tgo+tg P
tg(a+p)=—"-—
g (o +pP) | tgotgp
alkalmazzuk a B = a helyettesitést. A kovetkezdket kapjuk:

cos 20 = cos® a - sin’ a

sin 2a=2 sin a cos a

2tg o

tg200=—"-—
& 1-tg®a

Ezek a kétszeres sz6g szinuszanak, koszinuszanak és tangen-
sének képletei.

Mivel cos® oo=1—sin® o és sin® o.= 1 — cos® o képletbe helyettesitve
ezeket, még két képletet kapunk:

cos200=1-2 sin®a

cos 20.=2 cos®>a -1

Néha érdemes ezeket a képleteket a kovetkezd alakban alkalmaz-
ni:
1—cos 200=2 sin® q,
1+ cos 200=2 cos” o
vagy ilyen alakban:

. 3 1-cos 20

sin“ o = ——
2

5 1+ cos 20

cos OczT

A két utolsd képletet szoktak még hatvanycsokkent6 képletek-
nek is nevezni.
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78 2. §. Trigonometrikus fliggvények

1. feladat. EgyszerdGsitsiik a kifejezést:
1) sin(£+ oc) - sin(z—oc);
3 3
2) sin (o0 +45°) cos (ot — 45°) — cos (0L + 45°) sin (o0 — 45°)!
Megoldds. 1) Az 6sszeg és a kulonbség szinuszanak képleteit

alkalmazva a kovetkezét kapjuk: sin (g + OL) —sin (g - oc) =

. T T, . T T,
=(s1n§cos0c+cos§s1noc)—(smgcosoc—cosgsmoc):

B3

1. J3 . .
=—COSOC+—SIIIOC—?COSOC+ESIHOC=S1nOC.

2) Az adott kifejezést helyettesitsik az o+ 45° és a o.—45° argu-
mentumok kiilonbségének szinuszaval. A kovetkez6t kapjuk:
sin (o +45°) cos (o0 — 45°) — cos (o + 45°) sin (o — 45°) =
=sin ((o + 45°) — (ot — 45°)) = sin (ot + 45° — ot + 45°) = sin 90° = 1. «

2. feladat. Bizonyitsuk be az azonossagot:

o o
sina—coso tg —=tg —!
g2 g2

.o
o COS Ol S1n —
Megoldas. sinoc—cosoctg5=sinoc——2=
o
COS —
2
. o .o . o LA
S1n oL CoS — — COS OL S1n — sin OC—E sin — o
= 2 2 = = 2 =tg—. 4
o o o 2
COS — COS — COS —
2 2

1-tg 20° tg 25°'
tg 20° +tg 25°
Megoldads. Alkalmazzuk a 20° és 25° 6sszeg tangensének kép-
letét, a kovetkezot kapjuk:
1-tg 20°tg 25° 1 1
tg 20°+tg 25°  tg (20°+25°)  tg 45°

3. feladat. Hatarozzuk meg a kifejezés értékét:

4. feladat. Egyszeriisitsik a Kkifejezést: 1) cos* o—sin® oy
2) 1-8sin® B cos® P!

Megolddads.

1) cos* oo —sin* a = (cos® o — sin® o) (cos® o + sin® o) = cos 201

2) 1-8sin® Bcos®’B=1-2-4sin’ Bcos’ p=1-2sin” 2B = cos 4p. <«
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13. Addicids (6sszegzési) képletek 79

p -
1. ird fel a képletét:
1) a kildnbség koszinuszanak; 4) a kulénbség szinuszanak;
2) az 6sszeg koszinuszanak; 5) az 6sszeg tangensének;
3) az 6sszeg szinuszanak; 6) a kulénbség tangensének!
2. ird fel a kétszeres szdg koszinuszanak, szinuszanak és tangensének kép-
letét!

3.ird fel a hatvanycsokkenté képleteket!

i!‘?/ GYAKORLATOK I

13.1.° Egyszertsitsd a kifejezést:
1) cos (o + PB) + cos (o — P); 3) V2 sin (o0 —45°) — sin o + cos oy
2) sin (30° + o) — cos (60° + ov); 4) 2cos(60°—-a)- V3 sin o - cos o
13.2.° Egyszer(lsitsd a kifejezést:

1) sin (- B) — sin (o + B); 2) \/Esin(§+0cj—cosoc—sinoc!

13.3.° Egyszerisitsd a kifejezést:

1) sin o cos 40 + cos O, sin 40,

2) cos17°cos43°—sin17°sin 43°;
3n m ., 3nm . W

3) cos— cos——sin —sin —;
8 8

4) sin 53°cos 7° — cos 53° sin (—7°);

5) sin (o + ) cos (o0 — B) — sin (o0 — P) cos (o + P);

6) sin 20° cos 5° — cos 20° sin5° '
c0s 10° cos 5° — sin 10° sin5°

13.4.° Egyszertsitsd a kifejezést:

1) cos 60 cos 200 — sin 60 sin 20,
2) sin12°co0s18°+sin18°cos12°%
3) sin (-15°) cos 75° + cos 15° sin 75°%;
4) cos(o—p)—2sinasin B!
1 1
13.5.° Ismert, hogy tgo = p tgp = T Hatarozd meg a tg (oo + ) ér-
tékét!
13.6.° Ismert, hogy tg o= 3, tg p = 5. Hatdrozd meg a tg (o — ) értékét!
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80 2. §. Trigonometrikus fliggvények

13.7.° EgyszerUsitsd a kifejezést:

tg13°+tg 47° gy 1-t827°tg33°)
1-tgl13°tg 47°’ tg27°+ tg 33° '
13.8.° Egyszerisitsd a kifejezést:
tg24°+tg 36° 9 tg 5o — tg 3o '
1-tg 24°tg 36° 1+tg50tg 30,
13.9.° Egyszertsitsd a kifejezést:
1 si.n 200 : 5) cos 2o'c :
sin o COS Ol —s1n o
in 2
2) —o 6) 1-2sin® %
cos” 0. —sin” o 4
3) cos 2 + sin”® oy 7 (sin 4 cos E) (sin ¢ _cos g);
4 4 4 4
sin 50° : 8) sin o coi o !
2 cos 25° 1-2sin” a
13.10.° Egyszer(lsitsd a kifejezést:
in 80°
1) S 5) sin o cos o (cos® o —sin® ar);
cos 40°
. sin 4q.
2) cos4f +sin® 2p; 6) ———
cos" o —sin” o
) . T T
3) cos60 +2sin” 30 7) sin Z_a cos Z—OL ;
4) 1+ sin 2o ; 3 2tg21,5(x !
(sin o + cos o) 1+tg” 1,5a

13.11.° Szamitsd ki a kifejezés értékét:

1) 2 sin 75° cos 75°% 3) 1-2sin %;
. 2tg165°
2) cos® 15° — sin® 15°; 4) gT!
1-tg” 165°
13.12.° Szamitsd ki a kifejezés értékét:
2tg 75°
g—z; 2) 2sin3—ncosg—n; 3) 1-2cos? !
1-tg” 75° 8 8 12
13.13." Bizonyitsd be az azonossigot:
cos (o +P) +sin o sin P -1 9 \/Ecosa—2cos(45°+oc) —tg ol
cos(o.—B)—sinasinf 2Sin(45°+oc)—x/§sinoc .
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13. Addicids (6sszegzési) képletek 81

13.14." Bizonyitsd be az azonossagot:
sin (o +p) -sinfcosa 1:

\/ECOS(X—2Sin (45° — o)
: . ;2 =2!
sin (o0 — ) + sin f cos 2 sin (60°+0L)—\/§cosoc

L4 7 7 7 7 3 z
13.15." Hatarozd meg a cos (o0 + ) értékét, ha coso = e 0<a<l és
4 T
cosPp=——, —<P<mn!
§ s §

° z . 7 ’1. 2 . 4 3
13.16." Hatarozd meg a sin(o—P) értékét, ha sino = o << ?n
7 3n
és cosp=—, —<PB<2n!
B 25 2 b 1 3
13.17." Ismert, hogy tgo = 2’ sinp = 5 0<pB< g Hatarozd meg a
tg (o + ) értékét!

. 2 . 1t
13.18." Ismert, hogy tgo = 3 Hatarozd meg a tg (45° + o) értékét!

13.19." Hatarozd meg a sin 2o értékét, ha sin oo =-0,6 és ?n <o < 2m!
13.20." Hatarozd meg a tg 20, értékét, ha tg oo = 4!
. , 1z . 1
13.21." Hatarozd meg a cos 2a értékét, ha sinao = _Z!
13.22." Hatdrozd meg a sin 15° értékét!
13.23." Hatarozd meg a cos 75° értékét!
sin (oc—B)'
cosoccosB.

13.25." Egyszer(sitsd a cos 20 + sin 20 tg o kifejezést!
13.26.” Egyszertsitsd a kifejezést:

13.24." Bizonyitsd be az azonossagot: tgo—tgp =

1 M_M; 3 tg2octgoc;
sin o COSs O tg 200 — tg o
2 1 _ 1 : 1) sin® o — cos® o + cos® o !
1-tga 1+tga 2(1-cosa)
13.27." Egyszerlsitsd a kifejezést:
1) cos 6o M; gy 8¢ tga
sin 200 cos 2a l+tga 1-tga

13.28." Hatarozd meg a sin o —+/3 cos o kifejezés legnagyobb értékét!
13.29.” Hatarozd meg a /3 cos o —sin o kifejezés legnagyobb értékét!

. s . 1
13.30." Hatarozd meg a sin 20 értékét, ha coso +sino = 5!

) . 1 o .o 1
13.31." Hat4rozd meg a sin o értékét, ha cos——s1n§ = —5!

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



82 2. §. Trigonometrikus fliggvények

MSMETL@ GYAKORLATOK I

13.32. Az x mely értékeinél lesznek a 4x+5, a Tx—1 és az x*+2
kifejezések értékel egy szamtani sorozat egymast kovetd tagjai?
Hatarozd meg a sorozatnak ezeket a tagjait!

13.33. Az x mely értékeinél lesznek az x—1, az 1-2x és az x+7
kifejezések értékei egy mértani sorozat egymast kovets tagjai? Ha-
tarozd meg a sorozatnak ezeket a tagjait!

14. Visszavezetési képletek

A trigonometrikus fliggvények periodikussaga lehetdséget ad arra
1s, hogy visszavezessik azok értékeit arra az esetre, amikor az argu-
mentum a [0; 2n] intervallumhoz tartozik. Ebben a pontban csak
azokat a képleteket vizsgaljuk, amelyek a | 0; E} intervallumhoz tar-

tozd szogek értékei alapjan torténd szamitasokra korlatozodnak.
A [0; 2m] intervallumhoz tartozé valamennyi szég megadhat6 a

3 194
gioc vagy a T £ o vagy a ?nioc alakban, ahol0 < o < g Példaul:

2n m St 3n m
3 37 3 2 6
3 . .
A gioc, Tt Q, ?nia alakban megadott szégek szinusz, illetve

koszinusz értékeinek kiszamitasat, az o szog szinuszanak, illetve
koszinuszanak kiszamitasara vezethetjik vissza. Példaul:

T s . T, B
COS(E-FOC) = COSECOSOC—SIDESHlOL = —Ss1n o.

Az addiciés képletek alkalmazasaval hasonléan kapjuk meg az
alabbi képleteket:

. (m . . . [ 3m
sin E—oc =coso sin(m—a)=sino sin ?—oc =—Ccos O

. (T . . 1
sin EHX =cosa sin(m+o)=-sina sin ?+oc =—cos 0

Ezek a képletek a szinuszra vonatkoz6 visszavezetés képletei
lesznek.
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14. Visszavezetési képletek 83

A kovetkez6 képletek a koszinuszra vonatkozé visszavezetés
képletei:

T . 3n .
cos E—OL =sino cos(m—a)=-coso cos ?—OL =—sina

T . 3n .
cos E+OL =-sina cos(m+o)=—-cosa cos ?+oc =sin o

A képletek alaposabb vizsgalata soran olyan torvényszerlségeket
vehetiink észre, amelyek megkonnyitik e képletek megjegyzését.

Ahhoz, hogy barmelyiket felirjuk, a kévetkezd szabalyokat kell al-
kalmazni.

1. Az egyenléség jobb oldalanak eldjele megegyezik a bal

oldal elgjelével, ha 0<a < g

T 3n
2. Ha a bal oldalon az argumentum EiOC vagy ?ioc alaku,

akkor a szinusz nevét koszinuszra, a koszinuszét pedig szinusz-
ra kell cserélni. Ha az argumentum n + o alaku, akkor a fiigg-
vény neve nem vdaltozik.

3 cp e, 11202 .
A sin(?n—oc) kifejezés példajan bemutatjuk, hogyan kell alkal-
mazni ezeket a szabalyokat.
Feltételezve, hogy a 0 <o < g, arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy

3?75 —o a III. koordinatanegyedbe esik. Ezért sin(% - oc) <0. Az elsé

szabaly szerint a jobb oldal elGjele — lesz.
. 3 , . PR ,
Mivel az argumentum ?n—oc alaku, ezért a masodik szabaly sze-
rint a szinuszt koszinuszra kell cserélni.

., . 3
Tehat sin (?n - oc) = —cosl.

1. feladat. Egyszer(sitsikk a cos® (g+oc) kifejezést!
Megoldads.

2
cos” (g + oc) = (cos(g + OLD = (-sina)” = sin” 0. <
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84 2. §. Trigonometrikus fliggvények

2. feladat. Vezesslik vissza a hegyesszog szogfliggvényeire az

P11 e pe , 9 8
alabbi szogfiiggvényeket: 1) cos%; 2) cos 2%,

, 9
Megoldds. 1) cos = = cos(n—lj = —cos—.
10 10 10

8
2) cos—nzcos(n+z):—cosz. |
7 7 7

'|) B

Fogalmazd meg azokat a szabalyokat, amelyek segitenek a visszaveze-
tési képletek alkalmazasakor!

/]
i—!‘?/ GYAKORLATOK I

14.1.° EgyszerUsitsd a kifejezést:

1) sin (g - OL); 3) cos(-0.+270°); 5) cos® (3m—a);
. . [ 3m
2) sin (T - ); 4) cos (0. —180°); 6) sm(?+a)!
14.2.° Egyszertsitsd a kifejezést:
3n .
1) cos(?+oz); 3) sin (180° + a);
. of BT
2) cos(m—a); 4) sin (?+ocj!

14.3.° Helyettesitsd a trigonometrikus fliggvényeket hegyesszogd flugg-
vények értékével:

1) cos 123°; 2) sin 216°; 3) cos (—218°); 4) cos %!

14.4.° Helyettesitsd a trigonometrikus fliggvényeket hegyesszogi flugg-
vények értékével:

D sin (3057 2 sinTX; 3 cos (07m; 4 cos !

14.5.° Szamitsd ki a trigonometrikus fliggvény értékét:

1) cos225°% 2) sin 240°; 3) cos%n; 4) cos(—%tj!
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15. A cos x = b alaku egyenlet 85

14.6.° Szamitsd ki a trigonometrikus fliggvény értékét:
. 5
1) cos(-150°); 2) cos 210°; 3) sin 315° 4) sin(—?n)!

14.7." Szamitsd ki a kifejezés értékét:

1 sin? 815° cos 300° + tg (—315"); 9 cos 66° cos 6° + cos 84° cos 240!
sin (-120°) cos 150° cos 65° cos 5° + cos 85° cos 25°
cos 64° cos 4° — cos 86° cos 26° '

cos 71° cos 41° — cos 49° cos 19°

14.8." Szamitsd ki a kifejezés értékét:

14.9.” Egyszer(sitsd a kifejezést:
sin (1 + o) cos (21— )

tg (m—a)cos(n—o)

2) sin (m-p) cos(B - gj - sin(§+ B) cos (1 —P)!
. . , , i - i 2
14.10." Bizonyitsd be az azonossagot: sin (n — o) sin (0 +2m) _ —coso!
tg(m+a) Cos(g + oc)

14.11." Szamitsd ki: sin 0°+ sin 1°+ sin 2° + ... + sin 359° + sin 360°!

MSMI’ETLC”) GYAKORLATOK I
14.12. Hatarozd meg a kifejezés értékét:

1) Y1442-43-22; 9) Y71+43 \2-3!

14.13. A valtoz6é mely értékeinél értelmezhetl a kifejezés:

) x4, H Tx-dz+—

x2—4, x° —8x
% x® -4 5 1 )
x?+4 Ja? +4x-12
9 2 2
3) ; 6) —— " ?

+
J35+2x—x? 8-4x

J3x+6

15. A cos x = b alaku egyenlet

Mivel az y =cosx flggvény értékkészlete a [-1; 1] intervallum,
ezért | b | > 1 esetén a cos x = b egyenletnek nincs megoldasa. Viszont
barmilyen b esetére, ha | b | < 1, ennek az egyenletnek szamtalan meg-

oldasa van.
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86 2. §. Trigonometrikus fliggvények

A fenti kijelentést konnyen meg lehet érteni, ha a grafikus megol-
ddst vizsgaljuk: az y=cosx és az y=>b, ha |b|<1 fiiggvények grafi-
konjainak szamtalan kozos pontja lesz (15.1. abra).

yﬂ
1 y=cos x
~\ Pany ~_Y¥Y=b ~
/ 3\ / AN { N\ / N\ -
T T
S I L Jor =N NNEZ
-1
15.1. abra

A cos x = b egyenlet megoldasanak megértését elGsegiti egy konkrét

. . . 112 1
eset vizsgalata. Oldjuk meg példaul a cosx = 3 egyenletet.

1 Y
A 15.2. dbran az y=cosx és az y = 5 figgvények grafikonjai lat-
hatoék.

yA
Yy =cos X

15.2. abra

Vizsgaljuk meg az y =cos x fliggvényt a [-m; @] intervallumon (a
15.2. dbran 1év6 gorbe piros része), vagyis egy olyan intervallumon,

., , 1
melynek hossza egyenl§ az adott fliggvény periédusaval. Az y=§

egyenes az y = cos x fuggvény grafikonjat a [-m; ] intervallumon az
M, és M, pontokban metszi, melyek abszcisszai ellentett szamok lesz-

1 . , ..
nek. Tehat a cosx = 3 egyenletnek a [-m; 7] intervallumon két gyoke

w3

. 1 , s ,
lesz. Mivel cos(—g) = cosg = 2>’ ezért az egyenlet gyokel a —g és

szamok lesznek.
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15. A cos x = b alaku egyenlet 87

Az y = cos x periodikus fiiggvény, melynek periédusa 2n. Ezért min-
. i 1 , . ,
den mas gyoke a cosx = 3 egyenletnek a —g és g szamoktol 2mn-

nel fog kiilonbo6zni, ha n e Z.
Tehat az adott egyenlet gyokeit a kovetkezGképpen irhatjuk fel:

X = §+2nn és x=—§+2nn, ha neZ.
A fenti képletek osszevont képlet alakjaban igy irhatok fel:
x = i§+2nn, n e Z.

Térjiink vissza az eredeti cosx=b egyenlethez, ahol |b|<1. A
15.3. abran lathat6, hogy ennek az egyenletnek a [-m; 1] intervallumon
két megoldéasa lesz, az o és a —a, ahol o € [0; ] (ha b =1, akkor ezek
egybeesnek és nullaval lesznek egyenlGk).

UA
y=1 1

/\ —g . g /\/=COS:
"/ N in / N\~
N— L7 y-» N~

15.3. abra

Ekkor a cos x = b egyenletnek minden gyoke a kovetkezd alaku lesz:
x=to+ 2nn, n € Z.
Ez a képlet azt mutatja, hogy az o gyoknek kiilénleges szerepe
van: ezt ismerve, fel lehet irni a cos x = b egyenlet 6sszes gyokét. Az
o gyoknek egy specialis neve van, az arkusz koszinusz.

Definicio. A b szam arkusz koszinuszanak, ahol
| b | <1, azt a [0; 1] intervallum vett o szamot nevezziik, mely-
nek koszinuszértéke b-vel egyenlo.

A b szam arkusz koszinuszat arccos b-vel jeloljuk. Példaul

1 =n . b1 , n 1
arccos — = —, mivel —e€[0;m] és cos—=—;
2 3 3 3 2

\/Ej 3n . V2

3n , 3n
arccos| —— | =—, mivel — €[0;t] és cos— =—-——.
2 4 4 4 2

Altalénositva, arccos b=a, ha o € [0; 1] és cosa=b.
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88 2. §. Trigonometrikus fliggvények

Most mar cos o= b,
irhatjuk fel:

x=1 arccos b+ 2nn, n€Z

b| <1 egyenlet gyokeit a kovetkezd alakban

@®

Megjegyezzik, hogy a cos a=0b egyenlet egyedi eseteit (ha b=1,
b=0, b=-1) mar korabban vizsgaltuk (lasd 9. pontot). Idézziik fel a

kapott eredményt:

cos x=1 cos x=0

cos x=-1

T
x=2nn, nez X=—+mn, nez x=m+2nn, n€z
2

Ugyanezeket az eredményeket megkaphatjuk, ha alkalmazzuk az

(1) képletet.
A kovetkez6 egyenldség is teljestl:

arccos (-b) = n-arccos b.

Feladat. Oldjuk meg az egyenletet:

1) cos4x=—£; 2) cos(£+2)=l; 3) cos(z—7x)=0!
2 3 4 2 5

Megoldds. 1) Alkalmazzuk az (1) képletet, majd felirjuk:

2
4x = iarccos(—%} +2nn, neZ.

3n

Ezekb6l megkapjuk: 4x = i:%n +2nn; x=+—+—.

16

3
Felelet: i—n+m, n eZ.
16 2

1
2) f+E=iarccos—+21'cn, nez;
3 4 2
it iomm T=4T
3 4 3 3 3

3
Felelet: in—f+61m, nez.

n
2

3
—E+2nn; xzin——n+6nn.
4 4

3) Atirjuk az adott egyenletet a kovetkezd alakba: cos(7 x— g) =0.

Innen:
T T
Tx——=—+mn, necZ.
5 2

i

mT T n
Ekkor Tx=—+—+mn; Tx=—+71n; x=—+
2 5 10

10
Felelet: l-f'ﬂ, neZ. 4
10 7
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15. A cos x = b alaku egyenlet 89

1. A b mely értékeinél lesz megoldasa a cos x = b egyenletnek?
2. Hany megoldasa lesz a cos x = b egyenletnek, ha |b| <1?

‘v

3. Mit neveziink a b szam arkusz koszinuszanak?

4. Milyen alakban irhaté fel a cos x=b egyenlet gyokeinek képlete, ha
v <1?

5. Milyen alakban irhatok fel a cos x =1, cos x =0, és cos x =—1 egyenletek
gyokeinek képlete?

L,,-7/ GYAKORLATOK I
15.1.° Oldd meg az egyenletet:

1) cosx=1; 2) cosx=—2; 3) cosx=——3; 4) cosx=l!
2 2 2 3
15.2.° Oldd meg az egyenletet:
1) cosx=—3; 2) cosx=—l; 3) cosx=—5; 4) cosx=é!
2 2 2 7

15.3.° Oldd meg az egyenletet:

1 1
1) cos3x = _E; 3) cos 6x=1; 5) cos9x = —g;
5 3 2 3
2) cos—x=£; 4) cosﬂzo; 6) cos(—f) :£g
6 2 3 3 3

15.4.° Oldd meg az egyenletet:

x \/5 3x

1
1) cos2x =—; 2) cos—=—-——; 3) cos— =-1!
2 5 2 4

15.5.° Oldd meg az egyenletet:

1) cos(x+£j = ﬁ; 3) cos(f—Z) =-1;
6 6

2
2) cos(z—sz—é; 4) 2c0s(£—3x)+1=0!
4 2 8
15.6.° Oldd meg az egyenletet:
1) cos(g—élx):l; 2) \/Ecos(g+3)+1:0!

15.7." Hatarozd meg az egyenlet legnagyobb negativ gyokét:
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90 2. §. Trigonometrikus fliggvények

15.8." Hatarozd meg az egyenlet valamilyen negativ gyokét:

x_ 2

cos— =——1
4 2

o 3 , .. .
15.9.7 A cos3x=§ egyenletnek hany gyoke tartozik a [—g;n}

intervallumhoz?

15.10." Hatarozd meg a cos(x+%) =3 egyenlet Gsszes olyan gyo-

két, melyek kielégitik a —g < x < 4m egyenlétlenséget!

MSMETLO GYAKORLATOK IS

2 11 2 11 2

a® —2a%b® +b3  a®b? -b? |
4 2 2 ° 1 2 2°

a® —a’b? ab® +a’b?
15.12. Hatarozd meg a fliggvény értelmezési tartomanyat:
{4/; V9 - x?
; 2 y= !

D) y=+—;
\8x% —5x +2 x+2

15.11. Egyszer(sitsd a kifejezést:

16. Asin x =b és tg x =b egyenletek

& Mivel az y=sinx fuggvény értékkészlete a [-1; 1] intervallum,
ezért | b | > 1 esetén a sinx=b egyenletnek nincs megoldasa.
Ezzel egyltt barmilyen b estén, ha | b | <1, ennek az egyenletnek
végtelen sok megoldasa van.

Megjegyezziik, hogy a sinx=0b egyenlet egyedi eseteit (ha b=1,
b=0, b=-1) mar vizsgaltuk (lasd a 9. pontot). Idézziik fel a kapott

eredményeket!
sinx=1 sinx =0 sin x =—1
T 7
x=5+2ﬂ:n, nez x=mn, ne”z x:—5+2nn, nez

Ahhoz, hogy megkapjuk a sinx=b, ha |b| <1 egyenlet 4ltaldnos
megoldasanak képletét, nézzik a fliiggvény grafikus értelmezését.
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16. Asinx=b és tgx =b egyenletek 91

A 16.1. dbréan az y =sinx és az y = b, ha | b| < 1 fuggvények grafi-
konjai lathatok.
yA

NG TN PN

N 0/ Nt/ N>
_I o TT-ao 13m X
2| 2 2 \
-1+
a
yA

/
|| |pola -
/
ro|
A\
/]
/ Ry

16.1. abra
. - . .. . . m 3m | .
Vizsgaljuk meg az y = sin x fliggvény grafikonjat a [—E; ?} inter-

vallumon (a 16.1. dbran 1évG goérbe piros szinnel jelolt része), vagyis
egy olyan intervallumon, amely ennek a fliggvénynek a periédusa.
Ezen az intervallumon a sin x = b egyenletnek két gyoke van, az o és

a m—a, ahol [—g,g} (a b=1 esetén ezek a gyokok egybeesnek és

g-vel lesznek egyenldk).

Mivel az y = sin x fliggvény periodikus és 2m a periddusa, ezért a
sin x = b egyenlet minden gyoke 2mn-nel kiilénbozik egymastol, ahol
nel.

gy a sin x=b egyenlet gydkeit a kévetkezGképpen lehet megadni:

x=0+27n és x=n—o+ 2nn, n < Z.
A fenti képletek 6sszevont képlet alakjaban igy irhatdk fel:
x=CD)a+nk, keZ. 1)

Valdoban, ha k paros szam, vagyis k = 2n, n € Z, akkor azx = o + 2nn
képletet kapjuk, ha k paratlan, vagyis k=2n +1, neZ, akkor az
x=—0+Tn+2nn=n—o+ 2nn képletet kapjuk.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



92 2. §. Trigonometrikus fliggvények

Az (1) képlet azt mutatja, hogy az o gyoknek fontos szerepe van:
ennek ismeretében meg lehet hatarozni a sin x = b egyenlet tobbi gyo-
két 1s. Az o gyoknek specidlis neve van, az arkusz szinusz.

Definicido. A b szam arkusz szinuszanak, ahol | b | <1, azt

nom
a {—E,E} intervallumon vett o szamot nevezziik, amelynek szi-
nuszértéke b-vel egyenlo.

A b szam arkusz szinuszat arcsin b-vel jeloljik.

11 .1 = . T nT T, . T
Példaul arcs1n5=g, mivel —e{——;—} és sin— =

1-
29

(ﬁ] n . n[nn},,(n) J3
arcsin| —— | =—-—, mivel ——€|——;—| és sin| ——|=—-——.
2 3 3 2 2 3 2

X , s . T T » .
Altalanositva, arcsinb=a, ha ae|-=;—| és sina=b.

Most mar a sinx=b5, ha |b| <1 egyenlet gyokeinek képletét a
kovetkezd alakban irhatjuk fel:

x=(-1)" arcsinb+nk, ke Z 2)
Igaz a kovetkezd egyenlGség:
arcsin (-b) = —arcsin b.
1. feladat. Oldjuk meg az egyenletet:
1) sinf:—l; 2) sin(E—Sx) =—£.
2 2 3 2

Megoldas. Alkalmazzuk a (2) képletet, majd felirjuk:

= -1" arcsin(—l) +7mn, neZ.
2 2

Tovabba:

:(—1)”-(—E)+Tm; R | L
6 g - g

oR ONIR

=D Zhan k=1 I+ 2nn.
(-1 5 (-1 3

Felelet: (—1)’”1-§+27cn, nel.
2) Atirjuk az adott egyenletet a kovetkezdképpen:

—sin(Sx—g) = —g. Ekkor sin(3x —g) = é

2 ’

. 3
3x - g =(-1)" arcsin - +7mn, ne’z;
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16. Asinx=b és tgx = b egyenletek 93

Bx—==(-1)"Z+nn; 3x=(-1)"Z+Z+nmn;
3 3 3 3

x:(_]_)" .E+E+E.
9 9 3

Felelet: (-1)" ‘E+E+E, neZ. <
9 9 3
L Mivel az y=tgx fluggvény értékkészlete az R halmaz, ezért a
tg x = b egyenletnek barmilyen b esetén lesz megoldasa.
Ahhoz, hogy megkapjuk a tg x = b egyenlet gyokeinek képletét, néz-
zik a fuggvény grafikus értelmezését.
A 16.2. dbran az y =tgx és az y = b fliggvények grafikonjai latha-

N
J U7

-

X

INIE

16.2. abra
Vizsgaljuk meg az y=tgx figgvényt a (—g,g) intervallumon (a

16.2. abran 1évG gorbe piros szinnel jelolt része), vagyis a fuggvény
periédusaval egyenl§ szakaszon. Ezen az intervallumon a tgx=2b
egyenletnek barmilyen b esetében csak egy o megoldasa lesz.

Mivel az y = tg x fuggvénynek a periédusa 7, ezért a tg x = b egyen-
let minden gyoke mn-nel, ahol n € Z kiilénbozik az adott gyoktol.

Ezért a tgx =05 egyenlet gyokeinek képlete a kovetkezs képlettel
adhat6 meg:

xX=0+T7n, ne€ .

A kapott képlet alapjan megallapithatjuk, hogy az o gyoknek kii-
l6nleges szerepe van: ennek ismeretében meg lehet hatarozni a tg x = b
egyenlet tobbi gyokét is. Az o gyoknek specidlis neve van, az arkusz
tangens.

Definicié. A b szam arkusz tangensének azt a

T om . , ..
(—5;5) intervallumon vett o szamot nevezzilk, melynek tan-
gense b-vel egyenlé.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



94 2. §. Trigonometrikus fliggvények

A b szam arkusz tangensét az arctg b-vel jeloljiik.

Példaul arctg /3 ==, mivel Ee(—f;ﬁj és tg = =/3;
3 3 2’2 3
T T T T T
arctg (-1) = ——, mivel ——e(——;—) és t (——)=—1.
g(-1) 4 4 2’2 g7

Altalénositva, arctgb=o0, ha oe (—g; g) és tga=0>b.

Most mar felirhatjuk a tg x =b egyenlet gyokeinek képletét:

x=arctgb+mnn, ne’Z

A kovetkez6 egyenldség is igaz:
arctg (-b) = —arctg b.

. 2
2. feladat. Oldjuk meg az egyenletet: tg?x = —/3!
2
Megoldas. ?x=arctg(—\/§)+nk,kez;
g9c=—£+1tk; x=—E+§nk.
3 3 2
Felelet: —g+§nk,keZ.<

‘I) B
¢ 1. A b mely értékénél lesznek gyokei a sin x =b egyenletnek?

2. Mit neveziink arcsin b-nek?

3.ird fel a sinx=b, ahol | b| <1 egyenlet gydkeinek képletét!

4.ird fel a sin x =1; sin x =0; sin x = —1 egyenletek gydkeinek képleteit!

5. A b mely értékénél lesznek gyokei a tg x = b egyenletnek?

6. Mit neveziink arctg b-nek?

7. Ird fel a tg x = b egyenlet gydkeinek képletét!

Lf!'?'/ GYAKORLATOK I
16.1.° Oldd meg az egyenletet:

1) sinx:?z; 2) sinx:—;; 3) sinx:i; 4) sin x = /2!
16.2.° Oldd meg az egyenletet:

; 4) sinx=1,5!

w|&

1 . 2 .
1) sinx=5; 2) s1nx=—?; 3) sinx =

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



16. Asinx=b és tgx = b egyenletek 95

16.3.° Oldd meg az egyenletet:

x 1 2
1) sin—=--; 2) sin bx=1; 3) sin (-8x) =—!
) 63 ) ) (-8x) 5
16.4.° Oldd meg az egyenletet:
2
1) sin2x=£; 2) sin£=0; 3) sin—x=—£!
2 7 5 2

16.5.° Oldd meg az egyenletet:
1) tgx=\/§; 2) tgx:—g; 3) tgx=-1; 4) tgx=>5!
16.6.° Oldd meg az egyenletet:

Ve

1) tgx=1; 2) tgx=?; 3) tgx=—-3; 4) tgx=-2!

16.7.° Oldd meg az egyenletet:
x 1 Tx

1) tg2x=1; 2) tg= == 3) to| ——= =\/§!

) tg ) tg 33 ) g( 4)
16.8.° Oldd meg az egyenletet: tg%x =0!
16.9.° Oldd meg az egyenletet:

1) sin(x—Ej = ﬁ; 3) sin(£+1) =-1;

6 2 3
2) sin(z—x)=£; 4) @Sin(l—?»x)—l:O!
8 2 12

16.10.° Oldd meg az egyenletet:

1 sin(i—Sx):l; 2) 2sin(f—4)+120!

18 5
16.11.° Oldd meg az egyenletet:
n) 3

1) tg|3x——|=—; 2) tg (3 —2x)=2!

) g( 12) 3 ) tg ( )
16.12.° Oldd meg az egyenletet:

1) tg(x+§)=1; 9) 3tg(3x+1)—3=0!

16.13." Hatarozd meg az egyenlet legkisebb pozitiv gyokét:

: ( n) V3
sin| x+—|=-——!
4 2
16.14." Hatdrozd meg az egyenlet legnagyobb negativ gyokét:

sin(3x —i) =-1!
15
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96 2. §. Trigonometrikus fliggvények

16.15.” Hatarozd meg a s1n(x —g) =3 egyenletnek azokat a gyokeit,
3
amelyek a [—ﬂ;;?n:| intervallumhoz tartoznak!

o 2 . ,
16.16." A sin3x=§ egyenlet gyokei kozil, hany lesz eleme a

3 .
[_?n; g} intervallumnak?

16.17." A tg4x=1 egyenlet gyokei koziil hdny lesz eleme a [0; 7]
intervallumnak?

16.18.” Hat4rozd meg a tg§= V3 egyenlet gyokeinek dsszegét, ame-

3
lyek a [—271:;?“} intervallumhoz tartoznak!

MSMETL@ GYAKORLATOK I

16.19. Oldd meg az egyenletet:

1) x—Jx-1=3; 3) V3x+4-J2x-5=2x+1;

2) Vi+dx—x+1=x; &) Jxt— = B!
VO +x

17. Algebrai egyenletekké alakithaté
trigonometrikus egyenletek

A 15. és 16. pontokban olyan képleteket kaptunk, melyek segitsé-
gével megoldhatok a cosx=a, sinx=a, tgx=a alaki egyenletek.
Ezeket egyszerii trigonometrikus egyenleteknek nevezziik. Kii-
16nb6z6 modszerek alkalmazasaval sok Osszetett trigonometrikus
egyenlet atalakithaté egyszerd trigonometrikus egyenletekké.

1. feladat. Oldjuk meg a 2cos®’ x—5cosx+2=0 egyenletet!

Megolddas. Hajtsuk végre a cosx =1 helyettesitést. Ekkor az
) , , 1
adott egyenlet atalakul 2¢% — 5¢ + 2 = 0 alakt egyenletté. Innen ¢, = 2’

t, =2. Mivel | cosx| <1, ezért a cos x = 2 egyenletnek nincsenek gyo-
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17. Algebrai egyenletekké alakithaté trigonometrikus egyenletek 97

kei. Tehat az eredeti egyenlet egyenértékd a cosx=§ egyenlettel.
Végul a kovetkez6t kapjuk: x = ig +2nn, neZ.

Felelet: ig+2nn, neZz. <4

2. feladat. Oldjuk meg a sin x— 3 cos 2x = 2 egyenletet!

Megoldds. A cos 2x=1—2 sin’x képlet alkalmazisaval atalakit-
juk az eredeti egyenletet:

sinx—3(1 -2 sin®x) —2=0;
6 sinx+sinx—5=0.

Legyen sinx=t. A kovetkezd masodfokd egyenletet kapjuk:
6t’+t—5=0. Innen ¢ =-1, t, =§.

Tehat az adott egyenlet a kovetkezl egyenletekkel lesz egyenér-
tékd:

sinx = -1,

sin x =

S| ot

x=-"+ 27n,
Ebbdl: s
x = (-1)" arcsin s +7n, n€Z.

Felelet: —g+2nn, (—1)"arcsin%+nn, neZ. <4

. 1
3. feladat. Oldjuk meg a tgx+—— =3 egyenletet!
COoS X

. 1 ,
Megoldds. Mivel az — =1+ tg® x, ezért az adott egyenletet
cos” x

at lehet alakitani ilyen alakuva:
tgx+(1+tgx)=3.
Innen tg®x+tgx—-2=0. Legyen tgx=¢ EbbSl: t*+¢—2=0. Ak-
kor ¢ =1, t,=-2.
Tehat az adott egyenlet a kovetkezl egyenletekkel lesz egyenér-
tékd:
tgx=1,
Lg x=-2.
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98 2. §. Trigonometrikus fliggvények

T
Ebbsl: | ¥ 2™

x =-arctg2+mn,n € Z.

Felelet: §+Tcn, —arctg 2 +7n, neZ. 4

iJ‘?'/ GYAKORLATOK I
17.1.° Oldd meg az egyenletet:

1) 2 sin®x+sinx—1=0; 3) sin” 3x + 2 sin 3x—3=0;

2) 2 cos’x—5 cosx—3=0; 4) tg?x-2tgx-3=0!
17.2.° Oldd meg az egyenletet:

1) 2sin*x—3 sinx+1=0; 3) 4 tg°x—tgx—3=0;

2) 2 cos® 2x —cos 2x—1=0; 4) 3cos2§+5cos£—2=0!

17.3." Oldd meg az egyenletet:
1) sinx—cosx=0; 3) 4 cos 2x —sin 2x = 0!
2) J3sin x + cos x = 0;

17.4." Oldd meg az egyenletet:
1) sin x + cos x=0; 3) cos 4x— 3 sin 4x = 0!
2) sinx—x/gcosx =0

17.5." Oldd meg az egyenletet:

1) 6cos® x+5sinx—7=0; 5) cos 2x + sin x = 0;

. 2
2) 2 sin®x+ 7 cos x+ 2 = 0; 6) cos?x—5cos§—2=0;
3) cos 2x=1+4 cos x; 7 cosg+cosx=0;

4) 2cosx—cos2x—cos’x=0; 8) cos2x—4+2cosx+4=0!

17.6." Oldd meg az egyenletet:

1) 4 sin®x+8 cosx+ 1=0; 4) cos 2x + sin® x = cos «x;
2) 2 cos®x=1+sinx; 5) 5sin%—cos§+3:0;
3) cos 2x + 8 sin x = 3; 6) cosx+sin§=0!

17.7.” Oldd meg az egyenletet:
1) 8 sin®?3x+4 sin® 6x=5; 2) 2 tg°x+4 cos®x="T!
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Légy te is Osztrohradszkij! 929

17.8.” Oldd meg az egyenletet:

1) 2 cos®4x—6 cos® 2x+1=0; 2) V3tgx+3= !

2
Cos X

MSMETLG GYAKORLATOK I

17.9. Hasonlitsd 6ssze a szamokat:

1) Y7 és W4T, 2) V2 és YV3B3; 3) Y15 és B 4) Y25 és !
17.10. Oldd meg az egyenletet:

1) 6x°—24x=0; 3) x° +2x* + 8x+ 16 =0;

2) x*—5x*+9x— 45=0; 4 x*—2x"+2x—1=0!

@ LEGY TE IS OSZTROHRADSZKIJ! I

Az ismert ukran matematikus, Mihajlo Vasziljovics Osztrohradsz-
kij Pasenyivka faluban sziletett Poltava megyében. 1816—-1820 kozott
a harkivi egyetemen tanult, aztdn Franciaorszagban folytatta mate-
matikai tanulméanyait. A francia f6varosban a matematika olyan
korifeusainak az elGadésaira jart, mint Pierre-Simon Laplace (1749—
1827), Siméon Denis Poisson (1781-1840), Augustin Louis Cauchy
(1789-1857), Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768—1830).

Hatalmas tudomanyos 6rokséget hagyott maga utan Mihajlo Oszt-
rohradszkij. Ezek kozott nagy jelentGsége van a trigonometrikus sorok
és hullamok vizsgéalatanak. Sok fontos tétel
ma is Osztrohradszkij nevét viseli.

A tudomanyos munkéak mellett a kival6
tudbs sok tankonyvet is irt az ifjusag sza-
mara. Ezek kozott a legismertebb a Trigo-
nometria program és jegyzet cimi mive. A
trigonometria oktatdsanak moédszertanat
annyira fontosnak vélte, hogy errdl tartotta
akadémiai székfoglaldjat is.

Osztrohradszkij tudoményos teljesitmé-
nye olyan jelent8s volt, hogy azokban az
id6kben a fiatalokat Légy te is Osztrohradsz-
kij! tGtravaléval kildték tanulni. Ez a joki-
vansag ma is nagyon aktudlis, ezért:

Mihajlo Vasziljovics
Osztrohradszkij
Légy te is Osztrohradszkij! (1801-1862)

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



100 2. §. Trigonometrikus fliggvények

' A 2. §. OSSZEFOGLALASA
[

A szog ivmértéke

Az egy radian mértékd szognek azt a kézépponti szoget nevezzik,
amely egy olyan ivre tamaszkodik, melynek hossza a kor sugaraval
egyenld.

A sz6g ivmértéke (radian) és fokmértéke (fok) kozotti dsszefiliggés:
lrad = (@j , 1°= (ij rad.
T 180

Az elforgatasi sz6g koszinusza, szinusza és tangense

Az o elforgatasi szog koszinuszanak (szinuszanak) az egységkor
azon P (x; y) pontjanak x abszcisszdjat (y ordinatajat) nevezzik,

melyet a P (1; 0) pontnak az origé korili o szoggel térténd elfor-
gatdsa utan kapunk.

yﬂl
o
cos o /1 B
(0] 1 x
P sin a

Az o elforgatdsi szog tangensének a szog szinuszdnak és koszi-

. g .. sin o
nuszanak aranyat nevezzik: tgo = .
Ccos

A trigonometrikus fiiggvények elGjelei

YR sina YR cosa Yy tg a
N4 /" O/
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A 2. §. 6sszefoglalasa 101

Periodikus fliggvények
Az f figgvényt periodikusnak nevezziik, ha létezik egy olyan T # 0
szam, hogy az f fliggvény értelmezési tartomanyanak barmely x ér-
tére teljesiilnek a kovetkezd egyenlGségek: f(x—T)=f @) =f(x+T).
A T szamot az f fuiggvény periédusanak nevezzik.

Ha az f fuggvénynek az Osszes periédusa kozott létezik legkisebb
pozitiv periddus, akkor ezt az f fliggvény f6 periédusanak nevezzik.

Az azonos argumentumu trigonometrikus fliiggvények kozotti
osszefuggések

sin® o+ cos® o= 1;

1+tg?o =

5
Cos o

Addicios (6sszegzési) képletek
cos (00— P) =cos a cos 3 + sin o sin f3;
cos (ot + ) = cos o cos B —sin o sin f;
sin (ot — ) = sin o cos B — cos o sin 3;

sin (o0 + B) = sin o cos B + cos o sin f3;

tgo—tgP
tg(an—B)=——"—;
g( P 1+tgotgp

tgo+tg P
tg(an+pf)=—""—.
g( B 1-tgatgp

Visszavezetési képletek

Ahhoz, hogy felirjuk barmelyik visszavezetési képletet, a kovetke-
z6 szabalyokat kell alkalmazni:
1) az egyenlGség jobb oldalanak elGjele megegyezik a bal oldal eld-

jelével, ha 0<a < g;

3 ,
2) ha a bal oldalon az argumentum gioc vagy ?nioc alaku, ak-

kor a szinusz nevét koszinuszra, a koszinuszét pedig szinuszra
kell cserélni. Ha a jobb oldalon az argumentum m + o alaku,
akkor a fliggvény nevét nem kell valtoztatni.
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102 2. §. Trigonometrikus fliggvények

A kétszeres argumentumu trigonometrikus fuggvények képle-
tei

cos 200 =cos’ a—sin*o=2cos’ ot —1=1—2sin® o;;
sin 200 =2 sin o cos o
2tga
tg 200 = ————.
1-tg” a
Az arkusz koszinusz, arkusz szinusz és arkusz tangens

A b szdm arkusz koszinuszdnak, ahol |b|<1, azt a [0; n] inter-

vallumon vett o szamot nevezzik, melynek koszinuszértéke b-vel
egyenld.

, . , Tom| .
A b szam arkusz szinuszanak, ahol |b| <1, azt a [—E;—} inter-

vallumon vett o szamot nevezziilk, amelynek szinuszértéke b-vel
egyenld.

A b szam arkusz tangensének azt a (—g,gj intervallumon vett

o szamot nevezzlik, melynek tangense b-vel egyenld.

Az egyszeri trigonometrikus egyenletek megoldasa

Egyenlet Az egyenlet gyokeinek képlete
cosx=b, |b|<1 x =tarccosb+2nn, neZ
sin x = b, |b|<1 x=(1)"arcsinb+mnn, neZ

tgx=>0 x=arctgb+mnn, ne’
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A DERIVALT ES 3 §
ALKALMAZASA V' "

Ebben a paragrafusban megismerkedtek a fliggvény derivaltjanak fo-
galmaval; megtanuljatok alkalmazni a derivaltat a fliggvények vizsga-
lata, illetve a fuggvénygrafikon megrajzolasa soran.

18. A pillanatnyi sebességroél és a
fuggvénygrafikon érintéjérél szo6lo6 feladatok

Ha a fluggvény egy realis folyamat matematikai modellje, akkor
gyakran valik szikségessé az adott fuggvény két értéke kozotti ki-
lonbségének a meghatarozasa. Jeldljiikk példaul f (¢)-vel, illetve f (¢)-val
a t, id6ponttol t-ig felhalmozddott bankbetét' oOsszegét. Akkor az
f@®—f(t,) killonbség, ha t > ¢, azt a hasznot mutatja, melyre a betét
tulajdonosa tesz szert t—t id6 alatt.

Vizsgaljuk meg az y =f (v) fliggvényt. Legyen x az f fiiggvény ér-
telmezési tartomanyanak egy rogzitett pontja.

Ha az x az f figgvény értelmezési tartomanyanak egy olyan pont-
ja, hogy x # x, akkor az x —x kiilonbséget az argumentum x,  pont-
beli novekményének nevezziik, és Ax-szel jeloljik (igy olvassuk:
delta iksz)’. Adott, hogy

Ax=x—x,.

Innen

x=x,+ Ax.

Azt mondjuk, hogy az argumentum kapott egy Ax né6vekményt
az x, pontban.

Megjegyezzik, hogy az argumentum névekménye lehet pozitiv és
negativ is: ha x > x, akkor Ax > 0; ha x < x,, akkor Ax < 0.

Ha az argumentum az x, pontban kap egy Ax névekményt, akkor
az f fuggvény értéke a kovetkezé mennyiséggel fog megvaltozni:

f(x,+ A0 — f (x,).

Ezt a kiilonbséget az f fliggvény x, pontbeli n6vekményének
nevezzik és Af-fel jeloljuk (igy olvassuk: delta ef).

Ezt kaptuk:

Af =1 (x,+ Ax) — f (x)) vagy Af=f(x)—f (x,).

! Bankbetét —az a pénzosszeg, amelyet a betétes dtad a banknak megérzésre,
és a bank erre bizonyos kamatot fizet a betétesnek.

% Az f fiuggvény x, pontbeli névekményérsl itt és a késébbiekben is
feltételezziik, hogy barmilyen (x, —¢; x, + ¢) alakt intervallumon az f fiiggvény
értelmezési tartoményaban az x, ponton kiviil mas pontok is lesznek.
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104 3. §. A derivalt és alkalmazasa

Az y=f(x) figgvény névekményét Ay-nak is szokéas jelolni, ekkor

Ay =f(x)—f(x,) vagy Ay =1 (x,+Ax) — [ (x).
Az argumentum x; pontjanak Ax névekményét, valamint az ennek
megfeleld fuggvény Af névekményét a 18.1. dbra szemlélteti.

YA
f(x,+Ax)
f(x)

18.1. abra

Megjegyezziik, hogy egy rogzitett x, pont esetén az f fliggvény x,
pontbeli névekménye a Ax argumentumu fliggvény lesz.

Feladat. Hatarozzuk meg az y = x” fiiggvény x, pontbeli névek-
ményét, ha az argumentum Ax-szel valtozik.

Megoldas.
Ay = (%, + Ax)” —x2 = x} + 2x,Ax + Ax® — x} = 2x,Ax + Ax®.
Felelet: 2x,Ax +Ax*. <

A pillanatnyi sebességrél szo6l6 feladat

Egy gépkocsi az egyenes vonalui utszakaszon egy adott iranyban
2 6ra alatt 120 km-t tett meg. Ekkor a gépkocsi atlagsebessége

- % ~60 (km/o).

vdtl.

Az adott mennyiség nem ad teljes képet a gépkocsi mozgasardl: az
egyik szakaszon lehet, hogy gyorsabban ment, egy masikon pedig le-
het, hogy allt.

Ezzel egyidejlleg a gépkocsi sebeségmérdje minden pillanatban
mutat valamilyen értéket: ez a jarmi sebessége az adott pillanatban.
A pillanatnyi sebesség jobban jellemezi a gépkocsi mozgasat, mint az
atlagsebesség.

Megvizsgalunk egy olyan feladatot, amely az adott pillanatban ha-
tarozza meg az egyenletesen gyorsuld test sebességét.

A feladat feltétele szerint egy anyagi pont a szamegyenesen mozog,
és az elindulasatdl szamitott ¢ 1d6 mulva a koordinataja s(t) lesz. Az
igy megadott y = s (f) figgvény segitségével meghatarozhatjuk az anya-
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A pillanatnyi sebességrél szol6 feladat 105

gi pont pillanatnyi helyzetét. Ezt a figgvényt a pont mozgastorvé-
nyének nevezzik.

Fizikabol mar jol ismeritek, hogy az egyenes vonald egyenletesen

2

, , , t
gyorsulé mozgas képlete: s(t) =s, +v,t +a?, ahol az s a pont koor-

dinatdja a mozgas kezdetén (ha t=0), v, a kezdGsebesség, a pedig a
gyorsulas.

Példaul legyen s =0, v =1 m/mp, a =2 m/mp®. Ekkor s(t) = >+ t.

Rogzitiink egy adott ¢, id6pontot és a ¢, argumentumnak adunk
egy At novekményt, vagyis megvizsgaljuk a ¢ és a ¢ + At kozotti idg-
intervallumot. Ez alatt az id6 alatt az anyagi pont As elmozdulast
végez. Ekkor:

As =5 (ty + At) =5 (t,) = (t, + A +(t, + M) = (82 +1,) =

s (1o +At) s(ty)

=12+ 2t At + AP +t, + At —t2 —t, = 2t At + At + At.

A mozgas atlagsebessége v, (Af) a t, és a t + At kozotti idGinter-

vallumban egyenlé a % hanyadossal. A kovetkez6t kapjuk:
t

As 2t At + At + At

At At

Az étlagsebesség v, (Af) jeldlése azt jelenti, hogy az adott y =s(?)
mozgasnal a rogzitett ¢ -nal az atlagsebesség csak a At értékétdl fligg.

Ha elég kis idGintervallumot vizsgalunk a ¢ -tol a ¢ + At-ig, akkor
a gyakorlati okoskodasbdl adodik, hogy a v, (A?) értékei nagyon kicsit
kiilonbéznek majd egymastol, vagyis a v, (A?) lényegében nem valto-
zik. Minél kisebb a At értéke, anndl koézelebb all az atlagsebesség
értéke egy bizonyos szimhoz, ami a ¢ pillanatban lévé sebességet adja
meg. Mas széval, ha a At értéke a nullahoz kézelit (igy jelolik At — 0),
akkor a v, (A?) értéke a v(t,) szamhoz tart. A v(f) szamot a test ¢,
id6pontbeli pillanatnyi sebességének nevezzik. Ezt igy irjuk at:
v(t,) = ngrh Vg, (At). Azt mondjuk, hogy a v () lesz a v, (A?) fliggvény

=2t, +1+At, vagy v, (At) =2t +1+At

atl.

hatarértéke, ha At — 0.
Ha az adott példaban a At — 0, akkor a 2¢ + 1+ At kozeliteni fog
a 2t,+ 1 szdmhoz, amely a v (¢)) pillanatnyi sebesség értéke lesz, vagy-
is
v(t,) = Luﬂ] 2t, +1+At) =2, +1.
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106 3. §. A derivalt és alkalmazasa

Ez a példa azt mutatja, hogy amikor az anyagi pont mozgasat az
y =s(t) képlet irja le, akkor a ¢ idGpontban a sebességét a kovetkezd
képlet alapjan hatarozzuk meg:

v(t,) = Luj}) v,, (At), vagyis

A s(t, + At) - s (¢,
v (ty) = lim =5 = Jim £l 2D =5 ()
At—0 At At—0 At

A fuggvénygrafikon érintéjérdl sz616 feladat

Mar ismert, hogy azt az egyenest, amelynek a korvonallal csak
egy kozos pontja van, érintének nevezzik. Ugyanakkor ez a megha-
tarozas tetszGleges gorbére mar nem alkalmazhatd.

Példaul az y = x* paraboldnak és az ordinatatengelynek is csak egy
ko6zos pontja lesz (18.2. abra), de ezt mégsem tekinthet-
jik az adott gorbe érintGjének. Ezzel egytitt, az algeb-
raban mar gyakran talalkozhattunk azzal, hogy az
y = x” parabolat az abszcisszatengely az x,=0 pontban
érinti.

Pontositjuk a fuggvénygrafikonhoz huzott érint6rsl
alkotott elképzeléstunket.

18.2. abra Legyen M az y = x” parabola egy tetsz6leges pontja.
Meghtzzuk az OM szel6t (18.3. abra). Elképzeljuk, hogy
az M pont a parabolan mozogva az O pont felé tart.

Ekkor az OM szel§ az O pont korul elfordul. Az OM egyenes és az
abszcisszatengely kozottl szog egyre kisebb lesz és az OM szel koze-
lit az abszcisszatengelyhez. Ezért az abszcisszatengelyt az y =x* pa-
rabola O pontba huzott érintGjének tekintjik.

X

yh y A T
flxg+Ax) |
M Af
flag) y----m-----— Lot
[0] x Q j >
/Bl ox, x,tAx x
18.3. abra 18.4. abra
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A fliggvénygrafikon érintéjérél szélo feladat 107

Vizsgaljuk meg egy tetszbleges f fliggvény grafikonjat és az
M (x,; f(x,) pontot. Az x, pontban az argumentumnak egy Ax névek-
menyt adunk és megv1zsga13uk a grafikon M (x; f(x)) pontjat, ahol
x=x,+ Ax (18.4. 4bra).

Az abrarol leolvashatd, hogy egyre kisebb Ax esetén az M pont a
grafikonon mozogva kozelit az M, ponthoz. Ha a Ax — 0, az MM
szel6 kozelit egy adott egyeneshez (a 18.4. abran ez az M T egyenes),
akkor ezt az egyenest az f fliggvény M pontbeli érint6jének ne-
vezzuk.

Legyen y = kx + b az M M szel6 egyenlete, amely az abszcisszaten-
gellyel pozitiv o szoget zar be. Mint ismert, az M M egyenes k irany-
tényezdje egyenld tg a-val, vagyis k =tg o Lathat6, hogy MM E/ =
(18.4. abra). Ekkor az MM E haromszog alapjan felirhatjuk, hogy:

ME _ Af
M,E Ax’

tgo =

Bevezetjlik a koévetkezd jelélést: a k_ . (Ax) az M M szel$ irdnyté-
nyezdje lesz, ezzel is alahuzva, hogy az adott f figgvényre és az adott
x, pontra az M M szelS iranytényezéje csak a Ax novekménytdl fiigg.

A
Ezt kaptuk: £,.;(Ax) A
Ax

Legyen az MT érint6 és az abszcisszatengely pozitiv iranya kozot-
ti szog B (B # 90°). Ekkor a k(x ) irdnytényezdje tg f-val lesz egyenld.
Természetesnek vehetjiik, hogy minél kisebb a Ax, annal kisebb a
metsz6 egyenes iranytényezdje és az érintl iranytényezdje kozotti el-
térés. Masképpen fogalmazva, ha Ax — 0, akkor a k__, (Ax) — & (x,).
Altaldban, az f fliggvény x abszcisszaji pontjdba huzott érinté irany-
tényezdjét a kiovetkezd keplettel hatarozzuk meg
k(x,)= A13}1_{10]42: (Ax), vagyis

szelo

k(x,) = lim A _ im TG0+ 2%) =1 (%)
Ax—0 Ax Ax—0 Ax
‘f) -

1. Mit neveziink a fliggvény névekményének?

2. Milyen képlettel hatarozzuk meg a pillanatnyi sebességet?

3. Milyen képlettel hatarozzuk meg a fliggvény gorbéjéhez huzott érintd
iranytényezgjét?
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i’
74'7'/ GYAKORLATOK I

18.1.° Hatarozd meg az f fliggvény névekményét az x, pontban, ha:
Df@=2x-1, x,=-1, Ax=0,2;
2) f(x)=3x"—2x, x,=2, Ax=0,1!

18.2.° Hatarozd meg az f fliggvény névekményét az x, pontban, ha:
Df@)=4-3x, x,=1, Ax=0,3;
2) f (@) =0,5x" x,=-2, Ax=0,8!

18.3.° Hatarozd meg az f (x) = x* — 3x fiiggvény Af névekményét az x,
pontban, az x, és az x altal, ha:

1) x,=3, x=2,5 2) x,=-2, x=-1!

18.4.° Hat4rozd meg az f (x) = x° fliggvény Af névekményét az x, pont-
ban, az x, és az x altal, ha x,=0,5, x=0,4!

18.5." Az adott f(x) =x”>—x fliggvénynek és az x, pontnak hatarozd

Af AN
meg a Af és lim Af értékeit!

Ax Ax—0 Ax
18.6." Az adott f(x) =5x+ 1 fiiggvénynek és az x, pontnak hatarozd
A, .
meg a AP és lim Ar értékeit!
Ax Ax—0 Ax

18.7." Az anyagi pont mozgésat a szimegyenesen az s (f) = 2t* + 3 képlet
irja le (az elmozdulast méterekben, az id6t masodpercekben mér-
jilkk). Hatarozd meg a pont pillanatnyi sebességét, ha a ¢, =2 mp!

18.8." A test mozgasat a szamegyenesen az s(t) = 5t képlet irja le (az
elmozduldst méterekben, az idét méasodpercekben mérjik). Hata-

rozd meg:

1) a test atlagsebességét a ¢, =1 mp és a ¢ =3 mp kozotti 1d6-
intervallumban;

2) hatarozd meg a test pillanatnyi sebességet a {,=1 mp idGpont-
ban!

FELKESZULES AZ UJ TEMARA I

18.9. Adott, hogy tga=1 és o e(o; g) Hatarozd meg az o értékét!
18.10. Adott, hogy tga=-1 és a € (g, n). Hatarozd meg az o értékét!

19. A derivalt fogalma

Az el6z6 pontban a pont pillanatnyi sebességének és az érintd
iranytényez6jének meghatarozasakor ugyanahhoz a matematikai mo-
dellhez jutottunk: a fliggvény novekménye és az argumentum noévek-
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19. A derivalt fogalma 109

ménye aranyanak hatarértékéhez, amikor az argumentum névekmé-
nye a nulldhoz tart:

As
t,) = lim — 1
v(ty) = lim v )
Af
k(xy) = EL‘%; 2)

Hasonlé képleteket kapunk tobb fizikai, kémiai, biolégiai, gazda-
sagi feladatok megoldasa soran is. Ez arrél tandskodik, hogy a vizs-
galt modell kiilonleges figyelmet érdemel. Erdemes nevet adni neki,
jelélést bevezetni ra, tanulmanyozni a tulajdonsigait és megtanulni
az alkalmazasat.

Definicio. Az f fliiggvény x pontbeli derivaltja-
nak azt a szamot nevezzik, amely egyenlé az f fuggveny x,
pontbeli n6vekménye és az argumentum novekménye aranya-
nak hatarértékével, amikor az argumentum noévekménye a
nullahoz tart.

Az y=f(x) figgvény x, pontbeli derivaltjat f’(x,)-val jeloljiik (igy
olvassuk: ef vessz§ az iksz nulla) vagy y’(x,). Ezt igy lehet felirni:

I (xg +Ax)— [ (x5)
Ax

' (x,) = lim

vagy

F' (%) = lim =L

Ax—0 Ax

A pillanatnyi sebesség meghatarozasa alapjan (1) az alabbi kovet-
keztetést vonhatjuk le: ha az y =s(t) a szdmegyenesen mozgé anyagi
pont mozgdsanak szabdlya, akkor a pillanatnyi sebessége az adott t
Ldopontban egyenld az y =s(¢) fiiggvény t, pontbeli derivdltjdual, vagy
is

v(to) =s’ (to)

Ez az egyenlGség fejezi ki a derivalt mechanikai értelmezését.
Az érint$ iranytényezdjének meghatarozasa alapjan (2) az alabbi
kévetkeztetésre jutunk: az f fliggvény x, abszcisszdji pontjaba hiizott
érintd irdnytényezdje egyenlo lesz az f fuggveny x, pontbeli derivadltja-
nak az értékével, vagyis

k(x,) =" (x,)

Ez az egyenlGség fejezi ki a derivalt geometriai értelmezését.

Ha az f fuggvénynek az x. pontban van derivaltja, akkor az ilyen
figgvényt az x, pontban differencialhatonak mondjuk.

Ha az f fuggveny differencialhaté az értelmezési tartomany minden
pontjaban, akkor azt differencialhaté figgvénynek nevezziik.
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Az f fuggvény derivaltjanak meghatarozasat az f fuggvény diffe-
rencialasanak nevezziik.

1. feladat. Differencidljuk az f(x) = kx + b fliggvényt!

Megoldas. Meghatdrozzuk az f fiiggvény x, pontbeli derivaltjat,
ahol az x; az f fiiggvény értelmezési tartomanyanak egy tetszlleges

pontja.
1D Af=f(x,+Ax) —f (x) = (k (x,+Ax) + b) — (kx, + b) = kAx;
o) LB _p

Ax  Ax Af
P an [/ (xy) = Jim, = lim k=
Tehat f'(x,)=k.
Mivel az x,az f fliggvény értelmezési tartomanyanak barmilyen

pont]a ezért az utébbi egyenlGség azt jelenti, hogy barmilyen x e R
szamra teljestl az f’(x) =k egyenlGség. <«

Az utdébbi képletbsl azt a kiévetkeztetést vonhatjuk le, hogy az
f (x) = kx + b figgvény derivaltja egyenl§ k-val, amit az alabbi képlet-
tel irhatunk le:

(kx+b) =k 3

Ha a (3) képletbe behelyettesitjuik a k=1 és b =0 értékeket, akkor
a kovetkezot kapjuk:

(x) =1

Ha a (3) képletbe behelyettesitjik a k=0 értéket, akkor a kovet-
kezdt kapjuk:

() =0

Az utébbi egyenlség azt jelenti, hogy a konstans fliggvény deri-
valtja minden pontban nulldval lesz egyenlo

2. feladat. Differencialjuk az f(x) = x* fiiggvényt!

Megoldas. Meghatarozzuk az f fiiggvény x pontbeli derivaltjat,
ahol az x az f fliggvény értelmezési tartomanyanak egy tetszbleges
pontja.

1) Af=f(x,+Ax) - f(x) (x, +Ax)2—x =2x Ax+sz

2 A_f 2x0Ax+Ax

Ax Ax

3) ha a Ax — 0, akkor barmely x, € R értékre a 2x + Ax értéke a
2x,-hoz tart. Tehat f’(x,)= Alj}?o (2x, + Ax) = 2x,.

Mivel az x, az f(x) = x* fiiggvény értelmezési tartomanyanak tet-
szlleges pontJa ezért az utdbbi egyenldség azt jelenti, hogy barmely
x € R szamra teljestl az

' (x) = 2x egyenlGség. <«
Az utébbi egyenldséget a kovetkezdképpen irhatjuk at:

() =2x 4)

=2x, + Ax;
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A (4) képlet a kovetkezd altalanos képletnek egy kiilon esete:

(x"Y =nx"""',neN,n>1 (5)

Példaul (x°) =5x*, (x7) =Tx°.
Az (5) képlet igaz lesz barmely neZ és x # 0 esetén, vagyis
x")Y=nx""',neZ 6)

Példaul a (6) képlet alkalmazasaval az f(x) = L figgvény derivalt-
x

janak meghatarozasara a kovetkez6t kapjuk:
1y 1
(_j :(xfl)I:_l_xflfl :_xf.? :__2.
x x
Tehat barmely x # 0 esetében alkalmazhaté a kovetkezs egyenld-

1)
e
X X
A (6) képlet altalanosithatd tetszdleges r € Q és x > 0 esetére is:

x)Y=rx ", reQ )

L 1
ség: f (x)=—x—2 vagy

Példaul az f(x)= Jx figgvény derivaltjat is meghatarozhatjuk a

) ,(1)’11,11,1 1 )
(7) képlettel. Ekkor: (\/;) =\x? =§x2 =§x 2 = . Tehat, ha

x > 0, akkor felirhatjuk: f’(x) = 1

vagy

Y

2

r1
(JE)=2J;

Altaldnositva, az 7 (x) = Yx,neN, n>1 figgvény derivaltjat a ko-
vetkezd képlettel lehet meghatarozni:

(W) =—F— ®)

nf_n-1

n

Ha az n paratlan természetes szam, akkor a (8) képlettel megha-
tarozhatjuk az f fiiggvény derivaltjat minden x értékre, ha x # 0.

Ha az n paros természetes szam, akkor a (8) képlettel meghata-
rozhatjuk az f fuggvény derivaltjat minden pozitiv x értékre.
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Visszatériunk az y =sin x és y = cos x trigonometrikus fliggvények-
hez. Ezek a fuggvények differencialhatdk, és a derivaltjaikat a kovet-
kezd képletekkel lehet kiszamitani:

(sin x)' =cosx

(cos x)’ = —sinx

A derivalt kiszamitasa soran érdemes hasznalni a 2. el6zéken 1évd
derivaltak tablazatat.

v

i’!‘?‘/ GYAKORLATOK I

19.1.° Hatarozd meg a fliiggvény derivaltjat:

1) y=5x—6; 2) y=9; 3) y=8-—3x!
19.2.° Hatarozd meg a fliggvény derivaltjat:
. 1 =
1) y=x 2) y=x" 3) Y= 4) y=x°!
19.3.° Hatarozd meg a fliggvény derivaltjat:
1 7
D y=x" 2) y=—; 3) y=x% 4) y=x""
X

19.4.° Szamitsd ki a fliggvény derivéltjat az x;, pontban:
D f@)=sinz, = 9) f(x)=x7 x,=-2!

19.5.° Szamitsd ki a fliggvény derivaltjat az x, pontban:
D f @)=, x =9 D f@=cosx, x, =1

19.6." Differencidld a fiiggvényt:

1) y=Yx; 2) y=x"; 3>y=%; Y y=

!

1

19.7." Differencidld a fiiggvényt:
1) y=¥x; 2) y="; 8) y= 1!

1of 7°
X
19.8." Hat4rozd meg annak az érintének az irdnytényezdjét, amely az
f figgvényt x, abszcissz4ji pontjaban érinti:

D f @)=, x,=-1; 3) f()= 5, x,=2
X
2) [ ()=, x,=4 4) f(®) =sinx, x,=0!
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19.9." Hatarozd meg annak az érintének az irdnytényezdjét, amely az
f fuggvényt x, abszcisszaji pontjaban érinti:

D f)=x, x,=—2; 8) [ ()=, x,=-3;
X
2) (x)=¥x, x,=27, 9 f()=cosx, x, =1

19.10." Az f fiiggvény grafikonja alapjan (19.1. dbra) hatdrozd meg az
f'(x;) és f'(x,) értékét!

Y1 17

300 L

19.1. abra
19.11." Az f fiiggvény grafikonja alapjan (19.2. dbra) hatdrozd meg az
f (x)) és f'(x,) értékét!

ol g
x

19.2. abra
19.12." Szdmitsd ki a fiiggvény derivaltjat az x, pontban:

1) f(x)=xx, x,=8; 3) f(x)=xx, x,=16;

2) f(x)=2"Yx, x,=1; 4) f(x):ﬁ"T
X

19.13." Szamitsd ki a fiiggvény derivéltjat az x, pontban:

1) f(x)=x¥x, x, =256 2) f(x)="Yxx, x,=1!

» Xy = 64!
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MSMETLG GYAKORLATOK I
19.14. Hozd egyszer(ibb alakra a kifejezést:

a+b a+7 a-9) T+a
5 + . + !
a”-81 (a-9) a+3 9+a
5 4 1
19.15. Oldd meg az egyenletet: =0!

X2 —dx+4 x*-4 x+2

20. A derivalt kiszamitasanak szabalyai

A derivaltszamitaskor érdemes alkalmazni a kovetkezd tételeket!.

20.1. tétel (az 6sszeg derivaltja). Ha az y=f(x)
és az y =g (x) fiiggvények differencialhaték valamely pontban,
akkor ebben a pontban az y =f (x) +g (x) fiiggvény szintén diffe-
rencialhaté, és minden ilyen pontban teljesiil a kévetkezd
egyenldség is:

F @) +g @) =T (x)+ 8" (x).

Roviden: az dsszeg derivdltja egyenld az osszeadandok derivdltjai-
nak ésszegével.
Ezt révidebben is fel lehet irni:

F+8)=f+g

A 20.1. tétel tetszlleges véges szamu 6sszeadandéra kiterjeszthetd:
(f,+f+ e+ ) =f+fi+ .+ ]

20.2. tétel (a szorzat derivaltja). Ha azy=f(x) és
az y =g (x) fiiggvények differencialhatok valamely pontban, ak-
kor ebben a pontban az y =f (x) g (x) fiiggvény szintén differen-
cialhaté, és minden ilyen pontban teljesiil a kévetkezé egyen-
loség is:

f(x) g ) =f" (x) g (x) +8" (x) f ().

Ezt rovidebben is fel lehet irni:

(fgY =f'g+g'f

1A 20.1-20.3. tételek elGirdanyozzak, hogy az f és g fiiggvények differen-
cidlhaték az x, pontban, és megfeleléen az y =f(x) + g (x), azy =f (x) g (x) és az
@

g (x)

fiiggvények értelmezve vannak azx pontnak valamely kérnyezetében.
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1. kovetkezmény. Ha bizonyos pontokban differencial-
haté az y =f (x) fiiggvény, akkor az y = kf (x) fiiggvény is diffe-
rencidalhaté lesz, ahol a k valamely szam, és minden ilyen pont-
ban teljesiil a kovetkezd egyenldség:

(Bf (x))" = Ef’ ().
Ro6viden mondva: a konstans tényezét ki lehet vinni a derivdlds jele
elé.
Ezt rovidebben is fel lehet irni:

(kf) = Ef’

Bizonyitds. Mivel az y =k fuggvény barmely pontban differencial-
hat6, ezért alkalmazva a szorzat derivaltja tételt, felirhatjuk:

(Bf () = (R) [ (x) +Ef' (x) =0 f (x) + kf' (x) = kf' (x). <

2. kovetkezmény. Ha bizonyos pontokban az y =f (x) és
azy =g (x) fiiggvények differencidalhatok, akkor azy =f (x) - g (x)
fiiggvény szintén differencialhaté, és minden ilyen pontban tel-
jesiil a kovetkezé egyenléség is:

(f(x)- g (x)) =f" (x)- g ().
Bizonyitas. A kiévetkez6t kapjuk:
(Fx)-g @) = (x)+(-1)-g(x)) = (x)) +((-1)-g(x)) =
=f"(x)+(-1)-g"(x) =" (x) - &' (x). €

20.3. tétel (a hanyados derivaltja). Ha az x pont-
ban az y=f(x) és az y=g (x) fiiggvények differencidalhatok és
ebben a pontban a g fiiggvény nem egyenlé nullaval, akkor az

i@
g (x)
kez6 egyenléség:

fiiggvény szintén differencialhaté, és teljesiil a kovet-

(f(x)j’ _F®e®-g @®f®
g (x) (& (x))°

Ezt rovidebben 1is fel lehet irni:

(1)’ _fg-gi
2

g g
Feladat. Hatarozzuk meg a kovetkezd fuggvény derivaltjat:
1 - 2x” +1
1) y=—-sinx+4x* 2) y=x2(5bx-3); 3) y=x’cosx; 4) y= Sx +2 !
x x—

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



116 3. §. A derivalt és alkalmazasa

Megoldas. 1) Alkalmazzuk az 6sszegre vonatkozé derivalasi tétel
és a szorzatra vonatkoz derivalasi tétel kivetkezményeit, és a kovet-
kezdt kapjuk:

y':(l—sinx+4x2j :(l) —(sinx) +4-(x%) =

X X
1 1
=-———-cosx+4-2x=-— —cosx+8x.
X
2) A szorzatra vonatkozé derivalasi szabaly alkalmazasaval azt
kapjuk, hogy:
1 ' ( 1 ) 1
y’=(x 2 (5x—3)) =\x2?2) - (bx-3)+(bx-3) -x 2=
3-5x 5 3-5x+10x 3+5x

e Jx el ade

Yy =(x®cosx) =(x*) -cosx+(cosx) -x* =
=3x% cos x —sin x - x* = 3x® cos x — x® sin x.
4) A hanyadosra vonatkozd derivalasi szabaly alkalmazasaval azt
kapjuk, hogy:

1 -8 1
:—Ex 2.5x-3)+5-x 2=

3)

, (sz + 1}’ C(2x® +1) (Bx-2)-(8x—-2)' (2x* +1) _
Y 3x -2 (8x - 2)°
_4x(Bx-2)-3(2x* +1) 12x*-8x-6x"-3 6x° —8x-3
(8x—-2)° (8x—2)° (8x—-2)°
Alkalmazva a hanyadosra vonatkozé derivalasi szabalyt konnyen
igazolhatd, hogy

1
(tgx)' = —;

COos Xx

Val6ban, (tg x) = (

’
sin xj _ (sinx) cosx —(cosx)'sinx

2
cos x cos” x
. . 2 .2
cosxcosx —(—sinx)sinx cos” x +sin” x 1
- 2 - 2 - 2
cos” x cos” x cos” x
o

Fogalmazd meg: az 1) 6sszegre; 2) szorzatra; 3) hanyadosra vonatkozo
derivalasi tételt!

v

ﬂ—!‘?‘/ GYAKORLATOK I

20.1.° Hatarozd meg a fuggvény derivaltjat:
1) y=x"— 32"+ 6x — 10; 2) y=4x°+20/x;
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20. A derivalt kiszamitasanak szabalyai 117

3) y=x8+7x6+é—1; 5) y=tg x— 9x;
X
4) y=4 sinx—5 cos x; 6) y=2x"+ 3x"
20.2.° Hatarozd meg a fliggvény derivaltjat:
1) y=2x"—x; 3) y=—3 sinx+2 cos x;
2) y:x7—4\/;; 4) y:0,4x_5+\/§!
20.3." Hatdrozd meg a fliggvény derivaltjat:
1) y=(3x+5)(2x° - 1); 3) y=2x+1)Jx;
2) y=x" sin x; 4) y=+x cosx!
20.4." Hatarozd meg a fliggvény derivaltjat:
1) y=@E"-2) "+ 1) 3) y=x"cos x;
2) y=(x+5)Jx; 4) y=x tg !
20.5." Hatarozd meg a fiiggvény derivaltjat:
x-1 x 3-«x?
) y= ; 3) y= ; 5 = H
)y x+1 )y x* -1 )y 4+2x
9) y= 5 | 4) y= x® . 6) y = x? —5x'
Y 3x-2 v cosx’ y x-7
20.6." Hatarozd meg a fliggvény derivaltjat:
3x+5 2x° x* -1
1 = ; 3 = ; 5 = ;
)y x—-8 ) v 1-6x )y 22 +1
7 sin x x? +6x
2) y= ; 4) y= ; 6) y= !
) v 10x -3 )y x ) v x+2

20.7." Mivel egyenl§ az f fiiggvény derivaltjdnak az értéke az x, pont-
ban, ha:

D Fe)=Se5r-2, 5= 4) f(x)=(1+3x)Vx, x,=9;
X
2) f(x)=2x—+32x, x,=—3; 5) f(x)=3%x-10%x, x,=1;
3 f(x)=2 +22—2s'1nx, x,=0; 6) f(x)=x sinx, x,=0?
x—

20.8." Szamitsd ki az f fiiggvény derivaltjanak az értékét az x, pont-
ban:
1
1) f(x)=+/x -16x, Xy = 3 f)=x"—4x", x,=2;

0

cos X 2x* —3x-1
2) f(x)= , x,=0; 4) f(x)=——, x,=1!
. 1-x x+1
20.9.” A 4 kg tomegl anyagi pont mozgasit a szamegyenesen az
s(t) = t*+ 4 térvény irja le (az elmozduldst méterekben, az id6t ma-
sodpercben mérik). Hatarozd meg az anyagi pont P (t) = mv (f) im-
pulzusat a ¢ =2 mp id6pontban!
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118 3. §. A derivalt és alkalmazasa

20.10." A 2 kg tomegl test mozgisit a szdmegyenesen az
s(t) = 3t> — 4t + 2 térvény irja le (az elmozdulast méterekben, az id6t
2

mv” (t)

masodpercben mérik). Hatarozd meg azE (¢) = képlettel

megadott kinetikus energiat a ¢, =4 mp idépontban!

FELKESZULES AZ UJ TEMARA I

20.11. rd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely az M (—2; —3)
pontra illeszkedik és parhuzamos az abszcisszatengellyel!

20.12. Allitsd fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely az
M (1; —4) pontra illeszkedik, ha az egyenes iranytényezdje: 1) 4;
2) 0; 3) —1!

21. Az érint6 egyenlete

Legyen az f flggvény differencidlhaté az x;, pontban. Akkor az
f fuggvény grafikonjahoz az x abszcisszaju pontba huzhaté egy nem
fiiggbleges érint6 (21.1. abra).

A 9. osztalyos mértan tananyaghdél mar tudjatok, hogy a nem fig-
gbleges egyenes egyenlete y=kx+ b alaka lesz, ahol k az egyenes
iranytényezdje.

A derivalt geometriai értelmezésébdl kovetkezik:

E=1"(x,).

Ekkor az érintd egyenletét atirhatjuk a koévetkezd alakba:

y=1"(xy) x+b. @

Ez az egyenes illeszkedik az M (x; f(x)) pontra. Tehat ennek a
pontnak a koordinatai kielégitik az (1) egyenletet. A kovetkez6t kap-

0

juk:
f(x0)=f'(x0)'x0+b-
yl Innen b =7 (x,) -1 (x,) x,.
Ekkor az (1) egyenlet igy irhaté at:
L y=1"(x) x+1(x,) () %,

Tehat, ha az f fuggvény differencial-
hat6 az x, pontban, akkor az érintd
egyenlete, amely az f fiiggvény x;

7 1 x,

» abszcisszaju pontjara illeszkedik, a
kovetkezd képlettel adhaté meg:
21.1. abra

Y =1 (%) (x—x)+7(x)
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21. Az érint6 egyenlete 119

Feladat. Allitsuk fel az f(x) =2 — 4x— 3x” egyenlettel megadott
alakzat x,=—2 abszcissz4ju pontjahoz htzott érint6jének egyenletét!
Megoldds. f(x))=f(-2)=2-4-(-2)-3-(-2)" =-2;
' (x) = -4 -6x;
F'(xg) = f'(-2) =—4—6-(~2) = 8.
Behelyettesitjiik a meghatarozott szamot az érintd egyenletébe, és
a kovetkezdt kapjuk: y=8(x + 2) — 2, vagyis y = 8x + 14.

Felelet: y=8x+14. «

‘[) B

irjuk fel az f fiiggvény x, abszcisszaju pontjahoz hlzott érintGjének
egyenletét!

L%‘?/ GYAKORLATOK I

21.1.° Allitsd fel annak a figgvénynek az egyenletét, melyet az f fligg-
vény x, abszcisszaju pontjdba huzunk, ha:

1) f(x) =x"+ 3x, x,=-1; 4) f(x)=sinx, x,=0;
2) f(x):l, x0=l; 5) f(x) =cosx, x,=T;
x 2
3) f(x)=4x -3, x,=9; 6) f(x)=——, x,=-2!
x+1

21.2.° Allitsd fel annak a figgvénynek az egyenletét, melyet az f figg-
vény x, abszcisszaju pontjdba huzunk, ha:

D) f0)=2x"—3x, x,=1; 3) f(x) =cos x, xozg;

x® —4x
2) f(®)=0,5x"—2x+2, x,=0; 4) f(x)= S x,=3!

21.3." Ird fel az f (%) =x”—3x— 3 fiiggvény érintdjének az egyenletét
az ordinatatengelyt metszd pontjaban!

21.4." Ird fel az f(x) = 2x° — 5x + 2 fiiggvény érintbjének az egyenletét
az ordinatatengelyt metszd pontjaban!

21.5." Ird fel az f figgvény érintGjének az egyenletét az abszcissza-
tengelyt metsz6 pontjaban:

1) f(x)=8x"—1; 2) f(x):x—l!
X
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120 3. §. A derivalt és alkalmazasa

21.6." Ird fel az [ fuggvény érintGjének az egyenletét az abszcissza-
tengelyt metsz6 pontjaban:

1) f(x):x2_+ ; 2) £ (x) = 3x —x?

FELKESZULES AZ UJ TEMARA IS

21.7. Oldd meg az egyenlétlenséget:

1) x*+x—12> 0; 3) 6x—x*>0;
x® —bx+4 <
x®—6x+9
22. A fuggvény novekedésének és

csokkenésének (fogyasanak) ismertetdjelei

Mar tudjatok, hogyha egy fliggvény konstans, akkor annak deri-
valtja nullaval egyenlS. Felmerul a kérdés: ha az f fiiggvény olyan,
hogy az I intervallum minden x értékére teljestl az f’(x)=0, akkor
az f fuggvény konstans-e az I intervallumon?

22.1. tétel (a fuggvény allanddésaganak is-
mertetojele). Ha az I intervallum minden x értékére teljesiil
az ' (x) =0 egyenldség, akkor az f fiiggvény ezen az interval-
lumon konstans lesz.

A 22.1. dbran az f (x) = x* grafikonja lathaté. En-
y nek a fliggvénynek a koévetkezd tulajdonsagai lesz-
nek: a (—oo; 0) intervallumon a fliggvény csékkend,
a (0; +o0) intervallumon pedig névekvs. Ebben az
esetben a (—o0; 0) intervallumon az f’(x) =2x deri-
valtja negativ értéket vesz fel, és a (0; +90) inter-
0 x vallumon a fluggvény pozitiv értéket vesz fel.

Ez a példa azt mutatja, hogy a fliggvény deri-
valtjanak az elGjele egy adott I intervallumon azzal
kapcsolatos, hogy novekvd (csokkend)-e az adott
I intervallumon ez a fiiggvény.

A derivalt elGjele és novekedése (cs6kkenése) kozotti kapesolatot a
kovetkezd két tétel hatarozza meg.

22.2. tétel (a fliiggvény novekedésének ismer-
tet6jele). Ha az I intervallum minden egyes x elemére telje-
siil az f'(x)>0 egyenlétlenség, akkor az f fiiggvény ezen az
intervallumon novekuvd.

22.3. tétel (a fliiggvény csokkenésének ismer-
tet6jele). Ha az I intervallum minden egyes x elemére telje-
siil az f'(x)<0 egyenlétlenség, akkor az f fiiggvény ezen az
intervallumon csékkené.

2) x*-3x-10 <0; 4) 0!

22.1. abra
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22. A fliggvény ndvekedésének és csdkkenésének ismertetbjelei 121

1. feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = x* — 2x fiiggvény noveke-
dési (csOkkenési) intervallumat!

Megoldds. Az f'(x)=2x-2. Megoldva a 2x—2>0 és a
2x—2 < 0 egyenlGtlenségeket, arra a kovetkeztetésre jutunk, hogy
f (x)>0 az (1; +o0) intervallumon, és f'(x)<0 a (—oo; 1) interval-
lumon. Tehat az f figgvény névekvd az (1; +0) inter-
vallumon és csokkend a (—o0; 1) intervallumon. Y

A 22.2. abra az f (x) = x* — 2x fiiggvény grafikonjat
szemlélteti. A rajzon lathatd, hogy az f fliggvény va-

16ban névekvs az [1; +o0) intervallumon és csokkend 1

a (—oo; 1] intervallumon, az x = 1 pontot is beleértve. 0 2 x
A felelet felirasakor a kovetkezd szabalyt fogjuk

alkalmazni: ha a fuggvény differencialhat6 névekedé- 22.2. ibra

si (csokkenési) intervallumanak valamely végpontja-
ban, akkor ezt a pontot is ezekhez az intervallumok-
hoz soroljuk. A fenti példaban az f (x) = x* — 2x fiiggvény differencialhaté
az x =1 pontban, ezért ezt a pontot is hozzakapcsoljuk az (1; +0) és
a (—o0; 1) intervallumokhoz.

Felelet: novekvs az [1; +00) és csokkend a (—oo; 1] intervallumon. <

2. feladat. Hatdrozzuk meg az f(x) =x° + 3x*— 9x + 1 fiiggvény
novekedési és fogyasi intervallumait!

Megoldds. Az f'(x)=38x>+6x—-9=3(x+3)(x-1).
Megvizsgaljuk a derivalt elgjeleit (22.3. abra)
és figyelembe vessziik, hogy a fiiggvény diffe- stid
rencidlhat6 az x =—3 és az x = 1 pontokban. Azt
kaptuk, hogy az f fliggvény névekvs a (—oo; —3] -~ \ 7
és az [1; +o0) intervallumon és csokkend a
[3; 1] intervallumon. <« 22.3. abra

‘r) -

1. Fogalmazd meg a fuiggvény allandésaganak ismertetdjelét!
2. Fogalmazd meg a fuggvény ndévekedésének ismertetdjelét!
3. Fogalmazd meg a fuggvény csokkenésének ismertet&jelét!

i%‘?/ GYAKORLATOK I

22.1.° Hatarozd meg a fliggvény novekedésének és fogyasanak inter-
vallumait:

D) f)=x+4x—-T, 3) f(x) =—x"+ 9x* + 21x;
2) f@) =243+ 1; 4) f(x)zix4—8x+9!
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22.2.° Hatarozd meg a fuggvény novekedésének és fogyasanak inter
vallumait:

1) f(x)=—x*+6x—5;

3) f(x) =x"+ 4x —20;
2) f(x) =x*+ 3x* — 9x;

4) f(x)=8-4x—x"
22.3." Hatarozd meg a fiiggvény novekedésének és fogyasanak inter

vallumait:
D f@)=tat-taor 3) Fay=xt el 5 f(x)=E 3,
4 3 x x+2
3x+5 9
2) f0="—" 4 F@)=x+s 6) (x)=——!
2-x x x" =9
22.4." Hatarozd meg a fiiggvény novekedésének és fogyisanak inter-
vallumait:
3 4 2x-9 2 +5x
D fx)=9+4x"—x7; 2) f(x)= P 3) f(x)= !
x—

x—4
22.5." A 22.4. 4bran az f fliggvény derivaltjdnak grafikonja lathaté,
amely differencidlhat6 a valés szdmok halmazan. Nevezd meg az
f fuggvény fogyasi intervallumait!

Yhy =f'(x)

22.4. abra

22.5. abra

22.6." A 22.5. dbran az y=f(x) fliggvény grafikonja lathatdé, amely
a valés szamok halmazan van értelmezve. A 22.6. abran lathaté
figgvények kozil melyik lehet az y = f(x) fliiggvény grafikonja!

0 x 0 x/O‘x/O‘ \x

d
22.6. dbra

o - 1 1 , .
22.7.” Bizonyitsd be, hogy az f(x)=6-x+ Exz - =x* fliggvény csok-
kend!

22.8." Bizonyitsd be, hogy az (x) = 10x" — 9x* + 24x — 90 filiggvény no-
vekvd!
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23. A fliggvény extrémumpontjai 123

MSMETLG GYAKORLATOK I

2 27 6
22.9. Old meg az egyenletet 1+ . 5 = !
x+4 2x"+7x-4 2x-1

22.10. Old meg az egyenlétlenséget x+/7—x > 0!

23. A fuggvény extrémumpontjai

Megismerkedve a fliggvény pontbeli differencidljanak fogalmaval,
ennek a pontnak a kérnyékén vagy kornyezetében megvizsgaltuk a
fiiggvény viselkedését.

Definicio. Az (a; b) intervallumot, amely tartalmazza az
x, pontot, az x, pont kornyezetének nevezziik.

Példaul a (-1; 3) intervallum a 2,5 pont egyik kornyezete lesz.
Ezzel egyttt, viszont ez az intervallum nem kornyezete a 3-as pont-
nak.

A 23.1. dbran két fliggvény grafikonja lathaté. A fliggvényeknek
van egy kozos sajatossaguk: létezik az x, pontnak egy olyan kérnye-
zete, amelyben minden x-re ebbdl a kérnyezetbdl teljesiil az f (x,) > f (x)

egyenlétlenség.

23.1. abra 23.2. abra

Definicio. Az x, pontot az f fliggvény maximumpont-
janak nevezziik, ha az x, pont valamely kérnyezetének min-
den x elemére teljesiil az f(x,) > f (x) egyenl6tlenség.

Példaul az «x, =§ az y=sinx fluggvény maximumpontja lesz

(23.2. 4bra). Ezt igy jeléljik: x, = g
A 23.1. dbréan x_ =x

ax 0"
Definicio. Az x, pontot az f fliggvény minimumpont-
janak nevezziik, ha az x pont valamely kérnyezetének min-

den x elemére teljesiil az f(x,) < f(x) egyenlétlenség.
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124 3. §. A derivalt és alkalmazasa

Példaul az x, =—g az y=sinx fliggvény minimumpontja lesz
(23.2. 4bra). Ezt igy jeloljik: x, = —g.

A 23.3. abran egy olyan fluggvény grafikonja lathaté, amelynek az
X, pont a minimumpontja lesz, vagyis x_, =x,.

m

23.3. abra
A fuggvény minimum- és maximumpontjait a fliggvény extré-
mumpontjainak (széls6értékhelyeinek) nevezzik (a latin extremum
sz6bodl, amely valaminek a szélét, végét jelenti).
A 23.4. abran az x, x,, x,, X,, X, X, pontok extrémumpontok lesz-
nek.

1

1

1

1

1

1

1

1

1
RN .
ol xx, x;x, x, x X

23.4. adbra 23.5. abra
A 23.5. abran 1év6 f fiiggvény grafikonja az [x; x,] intervallumon
alland6. Az x, pont a maximumpontja, az x, pont pedig a minimum-
pontja lesz, és az (x,; x,) intervallumhoz tartozé barmely pont egy-
szerre lesz az f figgvény maximum- és minimumpont;ja.

23.6. abra
Az extrémumpont létezése az x, pontban a fliggvény viselkedésétél
fligg a pont kornyezetében. Ennek megfelelen a 23.6. dbran lathaté
fiiggvények grafikonjai: a 23.6 a abran az (a; x| intervallumon a
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23. A fliggvény extrémumpontjai 125

fiiggvény noévekvé lesz, az [x;; b) intervallumon pedig csokkend; a
13.6. b abran az (a; x| intervallumon a fiiggvény csokkend, a [x; b)
intervallumon pedig névekvd lesz.

Mar tudjatok, hogy a derivalt segitségével meg lehet hatarozni a
differencialhaté figgvény novekedési (csékkenési) intervallumait. A
két kovetkezd tantételbdl azt tudjuk meg, hogy a derivalt segitségével
hogyan lehet meghatarozni a differencialhaté fliggvény extrémumait.

23.1. tétel (a fliggvény maximumpontjanak
ismertetojele). Legyen az f fiiggvény differencidlhaté az
(a; b) intervallumon, és legyen az x, az intervallum egy pontja.
Ha minden x-re, ahol x < (a; x ], teijesiil az [’ (x) > 0 egyenlét-
lenség, és minden x-re, ahol x < [x; b) teljesiil az f'(x) <0
egyenlétlenség, akkor az x, pontot az f fiiggvény maximumpont-
janak nevezziik (23.6. a abra).

23.1. tétel (a figgvény minimumpontjanak
ismertetojele). Legyen az f fiiggvény differencialhaté az
(a; b) intervallumon, és legyen az x, az intervallum egy pontja.
Ha minden x-re, ahol x < (a; x] teljesiil az f’'(x) < 0 egyenlit-
lenség, és minden x-re, ahol x < [x; b) teljesiil az f'(x)>0
egyenlétlenség, akkor az x, pontot az f fiiggvény minimumpont-
janak nevezziik (23.6. b abra).

Néha érdemesebb az egyszerlibb megfogalmazasait alkalmazni

s ro2

ezeknek a tételeknek: ha az x, ponton torténd dtmenetkor a fiiggvény
derivdlija az eldjelét pluszrél minuszra vdltoztatja, akkor az x,t a
maximumpontnak; ha a derivdlt minuszrol pluszra vdlt, akkor az x -t
minimumpontnak nevezziik.
Tehat az f fuggvény extrémumpontjait a kovetkezd pontok szerint
hatarozhatjuk meg:
1) Kiszamitjuk az f(x)-et.
2) Megvizsgaljuk a derivalt elGjeleit.
3) A megfelel§ tételek alkalmazasaval meghatarozzuk az extré-
mumpontokat.
Feladat. Hatarozzuk meg a fliggvény extrémumait:
2
1) f@) = 25" — 3x° — 12x; 2) f(x):x_—"l”!
x—
Megoldds. 1) f/(x)=6x>-6x-12=6(x"-x-2)=6(x+1)(x-2).
Megvizsgaljuk a derivalt elgjeleit az x, =—1, x, =2 pontok kérnye-
zeteiben (23.7. abra). A kovetkez6t kapjuk: x =-1, x . =2.

1mn

23.7. abra 23.8. abra
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126 3. §. A derivalt és alkalmazasa

2 f,(x)z(xz—x+4)'(x—1)—(3;—1)'(x2—x+4) _
(x-1)

C(x-1)(x-1) - (x* —x +4) _x2—2x—3=(x+1)(x—3)

- (x-1)° (x-1) (x-1°

Megoldva az x” — 2x — 3 > 0 egyenlétlenséget, majd figyelembe véve,
hogy (x—1)>>0, ha x# 1, azt kapjuk, hogy az f'(x)>0 a (—o0; —1) és
a (3; +o0) intervallumon. Hasonl6képpen gondolkodva azt is meg lehet
allapitani, hogy f'(x)<0 a (-1; 1) és az (1; 3) intervallumon. A
23.8. abra illusztralja ezeket az eredményeket.

Most mar levonhatjuk az alabbi kévetkeztetést: x =-1, x

a:

=3. <

min

‘|) -

1. Milyen intervallumot neveziink az x, pont kérnyezetének?

2. Mit nevezink a figgvény maximumpontjanak? A fliggvény minimumpont-
janak?

3. Fogalmazd meg a maximumpont, illetve minimumpont ismertetéjelét!

i—!‘}/ GYAKORLATOK I

23.1.° A 23.9. abran a [-10; 9] intervallumon értelmezett y = f (x) fligg-
vény grafikonja lathaté Nevezd meg a:
1) minimumpontjat;
2) maximumpontjat!

\
-

L~

L

|

o
o
tad J

23.9. abra

23.2.° A 23.10. abran a [-7; 7] intervallumon értelmezett y = f (x) fligg-
vény grafikonja lathat6. Nevezd meg a:
1) minimumpontjat;
2) maximumpontjat!
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23. A fliggvény extrémumpontjai 127

Y
=l
\
\
. \
g 0] 1 7%
\!/
23.10. abra
23.3.° Hatarozd meg a fliggvény minimum- és maximumpontjait:
1) f () =0,5x"; 3) f(x) =12x —x%
2) f(x) =x*—6x; 4) f(x)=x"—6x"—15x+ 7!
23.4.° Hatarozd meg a fliggvény minimum- és maximumpontjait:
1 3
D f(0)=_x'-x 3) f(x):%+3x2—7x+4;
2) f(x) =—x"+ 4x— 3; 4) f(x) = 2x* — 4x° + 2!

23.5." Az y = f (x) fiiggvény differencidlhaté a valés szdmok halmazén.
A 23.11. abran a fuggvény derivaltjanak grafikonja lathat6. Nevezd
meg az y = f (x) figgvény maximum- és minimumpontjait!

r\yﬂ i \
/1 NYL= f'(x
/ 1 N I
0f1 x
N \
\
23.11. abra 23.12. abra

23.6." Az y=f(x) a valés szamok halmazan értelmezett fiiggvény, és
az értelmezési tartomanyanak minden pontjaban van derivaltja. A
23.12. dbran az y = f’(x) fuggvény grafikonja lathaté. Hany extré-
mumpontja van az y = f (x) fliggvénynek?

23.7.” Hatarozd meg a fiiggvény novekedési és csokkenési intervallu-
mait, valamint az extrémumpontjait:

1) f(x)=x+§; %) f(x)=— S Y =T — 6%,

x4 x+2
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128 3. §. A derivalt és alkalmazasa

23.8." Hatdrozd meg a fiiggvény novekedési és csokkenési intervallu-
mait, valamint az extrémumpontjait:

1) f(x)=x+g; 2) f(x)= 3

X x2—
S Tw=t

!

P

FELKESZULES AZ UJ TEMARA I

23.9. Hatarozd meg az y = 3x” — 18x + 2 fiiggvény legkisebb értékét a
kovetkezd intervallumon:
1 [-1; 4]; 2) [-4; 1]; 3) [4; 5]!

23.10. Hatarozd meg az y = —x* — 8x + 10 fiiggvény legnagyobb értékét
a kovetkezd intervallumon:
D [-5; -3 2) [-1; O 3) [-11; -10]!

24. A fuggvény legnagyobb és legkisebb értéke

Mennyi terméket kell elgallitani a vallalatnak ahhoz, hogy a ma-
ximalis profitra tegyen szert? Hogyan lehet a lehetd legkevesebb id§
alatt végrehajtani a termelési feladatot, ha az alapanyagokhoz vald
hozzaférés korlatozott? Hogyan lehet megszervezni az aru kiszallitasat
agy, hogy a lehetd legkevesebb legyen az lizemanyag fogyasztasa?
Ilyen és ehhez hasonl6 feladatokat kell az embereknek a gyakorlatban
megoldaniuk az optimalis megoldds keresése soran.

Ebben a pontban megtanuljuk, hogyan kell meghatarozni a flugg-
vény legnagyobb és legkisebb értékét az [a; b] intervallumon. Csak a
differencialhat6 fiiggvények vizsgalataval foglalkozunk majd.

v 1 y y
of/Y x, x, bx O/ x x,b x 0’ ax, x,b x
min f (x) = f (a) min f (x) = f (a) min f (x) = f (x,)
rgfﬁcf(x): f (b) Ig;ggcf(x):f(xl) Ig;g§f(x)=f(xl)
a b c
24.1. abra

Be lehet bizonyitani, hogy az [a; b] intervallumon differencialhaté
figgvény a legnagyobb és a legkisebb értékét vagy az intervallum
végein, vagy az extrémumpontban veszi fel (24.1. abra).
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Ezt figyelembe véve, az [a; b] intervallumon differencialhaté fligg-
vény legnagyobb és legkisebb értékének meghatarozasa soran a ko-
vetkezGképpen kell eljarnunk.

1. Meghatarozzuk az f fliggvény azon pontjait, melyekben a flugg-
vény derivaltja nullaval egyenld.

2. Az igy meghatarozott pontokban kiszamitjuk a fuggvény érté-
keit az adott intervallumban, majd az intervallum végein is megha-
tarozzuk a fliggvényértékeket.

3. Az Osszes meghatarozott értékek koziil kivalasszuk a legkiseb-
bet, illetve a legnagyobbat.

1. feladat. Hatarozzuk meg az f(x) =4x"—9x*—12x + 6 fiigg-
vény legnagyobb és legkisebb értékét a [—2; 0] intervallumon!

Megoldds. Meghatarozzuk az adott fuggvény derivaltjat. A ko-
vetkezdt kapjuk:

f (x)=12x* -18x-12.
Most megoldjuk a 12x*—18x—12 =0 egyenletet. Innen:
2x” - 3x — 2= 0;

1
= 2 = -,
x vagy x 21
A [-2; 0] intervallumhoz csak az x = 5 pont tartozik.
Ebb6] megkapjuk: f(—%j - %, £(-2) =38, F(0) = 6.

. _ 1) _ 37 . Cpfon
Tehat {r_lgg%f(x)—f(—gj— + {g}g}f(x)—f( 2)=-38.

Felelet: 3747; —-38. <«

2. feladat. Adjuk meg a 8-as szamot két nemnegativ szam 06sz-
szegeként ugy, hogy az egyik szam kobének és a masik négyzetének
Osszege a legkisebb legyen!

Megoldds. Legyen az els6 szam x, akkor a méasodik szam 8 —x
lesz. A feladat feltételébdl kovetkezik, hogy 0 < x < 8.

Megvizsgaljuk a [0; 8] intervallumon értelmezett f (x) = x* + (8 — x)* =
=x"+ 64— 16x + x* fiiggvényt, majd meghatarozzuk, hogy az x mely
értékénél veszi fel a legkisebb értékét.

Az f’(x)=38x"+2x-16. Megoldjuk a 3x*+2x—16=0 egyenletet.

Megkapjuk a gyokeit: x=2 vagy x = _2_

A kapott gyokok kozil csak a 2 tartozik a [0; 8] intervallumhoz.
Ezért:
f(2)=44, {(0)=64, [(8) =512.
Tehat a fliggvény legnagyobb értékét az x =2 pontban veszi fel.
Felelet: 8=2+6. <

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



130 3. §. A derivalt és alkalmazasa

',) -

Ismertesd, hogyan kell meghatarozni az [a; b] intervallumon differencial-
haté fliiggvény legnagyobb és legkisebb értékét!

ifi'?/ GYAKORLATOK I

24.1." Hatarozd meg az f fiiggvény legnagyobb és legkisebb értékét az
adott intervallumon:

1) f(®)=3x"-x [-1; 3]; 3) f(x)=2x"—9x" -3, [-1; 4];
9 f=x'—215, [0;2; 4 f(x)="2 *18, [-3; 0]!
.

24.2." Hatdrozd meg az f fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét
az adott intervallumon:

) f(x)= §x3 ~4x, [0; 3); 3) f(@)=2x"—8x, [-2 1;

4

2) f@)=x—1-2"—2% [-2; O]; 4) f(x)= %—sz, [1; 2]!

24.3." Add meg a 8-as szdmot két nemnegativ szam osszegeként gy,
hogy az egyik szamnak és a méasik szam kobének szorzata a leg-
nagyobb legyen!

24.4." Add meg a 12-es szdmot két nemnegativ szdm Osszegeként
agy, hogy az egyik szam négyzetének és a masik szam kétszeres
szorzatanak szorzata a legnagyobb legyen!

24.5." Add meg a 180-as szdmot hdrom nemnegativ szdm Osszegeként
agy, hogy kettének az aranya 1 : 2-h6z legyen, és a harom szam
szorzata a lehetd legnagyobb legyen!

24.6.” Add meg a 18-as szdmot hadrom nemnegativ szadm Osszegeként
agy, hogy kettének az aranya 8 : 3-hoz legyen, és a harom szam
kobeinek Gsszege a legkisebb legyen!

, FELKESZULES AZ UJ TEMARA I

24.7. Rajzol) meg egy olyan fliggvényt, amely a kovetkezd tulajdonsa-
gokkal rendelkezik: az értelmezési tartomany [-3; 4] intervallum;
értékkészlete a [-2; 3] intervallum; zérushelyei —1 és 2; az ' (x) >0
barmilyen x értékre a [-3; 0) és (2; 4] intervallumokon; f’(x)<0
barmilyen x értékre a (0; 2) intervallumon!
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25. A fuggvény grafikonjanak abrazolasa

Az el6z8 osztalyokban a fliggvények grafikonjainak megrajzolésa-
kor a kovetkezSképpen jartunk el: a koordinatasikon megjeloltiink
néhany olyan pontot, amelyek az adott fliggvény grafikonjahoz tartoz-
nak, majd 6sszekotottiik ezeket a pontokat. A szerkesztés pontossaga
attdl fiiggott, hogy hany ilyen pontot jeloltetek meg.

A 25.1. dbran az y =f (x) figgvény grafikonjidhoz tartozé pontokat
latunk. A 25.2. és a 25.3. abrak mutatjak, hogy a pontok kiilénb6zd-
képpen kothetdk Ossze.

Yy o ° T Y
° ) ° i
i ° ° i
b | ° i
! ! ! L .
x| X, X x, X | x
25.1. abra 25.2. abra

Azonban, ha tudjuk azt, hogy az f fliggvény névekvé az [x; x,],
illetve az [x,; x,] intervallumokon, és csokkend az [x,; x.] intervallu-
mon, valamint differencialhaté, akkor legvaldsziniibb, hogy a figg-
vény grafikonja olyan lesz, mint a 25.4. abran lathaté.

<Y
=

A
25.3. abra 25.4. abra

Mar ismeritek a paros, paratlan és a periodikus fliggvények grafi-
konjainak sajatossagait. Altaléban, minél tobb fliggvénytulajdonsigot
ismerink, anndl pontosabban tudjuk 4brizolni a fliiggvény grafikonjat.

A fuggvényvizsgalatot az alabbi séma szerint végezzuk:

1. Meghatdrozzuk a fiiggvény értelmezési tartomdnydt.

2. Meguvizsgaljuk a filiggvény paritdsdt.

3. Meghatarozzuk a zéruspontjait.

4. Meghatdrozzuk a fiiggvény novekedési és csokkenési intervallu-

mait.

5. Meghatdrozzuk extrémumpontjait és a fliggvény értékeit ezekben

a pontokban.
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132 3. §. A derivalt és alkalmazasa

6. Megdllapitjuk a fiiggvény mds kiilonleges tulajdonsdgait (perio-
dicitdsdt, a fliggvény viselkedését a kiilonleges pontok kirnyeze-
tében stb.).

Megjegyezzik, hogy a fuggvényvizsgalat fentebb leirt mdédja nem
teljes, csupan ajanld jellegl. A vizsgalat soran a fliiggvénynek olyan
tulajdonsagait kell kideriteni, amelyek segitségével aranylag pontosan
le tudjuk rajzolni a fiiggvény graﬁkonjét

Feladat. Vizsgaljuk meg az f(x) ——x —ix fuggvényt, és ab-

razoljuk grafikonjat!
Megol dds. 1. A figgvény az egész szamegyenesen értelmezhetd,
vagyis D(f) =

2. (- x)=—( x)? ——( x)? =—x +1x Ebbdl az kovetkezik, hogy

f(=x) £ f(x) és f (—x) £ —f (%), Vagyls az y=f(—x) nem esik egybe sem
az y=f(x) sem az y=—f(x) fuggvénnyel. Ezért az adott fliiggvény se

nem paros se nem paratlan.
2

1
3. f(x)= gxz - Zx3 = J%(6 —x). A0 és a 6 lesz az f fliggvény zérus-

helyei.

2
4-5. f'(x)=3x- % = Ix (4 —x). Megvizsgalva a derivalt elGjelét

(25.5. abra), arra a kiévetkeztetésre jutunk, hogy az f fuggvény névek-
v6 a [0; 4] intervallumon, és csokkend a (—oo; 0]

?(% és a [4; +o0) intervallumokon. Tehat x = =4;
4

~. / ~ .. = 0. A kovetkez6t kapjuk: f(4) =8; f (0) 0.

A kapott eredmények alapjan megrajzoljuk

25.5. abra a keresett fuggvény grafikonjat (25.6. abra). <
AY
8|77/ :
0 i 6| x
25.6. abra
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'[) -

Sorold fel a fliggvényvizsgalat lépéseit!

44'7/ GYAKORLATOK I

25.1." Végezd el a fiiggvényvizsgalatot, majd abrazold grafikonjat:
1) fx)=3x—x"—2; 4) f(x)=x"—3x*+2;

9) £ () = 22" — 35> + 5 5)fuq=§ﬁ—xﬂ

3

x
3) f(x)—3x—3,

25.2." Végezd el a fliggvényvizsgalatot, majd dbrazold grafikonjat:
D) f(@)=x"+3x% 3) f () =x— ™

2) f(x)= 4x—%x3;
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' A 3. §. OSSZEFOGLALASA b |
([

Az x argumentum névekménye az x, pontban
Ax=x-x,

Az f fuggveny névekménye az x, pontban
Af=f(x,+Ax) — f (x)) vagy Af= F@) - f(x,)

A fuggvény derivaltja

Az f fliggvény x, pontbeli derivdltjanak azt a szdmot nevezziik,
amely egyenl§ az f fliggvény x, pontbeli névekménye és az argu-
mentum névekménye aranyanak hatarértékével, amikor az argu-

mentum noévekménye a nullahoz tart.
, e Tl +AX) = F (%) Af
7 = fim, ESEEE vagy () = Jim,

A derivalt geometriai értelmezése
Az f fliggvény x, abszcisszaju pontjdba huzott érintd iranytényezd-
je egyenl§ lesz az f fiiggvény x, pontbeli derivaltjanak az értékével.
A derivalt mechanikai értelmezése
Ha az y=s(f) a szdmegyenesen mozgd anyagi pont mozgdsanak
képlete, akkor a pillanatnyi sebessége az adott ¢ id6pontban egyen-
16 az y =s(t) fiiggvény ¢ pontbeli derivdltjaval.
A fiiggvény differencialhatosaga
Ha a fuiiggvénynek létezik derivaltja az adott pontban, akkor ebben
a pontban a fliggvény differencialhaté.
Ha az f fuggvény differencialhaté az értelmezési tartomany minden
pontjaban, akkor azt mondjuk, hogy a fuggvény differencialhaté.
Az f fiiggvény x, abszcisszaju pontjaba huzott érintéjének
egyenlete
y=1"(x)x-x)+7(x)

A derivalt kiszamitasanak szabalyai

Az 6sszeg derivaltja| (f+g) =f"+g’

A szorzat derivaltja | (fg) =fg+g'f

derivaltja g pe

A hanyados ( ij' fe-gf

A fuggvény allandésaganak ismertetéjele
Ha az I intervallum minden egyes x pontjaban teljesiil az f'(x)=0
egyenl@ség, akkor az f fliggvény allando lesz ezen az intervallumon.
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A fuggvény novekedésének ismertetdjele
Ha az I intervallum minden egyes x pontjaban teljesiil az f'(x) >0
egyenlGség, akkor az f fliggvény névekvl ezen az intervallumon.

A fliggvény csokkenésének ismertetdjele
Ha az I intervallum minden egyes x pontjaban teljesiil az f"(x) <0
egyenldség, akkor az f fuggvény cs6kkend ezen az intervallumon.

A pont kérnyezete
Az (a; b) intervallumot, amely tartalmazza az x, pontot, az x, pont
kérnyezetének nevezzik.

A fiiggvény extrémumpontjai
Az x pontot az f fliggvény maximumpontjanak nevezziik, ha léte-
zik az x, pontnak olyan kérnyezete, amelyben minden x pontra
ebbll az intervallumbdl teljesiil a kovetkezG egyenlGtlenség:
F(x,) > f ().
Az x, pontot az f fliggvény minimumpontjdnak nevezziik, ha léte-
zik az x, pontnak olyan kérnyezete, amelyben minden x pontra
ebbll az intervallumbdl teljesiil a kovetkezd egyenlGtlenség:
F(x,) < f ().
A maximum és minimum pontokat extrémumpontoknak nevezzik.

A maximum és minimum pontok ismertetdjelei
Legyen az f fliggvény differencialhaté az (a; b) intervallumon, és
legyen az x, az intervallum egy pontja.
Ha minden x-re, ahol x € (a; x ], teljestil az f’(x) > 0 egyenldtlen-
ség, és minden x-re, ahol x € [x; b) teljesiil az f"(x) < 0 egyenl6t-
lenség, akkor az x, pontot az f fliggvény maximumpontjanak ne-
vezzuk.
Ha minden x-re, ahol x € (a; x ] teljestil az f’(x) <0 egyenldtlen-
ség, és minden x-re, ahol x € [x; b) teljestl az f"(x) > 0 egyenlGt-
lenkség, akkor az x, pontot az f fliggvény minimumpontjanak nevez-
zuk.

A fuggvény tulajdonsagainak vizsgalata:

1. Meghatarozzuk a fliiggvény értelmezési tartomanyat.

2. Megvizsgaljuk a fiiggvény paritasat.

3. Meghatarozzuk a zéruspontjait.

4. Meghatarozzuk a fliggvény novekedési és csokkenési intervallu-
mait.

5. Meghatarozzuk extrémumpontjait és a fliggvény értékeit ezek-
ben az extrémumpontokban.

6. Megallapitjuk a fuggvény mas kiilonleges tulajdonsagait (perio-
dicitasat, a fuggvény viselkedését a kiilonleges pontok kornye-
zetében stb.).
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26. A 10. osztalyos algebra és analizis elemei
tananyaganak ismétlé gyakorlatai
1. Fuggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik
26.1. Hatarozd meg a fuggvény értelmezési tartomanyat:

1) f(x)=x-5; 4 F0)= s
x"+4

1 Tx+13
2) f(x)_m9 5) f(x)_xz_,?x,
3) f(x)= 29 5 6) f(x)=vx+5+/3-x!

22—
26.2. Hatarozd meg a fliggvény értékkészletét:

D fx)=Vx+1; 3) g(x)=3-x%
2) f(x)=~x-2 4) f(x)=x*+2!

26.3. Hatarozd meg a fliggvény értelmezési tartomanyat, majd rajzold
meg a fliggvény grafikonjat:

x* -4 x> —6x+9
D f(x)= —!

; 2) f(x)=
26.4. Hatarozd meg a fliggvény zérushelyeit:

x+2 3-x
D f(x)=vx+T; 3) f(x)=+x*-6;

2 —
2) f(x)=$"15; 1) f(x)=(x-3)Jx—4!
-
26.5. Vizsgald meg a fliiggvény paritasat:
1) f(x)=Tx% 1) fx)=a’—x+1;
2) f(x)=8x° - 2x'; 5) f(x)=——!
X —X

3) f(x)=v9-x%;

26.6. Hatarozd meg a kifejezés értékét:
3
1 4/5%.5—%4—3%); 2) 310+73 -310- 73!
26.7. Hatarozd meg a fliggvény értelmezési tartomanyat:
) y=¥8x-5; 2) y=¥%-x; 3) y=VYx-4 4) y=V6x—x"!
26.8. Hozd egyszerlbb alakra a kifejezést:

1) Ya®, ha a > 0; 2) ', ha b<0; 3) e
26.9. Abrazold a fuggvény grafikonjat:

Dy=(Ux-2); 2 y=UYx-27; 3 y=(4x-2); 9 y=Fx-2
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26. Ismétls gyakorlatok 137

26.10. Hozd egyszerlibb alakra a kifejezést:

1) Y-Vt -7 2) {(7-/35) ~ (/35 - 6)° !
26.11. Vidd ki a tényezét a gyokjel elé:

1) Ya"; 2) #162m°n’; 3) 4—243,°!
26.12. Hasonlitsd 6ssze a szamokat:

1) ¥80 és ¥9; 2) U6 ¢és VB3 3) Y15 és 3; 4) 427 és Y9!
26.13. EgyszerUsitsd a tortet:

Ja b Ya-2

1) ——; 2) ; 3) ——=!
Jas ¥ Va1 N m
26.14. Szamitsd ki a kifejezés értékét:
1
y 272
1) 31,2 X 3 0,7 . 31,5; 4) _1;
32
4 3 1 1 1 _2
2) 113.11 4 .112; 5) 0,125 2 +0,81 2 -0,216 3!
3) 36%7.6"%;
26.15. Bizonyitsd be az azonossagot:
1 1 1
m-n m? —n? n)z ot
L e R [;j =m'—n%;
m*+m?n* m*+nt
2 2
a+b a-b a® -3 > 2
2) 2 11 2 2 11 2 1 1:b3_a3!

a® —a®b® +b3®  a® +a%b® +b3 a® —b3
26.16. Oldd meg az egyenletet:
1) m=x+2; 5) m—m=2;
2) 6-x=3x-4; 6) N2x+5+3—x = 4;
3) V4+2x—x* =x-2; 7 Nx-Yx-5=0;
4) V2x® -14x+13 =5-x3 8) Yx?-4x+4+2¥x-2-3=0!

2. Trigonometrikus fuggvények
26.17. Hasonlitsd 6ssze nullaval a kifejezés értékét:

1) sin 168° cos 126°; 2) tg 206° cos (—223°)!
26.18. Hatarozd meg a kifejezés értékét:

1) sin 780°; 2) cos 1200°; 3) cos %!
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138 26. Ismétld gyakorlatok

. . s 3
26.19. Szamitsd ki a sin a értékét, ha n<a < ?n!

26.20. Hatarozd meg a kifejezés legnagyobb és legkisebb értékét:
2 cos® a.— 3 sin’al!

26.21. Hozd egyszertbb alakra a kifejezést:

sin(oc +gj sin (T — o) + cos(a+g) cos (2m—a)!

26.22. Adott: sin o=—0,8, cos B=0,6, m<a < 3?“ 3?” <PB<2n. Haté-

rozd meg a cos (a + ) értékét!

26.23. Bizonyitsd be az azonossagot:

2 sin o cos § — sin (a0 — )

=tg (o +P);

cos (0t —PB)—2sinasinf
\/Ecosoc—Zcos(g+oc)
2sin(§+ocj—\/§sincx

26.24. Hozd egyszer(ibb alakra a kifejezést:

2) =tg a!

sin 20
1+ cos 20’
2) sin 600 tg 3o+ 2 cos” 30,
3) cos® o — sin® o — cos 20t + sin® o cos® o;
2 cos” 200 + sin 200 — 1

4) — — o
sin 200 — sin” 20, + cos” 20

26.25. Old meg az egyenletet:
1) 2sin(£+£)+2=0; 3) 3+\/§tg(x—£):0;
6 12 4
2) 2cos(£—£)+ 3=0; 4) tg(g_x_ﬁj=_1!
3 2 5 5
26.26. Hatarozd meg az egyenlet legkisebb pozitiv gyokét:

(=)
sin| x+—|==!
3 2

26.27. Hatarozd meg az egyenlet legnagyobb negativ gyokét:

cos(Zx—zgn) = —ﬁl

2
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26. Ismétls gyakorlatok 139

26.28. Hany gyoke van a tg§= -1 egyenletnek a {O;g?n} intervallu-

mon?

26.29. Oldd meg az egyenletet:

1) 2cos® x=3sinx+2; 4) 3 tg”x—8 cos’x+1=0;
2) cos 2x + sin x = 0; 5) sinx+ 2 cos x=0;
3) 2 cos 2x—3 cosx+2=0; 6) sinx = cos® = —sin* 2!

3. A derivalt és alkalmazasa
26.30. Hatarozd meg a fliggvény derivaltjat:
1) y=3x*-2x%+5; 3) y=§—2\/§+7;
X

2 .
2) y=4x*-=; 4) y=5 sinx—7 cos x!
X

26.31. Hatarozd meg a fliggvény derivaltjat:

Jx

Dy=-1)@*+2); 3) y=4xcosx; 5 y= ;

2) y=x" sin x; 4) y= ; 6) y=—"-—-1
3x -2 cos X
26.32. Hatarozd meg az f(x) = x> — 5x fiiggvény azon pontjanak absz-
cisszdjat, melyben a fliiggvény érintGje az abszcisszatengely pozitiv
iranyaval 45°-o0s szoget alkot!
x—-2
211

26.33. Hatarozd meg az f(x)= fuggvény érintdjének iranyté-
X
nyezG@jét, amely a fliggvényt az ordinatatengely metszéspontjaban
érinti!
26.34. Allitsd fel az f fiiggvény x abszcisszdju pontjaba hdzott érintd
egyenletét, ha:

D f@)=x"+x %=L B fw=""2 x-3
-
D f@=x V% x=4 9 f@=sinz ¥ =1

26.35. Allitsd fel annak az érintének az egyenletét, amelyet az
f(x)=x"-4x fluiggvény gorbéje és az abszcisszatengely metszés-
pontjaba huztak!
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140 26. Ismétld gyakorlatok

26.36. A test mozgasat a szdmegyenesen az s(f) = ¢ + 3t — 2 képlet irja
le (az elmozdulast méterekben, az 1d6t méasodpercekben mérjik).
Mely ¢ id6pontjaban lesz a test sebessége 10 m/mp?

o 1 1 R .
26.37. Bizonyitsd be, hogy az y = §x3 —Exz +x -5 flggvény noévekvd!

26.38. Hatarozd meg a fliggvény novekedési és csokkenési intervallu-
mait, valamint az extrémumpontjait:

1) y=3x—x% 3) y=x+§; 5) y=x*(x-3);
X
5 4 2_
2) y="-x'-3 4 y=x+—3; 6 y="2%
5 x x+1

26.39. Hatarozd meg az f fuggvény legnagyobb és legkisebb értékeit
az adott intervallumon:

) f(x)=2*~3x, [-2; O; %) f(x)= %

x®+
26.40. Add meg a 64-et két pozitiv szam Osszegeként ugy, hogy a
négyzeteik O0sszege a legkisebb legyen!

, [-2; 4]!
1[ ]

26.41. Hatarozd meg azt a pozitiv szamot, amelyre igaz, hogy harom-
szoros négyzetének és kobének a kilonbsége a legnagyobb!

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



2. fejezet
Térmeértan

4. §. Parhuzamossag a térben

5. §. Mer6legesség a térben

6. §. Koordinatak és vektorok a
terben

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OocBiTH | Hayku Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta [HcTUTYT MoaepHisauii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



PARHUZAMOSSAG 4
A TERBEN “Tx N

Ebben a paragrafusban a térmértan fogalmaval, axiomaival és azok ko-
vetkezményeivel fogtok megismerkedni. Alapismeretekre tesztek szert a
soklapokrol. Megismeritek két egyenes, az egyenes és a sik, valamint két

abrazolasanak szabalyait.

27. A térmértan alapfogalmai.
A térmértan axiomai

A matematika elsajatitasa soran mar eddig is szamtalan fogalom-
mal ismerkedtetek meg. A sikmértanbdl példaul mar jol ismeritek a
négyszog, a trapéz, a kor stb. meghatarozasait.

Barmilyen 14j fogalom meghatarozasa olyan ismert fogalmakra
épul, amelyek tartalmaval mar tisztaban vagyunk. Példaul vizsgaljuk
meg a trapéz meghatarozasat: Trapéznak nevezziik azt a négyszoget,
melynek két oldala pdrhuzamos, a mdsik két oldala pedig nem pdar-
huzamos. Latjuk, hogy a trapéz definicigja olyan fogalmakra épiil,
mint a négyszog, a négyszog oldala, parhuzamos és nem parhuzamos
oldalak stb. A meghatarozas strukturaja a kovetkezd: egy kordbbira
épiilé uj fogalom. Nyilvanvald, hogy léteznitk kell olyan els6dleges
fogalmaknak, melyet nem kell definidlni. Ezeket a fogalmakat alap-
fogalmaknak nevezziik (27.1. dbra).

Uj fogalom

27.1. abra
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27. A térmértan alapfogalmai. A térmértan axiémai 143

A sikmértanban nem adtuk meg a pont és az egyenes meghataro-
zasat. A mar eddig megismert alapfogalmak mellett a sik a térmértan
alapfogalmai kozzé tartozik.

A viztarozd sima vizfelszinének segitségével szemléletes képet al-
kothatunk a sikrdl. De a tukorfeliilet, a csiszolt asztal lapja stb. is
segiti a sikrdl alkotott elképzeléseink kialakitasat.

A sik fogalmara a sikmértanban gy tekintettiink, hogy csak egy
sik van, és minden alakzatot ebben a sikban vizsgaltunk. A térmér-
tanban szamtalan, a térben elhelyezkedd sikot vizsgalunk.

A sikokat a gorog abécé betdivel jeloljik: o, B, v, ... . A rajzokon
a sikokat paralelogrammaknak (27.2. dbra) vagy egyéb sikrészeknek
(27.3. abra) abrazoljuk.

L/

27.2. abra 27.3. abra

A sik az egyeneshez hasonldéan pontokbdl 4ll, vagyis a sik a pontok
halmaza.

A pontok, az egyenesek és a sikok egymashoz képest kilonbozo-
képpen helyezkedhetnek el a térben. Nézziink néhany példat.

A 27.4. abran az A pont az o sikhoz illeszkedik. Vagy masképpen
fogalmazva: az A pont az o sikra illeszkedik, vagy az o. sik dtmegy az
A ponton. Ezt roviden igy jeloljik: A € o.

A 27.5. dbran a B pont nem illeszkedik a [ sikra. Ezt igy irjuk
fel: B¢ B.

L7 L7

27.4. abra 27.5. abra 27.6. abra

A 27.6. 4bran az a egyenes az o sikhoz illeszkedik. Azt is mondjuk,
hogy az a egyenes az o sikra illeszkedik vagy az o sik az a egyenesen
megy dt. Ezt roviden igy irjuk le: a C a.
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144 4. §. Parhuzamossag a térben

Ha az egyenesnek és a siknak csak egy kozos pontja van, akkor
azt mondjuk, hogy az egyenes metszi a sikot. A 27.7. abran 1évé a
egyenes az A pontban metszi az o sikot. Ezt igy irjuk fel: anNo = A.

B
\ YAV
a
N4 &
(0 %
27.7. abra 27.8. abra

A tovabbiakban, amikor két ponirél, hdarom egyenesrdl, két sikrol
sth. beszéliink, akkor ezeken kilonb6z6 pontokat, kiillonb6z6 egyene-
seket és kiilonbozd sikokat értunk.

Ha két siknak kozos pontja van, akkor azt mondjuk, hogy metszik
egymast.

A 27.8. dbran az o és P sik lathatdk, melyek az a egyenesben
metszik egymast. Ezt igy irjuk le: aNP =a.

A térmértan tanulmanyozasanak kezdetén még nem lehet mas 4l-
litasokra alapozva tételeket bizonyitani, amikor még nincsenek ilyen
allitasok. Ezért a térbeli pontokra, egyenesekre és sikokra vonatkozd
els6 tulajdonsagokat bizonyitas nélkil fogadunk el, amit axiomanak
nevezzik.

Azt 1s megjegyezziik, hogy a térmértan tobb axiéméaja megegyezik
a sikmértanb6l mar ismert axiémakkal. Példaul:

e bdrmilyen is legyen az egyenes, léteznek olyan pontok, melyek
illeszkednek az egyenesre, és léteznek olyan pontok, melyek nem;

o barmely két ponton keresztiil csak egy egyenes hiizhato.

Nem fogjuk bemutatni a térmértan szigoru axiomatikus felépitését.
Csak néhany olyan allitast vizsgalunk meg, amelyek a sikok tulajdon-
sdgait mutatjak be a térben, és ezekre alapozva épitjik fel az iskolai
térmértant.

Al. axiéma. A tér barmely sikjan teljestilnek a sikmértan axio-
mai.
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Ha barmely sikon teljesiilnek a sikmértan axiémai, akkor teljestl-
nek ezeknek az axioméaknak a kiévetkezményei is, vagyis a sikmértan
tételei 1s. Tehat a térmértanban alkalmazni lehet a sikbéli alakzatok
Osszes 1smert tulajdonsagat.

A2. axioma. A tér barmely nem egy egyenesre illeszked6 harom
pontjara egy és csakis egy sik illeszkedik.

Ezt a tulajdonsagot a 27.9-27.11. abrak szemléltetik.

27.9. abra 2710. abra 27.11. abra

A fenti axiémakbol kovetkezik, hogy a tér nem egy egyenesen fek-
v6 harom pontja egy sikot hataroz meg, amelyre ezek a pontok illesz-
kedni fognak. Tehat a sikot barmely harom pontjaval meg lehet adni,
ha ezek nem egy egyenesre illeszkednek. Példaul a 27.12. dbran az
ABC sik lathaté.

Az M e ABC azt jelenti, hogy az M pont illeszkedik az ABC sik-
ra. Az MN c ABC azt jelenti, hogy az MN egyenes az ABC sikra
illeszkedik (27.12. abra).

AN S NV

2712. abra 27.13. abra

A3. axioma. Ha egy egyenes két pontja illeszkedik egy sikra,
akkor az egyenes is illeszkedik erre a sikra.

Példaul a 27.13. abran az A, B és C pontok az ABC sikra illesz-
kednek. Ezt igy is felirhatjuk: AB c ABC, BC c ABC.

Ebbd6l az axiomabdl kévetkezik, hogyha az egyenes nem illeszkedik
a sikra, akkor ezzel a sikkal nem lehet egynél tébb kozos pontja.

Az A3. axibmaban megfogalmazott allitast gyakran alkalmazzuk
a gyakorlatban is annak ellendrzésére, hogy az adott feliilet sima-e
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146 4. §. Parhuzamossag a térben

(sikot alkot). Ehhez elegendd egy egyenes lécet kulénb6z6 helyen ra-
helyezni a feliletre, és azt leellendrizni, hogy a felulet és a léc kozott
van-e hézag (27.14. abra).

A4. axioma. Ha két siknak van kozos pontja, akkor egy egyenes-
ben metszik egymast.

Ezt az axiomat illusztralhatja egy kettéhajtott papirlap vagy a
nyitott konyv (27.15. abra).

27.14. abra 27.15. abra

O-w Feladat. Bizonyitsuk be, hogy amikor két siknak van ko-
z0s pontja, akkor egy olyan egyenesben metszik egymast, amelyre ez
a pont illeszkedni fog.

Megoldas. Legyen az A pont az o és a [ sikok kozos pontja,
vagyis A € a és A € B (27.16. abra). Az A4. axidma szerint az o és
a P sikok metszik egymast. Legyen aNp = a.
Ekkor az o és a [} sikok 6sszes kozos pontja
az a egyenesre illeszkedik. Az A pont az o
és a P sikok kozos pontja, tehat A € a. <«

Az axiéman kivil mas tulajdonsagok is
vannak, amelyek a pontok, az egyenesek és
a sikok helyzetét irjak le a térben. Az axio6-
makra tamaszkodva be lehet bizonyitani a

kovetkez6 allitasokat (a térmértan axiémai-
nak kévetkezményeit).

v

27.16. abra

27.1.tétel. Egy egyeneshez egy rajta kiviil elhelyezkedd pon-
ton dat egy és csakis egy sik fektetheté (27.17. abra).

27.2. tétel. Két egymast metszé egyenesre egy és csakis egy
sik illeszkedik (27.18. ébra).
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Lo/ L=</

27A17. abra 2718. abra

Az A2. axibmabdl és a 27.1., a 27.2. tételekbdl kovetkezik, hogy a
sikot egyértelmiien meghatarozza:

1) harom nem egy egyenesre illeszkedd pont,

2) az egyenes és egy rajta kiviil elhelyezkedd pont;

3) két egymdst metszd egyenes.

Tehat a sik meghatarozasanak harom moédjat ismerjiuk.

‘l) -

¢ 1. Hogyan nevezzik a matematikaban azokat az els6dleges fogalmakat,
melyeknek nem adjuk meg a meghatarozasat?

. Milyen alakzatok tartoznak a sztereometria alapfogalmai k6zé?

. Milyen esetben mondjuk azt, hogy az egyenes metszi a sikot?

. Milyen esetben mondjuk azt, hogy a sikok metszik egymast?

. Fogalmazd meg az A1., A2., A3., A4 axiomakat!

. A térmértan axiomainak milyen kovetkezményeit ismered?

. Nevezd meg a sik megadasanak maodjait!

NOoOOOahhWOWNDN

GYAKORLATOK I

27.1.° Abrézolj egy o sikot, egy M pontot, amely illeszkedik r4, és egy
K pontot, amely nem illeszkedik a sikra. Ird ezt fel a megfelel6
jelolések alkalmazasaval!

27.2.° Abrézolj egy Y sikot és egy a egyenest, amelyen a sik atmegy.
Ird ezt fel a megfeleld jelolések alkalmazasavall

27.3.° Abrézolj egy o sikot, egy b egyenest, amely az A pontban metszi
az adott sikot. Ird ezt fel a megfelel jelolések alkalmazasavall A
b egyenesnek hany pontja illeszkedik az o sikra?

27.4.° Ab];ézolj egy P és v sikot, amelyek a ¢ egyenesben metszik egy-
mast. Ird ezt fel a megfelel§ jelolések alkalmazasaval!

27.5.° Ird fel a 27.19. 4bran lathaté pontok, egyenesek és sikok kozotti
Osszefliggéseket!

27.6." Hany sik fektethetd egy adott egye-

n/
nesen és ponton at?
. , E/ F\JD
27.7.° Adottak az A, B és C pontok, /
melyek olyanok, hogy AB=5 cm, a s

BC=6 cm, AC=7 cm. Hany sikot 4
fektethetink az A, B és C pontokon at? 2719. abra
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148 4. §. Parhuzamossag a térben

27.8." Adottak a D, E és F pontok, melyek olyanok, hogy DE = 2 cm,
EF =4 cm, DF = 6 cm. Hany sikot fektethetiink a D, E és F pon-
tokon at?

27.9.” Az AB és AC egyenesek az o sikot a B és C pontokban metszik,
a D és E pontok erre a sikra illeszkednek (27.20. abra). Szerkeszd
meg a DE egyenes és az ABC sik metszéspontjat!

A B
D

E

ic a¢ ]

/B/ oE/ / C

D o
(o4 °

27.20. abra 27.21. abra

27.10.” A BA egyenes az A pontban metszi az o sikot, a BC egyenes
pedig a C pontban (27.21. abra). Az AB szakaszon jeldltink egy
D pontot, a BC szakaszon pedig egy E pontot. Szerkeszd meg a
DE egyenes és az o sik metszéspontjat!

27.11." Az m egyenes az o és P sikok metszésvonala (27.22. dbra). Az

A és B pontok az o sikra illeszkednek, a C pont pedig a P sikra.
Szerkeszd meg az ABC sik metszésvonalat az o, illetve a 3 sikkal!

Coe p
m
B
Ae® 0
27.22. abra 27.23. abra

27.12." Az ABCD és az ABC,D, négyzetek nem egy sikban fekszenek
(27.23. abra). Az AD szakaszon jeldltiink egy E pontot, a BC, sza-
kaszon pedig egy F-et. Szerkeszd meg a metszéspontjukat:

1) a CE egyenesnek és az ABC, siknak;
2) az FD, egyenesnek és az ABC siknak!

27.13." Hogyan tudja az asztalos két cérnaszallal ellenérizni, hogy a
négy asztallab végpontjai egy sikhoz illeszkednek?

27.14." Az M pont az ABC és BCD sikok kézos pontja. Hatdrozd meg
a BC szakasz hosszat, ha BM =4 cm, MC =7 cm!
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28. Térbeli testek. A soklapokra vonatkozé alapismeretek 149

27.15.” A K pont az MNF és MNE sikok kozds pontja. Hatarozd meg
az MN szakasz hosszat, ha MK = KN =5 cm!

ISMETLO GYAKORLAT [

27.16. Az ABC egyenl$ szara haromszog (AB = BC) BD magassa-
gan felvettek egy M pontot. Hatarozd meg az AMC haromszog és az
ABC haromszog teriileteinek aranyat, ha BD = 12 cm, BM = 8 cm!

28. Térbeli testek.
A soklapokra vonatkozé alapismeretek

A térmértan tanulmanyozdsa soran a pontokon, egyeneseken és
sikokon kiviil a térbeli testekkel is foglalkozunk, vagyis olyan alak-
zatokkal, melynek nem minden pontja illeszkedik egy sikra. Mar né-
hany térbeli testet megismertetek. Példaul a 28.1. abran a henger, a
ktp és a gomb lathaté. Ezekkel a testekkel részletesebben a 11. osz-
talyban fogtok megismerkedni.

BAQ

28.1. abra 28.2. abra

A 28.2. abran szintén egy mar ismert térbeli test, a gula lathato.
Ez a test a soklapok egyik fajtija.
A 28.3. abran kiilonb6z6 soklapot lathattok.

28.3. abra

A soklap felszine sokszogekbdl all. Ezeket a sokszog lapjainak
nevezzlik. A sokszogek oldalait a soklap éleinek, a csucsait pedig a
soklap csucsainak nevezzik (28.4. abra).
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150 4. §. Parhuzamossag a térben

A 28.5. abran egy FABCDE o6toldala gula lathaté. A soklap fel-
szine 6t db haromszogbdl all, melyeket a gula oldallapjainak nevez-
zuk, és egy oOtszogbdl, melyet a gala alapjanak nevezzik. Az F csu-
csot, amely minden oldallap k6zos cstcsa a gula cstcsanak nevezziik.
Az FA, FB, FC, FD és FE éleket a gula oldaléleinek, az AB, BC,
CD, DE és EA éleket a gula alapéleinek nevezzik.

1 Cstcs
l F D
Lap B C B

28.4. abra 28.5. abra 28.6. abra

A 28.6. abran egy ABCD haromoldalu gula lathaté. A haromolda-
Ia gulat tetraédernek nevezzik.

A soklapoknak egy masik fajtaja a hasab. A 28.7. abran egy
ABCA B,C, hasab lathaté. Ennek a soklapnak 6t lapja van, melyek
kozul ketté egymassal egybevagd haromszogek, ezek az ABC és
A B,C,. Ezeket a hasab alapjainak nevezziikk. A hasab tobbi lapja
paralelogramma, amit a hasab oldallapjainak neveziink. Az AA,

BB,, CC, éleket a hasab oldaléleinek nevezziik.

28.7. abra 28.8. abra

A 28.8. abran az ABCDA B,C D, hasab lathaté. A felszine két
egybevagd ABCD és A B,C D, négyszoghdl (a hasab alapjai) és négy

paralelogrammabdl (a hasab oldallapjai) all.
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28. Térbeli testek. A soklapokra vonatkozé alapismeretek 151

Mar megismerkedtetek a négyoldald hasab egy kiilon esetével, a
téglatesttel. A 28.9. dbrdan az ABCDA B C D, téglatest lathat6. A
téglatest minden lapja téglalap.

B, ¢,
i
Al ' D1 '
] T
' '
Bf: -------- ———- C :
’4” ’)'"""'
A D f"
28.9. abra 28.10. abra

A kocka a téglatest egyik fajtdja. A kocka minden lapja egybeva-
g6 négyzet (28.10. abra).

Azt a négyoldali hasabot, melynek alapja paralelogramma, para-
lelepipedonnak nevezziik.

A 11. osztalyban majd részletesebben megismerkedtek a soklapok-
kal és azok tulajdonsagaival is.

Feladat. Az ABCDA B C D, kocka AA és DD, élein megfele-
I6en M és N pontokat jeloltiink tgy, hogy AM # DN (28.11. abra).
Szerkesszik meg az MN egyenes és az ABC sik metszéspontjat!

=

c, B, c,
A ; A :
M N
O S \**\ c
”' B N' "’ B N
A D A D X

28.11. abra 28.12. abra

Megoldds. Az M és N pontok az AA D, sikra illeszkednek. Ek-
kor az A3. axiéma alapjan az MN egyenes is illeszkedik erre a sikra.
Hasonléan az AD egyenes is az AA D, sikra illeszkedik. A sikmér-
tanbdl tudjuk, hogyha az egyenesek egy sikra illeszkednek, akkor
vagy parhuzamosak, vagy metszik egymast. Mivel az AM # DN, ezért
az AD és MN egyenesek metszik egymast. Legyen X a metszéspontjuk
(28.12. abra).
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152 4. §. Parhuzamossag a térben

Az A és D pontok az ABC sikra illeszkednek. Ekkor az A3. axi6-
ma alapjan az AD egyenes is illeszkedik erre a sikra. Az X pont az
AD egyenesre illeszkedik. Tehat az X pont az ABC sikra is illeszkedik.
Mivel az X pont az MN egyenesre is illeszkedik, ezért az MN egyenes
az ABC sikot az X pontban metszi. <«

p |

[ ]
1. Sorolj fel néhany térbeli testet!

2. Milyen alakzatokbdl all a soklap felszine? Hogyan nevezzik ezeket?
3. Mit neveziink a soklap éleinek? A soklap csucsainak?
4. Milyen soklap tipusokat ismersz? Ismertest Sket!

e
WGYAKORLATOK E

28.1.° A 28.13. abran az ABCDA B,C D, téglatest lathaté. Nevezd
meg:
1) a téglatest alapjat;
2) a téglatest oldallapjait;
3) a téglatest oldaléleit;
4) a téglatest also alapéleit!

Bl Cl M
= : D,
]
! A C
jcH— ---Je
A . D B
28.13. abra 28.14. abra

28.2.° A 28.14. abran az MABC gula lathaté. Nevezd meg:
1) a gula alapjat;
2) a gula csucsat;
3) a gula oldallapjait;
4) a gula oldaléleit;
5) a gula alapéleit!
28.3." Az ABCS tetraéder BC élén jelsltiink egy D pontot. Melyik
egyenes lesz az: 1) ASD és ABC; 2) ASD és BSC; 3) ASD és ASC
sikok metszésvonala?
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28. Térbeli testek. A soklapokra vonatkozé alapismeretek 153

28.4." Az M pont az ABCS tetraéder ASC lapjara illeszkedik, a D pont
pedig a BC élre (28.15. abra). Szerkeszd meg az ABC sik valamint
az SD egyenesre és az M pontra illeszkedd
sik metszésvonalat!

28.5." Az ABCDS gutla SA és SB oldalélein
megfelelGen jeloltik az M és K pontokat.
Szerkeszd meg az MK egyenes és az ABC
sik metszéspontjat, ha az MK és az AB
egyenesek nem parhuzamosak!

28.6." Az ABCDS gutla SA és SC oldalélein
megfelel6en jeloltik az M és K pontokat.
Szerkeszd meg az MK egyenes és az ABC 28.15. abra
sik metszéspontjat, ha az MK és az AC
egyenesek nem parhuzamosak!

28.7." Adott az ABCDA B,C D, kocka. Szerkeszd meg azokat az egye-
neseket, amelyek mentén az A, C és B, pontokra illeszkedd sik
metszi a kocka lapjait!

28.8." Adott az ABCA B,C, hasab és egy sik, amely az AC, és az
AB egyenesekre illeszkedik. Szerkeszd meg azokat az egyeneseket,
amelyek mentén a sik metszi a hasab lapjait!

28.9." Az M pont az ABCS tetraéder ASB lapjira illeszkedik, a K
pedig a BSC lapra (28.16. abra). Szerkeszd meg az MK egyenes és
az ABC sik metszéspontjat!

B A D
28.16. abra 28.17. abra
28.10." Az M pont az ABCDS gtila ASB lapjara illeszkedik, a K pedig

a CSD lapra (28.17. abra). Szerkeszd meg az MK egyenes és az
ABC sik metszéspontjat!
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154 4. §. Parhuzamossag a térben

28.11." Adott az ABCDS gtla (28.18. 4bra). S
Szerkeszd meg az ASB és a CSD sikok
metszésvonalat!

28.12." Adott az ABCDES gtla (28.19. abra).
Szerkeszd meg az ASE és a BSC sikok

metszésvonalat! B ¢
28.13." Az ABCD tetraéder AB és CD élein 4

megfelelGen jelolték az E és F pontokat. A

Szerkeszd meg az AFB és CED sikok met- 28.18. abra

szésvonalat!

28.14." Adott az ABCDM gtla, ahol a K pont a BD szakaszra illeszkedik
(28.20. abra). Szerkeszd meg az MCK és MAB sikok metszésvonalat!

S
M
C
A B C
D
A
E D
28.19. abra 28.20. abra

ISMETLO GYAKORLAT -

28.15. Az egyenlG szaru trapéz atldja a trapézt két egyenld szaru
haromszogre osztja. Hatarozd meg a trapéz szogeit!

29. Két egyenes kolcsonos
helyzete a térben

A sikmértanbdl mar tudjatok, hogy két egyenest egymas metszének
nevezzlik, ha csak egy kozos pontjuk van. Ugyanez a meghatarozas
vonatkozik a térmértanban az egymast metsz6 egyenesekre is.

Azt 1s tudjatok, hogy az egyeneseket akkor nevezzik parhuzamos-
nak, amikor nem metszik egymast. Vajon igaz lesz-e ez a definici6 a
térmértanban?
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Vizsgaljuk meg a 29.1. abran 1év6 B, C,
ABCDA,B,C D, kockat. Az AB és az AA, !
egyenesek kozil egyiknek sincs kézos pontja = T
a DC egyenessel. Az AB és DC egyenesek '
viszont egy sikra illeszkednek, ez az ABC S
sik, az AA, és DC egyenesek viszont nem Al.-”
illeszkednek egy sikra, vagyis nem létezik D
olyan sik, amely ezeket az egyeneseket tar-
talmazna.

A fenti példa azt mutatja, hogy a térmér-
tanban két, kozos ponttal nem rendelkezd
egyenes elhelyezkedésének két esete lehetséges: az egyenesek egy sik-
ban vannak, vagy nem fekszenek egy sikban. Mindkét esetre megad-
juk a megfelel6 meghatarozast.

29.1. abra

Definicio. Két egyenest atérbenparhuzamosnak ne-
vezziik, ha egy sikban vannak és nincs kozos pontjuk.

Az a és b egyenesek parhuzamossagat igy jeloljik: a || b.

Definicio. Két egyenest kitér6nek nevezziik, ha nem
egy sikra illeszkednek.

Példaul a 29.1. dbran az AB és DC egyenesek parhuzamosak, az
AA, és DC egyenesek pedig kitérék lesznek.

Nemzetkozi Kulturalis Szalfaerd6
és Mivészeti kozpont,
Kijev
29.2. abra

Az épulet oszlopai, az erd6 fai, az egymasra helyezett faronkok
(29.2. abra) olyan parhuzamos egyenesek, amelyekkel a mindennapok-
ban talalkozunk.
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156 4. §. Parhuzamossag a térben

29.3. abra

Az elektromos vezetékek, az épiilet szerkezeti elemei (29.3. 4bra)
olyan kitérd egyenesek, amelyekkel a mindennapokban taldlkozunk.

Tehat az egyenesek térbeli elhelyezkedésére harom eset lehetséges
(29.4. abra):

1) az egyenesek metszik egymast;

2) az egyenesek parhuzamosak;

s

3) az egyenesek kitérdk.

Két egyenes a térben

Y A

egy sikban
fekszenek

kitérék

\4 Y
metszik egymast | | parhuzamosak |

29.4. abra

Két szakaszt parhuzamosnak (kitérének) nevezzik, ha parhu-

zamos (kitér8) egyeneseken fekszenek.
A, B, Példaul az ABCA B C, hasib AA és BB,

élei (29.5. abra) parhuzamosak, az AC és BB,
. élei pedig kitérGk lesznek.

29.1. tétel. Két parhuzamos egyenesen
keresztiil egy és csakis egy sik fektethetd.

A B
Bizonyitds. Legyen adva az a és a b
C parhuzamos egyenes. Bebizonyitjuk, hogy léte-
29.5. 4bra zik egy olyan o sik, hogy a c o és b C o
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Az a és b egyeneseket tartalmazé o sik létezése a parhuzamos
egyenesek definicigjabdl kovetkezik.

Ha feltételezziik, hogy még egy olyan sik létezik, amely az a és b
egyeneseket tartalmazza, akkor az a egyenesen és a b egyenes vala-
melyik pontjan at két kilonbozé sik fektethetd, ami ellentmond a
27.1. tételnek. <«

A 27. pontban harom mddszert ismertettiink a sik megadasara. A
29.1. tételre Ugy is tekinthetliink, mint a sik megadasanak egy djabb
esetére, amit két parhuzamos egyenes segitségével adunk meg.

Két egyenes parhuzamossaganak megallapitasat a sikon, a sikmér-
tanbdl ismert két egyenes parhuzamossaganak ismertetdjelel alapjan
tudjuk meghatarozni. De hogyan allapitjuk azt meg, hogy a két egye-
nes kitéré? Erre a kérdésre a valaszt a kovetkezd tétel adja meg.

29.2. tétel (a kitér6 egyenesek ismertetdje-
le). Ha két egyenes koziil az egyik egyenes egy sikban fekszik,
a masik pedig egy olyan pontban metszi ezt a sikot, amely nem
illeszkedik az elsé egyenesre, akkor az adott egyenesek kitérék
lesznek (29.6. abra).

D
\b
o v A C
\ B
29.6. abra 29.7. abra

A 29.7. abran az ABCD tetraéder AB és DC élei kitérék. Valdban,
a DC egyenes az ABC sikot egy olyan C pontban metszi, amely nem
illeszkedik az AB egyenesre. Tehat a kitérd egyenesek definiciéja alap-
jan az AB és a DC egyenesek kitérék lesznek.

'I) -
(
1. A tér mely két egyenesét nevezzik parhuzamosaknak? Kitéréknek?

2. Milyen esetei vannak két egyenes kdlcsonds helyzetének a térben?

3. Milyen két szakaszt neveziink parhuzamosaknak? Kitér6knek?

4. Fogalmazd meg a két parhuzamos egyenes altal megadott sikrol szolo
tételt!

5. Fogalmazd meg a kitéré egyenesek ismertetéjelét!
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158 4. §. Parhuzamossag a térben

GYAKORLATOK I

29.1.° Adott az ABCDA B C D, kocka (29.8. abra). Nevezd meg azokat
az éleit, amelyek:
1) parhuzamosak a CD éllel; 2) kitér6k a CD éllel!

B, C S
1
Af——D,
A
,-°B ¢ ¢
A D A D
29.8. abra 29.9. abra

29.2.° Az osztalyterem berendezési targyai segitségével nevezz meg
kitérd egyeneseket!

29.3.° Adott az ABCDS gula (29.9. 4abra). Nevezd meg az SA élével
kitérd éleit!

29.4.° Adott az ABCDA B C D, téglatest (29.10. 4dbra). Nevezd meg a
kovetkezd egyenesek kolesones helyzetét:

1) BC és A C,; 3) BD és CC; 5) DC, és BB ;
2) AB és C.D; 4) AB, és DC,; 6) AA. és CC,!
D
B
I|1 D Cl
Al < I: 1
I“:‘~,~~ c
S Bieoo il A r
A o’ Sso
D B
29.10. abra 29.11. 4bra

29.5.° Igaz-e a kovetkezd allitas:
1) két, egymassal nem parhuzamos egyenesnek van koézos pontja;
2) két, nem kitérG egyenes egy sikban fekszik;
3) két egyenes kitérd lesz, ha nem metszik egymast és nem par-
huzamosak?

29.6.° Adott az ABCDA B1C1D1 kocka (29.8. abra). Bizonyitsd be, hogy
AA, és BC egyenesek kitérdk!
29.7.° Az ABC és ADB haromszogek kiilonb6zd sikokban fekszenek

(29.11. abra). Milyen az AD és BC egyenesek kolesonos helyzete?
Magyarazd meg a valaszodat!
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29. Két egyenes kolcsdnds helyzete a térben 159

29.8." Milyen lehet a b és ¢ egyenesek kolcsénds helyzete, ha:
1) az a és b egyenesek metszik egymadst, az a és ¢ egyenesek pedig
parhuzamosak;
2) az a és b egyenesek parhuzamosak, az a és c egyenesek pedig
metszik egymast?

29.9." Hany sikot fog megadni harom, paronként parhuzamos egyenes?
Készits rajzot is!

29.10." Az AB szakasz A végpontja az o sikhoz illeszkedik. A B és
az AB szakaszra illeszkedd C ponton at parhuzamos egyeneseket
fektettiink, melyek az o sikot megfeleléen a B, és C, pontokban
metszik.

1) Hatarozd meg a BB1 szakaszt, ha a C pont az AB szakasz fe-
lezépontja és CC, =5 cm!

2) Hatarozd meg a CC szakasz hosszat, ha az AC: BC=3:4 és
BB, = 28 cm!

29.11.° A CD szakasz C végpontja a B sikra illeszkedik. A CD szaka-
szon egy E pontot jeloltink Ggy, hogy CE = 6 cm, DE =9 cm. A D és
E pontokon keresztiil parhuzamos egyeneseket fektettek, amelyek a
B sikot megfelel6en a D, és E pontokban metszik. Hatarozd meg a
DD, szakasz hosszat, ha EE, = 12 cm!

29.12." Az o sikot nem metszé AB szakaszon egy C pontot jeloltiink
uagy, hogy az AC=4 cm, BC=8 cm. Az A, B és C pontokon at
pérhuzamos egyeneseket fektettek, melyek az o sikot megfelelGen
az A, B, és C| pontokban metszik. Hatarozd meg az A C| szakasz
hosszat a B, C =10 cm!

29.13." A C pont az AB szakasz felez6pontja, amely nem metszi a
B sikot. Az A, B és C pontokon at pérhuzamos egyeneseket fektet-
tek, melyek a f§ sikot megfelelden az A, B, és C, pontokban metszik.
Hatarozd meg az AA szakasz hosszat, PB =18cm, CC, = 15 cm!

29.14." Az o sikot metsz§ AB szakasz Végpontjaln ésaC felezopontjan
keresztul parhuzamos egyeneseket fektettiink, melyek az o sikot
megfeleléen az A, B, és C, pontokban metsz1k (29.12. abra). Ha-
tarozd meg a CC szakasz hosszat ha AA =16 cm, BB, = 8 cm!

29.15." Az ABC haromszognek és az o
siknak nincsenek ko6zos pontjaik. A A
BM szakasz az ABC haromszog suly-
vonala, az O pont pedig a BM szakasz

felez6pontja lesz. Az A, B, C, M és O /
pontokon keresztil parhuzamos egye- /41/ CII\C /B/
(x Il Il \\ I'
[ 3

neseket fektettiink, melyek az o sikot
megfelelGen az A M, és O,
pontokban metssz I-]Iatarozd meg a
BB, szakasz hosszat, ha AA =17 cm, i
CC, =13 ecm, 00, = 12 cm! 29.12. abra
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160 4. §. Parhuzamossag a térben

ISMETLO GYAKORLAT [

29.16. Az E pont az ABC haromszog BM sulyvonaldnak felezdpontja.
Az AFE egyenes a BC oldalt egy K pontban metszi. Milyen aranyban
osztja a K pont a BC szakaszt, ha a felosztds aranyat a B cstcstdl
kezdjik szdmolni?

30. Az egyenes és a sik parhuzamossaga

B, c Mar ismeritek az egyenes és a sik kolesonos
f 1 helyzetének két lehetséges modjat:
i D 1) az egyenes illeszkedik a sikra, vagyis az egye-
E ! nes minden pontja illeszkedik erre a sikra;
1% lael--J 0 2) az egyenes metszi a sikot, vagyis az egyenes-
- nek és a siknak csak egy kozds pontja van.
Erthetd, hogy egy harmadik eset is fennall,
30.1. abra amikor az egyenesnek és a siknak nincsenek
kézos pontjaik. Példaul az ABCDA B,C, D, koc-
ka A B, élének az ABC sikkal nincs kézés pontja (30.1. dbra).

Definici6o. Az egyenest és a sikot parhuzamosnak
nevezziik, ha nincs kozos pontjuk.

A,

Az a egyenes és az o sik parhuzamosssagat igy jeloljik: a || o. Azt
1s mondhatjuk, hogy az a egyenes parhuzamos az o sikkal, vagy azt,
hogy az a sik parhuzamos az a egyenessel.

Az egyenest, amely parhuzamos a sikkal, szemléltetni lehet néhany
sportszerrel, példaul a parhuzamos korlattal, melynek rudjai parhu-
zamosak a padlé sikjaval (30.2. abra). Masik példa az épulet falaval
parhuzamos lefoly6csd, amely az ereszcsatornaban 6sszegyUld vizet
vezeti le (30.3. abra).

30.2. abra 30.3. abra
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30. Az egyenes és a sik parhuzamossaga 161

A meghatarozas alapjan elég nehéz megallapitani, hogy az egyenes
és a sik parhuzamos-e. Sokkal célravezetébb alkalmazni a kiévetkezd
tételt.

30.1. tétel (az egyenes és a sik parhuzamossa-
ganak ismertetdjele). Ha a sikhoz nem illeszkedé egye-
nes parhuzamos egy sikhoz illeszkedd egyeneshez, akkor maga-
val a sikkal is parhuzamos lesz.

Példaul a 30.1. abran az A B, és az AB egyenesek az ABB A,
négyzet szemkozti oldalat tartalmazzak. Ezért ezek az egyenesek par-
huzamosak. Mivel AB c ABC, ezért az egyenes és a sik parhuzamos-
sadganak ismertetdjele alapjan A B, || ABC.

A szakasz akkor parhuzamos a sikkal, ha egy olyan egyeneshez
illeszkedik, amely parhuzamos az adott sikkal. Példaul a kocka AB
éle parhuzamos a CDD, sikkal (30.1. abra).

A sikmértanbdl ismert ismertetGjel alapjan mar meg tudjatok al-
lapitani két egyenes parhuzamossagat. Vizsgaljunk meg egy tételt,
amely két egyenes parhuzamossiganak elégséges feltételét adja meg
a térben.

30.2. tétel. Ha a sik illeszkedik egy adott egyeneshez,
amely parhuzamos egy masik sikkal és metszi ezt a sikot, akkor
a sikok metszésvonala parhuzamos az adott egyenessel.

A 30.4. dbran az a egyenes parhuzamos az o sikkal. A B sik il-

leszkedik az a egyeneshez és az o sikot egy b egyenesben metszi.
Ekkor b || a.

30.4. abra 30.5. abra

30.3. tétel. Ha két parhuzamos egyenesre sikokat fekte-
tiink, és ezek a sikok az eredeti egyenesektél kiilonbozdé egye-
nesben metszik egymast, akkor a metszésvonal pdarhuzamos
lesz a két adott egyenessel.

A 30.5. abran az a és b egyenesek parhuzamosak, az o sik az
a egyenesre illeszkedik, a B sik pedig a b egyenesre, az a1 =c.
Ekkor ¢ || aés c || b.

30.4. tétel. Ha két egyenes mindegyike parhuzamos egy
harmadikkal, akkor az elsé ketté is parhuzamos egymadassal.
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162 4. §. Parhuzamossag a térben

O—w Feladat. Bizonyitsuk be, hogyha az egyenes parhuzamos
két egymast metszo sikkal, akkor metszéegyenesiikkel is parhuzamos.

Megoldds. Legyen az a egyenes és az o és [
B sikok olyanok, hogy allo, alB, anNP=>b
(30.6. abra). Bebizonyitjuk, hogy a || b.
b n Az o és P sikokban taldalunk olyan m és n egye-
m neseket, hogy m||a és n| a. Ha az m és n egye-
nesek kozil legalabb az egyik egybeesik a b egye-

Soo| po nessel, akkor az allitas bizonyitott lesz. Ha az m
N |a és n egyenesek mindegyike kiilénbozik a b egye-
nestdl, akkor a 30.4. tétel alapjan azt kapjuk, hogy
30.6. abra m|| n.

Alkalmazzuk a 30.3. tételt, és arra a kovetkez-
tetésre jutunk, hogy b/ n. Viszont n|la, tehat
allb. 4

1. Milyen esetben nevezzik az egyenest és a sikot parhuzamosnak?

2. Fogalmazd meg az egyenes és a sik parhuzamossaganak ismertetéjelét!

3. Milyen szakasz lesz parhuzamos a sikkal?

4. Fogalmazd meg azokat a tételeket, amelyek az elégséges feltételét adjak
meg az egyenesek parhuzamossaganak a térben!

—
mYAKORLATOK [ .

30.1.° Nevezd meg a kérnyezetedben 1évé targyak koziil azokat, melyek
az egyenes és a sik parhuzamossagat illusztraljak!

30.2.° Adott az ABCDA B C D, kocka (30.7. abra). Melyik lap sikja
lesz parhuzamos a kovetkezg éllel: 1) AD; 2) C D; 3) BB?

30.3.° Adott az ABCDA B ,C D, téglatest (30.8. abra), ahol az E és
F pontok megfeleloen a CC és DD, ¢lek felezépontjai. Ird fel a
téglatest azon lapjait, melyekkel a kovetkezo egyenes parhuzamos:

1) AB; 2) CC;; 3) AC; 4) EF!

"

B, c, B, c,
Al i Dl Al : D1 E
] ]
B L J¢ Bi....Fy.__Jo
A D A™ D
30.7. abra 30.8. abra
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30. Az egyenes és a sik parhuzamossaga 163

30.4.° Az a egyenes parhuzamos az o sikkal. Igaz-e az allitas, hogy
az a egyenes parhuzamos az o sikra illeszkedd barmely egyenessel?

30.5.° Adott az a és b egyenes, valamint az o sik. Igaz-e a kévetkezd
allitas:
1) haa || awés b || o, akkor a || b;
2)haa || b és b c a, akkor a || a?

30.6.° Az a egyenes és az o sik parhuzamosak a b egyenessel. Milyen
lehet az a egyenes és a o sik kolesonés helyzete?

30.7° Az a és b egyenesek metszik egymast, és az o sik parhuzamos
az a egyenessel. Milyen lehet az b egyenes és az o sik kolcsonos
helyzete?

30.8." Az M és K pontok az ABC hiromszég AB és BC megfelels ol-
dalainak a felez6pontjai. A D pont nem illeszkedik az ABC sikra.
Bizonyitsd be, hogy az MK || ADC!

30.9." Az E és F pontok az ABCD trapéz AB és CD megfelel§ szarai-
nak a felezépontjai. Az EF egyenes az o sikra illeszkedik, amely
nem a trapéz sikja. Bizonyitsd be, hogy az AD és BC egyenesek
parhuzamosak az o sikkal!

30.10." A BC és AD szakaszok az ABCD trapéz alapjai. A BMC ha-
romszog és az ABCD trapéz nem egy sikra illeszkednek (30.9. abra).
Az E pont a BM szakasz felezGpontja, az F pont pedig a CM szakasz
felezGpontja. Bizonyitsd be, hogy EF || AD!

M K
P g [t
A D A D

30.9. abra 30.10. abra

30.11." Az ABCD és AMKD paralelog-
rammak nem egy sikra illeszkednek B
(30.10. 4bra). Bizonyitsd be, hogy a

BMKC négyszog paralelogramma lesz! A

1
30.12.° Az a sik az ABC haromszég AC ol- / ,'M‘Cl/
dalaval parhuzamos, és az AB és BC ol-

dalakat megfeleléen az A, és C, pontok- A
ban metszi (30.11. abra). Hatarozd meg c

az A,C, szakasz hosszat, ha AC = 18 cm )
és AA :AB=17:5! 30.11. abra
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164 4. §. Parhuzamossag a térben

30.13." Az o sik az ABC haromszdég AB oldalaval parhuzamos, és az
AC, illetve BC oldalakat megfeleléen az E és F pontokban metszi.
Hatarozd meg az AE : EC aranyt, ha CF: CB=3: 11!

30.14.” Az ABC hiromszég A és C csicsa az o sikra illeszkedik,
a B cstcs pedig nem illeszkedik ehhez a sikhoz. Az AB és BC
oldalakon megfelel6en jelolték az E és F pontokat ugy, hogy
BA : BE = BC : BF. Bizonyitsd be, hogy az EF egyenes parhuza-
mos az o sikkal!

30.15.” Az M pont az ABC haromszdg AB oldaldnak a felez6pontja.
Az o sik illeszkedik az M pontra és parhuzamos az AC egyenessel,
a BC oldalt pedig a K pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy a K pont
a BC oldal felezépontja! Hatdrozd meg az AMKC négyszog teriiletét,
ha az ABC haromszog teriilete 28 cm?”!

30.16." Az ABCDA B,C,D, téglatest CC, élén jeldltiink egy M pontot
(30.12. abra). Szerkeszd meg a kovetkezd sikok metszésvonalait:
1) ADM és BB,C; AA/M és DCC!

171

B, c, x B c,
AT D, AT D,
: M '
Bloeeeert--)e Blaomeeeto-de
A% D A% D
30.12. abra 30.13. abra

30.17." Az ABCDA B,C D, téglatest A B, élén jeloltink egy K pontot
(30.13. abra). Szerkeszd meg a kovetkezd sikok metszésvonalait:
1) CCK és ABB,; 2) CDK és ABB,!

ISMETLO GYAKORLAT [

30.18. A derékszogl trapéz szarai Ugy aranylanak egyméshoz, mint
3 : 5, az alapjaik hosszainak kiilénbsége pedig 16 cm. Hatarozd meg
a trapéz tertiiletét, ha a kisebbik atlgja 13 cm!

31. A sikok parhuzamossaga

Vizsgaljuk meg két sik kolcsonds helyzetének eseteit.
Mar tudjatok, hogy két siknak lehet kozos pontjuk, vagyis metsz-
hetik egymast. Olyan eset is lehet, hogy a két siknak nincsenek kozos
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31. A sikok parhuzamossaga 165

pontjaik. Példaul az ABC és az A B C, sikok- A, D,
nak, melyek egy hasab alapjai, nincsenek kozos w
pontjaik (31.1. abra).
Definicio. Két sik parhuzamos,
ha nincs ko6zos pontjuk. A D
Ha az o és a P sikok parhuzamosak, akkor

azt igy jeloljuk: o ||B. Azt is mondhatjuk, hogy B ¢

az o sik parhuzamos a P sikkal, vagy a P sik 314. 4bra
parhuzamos az o sikkal.

A szoba mennyezete és a padldja, vagy az
akvarium vizfelilete és az alja (31.2. abra) a parhuzamos sikok szem-
1életes példai.

31.2. abra

A parhuzamos sikok definiciéjabdl kovetkezik, hogy barmilyen egye-
nes, amely a pdrhuzamos sikok koziil az egyikre illeszkedik, parhuza-
mos lesz a mdsik sikkal.

Azokban az esetekben, amikor meg kell allapitani, hogy két sik
parhuzamos-e, érdemes a kovetkezd tételt alkalmazni.

31.1. tétel (a parhuzamos sikok ismertetéjele).
Ha egy sik két egymast metszé egye-
B, c, nese megfeleléen parhuzamos egy ma-
] sik sik két egyenesével, akkor ezek a
; D, sikok is parhuzamosak lesznek.
1
1

Példaul a 31.3. dbrdn az ABCDA, B ,C D,
_’ téglatest lathat6. Adott, hogy AA, || DD,

A D és A B, || D,C,. Ekkor a sikok parhuza-

. mossaganak ismertetGjele alapjan az
31.3. abra AAB, | DD,C,.
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166 4. §. Parhuzamossag a térben

Azt mondhatjuk, hogy két sokszog akkor parhuzamos, ha par-
huzamos sikokhoz illeszkednek. Példdul az ABCDA B,C D, téglatest
AA B B és a DD C C lapjai parhuzamosak (31.3. 4bra).

Megvizsgaljuk a sikok parhuzamossaganak néhany tulajdonsagat.

31.2. téetel. Egy sikhoz egy rajta kiviil elhelyezkedé ponton
at egy és csakis egy parhuzamos sik fektetheté (31.4. 4bra).

/ //V//A/

P //\//AB./

31.4. abra 31.5. abra 31.6. abra

31.3. tétel. Két parhuzamos siknak egy harmadik sikkal
valo metszésiik altal keletkez6 metszésvonalak parhuzamos
egyenesek lesznek (31.5. abra).

O-w Feladat. Bizonyitsuk be, hogy parhuzamos sikok péarhu-
zamos egyenesekbdl egyenld szakaszokat metszenek Kki.

Megoldds. Legyenek az o és a P parhuzamos sikok és az AB,
valamint az A B, parhuzamos egyenesek olyanok, melyeknél A € «,
A € o, Be B, B, €  (31.6. dbra). Bebizonyitjuk, hogy az AB=A B,.

Az AB és A B, parhuzamos egyenesek egy olyan y sikot képeznek,
amelyekre igaz, hogy aNy = AA, és Ny = BB,.

A 31.3. tétel alapjan azt kapjuk, hogy AA, || BB,. Tehat az AA B B
négyszog paralelogramma lesz. Ebbdl kovetkezik, hogy AB = A B,. <

p -

1. Milyen sikokat neveziink parhuzamosoknak?

2. Fogalmazd meg két sik parhuzamossaganak ismertetdjelét!
3. Milyen esetben mondjuk azt, hogy két sokszég parhuzamos?
4. Fogalmazd meg a parhuzamos sikok tulajdonsagait!
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31. A sikok parhuzamossaga 167

GYAKORLATOK I

31.1.° Igazak-e a kovetkezd allitasok:
1) ha két sik parhuzamos, akkor az egyik sik barmely egyenese
parhuzamos lesz a masik sik barmely egyenesével,
2) ha az egyenes, amely az egyik sikra illeszkedik, parhuzamos a
masik sikra illeszked§ egyenessel, akkor az adott sikok parhu-
zamosak?

31.2° Az ABCD és az AEFD paralelog- E F
rammak nem egy sikra illeszkednek
(31.7. abra). Bizonyitsd be, hogy az ABE

és a DCF sikok parhuzamosak lesznek! ' Cc
31.3.° Ki lehet-e jelenteni, hogy az o sik par- A D

huzamos a trapéz sikjaval, ha az o sik

parhuzamos: 31.7. abra

1) a trapéz alapjaival;
2) a trapéz szaraival?

31.4.° Igaz-e az allitas: ha két sikot egy harmadikkal metszink, és
a keletkezett metszésvonalak parhuzamosak, akkor az adott sikok
1s parhuzamosak lesznek?

31.5.° Az o és P sikok parhuzamosak. Az o sikban kivalasztottunk
egy C és D pontot, a B sikban pedig a C, és D, pontokat gy, hogy
a CC,| és DD, egyenesek parhuzamosak. Hatdrozd meg a DD, és
C,D, szakaszok hosszat, ha CD =12 cm, a CC, = 4 cm!

31.6.° Az ABC haromszog az o sikban fekszik. A csucsain keresztil
parhuzamos egyeneseket fektettiink, melyek az o sikkal parhuza-
mos {3 sikot A, B, és C, pontokban fogjak metszeni. Hatdrozd meg
az A B,C, haromszog keriiletét, ha az ABC haromszog keriilete
20 cm!

31.7." Az M, N és K pontok az ABCD tetraéder AB, AC és AD éleinek
felezdpontjai. Bizonyitsd be, hogy az MNK és BCD sikok parhuza-
mosak!

31.8." Az ABCD tetraéder DA, DB és DC élein megfelelden jelolték az

DE DF DK
E, F és K pontokat ugy, hogy — = — = ——. Bizonyitsd be, ho
p gy. gy DA DB DC y gy

az EFK és az ABC sikok parhuzamosak!
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168 4. §. Parhuzamossag a térben

31.9." Az a és B sikok parhuzamosak. Az AB szakasz és a C pont az
o sikra illeszkedik, a D pont pedig a  sikra (31.8. abra). Szerkeszd
meg: 1) a B és az ABD sikok; 2) a  és a BCD sikok metszésvonalat!

/fs/j,-c/ y - 4
A7 S Lo

31.8. abra 31.9. abra

31.10." Az o és B sikok parhuzamosak. Az M és N pontok az o sikra
illeszkednek, a K és P pontok pedig a B sikra (31.9. 4bra). Szer-
keszd meg:

1) az o és az MKP sikok;
2) a B és az MNK sikok metszésvonalat!

31.11." Az o és B parhuzamos sikok az ABC szég BA oldalat megfe-
leléen az A, és A, pontokban metszi, a BC oldalt pedig a C, és C,
pontokban. Hatarozd meg:

1) az A C, szakaszt, ha az A,C, =36 cm, BA : BA,=5:9;
2) a C,C, szakaszt, ha az A|C, = 14 cm, A,C, = 21 cm, BC, = 12 cm!

31.12." Az « és B sikok parhuzamosak. Az A és B pontok az o sikra
illeszkednek, a C és D pontok pedig a P sikra. Az AC és BD sza-
kaszok az O pontban metszik egymadst.

. AO BO
1) Bizonyitsd be, hogy — = —!
) y &Y ¢ = ob
2) Hatarozd meg az AB szakasz hosszat, ha CD =32 cm,

AC:AO0=17:3!
31.13." Az M pont az ABCDA B,C D, kocka A D, élére illeszkedik.
Szerkeszd meg a BDD, és CC M sikok metszésvonalat!

31.14." Az E pont az ABCDA B,C D, kocka B,C, élére illeszkedik.
Szerkeszd meg az ACC, és BED sikok metszésvonalat!

ISMETLO GYAKORLAT -

31.15. Az ABCD négyzet atléinak metszéspontja az O pont. Az OC
szakaszon jeloltink egy M pontot ugy, hogy CM : MO =1 : 2. Ha-
tarozd meg a tg BMO/-et!
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32. Parhuzamos vetités

Nagyon sok olyan jelenséggel és folyamattal talalkozunk a min-
dennapi életben, amelyekben a térbeli testek olyan transzformaéci6it
alkalmazzuk, melynek a képe sikbeli alakzat lesz. A 32.1. abran egy
madar sikra vetett Arnyékat figyelhetjiik meg. Ekkor a testeknek
tésnek nevezziik. Ennek a transzformaciéonak a segitségével a sikon
megkapjuk a térbeli testek képét.

32.1. abra 32.2. abra

A tankonyvben el6fordulé rajzok tobbsége térbeli testek abrazolasat
tartalmazzak. Ezeket olyan arnyékoknak tekinthetjik, melyeket a
test parhuzamos fénysugarakkal valé megvilagitasa soran kapunk.

Ismerkedjiink meg a parhuzamos vetitéssel részletesebben.

Legyen adva az a sik, az [ egyenes, amely metszi ezt a sikot, és
az F alakzat (32.2. abra). Az F alakzat minden pontjan at egyenest
fektetiink, melyek parhuzamosak lesznek az [ egyenessel (ha az F
alakzat az [ egyenesre illeszkedne, akkor csak az [ egyenest kell vizs-
galni). Az egyenesek o sikkal valé metszéspontjai egy F| alakzatot
adnak meg. Az F alakzat ilyen transzformacidjat parhuzamos vetités-
nek nevezziik. Az F, alakzatot az F alakzat az | egyenes menti o
sikra vetitett képének nevezziik, vagy az F alakzat az [ egyenes
menti vetiiletének nevezziik.

Az o sik és az [ egyenes megfeleld kivalasztasaval az adott F
alakzat szemléletes képét kapjuk meg. Ez azzal magyarazhatd, hogy
a parhuzamos leképezésnek csodalatos tulajdonsagai vannak (lasd a
32.1-32.3. tételeket). Ezeknek a tulajdonsdagoknak koszénhetfen az
eredeti alakzattal hasonl6 alakzatot kapunk.

Tekintstik az o sikot és az [ egyenest, amely metszi ezt a sikot.
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170 4. §. Parhuzamossag a térben

Ha az [ egyenessel parhuzamos egyenes-

l nek a vetiilete az o sikra egy pont (32.3. dbra),
akkor az [ egyenes vetiilete is egy pont.

\! / Ha a szakasz az [ egyenessel parhuzamos

vagy ra illeszkedik, akkor ennek a vetiilete

\ ‘\ az o sikra szintén egy pont (32.3. 4bra).
A kovetkezd tételek olyan szakaszokra és
32.3. abra egyenesekre vonatkoznak, melyek nem par-
huzamosak az [ egyenessel, és nem is illesz-
kednek ra.

32.1.tétel. Az egyenes parhuzamos vetiilete egyenes, a sza-
kasz parhuzamos vetiilete pedig szakasz (32.4. abra).

B a
Il = N
\&—M \ \
o \ A, B, /){\ W/K\ //ys ﬁﬁ/
1 T |
32.4. abra 32.5. abra 32.6. abra

32.2. tétel. Két parhuzamos egyenes parhuzamos vetiilete
vagy egy egyenes lesz (32.5. dbra), vagy két parhuzamos egyenes
(32.6. abra). Két parhuzamos szakasznak a parhuzamos vetiiletei
vagy egy egyenesre, vagy parhuzamos egyenesekre illeszkednek
(32.6. abra).

32.3. tétel. Az egy egyenesre vagy parhuzamos egyenesek-
re illeszkedé szakaszok, illetve vetiileteik aranya egyenlé
(32.7. abra).

Vizsgaljuk meg valamely sokszog vetii-

letét az o sikra, ha a vetités iranya az [ B D
egyenes. ‘ A A A
Ha az [ egyenes parhuzamos a sokszog C
sikjaval, vagy ehhez a sikhoz illeszkedik, w /
akkor a sokszog vetiilete egy szakasz. { ‘A7 B, ¢ /D1
Most vizsgdljuk meg azt az esetet, Y -
amikor az [ egyenes metszi a sokkszog AB AB
sikjat. CD. = D
A parhuzamos vetités tulajdonsagaibdl 1
kovetkezik, hogy a haromszég parhuza- 32.7. abra

mos vetlilete haromszog lesz (32.8. abra).

Mivel a parhuzamos vetités soran a szakaszok parhuzamossaga
megmarad, ezért a paralelogramma (a téglalap, a rombusz és a négy-
zet 1s) vetllete paralelogramma lesz (32.9. 4bra).
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32.8. abra 32.9. 4dbra 32.10. abra

A parhuzamos vetités tulajdonsagaibdl kovetkezik, hogy a trapéz
vetilete trapéz.

A kor vetilete egy olyan alakzat, amelyet ellipszisnek neveziink
(32.10. abra).

A testek parhuzamos vetités soran kapott képét széleskoriien al-
kalmazzak a kilonbozd iparagakban, példaul a gépkocsigyartasban
(32.11. abra).

1782

1410

1554

L —=

1305

32.11. abra

1. ird le azt a transzforméaciét, melyet parhuzamos vetitésnek neveziink!
2. Fogalmazd meg a parhuzamos vetités tulajdonsagait!

‘v
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172 4. §. Parhuzamossag a térben

—
@YAKORLATOK B

32.1.° Egy alakzat harom pontbdl all. Hany pontbdl allhat ennek az
alakzatnak a parhuzamos vetilete?

32.2.° Lehet-e két egymast metszb egyenesnek a parhuzamos vetiilete:
1) két egymast metszl egyenes;
2) két parhuzamos egyenes;
3) egyenes;
4) egyenes és egy rajta kivili pont?
32.3.° Lehet-e két kitér6 egyenes parhuzamos vetiilete:
1) két parhuzamos egyenes;
2) két egymdst metszd egyenes;
3) egyenes;
4) egyenes és egy rajta kiviili pont?
32.4.° 1) A nem egyenl6 szakaszok parhuzamos vetiletei lehetnek-e
egyenld szakaszok?
2) Az egyenlG szakaszok parhuzamos vetiiletel lehetnek-e nem
egyenld szakaszok?
3) Lehet-e a szakasznak olyan szakasz a parhuzamos vetiilete,
melynek a hossza nagyobb az eredeti szakasz hosszanal?
4) Lehet-e az egyenesnek a parhuzamos vetiilete az eredeti egye-
nessel parhuzamos egyenes?

32.5.° Lehet-e a 32.12. abran lathaté alakzat a haromszog parhuzamos
eltolasdnak a vetilete?

32.6.° Lehet-e a trapéz parhuzamos vetiilete az A B ,C,D, négyszog,
melynek az A, B, C, és D, szogei megfelelen egyenldk:

1) 10°, 40°, 140°, 170°; 2) 50°, 130°, 50°, 130°?
32.7.° Lehet-e a paralelogramma parhuzamos vetiilete olyan négyszog,
melynek oldalai 6 cm, 8 cm, 6 cm, 9 cm?

A B, C,
\?\‘ E
¢ A D

1 1 Al Bl

¢

32.12. abra 32.13. abra 32.14. abra
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32.8." Az A,, B, és C, pontok megfelelden parhuzamos vetiiletei az A,
B és C pontoknak, melyek egy egyenesre illeszkednek (a B pont az
A és C pontok kozott van). Hatdrozd meg a B C, szakasz hosszat,
ha AB=8 cm, BC=6 cm, A B, =12 cm!

32.9." Az A,, B, és C, pontok megfeleléen parhuzamos vetiiletei az A,
B és C pontoknak, melyek egy egyenesre illeszkednek (a B, pont az
A, és C, pontok kozott van). Hatarozd meg az A C, szakasz hosszat,
ha AB =10 cm, AC =16 cm, B,C, = 3 cm!

32.10." Az A B CD, paralelogramma az ABCD téglalap képe
(32.13. abra). Szerkeszd meg a téglalap atléinak metszéspontjabodl
a BC oldalra bocsatott merdleges vetiiletét!

32.11." Az A B,C, hiromszég az ABC derékszogli haromszog képe
(32.14. abra). Szerkeszd meg a haromszog atfogdjanak felezépontja-
bo6l az AC befogéra bocsatott merGleges vetiiletét!

32.12." Az A B,C, hdromszog az ABC haromszog képe. Szerkeszd meg
az ABC haromszog B cstcsabdl bocsatott szogfelez6 vetiiletét, ha
AB:BC=1:2!

32.13." Az A B,C, hdromszog az ABC egyenl§ szart haromszog képe,
melynek alapja az AC oldal. Szerkeszd meg az ABC haromszogbe
irt korvonal kozéppontjanak vettletét, ha AB: AC =5 : 4!

ISMETLO GYAKORLAT [

32.14. Az ABCD téglalapban adott: AB =6 cm, AD = 243 cm. Hata-
rozd meg az AC és BD egyenesek kozotti szoget!

Eé* UKRAJNANAK VANNAK TEHETSEGEI!! I

Hogyan helyezhetiink el minél t6bb narancsot egy ladaban? Ez a
kérdés elsd latasra nagyon egyszerlinek és komolytalannak tlinik, vi-
szont régi torténete van. 1611-ben Johann Kepler német csillagasz,
matematikus és filozéfus, aki a Naprendszer bolygdinak mozgastorvé-
nyét alkotta meg, fogalmazta meg a gémbok optimélis elrendezésének
feladatat a térben. Kepler azt a hipotézist allitotta fel, hogy a gombd-
ket optimalisan ugy kell elhelyezni, mint ahogy az tuzletekben vagy
a piacon rakjak ki a narancsguldkat az eladdk (32.15. abra)

400 éven keresztul prébaltak a vilag legelismertebb matematikusai
megmagyarazni ezt a feltevést. Ennek a kérdésnek a végsG megolda-
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174 4. §. Parhuzamossag a térben

sa 2017-ben késziilt el. Kepler hipotézisének bizonyitasa rengeteg eset
szamitégépes feldolgozasa utan sikertiilt csak, melyet 19 évig ellenériz-
tek le, és ezutan lett elfogadva a megoldas.

32.15. abra

Nagyon fontos szerepet jatszottak a tobb évszazados probléma meg-
olddsdban a kovetkezd fiatal ukran matematikusok: A. Bondarenko,
M. Vjazovszka és D. Radcsenko, akik a Tarasz Sevcsenko Kijevi Nem-
zeti Egyetem didkjai voltak. 2016-ban jelent meg Marina Vjazovszka
tudomanyos cikke a Kepler-sejtés megoldasardl, amely a 8- és a 24-di-
menzids terekre vonatkozott. A szerzé ezért Salem-dijat kapott, melyet
tehetséges fiatal matematikusoknak itélnek oda. Ennél csak a
Fields-érem nivésabb, amit gyakorta neveznek matematikai Nobel-
dijnak.

Ez az ukran tuddésok ragyogd eredménye!
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' A 4. §. OSSZEFOGLALASA .

A térmértan legfontosabb axiémai

Al. A tér barmely sikjan teljestilnek a sikmértan axiéomai.

A2. A tér barmely nem egy egyenesre illeszkedé harom pontjara
egy és csakis egy sik illeszkedik.

A3. Ha az egyenes két pontja illeszkedik a sikra, akkor az egyenes
is illeszkedik erre a sikra.

A4. Ha két siknak van kozos pontja, akkor egy egyenesben metszik
egymast.

A sik egyértelmiien meghatarozhaté:

1) nem egy egyenesre illeszkedd harom pont altal;
2) egyenessel és ra nem illeszkedd pont altal;

3) két egymdast metszd egyenes altal;

4) két parhuzamos egyenes altal.

Két egyenes kolecsonos helyzete a térben

Két egyenest egymdst metsz6 egyenesnek neveziink, ha csak egy
ko6zos pontjuk van.

Két egyenest a térben parhuzamosnak neveziunk, ha egy sikra il-
leszkednek, és nem metszik egymast.

Két egyenest a térben kitérének nevezink, ha nem illeszkednek
egy sikhoz.

Parhuzamos egyenesek tulajdonsagai

Két parhuzamos egyenesre egy és csakis egy sik illeszkedik.

Kitér6 egyenesek ismertetdjele

Ha két egyenes kozil az egyik egy sikra illeszkedik, a masik pe-
dig olyan pontban metszi ezt a sikot, amely nem illeszkedik az elsd

7

egyenesre, akkor az adott egyenesek kitérdk lesznek.

Parhuzamossag a térben
Az egyenes és a sik akkor parhuzamos, ha nincsenek kozos pont-
jaik.
Két sikot parhuzamosnak mondunk, ha nincsenek kozos pontjaik.
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Az egyenes és a sik parhuzamossaganak ismertetgjele

Ha az egyenes, amely nem illeszkedik az adott sikra, parhuzamos
a sikra illeszkedd valamely egyenessel, akkor az adott egyenes
magaval a sikkal is parhuzamos lesz.

Két egyenes parhuzamossaganak ismertet6jelei

Ha a sik illeszkedik az adott egyenesre, amely parhuzamos egy
masik sikkal, és metszi ezt a sikot, akkor a sikok metszésvonala
parhuzamos az adott egyenessel.

Ha két parhuzamos egyenesre sikokat fektetiink, és ezek a sikok
az eredeti egyenesektdl kiilonb6zd egyenesben metszik egymdst,
akkor a metszésvonal parhuzamos lesz a két adott egyenessel.
Ha két egyenes mindegyike parhuzamos egy harmadikkal, akkor
az elsG kettd is parhuzamos egymassal.

Két sik parhuzamossaganak ismertetojele

Ha az egyik sik két egymast metszd egyenese megfeleléen parhu-
zamos egy masik sik két egyenesével, akkor ezek a sikok parhu-
zamosak lesznek.

Parhuzamos sikok tulajdonsagai

Az adott sikra nem illeszkedd ponton at egy és csakis egy az adott
sikkal parhuzamos sik fektethetd.

Két parhuzamos siknak egy harmadik sikkal valé metszésik altal
keletkezd metszésvonalak parhuzamos egyenesek lesznek.
Parhuzamos egyenesek szakaszai, melyek parhuzamos sikok kozott
helyezkednek el, egyenlék lesznek.
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MEROLEGESSEG 5
A TERBEN V1 N

Ebben a paragrafusban megismerkedtek az egyenesek kdzétti szdggel
a térben, az egyenes és a sik kozotti szoggel, két sik kézotti szdggel;

sz6g ortogonalis vetlletének tulajdonsagait.

33. Az egyenesek kozotti szog a térben

Mivel a tér barmely két egymast metszs egyenese egy sikra illesz-
kedik, ezért a koztiik 1év6 szoget ugyanugy hatarozzuk meg, mint a
sikmértanban.

Definicié. Két egymast metsz6 egyenes hajlas-
sz0gén, annak a metszéspontnal keletkez6 sz6gnek a mérté-
két értjiik, amely nem nagyobb, mint 90° (33.1. abra).

Ugy tekintjiik, hogy a pdrhuzamos egyenesek hajlasszége 0°-os. Te-
hat, ha a ¢ két egy sikra illeszked6 egyenes hajlasszoge, akkor
0° < @ < 90°.

Bevezetjik a kitérd egyenes kozotti szog fogalmat.

Definici6o. Két kitér6 egyenes hajlasszogén azt
a szoget értjiik, amelyet olyan egymast metsz6 egyenesek
alkotnak, melynek szarai parhuzamosak az adott kitéré egye-

A== /%\//

33.1. abra 33.2. abra

Legyen az a és b kitéré egyenesek. A tér M pontjan at a, és b,
egyeneseket fektetink tgy, hogy a, || a, b, || b (33.2. abra). Az a és b
kitérd egyenesek hajlasszogének meghatarozasabdl koévetkezik, hogy
az egyenld lesz az a, és a b, egymdst metsz6 egyenesek kozotti szog-
gel.

Felmerul a kérdés: az a és b kitérd egyenesek hajlasszoge flugg-e
az M pont kivalasztasatol? Erre a kérdésre a kovetkezd tétel adja meg
a valaszt.
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33.1. tétel. Két egymast metszé egyenes hajlasszoge egyen-
16 lesz két olyan egymast metszé egyenes hajldasszogével, mely-
nek szarai parhuzamosak az adott egyenesekkel.

Alkalmazva a 33.1. tételt, be lehet bizonyitani, hogy az a és b
kitérd egyenesek kozotti szog egyenld az a és a b, egymdst metsz6 egye-
nesek kozotti szoggel, ha b, | b.

Példaul a 33.3. dbran az ABCA B,C, haromoldalt hasab lathaté.
Az AA és a BC kitéré egyenesek kozotti szog egyenlé a BB, és a BC
egymast metsz0 egyenesek kozotti szoggel.

Definicio. Két egyenest a térben mer6legesnek neve-
zunk, ha a koztuk 1év6 szog 90°-os lesz.

Azt is megjegyezziik, hogy a merdleges egyenesek lehetnek egy-
mast metszd, és kitérd egyenesek is.

Ha az a és b egyenesek merélegesek, akkor ezt igy jeloljuk: a L b.

Két szakaszt a térben merdlegesnek nevezziik, ha merdGleges egye-
nesekre illeszkednek.

Példaul az ABCDA,B,C D, kockénak az AD és CC, élei merdlege-
sek egymaéasra (33.4. dbra). Valéban, mivel a DD, || CC,, ezért az AD
és CC, egyenesek kozotti szog egyenlé az AD és DD, kozotti szoggel.
Mivel ADD 2 = 90°, ezért AD 1 CC,.

Feladat. A 33.5. abran az ABCDA B,C D, kocka lathat6. Ha-
tarozzuk meg az A D és a D,C egyenesek kozotti szoget!

Megoldds. Kosstk 0ssze az A, és a B pontokat. Mivel A D, || BC,
ezért az A, D, C és B pontok egy sikra illeszkednek. Ez a sik az
A B és D C parhuzamos egyenesekben metszi az AA B és DD, C par-
huzamos sikokat. Tehat az A D és a D C egyenesek kozotti szog egyen-
16 a DA B szoggel.

Osszekotjik a B és D pontokat. Az A D, A B és BD szakaszok
egyenl6k lesznek, mint az egyenld négyzetek atloi. Tehat az A BD
haromszog egyenld oldald. Ezért a DA BZ = 60°.

Felelet: 60°. «

A, C, B, c B, C,
1 ]
» ! A
AfF——1D, N
: \‘ 1
A C /:.--__--- C “i _____ - C
ZB Y
B A D A D
33.3. abra 33.4. abra 33.5. abra
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33. Az egyenesek kdzotti szdg a térben 179

. Mit neveziink két egymast metsz6 egyenes kdzotti szognek?
. Mivel egyenl8 két parhuzamos egyenes kdzotti sz6g?

. Mit nevezink két kitér6 egyenes hajlassz6gének?

. Mikor lesz merdleges egymasra a tér két egyenese?

. Mikor lesz merdleges egymasra a tér két szakasza?

‘e

B WON-=

GYAKORLATOK I

33.1.° Hany az adott egyenesre meréGleges egyenest lehet hizni egy
ponton keresztil, amely: 1) az adott egyenesre illeszkedik; 2) amely
nem illeszkedik az adott egyenesre?

33.2.° Adott az ABCDA B C D, kocka (33.6. abra). Hatarozd meg a
kovetkezd egyenesek kozotti szoget: 1) CD és BC; 2) AA, és C D ;
3) AA és D.C; 4) AC és B,D; 5) A,C, és AC!

33.3.° Adott az ABCDA B ,C D, kocka (33.6. dbra). Hatarozd meg a
kévetkezd egyenesek kozotti szoget: 1) AB és BB ; 2) AB és B D ;
3) AD és BC; 4 B D, és CC!

B E
1I D Cl M
Al i 1 & /\
: c D A
YA I / /
e A D
A D C B
33.6. abra 33.7. abra 33.8. abra

33.4.° Az M pont nem illeszkedik az ABCD téglalap sikjahoz, a CMD
haromszog viszont egyenld oldala (33.7. abra). Hatarozd meg az AB
és MC egyenesek kozotti szoget!

33.5.° Az M pont nem illeszkedik az ABCD téglalap sikjahoz, az
MBAZ = 40°, MBCZ = 90°. Hatarozd meg a kovetkezd egyenesek
kozotti szoget: 1) MB és AD; 2) MB és CD!

33.6." Az ABCD trapéz, melynek alapjai AD és BC, és az MEF ha-
romszog nem illeszkednek egy sikra. Az E pont az AB szakasz fele-
z6pontja, az F pont pedig a CD szakaszé, ME = FE, MEF/ = 110°.
Hatarozd meg a kovetkezl egyenesek kozotti szoget: 1) AD és EF;
2) AD és ME; 3) BC és MF"

33.7." Az ABCD paralelogramma és az AED haromszdg nem illeszked-
nek egy sikra (33.8. abra). Hatarozd meg a BC és AE egyenesek
kozotti szoget, ha AEDZ = 70°, ADEZ = 30°!
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180 5. §. Merdlegesség a térben

33.8." Adott, hogy AB L. AC, AB L AD, AC 1. AD (33.9. 4bra). Hatarozd
meg a CD szakasz hosszat, ha BC=17 cm, AB=15 cm,

BD =329 cm!
o D D
. p M
yn p A c A
, M E F
B B

33.9. abra 33.10. abra 33.11. abra

33.9." Adott, hogy AB L AC, AB 1L AD, AC 1. AD (33.9. 4bra). Hatarozd
meg a BC szakasz hosszat, ha CD = 243 cm, BD =12 cm,
ABD./ = 60°!

33.10.” Az ABCD tetraéder minden éle a, az M és K pontok az AB

és CD éleinek megfeleld felez6pontjai (33.10. abra). Hatarozd meg
az MK szakasz hosszat!

33.11." Az E, F, M és K pontok az ABCD tetraéder AB, BC, AD és
BD éleinek a megfelel§ felezépontjai (33.11. abra). Hatarozd meg az
EF és MK egyenesek kozotti szoget, ha a BACZ = a!

33.12." Az ABCDA B C D, kocka ABCD lapjanak 4tléi az O pontban
metszik egymast. Hatarozd meg az OB, és az A C, egyenesek ko-
zOtt1 szoget!

33.13." Az ABCDA B,C D, téglatest alapja egy olyan négyzet, mely-
nek oldala a. Hatarozd meg az AD, és a B C egyenesek kozotti
szdget, ha a téglatest oldalélének hossza a /3!

ISMETLO GYAKORLATOK I

33.14. Az ABCD paralelogramma AC és BD atléi megfelelGen 24 cm
és 10 cm, AD = 13 cm. Hatarozd meg a paralelogramma kertletét!

34. Az egyenes és a sik merdlegessége

A mindennapi életben azt mondjuk: a zaszlérad merdleges a fold
felszinére (34.1. abra), az arboc merGleges a fedélzet felszinére
(34.2. abra), a csavart a deszka feliiletére merdlegesen kell becsavar-
ni (34.3. abra) stb.
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34. Az egyenes és a sik merélegessége 181

34.1. abra 34.2. abra 34.3. abra

A fenti példaknak segitségével elképzelést nyerhetiink a sikra me-
réleges egyenesrdl.

Definicié. Az egyenest a sikra merdlegesnek
mondjuk, ha az egyenes merdleges a sik minden egyenesére
(34.4. abra).

Az a egyenes és az a sik merdlegességét igy irjuk fel: a L o. Azt
is szokas mondani, hogy az o sik mer6leges az a egyenesre, vagy az
a egyenes és az o sik merGlegesek egymasra.

A meghatarozasbdl kovetkezik, hogyha az a egyenes merdleges az
o sikra, akkor az egyenes metszi a sikot.

A szakaszt a sikra merdlegesnek nevezziik, ha a szakasz illesz-
kedik az egyenesre, amely merGleges az adott sikra.

Példaul nyilvanvald, hogy az ABCDA,B,C D, téglatest AA, éle me-
rGleges az ABC sikra (34.5. dbra). Ezt az allitast egyszerd bizonyita-
ni a kovetkezd tétel alapjan.

a B, C,
Al i Dl
/52‘—/ '
11 '4' ------ iy’ C
6 — g
| A D
34.4. abra 34.5. abra

34.1. tétel (az egyenes és a sik merb6legességé-
nek ismertetdjele). Ha az egyenes merdleges a sik két
egymast metszé egyenesére, akkor merdéleges az adott sikra is.
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182 5. §. Mer6legesség a térben

A 34.5. abran az AA egyenes mer(leges az
ABC sik AB és AD egyeneseire, amelyek metszik
egymast. Ezért az egyenes és a sik merGlegességé-
nek ismertetdjele alapjan AA, 1 ABC, vagyis az
AA, él meréleges az ABC sikra.

A 34.1. tételt gyakran alkalmazzak a gyakor-
latban is. Példaul a karacsonyfatarté kereszt ala-
k. Ha a karacsonyfat ugy allitjuk be, hogy a tor-
zse merGleges a kereszt d4gaira, akkor a
karacsonyfa merdleges lesz a padlé sikjara is
(34.6. abra).

A kovetkezl tételt is alkalmazhatjuk az egye-

34.6. abra nes és a sik merdlegességének masik ismertetdje-

leként.

34.2. tétel. Ha két parhuzamos egyenes kéziil az egyik me-
réleges egy sikra, akkor a mdsik is meréleges a sikra (34.7. dbra).

Példaul a 34.5. abran az AA, egyenes merdleges az ABC sikra, a
CC, egyenes parhuzamos az AA, egyenessel. Tehat a 34.2. tétel alap-
jan a CC, egyenes szintén merdleges lesz az ABC sikra.

a b a b
/ : / / : /
| |
Ha a | b és a 1L o, akkor Ha a L o és b 1 o, akkor
bla alb
34.7. abra 34.8. abra

Megfogalmazzuk két egyenes parhuzamossaganak ismertetGjelét.
34.3. tétel. Ha két egyenes egy és ugyanarra a sikra me-

réleges, akkor ezek az egyenesek parhuzamosak (34.8. abra).
Igaz a kovetkezd tétel is.

34.4. tétel. Adott sikra egy ponton keresztiil egy és csakis
egy merdleges egyenes bocsathato.

Feladat. Az o sik merdleges az ABC haromszog AC befogéjara,
az AC befogét az E pontban, az AB atfogét pedig az F pontban metszi
(34.9. abra). Hatarozzuk meg az EF szakasz hosszat,ha AE : EC =3 : 4,
BC =21 cm!
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34. Az egyenes és a sik merélegessége 183

Megoldds. Mivel az AC egyenes B C
meréleges az o sikra, ezért az AC egye-
nes merdleges ennek a siknak barmely
egyenesére, tehat az EF egyenesre is.

Az EF és a BC egyenesek egy sikra — z
illeszkednek, és merdlegesek az AC o F 50

egyenesre, ezért az EF || BC. Ebbé] ko- \]A
vetkezik, hogy az AEF és ACB harom-
szogek hasonléak. Tehat fel lehet irni, 34.9. abra

hogy: EF:CB=AE:AC. Innen az
EF:21=3:7 EF=9 cm.
Felelet: 9 cm. <

'r) -
¢ 1. Milyen egyenest neveziink a sikra merdlegesnek?
2. Milyen szakaszt nevezink a sikra mer6legesnek?
3. Fogalmazd meg az egyenes és a sik merélegességének ismertetéjelét?
4. Fogalmazd meg a két parhuzamos egyenesrél szol6 tételt, melyek kozdil

az egyik meréleges a sikra!
5. Fogalmazd meg a két egyenesrdl szol6 tételt, melyek merdlegesek ugyan-
arra a sikra!

e\
‘W;YAKORLATOK [

34.1.° Az a egyenes merdleges az o sikra. Létezik-e az o sikban olyan
egyenes, amely nem lesz merdleges az a egyenesre?

34.2.° Az m egyenes merGleges az o sikra illeszkedd a és b egyene-
sekre. Kovetkezik-e ebbdl, hogy az m egyenes merGleges az o sikra?

34.3.° Igaz-e az allitds, hogyha az egyenes nem merGleges a sikra,
akkor nem meréleges egyetlen egyenesre sem,

amely a sikra illeszkedik? B c
1 1

34.4.° Adott az ABCDA,B,C D, kocka (34.10. abra). A v D,

Nevezd meg azokat a lapjait a kockanak, melyek- o

re a kovetkezd egyenes merdleges lesz: 1) AA; BE.

2) AD! ¢
34.5.° Adott az ABCDA B,C,D, kocka (34.10. dbra). b

Nevezd meg azokat az éleit a kockanak, melyek 34.10. abra

merGlegesek a kovetkezd lapjara: 1) AA B B;
2) ABCD|!
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184 5. §. Mer6legesség a térben

34.6.° Igaz-e az allitas, hogy az egyenes meréleges a sikra, ha me-
réleges:
1) az erre a sikra illeszkedd haromszog oldalaira és oldalfelezdire;
2) az erre a sikra illeszked6 haromszog oldalaira és kézépvonalaira;
3) az erre a sikra illeszkedd trapéz két oldalara;
4) az erre a sikra illeszkedd korvonal két atmérGjére?

34.7.° Az ABC szabalyos haromszog O koézéppontjabdl annak sikjara
DO merdélegest allitottak (34.11. abra). Hatarozd meg a DO szakasz
hosszat, ha AB=6 cm, DA = 4 cm!

D B, C,
M, ()
A f——
A C C '
]
Br---}-.
A D ,:f \,‘—v\"’ ¢
B A D
34.11. abra 34.12. abra 34.13. abra

34.8.° Az ABCD négyzet O kozéppontjabdl a négyzet sikjara MO me-
rélegest bocsatottak (34.12. abra). Hatarozd meg az M pont és a
D cstics kozotti tavolsagot, ha AD=4+2 cm, MO = 2 cm!

34.9." Az O pont az ABCDA B,C D, kocka ABCD lapjanak a kozép-
pontja, a kocka éle pedig a (34.13. abra). Hatarozd meg:
1) az O pont és a B, csucs kozotti tavolsdgot;
2) a B|O és a DD, egyenesek kozotti szog tangensét!

34.10." Az ABCDA B ,C D, téglatest B,D étléja 17 cm, az AA BB

lapnak az AB, atloja pedig 15 cm (34.14. abra). Hatarozd meg a
téglatest AD élének hosszat!

B, c,
m F
Al ,I :\‘ E
Il ) Dl B A B
1\ C
/57
' B" Y D, C A A D
P ' (6}
A D
34.14. abra 34.15. abra 34.16. abra
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35. A meréleges és a ferde 185

34.11." Az ABCD rombusz B csticsan at BE mer6legest allitottak a
rombusz sikjara (34.15. abra). Bizonyitsd be, hogy az AC egyenes
meréGleges a BEO sikra!

34.12." Az ABC derékszogli haromszoég (ACBZ =90°) A cslcsa-
ban az ABC haromszog sikjara AF merGleges egyenest allitottak
(34.16. abra). Bizonyitsd be, hogy a BC egyenes merdleges az AFC
sikra!

34.13." Az AB szakasz nem metszi az o sikot. Az A és B pontokbdl
meréGleges egyeneseket bocsatottak az o sikra, melyek azt megfe-
leléen a C és D pontokban metszik. Hatarozd meg a CD szakasz
hosszat, ha AC = 34 ¢cm, BD =18 ¢cm, AB =20 cm!

34.14." Az AB szakasz nem metszi az o sikot. Az A és B pontokbdl
meréGleges egyeneseket bocsatottak az o sikra, melyek azt megfele-
16en az A, és B, pontokban metszik. Hatdrozd meg az AB szakasz
hosszat, ha AA, =2 cm, BB, =12 cm, AB, = 10 cm!

ISMETLO GYAKORLAT [

34.15. Egy pontbdl az egyenesre két ferdét huztak, melyeknek a veti-
letei 5 cm és 9 cm. Hatarozd meg az adott pont és az adott egyenes
kozotti tavolsagot, ha az egyik ferde 2 cm-rel nagyobb a masiknal!

35. A merdleges és a ferde

Legyen az F, alakzat, az F alakzat az [ egyenes iranyt parhuzamos
vetiilete az o sikra. Ha [ L o, akkor az F| alakzat az F alakzat or-
togonalis vetiilete lesz az o sikra.
Példaul az ABCDA B C/D, téglatest
ABCD alapja az A B,C D, alapnak az AA,
irdnyu ortogondlis vetiilete lesz az ABC sik- B, C
ra (35.1. abra). g !
A késGbbiekben, ha az alakzat vetiileté- A :
r6l beszélink, és nem adnak meg mast, ak- '
kor az ortogonilis vetiiletrél lesz szé. Byeo--- L. JC
Legyen adott az o sik és az A pont, mely Aﬂ’ 7
nem illeszkedik erre a sikra. Az A ponton
keresztil egy a egyenest fektetink, amely 35.1. 4abra
merdleges az o sikra. Legyen aNo =B

D,
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186 5. §. Merdlegesség a térben

(35.2. abra). Az AB szakaszt az A pontbdl az o sikra bocsatott me-
rolegesnek nevezziik, a B pontot pedig a meréleges talppontjanak.
A merdéleges B talppontja az A pont vetiilete lesz az a sikra.

LT @

35.2. abra 35.3. abra

Jeloljink az o sikon egy B-t6l kulonbo6z6 tetszdleges C pontot.
Meghtuizzuk az AC szakaszt (35.2. abra). Az AC szakaszt az A pontbdl
az o sikra bocsatott ferdének nevezzik. A C pont a ferde talppont-
ja lesz. A BC szakasz az AC ferde vetiilete lesz.

35.1. tétel. Ha egy pontbol a sikra egy merdlegest és egy
ferdét bocsdtunk, akkor a ferde hossza nagyobb lesz, mint a
merdélegesé.

O—w 1. feladat. Bizonyitsuk be, hogy annak a pontnak a ve-
tulete, amely nem illeszkedik a sokszog sikjara és egyenld tavolsagra
van a csucsaitdl, a sokszog koré irt kérvonal kozéppontja lesz!

Megolddas. A bizonyitast a haromszog esetére végezzik el. A bi-
zonyitas a tobbi sokszogre is hasonldéan torténik.

Legyen az M pont, amely nem illeszkedik az ABC haromszog sik-
jadhoz, és MA = MB = MC. Az M pontbdl MO merdlegest bocsatunk az
ABC sikra (35.3. abra). Bebizonyitjuk, hogy az O pont az ABC ha-
romszog koré irt kérvonal kézéppontja.

Mivel MO 1 ABC, ezért az MOAZ = MOBZ = MOCZ =90°. Az
MOA, MOB, MOC derékszogl haromszogeknek az MO befogdja kozos,
az atfogoéi egyenldk, tehat ezek a haromszigek egybevagok az atfogo-
juk és a befogdjuk alapjan. A haromszogek egybevagbsagabdl kovet-
kezik, hogy az OA = OB = OC, vagyis az O pont lesz az ABC harom-
szog koré irt korvonal sugara. <«

Megjegyezziik, hogy amikor meg kell hatarozni két mértani alak-
zat kozotti tavolsagot, akkor a két legkdzelebbi pontjuk kozotti tavol-
sagot hatarozzuk meg. Példaul a sikmértanbdél mar ismert, hogy az

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



35. A meréleges és a ferde 187

egyeneshez nem illeszkedd pont és az egyenes tavolsaga egyenlG az
adott ponttdl az egyenes legkozelebbi pontjahoz mért tavolsaggal,
vagyis a pontbdl az egyenesre bocsatott merdleges szakasz hosszaval.

A 35.1. tételbdl kovetkezik, hogy érdemes elfogadni a kovetkezd
meghatarozast.

Definicio. Ha az adott pont nem illeszkedik a sikra, akkor
a sik és a pont ko6zo6tti tavolsagon az adott pontbol a sik-
ra bocsatott merdleges szakasz hosszat értjik.
Ha a pont illeszkedik a sikra, akkor a pont és a sik ko-
zotti tavolsagot nullanak tekintjik.

O—w 2. feladat. Bizonyitsuk be, hogyha az egyenes parhuza-
mos a sikkal, akkor az egyenes minden pontja egyenld tavolsagra lesz
a siktol!

Megolddas. Legyenek az A és B pontok a A B
az a egyenes két tetszéleges pontja. Az A, és /T/T/

B, pontok az A és B pontokbdl az o sikra / AIL/lB/

bocsatott merdlegesek talppontjai (35.4. abra).
Bebizonyitjuk, hogy az AA, = BB,. )

A 34.3. tétel alapjan az AA || BB,. Tehét 35.4. abra
az A, A,, B, B pontok egy sikra illeszkednek.
Az ABB, sik az o sikkal parhuzamos a egyenesre illeszkedik, és az
o sikot az A B, egyenesben metszi. Ekkor a 30.2. tétel alapjan:
AB | AB,. Ezért az AA B B négyszog mindkét szemkozti oldalparja
parhuzamos egymassal. Ebbdl kévetkezik, hogy AA = BB,.

Mivel az A és B pontok az a egyenes tetszGleges pontjai, ezért a
feladat allitasat bebizonyitottuk. <

A fentebb bizonyitott tulajdonsag alapjan elfogadhatjuk a kovetke-
z6 meghatarozast.

Definicié. Az egyenes tavolsaga a vele parhu-
zamos siktol egyenlo lesz az egyenes tetsz6leges pontjanak
tavolsagaval a siktol.

A 2. kulcsos feladat eredményére tamaszkodva konnyen megold-
hatjuk az alabbi feladatot.

O—w 3. feladat. Bizonyitsd be, hogyha két sik parhuzamos,
akkor az egyik sik minden pontja ugyanolyan tavolsagra lesz a masik
siktdl.

Definiciéo. Két parhuzamos sik kozotti tavol-
sagnak nevezziik az egyik sik barmely pontjanak a masik
siktol valo tavolsagat.
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188 5. §. Merdlegesség a térben

A 2. és 3. kulcsos feladat eredményeit gyakran alkalmazzak a
gyakorlati feladatok megolddsa soran, példaul az épitkezéseknél
(35.5. abra).

A

/|
AT

35.5. dbra 35.6. abra

35.2. tétel (harom merdleges tétele). Ha az egye-
nes, amely egy sikra illeszkedik, merdleges a ferde vetiiletére,
akkor meréleges magara a ferdére is. Es forditva, ha a sikban
fekvé egyenes merdleges a sikhoz hiuzott ferdére, akkor meré-
leges a ferde vetiiletére is.

Bizonyitds. Bebizonyitjuk a tétel els6 részét.

Legyen az a az o sikra illeszked§ egyenes, amely merdleges az AC
ferde BC vetliletére (35.6 abra). Bebizonyitjuk, hogy a 1L AC.

Adott: AB 1 o, a c o, tehat AB 1 a. Azt kaptuk, hogy az a egye-
nes meréGleges az ABC sikot alkot6 egymasra mer6leges AB és BC
egyenesekre; tehat a 1L ABC. Mivel AC < ABC, akkor a L AC.

A masodik rész bizonyitasa hasonlé az els6 rész bizonyitasahoz. <

O—w 4. feladat. Az M pont nem illeszkedik a dombort sokszog
sikjara és egyenl§ tavolsagra van az oldalegyeneseit6l. Az M pont
vetiilete a sokszog sikjara az O pont lesz, amely a sokszogre illeszke-
dik. Bizonyitsuk be, hogy az O pont a beirt kérvonal kézéppontja!

Megoldds. Bebizonyitjuk a haromszog esetére a feladatot. Mas
sokszog esetén a bizonyitas hasonlé lesz.
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35. A meréleges és a ferde 189

Az O pontbdl merdlegeseket bocsatunk az AB, BC és CA egyene-
sekre, amelyek megfeleléen az ON, OK és OE szakaszok lesznek

(35.7. abra). Az M pontot 6sszekotjik az E, K és N pontokkal.
Az ON szakasz az MN ferde vetiilete M
lesz az ABC sikra. A szerkesztés szerint

ON 1 AB. Ekkor a harom merGleges té-

tele alapjan az MN 1 AB. E

Hasonléan be lehet bizonyitani, hogy 4 7 c
MK | BC és ME 1 CA. Tehat az MN, ]

MK és ME szakaszok hosszai az M pont N "M K
megfelel6 tavolsagai lesznek az AB, BC B

és CA egyenesektGl. A feltétel alapjan

MN = MK = ME. 35.7. abra

Az MON, MOK, MOE derékszogd ha-
romszogekben az MO befogd kozos és az atfogdk egyenlk, tehat ezek
a haromszogek egybevagok a befogéjuk és az atfogdjuk alapjan. A
haromszogek egybevagdsagabdl kovetkezik, hogy ON = OK = OE.

Az ON, OK és OFE szakaszok hosszai megegyeznek az O pont és
az ABC haromszog oldalegyenesei kozotti tavolsaggal. Bebizonyitot-
tuk, hogy ezek a tavolsagok egyenl6k. Mivel az O pont az ABC ha-
romszogre illeszkedik, ezért az O pont az ABC haromszogbe irt kor-
vonal kozéppontja lesz. <

'I) - T
® 1. Milyen esetben mondjuk azt, hogy az F, alakzat az F alakzat ortogona-
lis vetllete?

2. Milyen szakaszt nevezink: 1) a pontbdl a sikra bocsatott merélegesnek;
a pontbodl a sikra bocsatott ferdének?

3. Fogalmazd meg a pontbdl a sikra bocsatott ferdérdl, illetve merélegesrol
sz0l6 tételt!

4. Mit neveziink a pont és a sik kozotti tavolsagnak? Az egyenes és a vele
parhuzamos sik kozétti tavolsagnak? Két parhuzamos sik kozétti tavol-
sagnak?

5. Fogalmazd meg a harom merdleges tételét!

B, C
GYAKORLATOK s vz
A
35.1.° A 35.8. dbran az ABCDA B,C D, kocka lat- B:
hat6. Nevezd meg a C,D szakasz vetiiletét a ',’ ---y;/C
kovetkezd sikra: A D
1) ABC; 3) AA B!
2) BB,C; 35.8. abra
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190 5. §. Merdlegesség a térben

35.2.° A 35.9. dbran az ABCDA B C D, téglatest lathato. Nevezd meg

a DB, szakasz vetliletét a kovetkezd sikra:

1) ABC,; 2) CDD,; 3) AAD)!

35.9. abra 35.10. abra

35.3.° A pontbdl a sikra egy 12 cm-es merdlegest és egy 13 cm-es
ferdét bocsatottak. Hatarozd meg ennek a ferdének a vetiiletét az
adott sikra!

35.4.° Az A pontbél az o sikra egy merélegest és egy /7 cm-es ferdét
htztak. Az adott ferde vetiilete v/3 cm. Hatdrozd meg az A pont és
az o sik kozotti tavolsagot!

35.5.° Az A pontbdl az o sikra egy AC merGlegest, valamint az AB
és AD ferdéket huztak (35.10. abra). Hatdrozd meg az AD ferde
vetliletét az o sikra, ha ABCZ = 45°, AB=8 cm, AD =9 cm!

35.6.° Az M pontbdl az o sikra egy MH merGlegest, valamint az MA
és MB ferdéket htuztak (35.11. 4dbra). Hatdrozd meg az MA ferdét,
ha BH =6+/6 cm, MB = 18 cm, MAH/ = 60°!

O—w 35.7." Bizonyitsd be, hogy az egy adott pontbdl a sikra bocsatott
egyenl§ hosszusagu ferdéknek egyenl6k a vetiiletei is!

O—w 35.8.° Bizonyitsd be, hogy amikor az egy pontbdl a sikra bocsa-
tott két ferde vetiilete egyenld, akkor a ferdék is egyenlGk!

35.9." Az o és a B sikokra megfelelden illeszkedd a és b parhuzamos
egyenesek kozotti tavolsag 7 cm. Igaz-e az az 4llitas, hogy az o és
a B sikok kozotti tavolsag is 7 cm?

35.10." Az M pontbdl az o sikra MA, MB, MC és MD egyenld hosszu-
sagu ferdéket huztak. Lehetnek-e az A, B, C és D pontok:

1) egy téglalapnak; 3) egy derékszogd trapéznak;
2) egy rombusznak; 4) egy egyenld szara trapéznak a csucsai?

35.11." A 35.12. dbran az ABCD négyzet lathat6, ahol az NC egye-
nes merdleges a négyzet sikjara. Bizonyitsd be, hogy a BD és NO
egyenesek merGlegesek egymasra!
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35. A meréleges és a ferde 191

M N F

Ao 25 <7
Ah{“g / A D A D
35.11. abra 35.12. abra 35.13. abra

35.12." A 35.13. 4bran az ABCD rombusz lathaté. Az FC egyenes
meréGleges a rombusz sikjara. Bizonyitsd be, hogy az AF és BD
egyenesek merdlegesek egymaésra!

35.13." A 35.14. 4bran az ABC egyenl§ oldali hiromszog lathaté, ahol
a D pont a BC oldal felez6pontja. Az AM egyenes merGleges az ABC
sikra. Bizonyitsd be, hogy az MD 1 BC!

M A
A
C
D B
B a

35.14. abra 35.15. abra

35.14." Az AO egyenes meréleges az O kozéppontt kérlap sikjara
(35.15. abra). Az a egyenes a korlap sikjara illeszkedik, és az adott
kort a B pontban metszi. Bizonyitsd be, hogy AB L a!

O—w 35.15." Bizonyitsd be, hogyha a pont illeszkedik egy egyeneshez,
amely meréleges a sokszog sikjara és illeszkedik a sokszog koré irt
korvonal kozéppontjara, akkor ez a pont egyenld tavosagra lesz a
sokszog csucsaitol!

35.16." Az A pontbdl az o sikra AB =25 cm és AC = 17 cm ferdéket
huztak. Hatarozd meg az A pont tavolsagat az o siktdl, ha a sikra
val6 vetiileteik Ggy aranylanak egymashoz, mint 5 : 2!

35.17." A D pontbél az o sikra DA és DB ferdéket huztak, melyek
Osszege 28 cm lesz. Hatdrozd meg ezeknek a ferdéknek a hosszat,
ha az o sikra valé vetiileteik megfeleléen 9 cm és 5 cm!

35.18." Az M pont 6 cm-re van az ABC szabalyos hdromszég minden
csucsatol, melynek oldala 9 cm. Hatarozd meg az M pont tavolsagat
az ABC haromszog sikjatol!
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192 5. §. Merdlegesség a térben

35.19." Az ABC derékszog(i haromszdg (ACBZ = 90°) befogdi 6 cm és
18 cm. A D pont a haromszég minden cstucsatél 13 cm-re van. Ha-
tarozd meg a D pont és az ABC sik kozotti tavolsagot!

35.20." A BD szakasz mer§leges az AC alapi ABC egyenl§ szaru
haromszog sikjara (35.16. abra). Szerkessz merdlegest a D pontbdl
az AC egyenesre!

35.21." A BD szakasz mer6leges az ABC derékszogli haromszog sik-
jara, melynek C a derékszoge (35.17. dbra). Szerkessz merdlegest a
D pontbdl az AC egyenesre!

D D E
A B B B c
C A C A D
35.16. abra 35.17. abra 35.18. abra

35.22." A BE szakasz mer6leges az ABCD rombusz sikjara (35.18. 4bra).
Szerkessz merGlegest az E pontbdl az AC egyenesre!

35.23." Az M pont egyenld tavolsdgra van az ABC egyenld oldali
haromszog oldalaira illeszkedd egyenesektél. Az M pont vetlilete
az ABC haromszog sikjara az O pont lesz, amely a haromszogre
illeszkedik. Hatarozd meg az M pont tavolsagat az AB oldaltél, ha
az adott pont tavolsiga az ABC siktél 32 cm és az AB =18 cm
lesz!

35.24." A rombusz oldala 10 cm, az egyik atléja 16 cm. Az M pont
5,2 cm-re lesz a rombusz oldalegyeneseit6l. Hatarozd meg az M pont
tavolsagat a rombusz sikjatol!

35.25.” Az M pontbél az o sikhoz MN és MK ferdéket hiztunk, me-
lyek a sikbeli vetiileteikkel 60°-o0s szogeket alkotnak. Hatarozd meg
az adott ferdék talppontjai kozotti tavolsagot, ha a ferdék kozotti
szog 90°, az M pont és az o sik kozotti tavolsag pedig V3 cm!

35.26.” Az A pontbél az a sikhoz AB és AC ferdéket hiztunk, melyek
a sikbeli vetiileteikkel 30°-0s szogeket alkotnak. Hatdrozd meg az
adott ferdék hosszait, valamint az A pont és az o sik tavolsagat,
ha a ferdék vetiiletei kozotti szog 90°, a ferdék talppontjai kozotti
tavolsag pedig 6 cm!
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35. A meréleges és a ferde 193

35.27." A DA szakasz mer§leges az ABC haromszdg sikjara, ahol
AB =10 cm, AC = 17 cm, BC = 21 cm. Hatarozd meg a D pont és a
BC egyenes tavolsagat, ha a D pont tavolsaga az ABC siktdl 15 cm!

35.28." Az AB szakasz az O kézéppontt kérvonal atméréje, a BC pedig
a kor hurja, ahol AB =12 cm, ABCZ = 30°. Az AE szakasz merd-
leges a korvonal sikjara. Hatarozd meg az E pont és a korvonal
sikja kozotti tavolsagot, ha az E pont a BC egyenestd6l 10 cm-re van!

35.29.” Az MA szakasz mer8leges az ABCD rombusz sikjara. Hata-
rozd meg az M pont és a CD egyenes kozotti tavolsagot, ha
BADZ = 30°, AD = 10 cm, MA =5+/3 cm!

35.30.” A DA szakasz merSleges az ABC haromszog sikjara,
ABCZ =120°, AB = 14 cm. Hatarozd meg a D pont tavolsagat az

ABC siktél, ha ez a pont a BC egyenest6l 2+/43 cm-re van!

35.31." Az M pont nem illeszkedik az ABC (ACBZ = 90°) haromszdg
sikjara és 25 cm-re van mindegyik oldalegyenesét6l. Az M pont
vetilete az ABC sikra az O pont, amely az adott haromszogben
fekszik. Az ABC haromszogbe irt kérvonal érintési pontja az AB at-

fogét 3 cm és 10 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozd meg az M pont
tavolsagat az ABC siktdl!

O—w 35.32.” Az M pont nem illeszkedik a sokszog sikjara, az adott
sikra valé vetiilete pedig a sokszogbe irt korvonal koézéppontja.
Bizonyitsd be, hogy az M pont egyenld tavolsagra lesz a sokszog
oldalaitdl!

35.33." Az egyenld szaru trapéz alapjai 16 cm és 36 cm. Ebbe a tra-
pézba irt korvonal kézéppontja az O pont, amelybdl a trapéz sikjara
MO merdlegest allitottak. Az M pont a trapéz sikjatél 16 cm tavol-
sagra van. Hatarozd meg az M pont tavolsagat a trapéz oldalaitodl!

35.34."Az O pont az ABCD trapézba irt korvonal kézéppontja,
BC||AD, AB 1 AD, CD =12 cm, ADCZ = 45°. Az MO szakasz
meréleges a trapéz sikjara. Az M pont a trapéz sikjatél 62 cm
tavolsagra van. Hatarozd meg az M pont tavolsagait a trapéz olda-
laitol!

35.35." Adott az ABCDA B,C D, kocka. Bizonyitsd be, hogy
CD, 1 AB/C|!

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



194 5. §. Mer6legesség a térben

ISMETLO GYAKORLAT [

35.36. A kor koré irt szabalyos haromszog oldala 12 cm. Hatarozd
meg e kor koré irt négyzet oldalat!

36. Az egyenes és a sik hajlasszoge

Mar tudjatok, hogy a régmultban az utazdk a csillagok szerint
tajékozodtak. Ilyenkor azt a szoget hataroztak meg, amelyet a latoha-
tar sikja és az adott pontot az égitesttel 6sszekots félegyenes zar be.

A mai kor emberének a tevékenysége soran tudnia kell meghata-
rozni egy adott sik és egy objektum kozott fekvl szogek nagysagat
(36.1. abra).

36.1. abra

Ezek a példak azt mutatjak, hogy célszerd meghatarozni az egye-
nes és a sik hajlasszogét.

Definicio. Ha az egyenes parhuzamos a sikkal, vagy ra
illeszkedik, akkor az egyenes és a sik hajlasszoge 0°.

Ha az egyenes merdéleges a sikra, akkor ugy tekintjiik, hogy
az egyenes és a sik hajlasszoge 90°

Ha az egyenes metszi a sikot és nem meréleges ra, akkor
azegyenes és a sik hajlasszoge az a szog, amelyet az
egyenes a sikon 1év6 merdéleges vetiiletével bezar (36.2. abra).

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



36. Az egyenes és a sik hajlasszdge 195

B, C,

/ A LN D,
/ }D// :" E
g S T
(o3 ) C

A D
36.2. abra 36.3. abra

A meghatarozasbdl kovetkezik, hogyha a ¢ az egyenes és a sik
hajlasszoge, akkor 0° < ¢ < 90°,

Ugy 1s szoktak mondani, hogy az egyenes a sikkal ¢ szoget alkot.

A szakasz és a sik hajlasszogének a szakaszt tartalmazoé egye-
nes és a sik hajlasszogét tekintjik.

Vizsgaljuk meg példaul az ABCDA,B,C D, kockat (36.3. dbra). Az
AA B B lap AB, 4atl6ja az ABC sikkal 45°-o0s szoget zar be. Valéban
az AB egyenes az AB, egyenesnek a vetlilete lesz az ABC sikon. Ezért
az AB, egyenes és az ABC sik hajlasszoge egyenl6 a B AB szoggel.
Mivel az AA B B négyszog négyzet lesz, ezért a B/AB/ = 45°,

O—w Feladat. Bizonyitsuk be, hogy amikor egy pontbél a sikra
olyan ferdéket huzunk, melyek egyenlS szégeket zarnak be a sikkal,
akkor az adott pont vetiilete egyenlé tavolsagra lesz a ferdék talppont-
jaitol!

Megoldds. Legyen az MA és MB olyan ferdék, melyek egyenld
szogeket zarnak be az o sikkal, az OA és
OB pedig ezeknek a ferdéknek a vetlletel
(36.4. 4bra). Bebizonyitjuk, hogy OA = OB, M

Az OA egyenes az MA egyenesnek az o \
sikra valé vetilete. Mivel az MAO szog he- / A;]_A y
gyesszog, ezért egyenlS az OA és MA egye- o ):
nesek kozti szoggel. Tehat az MAO szog
egyenlé az MA ferde és az o sik hajlasszo- 36.4. abra
gével. Hasonléan bizonyithaté, hogy az
MBO sz6g egyenlé az MB ferde és az o sik
hajlasszogével. A feladat feltétele alapjan MAOZ = MBOZ.

Mivel az MO L a, ezért MOAZ = MOBZ = 90°. Azt kaptuk, hogy
az MOA és az MOB derékszogl haromszogek egybevagdk a befogdjuk

és a szemkozti hegyesszoguk alapjan. Ebbdl kovetkezik, hogy
OA =0B. «
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‘l) -

1. Mivel egyenld az egyenes és a sik hajlasszoge, ha az egyenes parhu-
zamos a sikkal? Ha az egyenes a sikra illeszkedik? Ha az egyenes me-
réleges a sikra?

2. Mit neveziink az egyenes és a sik hajlasszogének, ha az egyenes met-
szi a sikot és nem merdleges ra?

GYAKORLATOK I

36.1.°Adott az ABCDA B,C D, kocka, ahol az O pont az ABCD oldal-
lap kozéppontja (36.5. abra). Nevezd meg:
1) az AB egyenes és az A B,C, sik kozotti;
2) az AC, egyenes és az ABC sik kozotti;
3) az AC, egyenes és a CDD, sik kozotti;
4) az OA, egyenes és az ABC sik kozotti;
5) az AC egyenes és az ADD, sik kozotti szoget!

36.2.° Egy pontbdl a sikra egy merGlegest és egy ferdét hiztak, amely
az adott sikkal 50°-0s szoget alkot. Mivel lesz egyenld az adott ferde
és az adott pontbdl bocsatott merdleges kozotti szog?

36.3.° Az M pontbél az o sikra egy MA merGlegest és egy MB ferdét
allitottak, amely az o sikkal ¢ szoget alkot. Hatdrozd meg: 1) az
MB ferde vetlletét az o sikra, ha az M pont és a sik kozotti tavol-
sag d-vel egyenld; 2) az MB ferdét, ha az o sikra vald vetiilete a!

36.4.° Az A pontbdl az o sikra egy ferdét allitottak. Mivel egyenld
a ferde és az o sik hajlasszége, ha az A pont és az o sik kozotti
tavolsdg: 1) egyenld a ferde vetiiletével az o sikra; 2) kétszer rovi-
debb, mint maga a ferde?

36.5.°Hany olyan ferde huzhatdé a sikra nem illeszked6 A pontbdl,
amely az o sikkal 40°-os szoget alkot?

36.6.° Az MA egyenes merGleges az ABC sikra (36.6. éabra),
AB=AM=6 cm, AC = 243 cm. Hatarozd meg azt a szoget, ame-
lyet az ABC sik: 1) az MB; 2) az MC egyenessel alkot!

36.7.° Az O pont az ABC szabalyos haromszog kozéppontja (36.7. abra),
melynek oldala 6 cm. Az MA egyenes merdleges az ABC sikra.

Hatarozd meg az MO egyenes és az ABC sik kozotti szoget, ha
MA =2 cm!
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’ M
A

A c - "
"%

B B

36.6. abra 36.7. abra

O—w 36.8." Bizonyitsd be, hogy a sikhoz ugyanabbél a pontbél hiizott
egyenld hosszusagu ferdék az adott sikkal azonos szoget alkotnak!

O—w 36.9.° Bizonyitsd be, hogyha a sikhoz ugyanabbél a pontbél hi-
zott ferdék ugyanolyan szog alatt hajlanak a sikhoz, akkor a ferdék
hosszai is egyenlGk lesznek!

36.10." Az M pontbdl az o sikra MB mer6legest, valamint MA és MC
ferdéket bocsatottak. Hatarozd meg az MC egyenes és az o sik
kozotti szoget, ha MA = 52 cm, MC =10 cm, az MA és az o sik
kozotti szog pedig 45°!

36.11." Az A pontbél az o sikra AH mer6legest, valamint AB és AC
ferdéket bocsatottak, melyek az o sikkal 45° és 60°-0s szogeket
alkotnak. Hatdrozd meg az AB szakasz hosszat, ha AC =4+/3 cm!

36.12." A D pontbél az o sikra DA és DB ferdéket huztak, amelyek az
adott sikkal 30°-0s szoget zarnak be. Az adott ferdék o sikra vald
vetiiletel kozotti szog 120°-os. Hatarozd meg a ferdék talppontjai
kozotti tavolsagot, ha DA = 2 cm!

36.13." A B pontbdl az o sikra BA és BC ferdéket hiuiztak, amelyek az
adott sikkal 45°-0s szoget zarnak be. A ferdék talppontjai kozotti

tavolsag 16 cm. Hatarozd meg a B pont tavolsagat az o siktdl, ha
a ferdék kozotti szog 60°-os!

36.14." Az A pont az o siktél 3+/3 cm tévolsigra van. Az AB és AC

ferdék a sikkal megfelelGen 60° és 45°-0s szogeket alkotnak, a fer-
dék kozotti szog pedig 90°-os. Hatarozd meg a ferdék talppontjai
kozotti tavolsagot!

36.15." Az M pontbdl az o sikra MA és MB ferdéket htiztak. Az MA
ferde az o sikkal 45°o0s szoget alkot, az MB ferde pedig 30°-0s
szoget. Hatarozd meg a ferdék talppontjai kozotti tavolsagot, ha
MA =6 cm, a ferdék kozotti szog pedig 45°-os!

36.16." Az M pont az ABCD négyzet minden csticsatél 12 cm tavol-
sagra van, az MA egyenes a négyzet sikjaval 60°-os szoget alkot.
Hatarozd meg az M pont és a négyzet oldala kozotti tavolsagot!
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198 5. §. Merdlegesség a térben

36.17.” Az M pont az ABCD négyzet minden oldalatél egyenld tavol-
sdgra van. A négyzet oldala 96 cm, és 9 cm tavolsagra van a

négyzet sikjatol. Hatarozd meg az MA egyenes és a négyzet sikja
kozotti szoget!

ISMETLO GYAKORLAT EE

36.18. A haromszog oldalai 2 cm, 27 cm és 43 cm. Hatarozd meg
a haromszog kozéps6 oldalaval szemkozti szogét!

37. Lapszogek. A sikok hajlasszoge

A 37.1. dbran egy olyan alakzat lathaté, amely két félsikbdl all,
melyeknek kozos a hataruk. Ez az alakzat a teret két részre osztja,
amit a 37.2. dbran két szin jelol. Mindkét részt
a félsikokkal egytitt lapszégnek nevezzik. A
hatarol6 félsikok a lapszog lapjai, kozos hatar-
egyenesik a lapszog éle.

A 37.2. dbran lathat6 sarga és kék lapszogek
lényegesen kiillonboznek egymastol. Ezt a kiilon-
bozdséget a kovetkezd tulajdonsag adja meg. A
lapszog lapjain kijelolink tetszlleges M és N
pontokat (37.3. abra. Az MN szakasz a
lapszogben helyezkedik el, a kékben csak a sza-
kasz végpontjai lesznek.

A tovéabbiakban, ha lapszogr6l beszéliink, akkor ezen azokat a lap-
szogeket értjuk, melyek olyan tetszbleges szakaszt tartalmaznak, me-
lyeknek végpontjai a lapszog lapjaira illeszkednek (a sarga lesz a

lapszog).

37.1. abra

f < f <

37.2. abra 37.3. abra
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37.4. abra

A félig nyitott osztalytabla, a nyeregtetd, a nyitott laptop (37.4. abra)
némi elképzelést nyujt szamunkra a lapszogrol.

A lapszoget a sikon 1évG szog térbeli analégiajanak tekintjuk.

Mar tudjatok, hogyan hatarozzuk meg a szég mértékét a sikon.
Megismerkedink a lapszog mértékének meghatarozasaval.

A lapszog MN élén megjelolink egy tetszGleges O pontot. Az
O pontbdl a lapszog lapjaira illeszked6 OA és OB félegyeneseket
hidzunk, mer6legesen az MN élre (37.5. abra). A félegyenesek altal
keletkezett AOB szoget a lapszog élszogének nevezziilk. Mivel az
MN 1 OA és MN L OB, ezért az MN L AOB. Igy, ha a lapszig élének
bdarmilyen pontjabol merdleges sikot fektetiink a lapszog élére, akkor
ez a sik a lapszoget az élszogében metszi.

Bl Cl
[}
A, 4 D,
[}
[}
]
l”B C
A D
37.5. abra 37.6. abra

Definicio. A lapszog mértéke az élszogének mérté-
kével lesz egyenlé.

A lapszioget hegyes-, derék-, tompa- vagy egyenesszoglinek nevez-
zuk, ha az élszoge megfelelGen hegyes-, derék-, tompa- vagy egyenes-
sz0g lesz.

Példaul vizsgaljuk meg az ABCDA B,C D, kockat (37.6. abra). A
DD, éld lapszog, melynek lapjai az AAD, és CDD, sikra illeszkednek,
derékszogl lesz. Valéban, mivel AD L DD, és CD 1 DD,, ezért az
ADC szbg lesz a DD, élU lapszog élszoge. Az ADC szog derékszog.
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200 5. §. Merdlegesség a térben

Két sik metszésekor négy lapszog keletkezik, melyek nem lesznek
egyenesszoglek (37.7. abra). Itt két eset lehetséges:

1) mind a négy lapszog derékszogl (37.7. a abra);

2) a négy lapszog kozul két egyenlS hegyesszogl és két egyenld
tompaszogl lapszog keletkezik (37.7. b abra).

/

N
N

37.7. abra

Mindkét esetben a négy lapszog kozott mindig lesz olyan, melynek
mértéke nem nagyobb 90°-nal.

Definicio. Két egymast metsz6 sik hajlasszo-
gének azt a lapszoget nevezziik, amely nem nagyobb 90°-nal.
Két parhuzamos sik hajlasszoge 0°os.

A sokszog és a sik hajlasszogének, amelyre az adott sokszog
nem illeszkedik, a sokszog sikja és az adott sik hajlasszogét nevezzik.
Két kiillonb6z6 sikra illeszkedé sokszog hajlasszogének,
azoknak a sikoknak a hajlasszogét nevezziik, amelyre az adott sok-

szogek illeszkednek.

Feladat. Az ABC (AZ =90°) és ABM
(B£ =90°) derékszogd haromszogek AB
befogéja kozos (37.8. abra). Az MB szakasz
merGleges az ABC sikra. Adott, hogy
MB =4 cm, AC=6 cm, MC = 10 cm. Hata-
rozd meg az ABC és AMC sikok ko6zotti szo-
get!
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Megoldds. A BA szakasz az MA ferde merGleges vetiilete az
ABC sikon. Mivel BA | AC, ezért a harom merGleges tétele alapjan
az MA 1 AC. Tehat az MAB szog az AC él4 lapszog élszoge lesz,
melyeknek lapjai az ABC és AMC sikok lesznek. Mivel az MAB szog
hegyesszog, ezért az ABC és AMC sikok kozotti szog egyenl6 az MAB
szoggel.

Az AMC derékszogd haromszog AM oldalanak hosszat a kévetke-

z86  képlettel szamithatjuk ki: AM =+MC?-AC?. Innen
AM =/100-36 = 8 (cm).
MB

Az MAB derékszogl haromszog MAB szoge pedig a sin MAB/ = VA

képlettel szamithaté ki. Innen sin MAB/ =% és MAB~ = 30°.

Felelet: 30°. «

Igaz a kovetkezl tétel, amely az adott sokszog teriiletét és a veti-
letének a tertiletét kapcsolja Gssze.

37.1. tétel (a sokszog ortogonalis vetiiletének
teriilete). A domboru sokszog vetiiletének teriilete egyenlé a
sokszog teriiletének, valamint a sokszég és a vetiilete kR6zotti o
sz0g koszinuszanak szorzatdval, ahol 0° < o < 90°,

Definicio. Két sikot merdlegesnek mondunk, ha a koztiik
1év6 szog 90°-os.

Ha az o és B sikok meré6legesek, akkor azt igy jeloljuk: o L f. Ijgy
is szokas mondani, hogy az o sik merdleges a B sikra, vagy a B sik
merGleges az o sikra.

A meréGleges sikok szemléletes példai lehetnek: a szoba fala és a
mennyezete, az ajté sikja és a padld, a teniszpalya és a haléjanak a
sikja (37.9. abra).

37.9. abra
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/ B, ¢,

]
"
§ T

L g
/ A/'B 7
4

£ :
3710. abra 37.11. abra

Természetesen az egymasra merdleges sikok négy egyenld lapszo-
get alkotnak (37.10. abra).

37.2. tétel (a merodleges sikok ismertetdjele).
Ha két sik koziil az egyik olyan egyenesre illeszkedik, amely
merdéleges a masik sikra, akkor ezek a sikok merdlegesek egy-
masra.

Példaul az ABCDA B,C D, téglatest AA B B lapjanak a sikja
(37.11. abra) merdleges az ABCD lap sikjara. Valoban, az AA B, sik
az AA, egyenesre illeszkedik, amely merdleges az ABC sikra.

D -

o 1. Milyen alakzatot neveziink a lapszdg élszogének?

2. Mit neveziink a lapszdg mértékének?

3. Mit neveziink a két egymast metsz6 sik kozotti szognek?

4. Mivel egyenld két parhuzamos sik kozotti szog?

5. Fogalmazd meg a sokszog ortogonalis vetlletérdl szolo tételt!
6. Milyen sikokat neveziink merélegeseknek?

7. Fogalmazd meg a merdleges sikok ismertetdjelét!

GYAKORLATOK I

37.1.° A koérnyezettedben 1év6 targyakon mutasd meg a lapsziégeket!

37.2.° Adott az ABCDA B ,C D, kocka (37.12. abra).
1) A felsorolt szogek kozll melyik lesz az ABC és AB,C sikok lap-
szoge:
a) AABZ; b) AAB/; ¢ BDAZ; d) BABZ; e) B DBZ?
2) Hatarozd meg az adott lapszog értékét!
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D

A C

B

37.12. abra 37.13. abra

37.3.°Az AD szakasz merGleges az ABC szabalyos haromszog sikjara
(37.13. abra), az E pont pedig a BC szakasz felezépontja. A kovet-
kez6 szogek kozil nevezd meg annak a lapszognek az élszogét,
melynek lapjai az ABC és BCD sikokra illeszkednek:
1) ABD/; 2) AED/; 3) BAD/; 4) ACD/!

37.4.° A 30°-0s lapszog egyik lapjan egy A pontot jeloltiink (37.14. abra).
Az A pont és a lapszog éle kozotti tavolsag 18 cm. Mennyi az A pont
és a lapszog masik lapja kozotti tavolsag?

A
L7500 F X
B C
_________ B A D
37.14. abra 37.15. abra

37.5.° A hegyesszogl lapszog egyik lapjan felvettink egy pontot,
amelynek a masik laptél vald tavolsaga 43 cm, a lapszog élétol

pedig 8 cm-re van. Mekkora az adott lapszég mértéke?

37.6.°Az ABCD és BCEF téglalapok kiilonb6z8 sikokhoz illeszkednek
(37.15. abra), Az AF egyenes meréleges az ABC sikra. Hatarozd
meg a lapszog mértékét, melynek lapjaira az adott téglalapok il-

leszkednek, ha AF = J15 cm, CD = J5 cm!
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D M

A B
V N,

A
37.16. abra 37.17. abra

37.7° Az ABC és ACD haromszogek kiilonbozé sikokra illeszkednek
(37.16. abra). A BD egyenes merGleges az ABC sikra. Hatarozd meg
a lapszoget, melynek lapjaira illeszkednek az adott haromszogek,
ha ismert, hogy ACDZ =90°, BC =6 cm, CD =12 cm!

37.8.° Adott az a sik és a vele parhuzamos a egyenes. Hany olyan
sikot lehet fektetni az a egyenesre, hogy az o sik és a masik sik
kozotti ¢ szogre teljesiiljon a kovetkezd feltétel:
1) ¢ = 90°; 2) ¢ = 0° 3) 0° <@ <90°?

37.9.° Az MB szakasz meréleges az ABC egyenl$ oldald haromszog
sikjara (37.17. abra). Hatarozd meg az ABM és CBM sikok kozotti
szoget!

37.10.° A CE szakasz meréleges az ABCD négyzet sikjara (37.18. abra).
Hatarozd meg a BCE és DCE sikok kozotti szoget!

37.11.° A BK szakasz merGleges az ABCD rombusz sikjara (37.18. abra),
ahol ABCZ =100°. Hatarozd meg az ABK és CBK sikok kozotti
szoget!

37.12.° Hatarozd meg a sokszog vetiletét egy adott sikra, ha a sokszog
teriilete 18+/2 cm?, a sokszog sikja és a vetlilet sikja kozotti szog
pedig 45°!

37.13.° Hatarozd meg a sokszog teruletét, ha vetiiletének teriilete egy

adott sikra 24 cm?® a sokszog sikja és a vetiilet sikja kozotti szog
pedig 30°!

A D A D
37.18. abra 37.19. abra
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37.14.° A kornyezetedben 1évé targyak kozul melyek alkotnak merd-
leges sikokat!

37.15.° A 37.20. abran az ABCDA B C D, kocka lathaté. Hatarozd
meg, hogy merGlegesek-e a sikok:
1) A|B,.C, és CDD; 3) AA,C, és ABC;
2) ABC és A\B.C;; 4) ACC, és BDD|!

B, c,
A = \1\3%\&
hdde 88 S

A D

37.20. abra 37.21. abra

37.16." A hegyesszogd lapszdg egyik lapjan felvettiik az A és D ponto-
kat (37.21. abra). Az A pontbdl AB és AC merélegeseket bocsatunk
a lapszog élére és a masik lapjara. A D pontbdl pedig DE és DF
merdlegeseket a lapszog élére és a masik lapjara. Hatarozd meg
a DE szakasz hosszat, ha AB =21 cm, AC =12 cm, DF = 20 cm!

37.17." A hegyesszogii lapszog egyik lapjan felvettiik az A és B pon-
tokat, melyek megfeleléen 14 és 8 cm-re lesznek a masik lapjatol.
Az A pont és a lapszog éle kozotti tavolsag 42 cm. Hatarozd meg
a B pont tavolsagat a lapszog élétGl!

37.18."Az egyenl§ szaru trapéz alapjai 10 cm és 18 cm, a szara pe-
dig 8 cm. Hatarozd meg az adott trapéz vetiiletének teriiletét az
o sikra, ha a trapéz sikja és az o sik kozotti szog 30°-os!

37.19." A rombusz egyik oldaldn keresztiil, melynek 4tléi 6 cm és
12 cm, o sikot fektettiink, amely a rombusz sikjaval 30°-os szoget
alkot. Hatarozd meg a rombusz vetiiletét az o sikra!

37.20.” A B pont a lapszog belsejében helyezkedik el, és a lapjaitél
J2 em és /3 cm tavolsagra van, az élétdl pedig 2 cm-re. Hatarozd
meg a lapszog szogét!

37.21." A C pont a lapszdg belsejében helyezkedik el. A C pontbdl a
lapszog lapjaira bocsatott merélegesek kozotti szog 110°-os. Hata-
rozd meg a lapszog szogét!

37.22." A 45°o0s lapszog lapjaira a lapszog élével parhuzamos egye-
neseket fektettiink, melyek az élét6]1 megfeleléen 2+/2 cm és 3 cm-re
vannak. Hatdrozd meg a parhuzamos egyenesek kozotti tavolsagot!
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206 5. §. Mer6legesség a térben

37.23." Az o sik a lapszog lapjait az m és n parhuzamos egyenesek-
ben metszi. A lapszog éle az m egyenest6l 3 cm-re, az n egyenestil
pedig 5 cm tavolsagra van. Az m és n egyenesek kozotti tavolsag
7 cm. Hatarozd meg a lapszog szogét!

37.24.” Az ABCD és a CBFE téglalapok sikjai mer8legesek egymés-
ra (37.22. abra). Hatarozd meg az E pont és az AD egyenes ko-
zotti, valamint a D pont és a BF egyenes kozotti tavolsagot, ha
AB=BF =5 cm, BC=12 cm!

D
F E ()
B C A B
A D
c
37.22. abra 37.23. abra

37.25." Az ABC és ADC szabalyos haromszdgek merdleges sikokra
illeszkednek. Hatdrozd meg a BD egyenes és az ABC sik hajlas-
szogét!

37.26." Az ABC és ADC egyenl§ szaru derékszégli haromszdgek ko-
z0s AC = 6 cm atfogoval rendelkeznek, a sikjaik pedig merdlegesek
egymasra (37.23. abra). Hatarozd meg a B és D pontok kozotti
tavolsagot!

37.27." A szakasz végpontjai két merdleges sikra illeszkednek. A sza-
kasz végpontjai és a sikok metszésvonala kozotti tavolsag pedig
15 cm és 16 cm. A szakasz végpontjaibdl a metszésvonalra bocsatott
merGlegesek talppontjai kozotti tavolsag 12 cm. Hatdrozd meg az
adott szakasz hosszat!

37.28." Az A és B pontok megfeleléen az o és B meréleges sikokra
illeszkednek. Az A és B pontb6l AC és BD merdlegeseket bocsétot-
tak az o és [ sikok metszésvonalara. Hatarozd meg a B pont és
az o és P sikok metszésvonala kozotti tavolsagot, ha az A pont és
a metszésvonal tavolsaga 9 cm, AB =17 cm, CD = 12 cm!

37.29.” Az a és B merdleges sikok. Az A pont az o sikra illeszkedik,
a B pont pedig a p sikra. Az A pont tavolsaga az o és P sikok

metszésvonalatél 5 cm, a B ponté pedig 5+/2 cm. Hatdrozd meg az

AB egyenes és az o sik kozotti szoget, ha az AB egyenes és a 3 sik
kozotti szog 30°-os!
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37.30.” A 6 cm-es szakasz végpontjai két egymésra merdleges sikra
illeszkednek, a szakasz végpontjainak tavolsaga a sikok metszésvo-
naldig 3 cm és 33 cm. Hatérozd meg azokat a szogeket, amelye-
ket ez a szakasz az adott sikokkal alkot!

37.31." Az ABCD és AEFD kozdés AD alapt trapézok sikjai merd-
legesek egymasra, BAD/ = EAD/ =90°, ADCZ = ADFZ = 60°,
CD = 4 cm, DF = 8 cm. Hatarozd meg: 1) a BC és az EF egyenesek;
2) a C és F pontok kozotti tavolsagot!

37.32." Az ABCD négyzet és az AEFD téglalap sikjai merdlegesek
egymasra. Hatarozd meg a BC és EF egyenesek kozotti tavolsagot,
ha a négyzet teriilete 25 cm?®, a téglalap teriilete pedig 60 cm?!

37.33." Az ABCD tetraéder DA éle merdleges az ABC sikra
(37.24. abra), ahol AB=BC=AC=8 cm, BD=4 J7 cem. Hatérozd
meg az ABC és a BCD sikok altal megadott lapszog szogét!

D D

<L
C

37.24. abra 37.25. abra

37.34." Az ABCD tetraéder DB éle merbleges az ABC sikra
(37.25. 4bra), ahol ACBZ =90°, AC=BC =17 cm, AD=7+/5 cm.
Hatéarozd meg az ABC és ACD sikok altal alkotott lapszog szogét!

37.35." Az ABCDA B,C D, kocka CC, élének az M pont a felezGpontja.
Hatarozd meg a BMD és az A BD sikok hajlasszogeét!

ISMETLO GYAKORLAT L

37.36. A haromszog két oldala 15 cm és 25 cm, a harmadik oldalra
bocsatott sulyvonal pedig 16 cm. Hatdrozd meg a haromszog har-
madik oldalat!
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' AZ 5. §. 0SSZEFOGLALASA B |
[

Az egyenesek kozotti szog a térben

Két egymast metszd egyenes kozotti szognek annak a szognek a
mértékét nevezzik, amely a metszéspontjuknal keletkezik és nem
nagyobb, mint 90°.

Két parhuzamos egyenes egymassal 0°-os szoget zar be.

Két kitér6 egyenes hajlasszogén azt a szoget értjik, amelyet olyan
egymast metszd egyenesek alkotnak, melynek szarai parhuzamo-
sak az adott kitér6é egyenesekkel.

Két egyenest a térben merdlegesnek nevezziik, ha a koéztuk 1évé
szog 90°-kal egyenld.

Az egyenes és a sik merdlegessége

Az egyenest a sikra merGlegesnek mondjuk, ha az egyenes merd-
leges a sik minden egyenesére.

Ha az egyenes merGleges a sik két egymadast metszd egyenesére,
akkor merGleges erre a sikra is.

Ha két parhuzamos egyenes kozul az egyik meréleges a sikra,
akkor a masik is merdleges ugyanerre a sikra.

Ha két egyenes egy és ugyanarra a sikra merdleges, akkor ezek
az egyenesek parhuzamosak.

Az adott ponton keresztiil az adott sikra egy és csakis egy merG-
leges bocsathaté.

Az alakzat ortogonalis vetiilete

Legyen az F| alakzat az F alakzat [ egyenes menti parhuzamos
vetlilete az o sikra. Ha az [ | o, akkor az F| alakzatot az F alak-

zat ortogonalis vetiiletének nevezzik az o sikra.

A pont és a sik tavolsaga

Ha az adott pont nem illeszkedik a sikra, akkor a sik és a pont
kozotti tavolsagon az adott pontbdl a sikra bocsatott merdGleges
szakasz hosszat érjik. Ha a pont illeszkedik a sikra, akkor a pont
és a sik kozotti tavolsagot nullanak tekintjik.
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Az egyenes és a vele parhuzamos sik kozotti tavolsag

Az egyenes tavolsaga a vele parhuzamos siktél egyenlS lesz az
egyenes tetszGleges pontjanak tavolsagaval a siktol.

Két parhuzamos sik k6zotti tavolsag

Két parhuzamos sik kozotti tavolsdgnak nevezzik az egyik sik
barmely pontjanak a masik siktél vald tavolsagat.

Harom merdleges tétele

Ha az egyenes, amely egy sikra illeszkedik merGleges a ferde ve-
tuletére, akkor mer6leges magara a ferdére is. Es forditva, ha a
sikban fekv6 egyenes merGleges a sikhoz huzott ferdére, akkor
merdleges a ferde vetlletére is.

Az egyenes és a sik hajlasszoge

Ha az egyenes parhuzamos a sikkal, vagy ra illeszkedik, akkor az
egyenes és a sik hajlasszoge 0°.

Ha az egyenes merGleges a sikra, akkor ugy tekintjiik, hogy az
egyenes és a sik hajlasszoge 90°.

Ha az egyenes metszi a sikot, és nem merd&leges ra, akkor az egye-
nes és a sik hajlasszoge az a szog, amelyet az egyenes a sikon 1évd
merGleges vetliletével bezar.

A lapszog szoge
A lapszog szogének az élszogének mértékét nevezzik.

Két egymast metszo6 sik hajlasszoge

Két egymast metsz8 sik hajlasszogének azt a lapszoget nevezziik,
amely nem nagyobb 90°-nal.

A sokszog ortogonalis vetiiletének teriilete

A domboru sokszog vetiiletének tertilete egyenld a sokszog teriile-
tének, valamint a sokszog és a vetiilete kozottl o szog koszinusza-
nak szorzataval, ahol 0° < o < 90°.

Merdéleges sikok
Két sikot mer6legesnek mondunk, ha a koéztik 1év6 szog 90°-os.

A meréleges sikok ismertetdjele

Ha két sik kozul az egyik olyan egyenesre illeszkedik, amely me-
réleges a masik sikra, akkor ezek a sikok merdlegesek egymasra.
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KOORDINATAK ES 6
VEKTOROK A TERBEN V' Y

Ebben a paragrafusban megismerkedtek a térbeli derékszoégl koordi-
nata-rendszerrel, megtanuljatok meghatarozni a pontok térbeli koordi-
natait, a szakasz hosszat és a felez6pontjanak koordinatait.

Altalanositjatok és bévititek a vektorokrél eddig tanultakat.

38. A pont Descartes-féle koordinatai a térben

2

Az el6z6 osztalyokban megismerkedtetek a derékszogdi koordina-
ta-rendszerrel a sikon, amit két, egy kozos kezddpontbdl kiinduld,
egymasra merdleges szamegyenes alkot (38.1. abra).

UA = %ﬂ
31 2 2
2 &
213 5
= 3
118 £
Abszcisszatengely ],
——t—t —t—t—> =
-3 2-10] 1 2 3 « Ordindtatengely Y
&\%\ o ]
-2+ N\
7
31 B
3 D
x
38.1. abra 38.2. abra

A koordinata-rendszert a térben is megadhatjuk.

A derékszogii (Descartes-féle) koordinata-rendszernek a
térben harom, egymdésra kolcsonésen merdleges szdmegyenest nevez-
ziik, melyeknek ko6zos a kezdGpontjuk (38.2. dbra). A hidrom szam-
egyenes metszéspontjat O bettivel jeloljik, és origonak (a koordina-
ta-rendszer kezdépontjanak) mondjuk. A koordinitaegyeneseket x,
y és z betlkkel jeloljuk, és megfelelGen abszcisszatengelynek, ordi-
natatengelynek és applikatatengelynek nevezziik.
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Z 4
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E : P
xz <X| - M
|+ Ordindtatengely o |
- 0 > Y i et —Z
7 Y M,
mé}%%qé XY a
l M,
x
x
38.3. abra 38.4 abra

Azokat a sikokat, amelyek illeszkednek az x és y, x és z, y és z
tengelyparokra, koordinatasikoknak nevezzik, és jelolésiik megfe-
lel6en: xy, xz, yz (38.3. abra).

A koordinata-rendszer altal meghatarozott teret koordinatatér-
nek mondjuk. Ha a koordinatatengelyeket az x, y, z betlikkel jeloljik,
akkor a koordinatateret xyz-vel.

A sikmértanb6l mar tudjuk, hogy minden M pontnak az xy koor-
dinatasikon egy (x; y) rendezett szampar felel meg, melyeket az M pont
koordintainak nevezziik. Igy jeléljikk: M (x; y).

Hasonléan minden M pontnak a koordinatatérben egy (x; y; 2) ren-
dezett szamharmas felel meg, melyet a kovetkezGképpen definialunk.
Az M ponton at harom o,  és y sikot fektetiink, melyek megfelelGen
merdlegesek az x, y és z tengelyekre. A sikok koordinatatengelyekkel
val6 metszéspontjait az M, M és M_betlkkel jeloljuk (38.4. abra).

. . x y 4
Az M_pont koordinatajat az x tengelyen az M pont abszcisszajanak
nevezzik és x-szel jeloljuk. Az My pont koordinatajat az y tengelyen
az M pont ordinatajanak nevezzik és y-nal jeldljik. Az M_pont ko-
ordinatajat az z tengelyen az M pont applikatajanak nevezzik és
z-vel jeloljuk.

Az ily médon kapott (x; y; 2) szamharmast az M pont térbeli
koordinatajanak nevezzik. Igy irjuk fel: M (x; y; 2).

Ha az M pont koordinataja M (x; y; 2), akkor az | x [, | y |, | z |
szamok egyenlék az M pont és az yz, xz, xy koordinatasikok koézotti
tavolsagokkal. E tény ismeretében be lehet bizonyitani, hogy az
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212 6. §. Koordinatak és vektorok a térben

z4 M (x; y; 2) és N (x; y; —2) pontok példaul
s M (x; y; 2) egy olyan egyenesre illeszkednek, amely
merdleges az xy sikra, és egyenl§ tavol-
0o _ sagra van ettél a siktél (38.5. abra).
y Ebben az esetben azt mondjuk, hogy az

M és N pontok szimmetrikusak az

/ xy sikra.

0 Ha egy pont a koordinatasikra vagy
a koordinatatengelyre illeszkedik, ak-
kor egyes koordinatai nullaval lesznek

*N (534572 egyenldk. Péld4ul az A (x; y; 0) pont az
38.5. abra xy koordinatasikra illeszkedik, a
B (0; 0; 2) pont pedig az applikataten-

gelyre.

Igazak lesznek a kovetkezd allitasok.

38.1.tetel. Az A(x; y; 2) és a B(x,; y,; z,) pontok kézotti
tavolsag a kovetkezdé képlettel hatarozhaté meg:

AB = \/(xz _x1)2 + (Y, _y1)2 +(2, _21)2-

38.2. tétel. A végpontok koordindtdival megadott szakasz
felezépontjanak koordindtdai egyenlék a végpontok megfeleld
koordindtdinak a szamtani kézepével, vagyis az A (x; y; z,) és
a B (x,; y,; z,) pontok felezpontja a kévetkezé pont lesz:

M(x1+x2.y1 +y2,21+22j

b K

2 2 2

A 38.1. és a 38.2. tétel hasonléan bizonyithatd, mint a sikmértan
megfelels tételei.

Példaul az A (x; y; 2) és B (—x; —y; —2) pontok felezdpontja a koor-
dinata-rendszer kezdGpontja, vagyis az O (0; 0; 0) pont. Az ilyen eset-
ben azt mondjuk, hogy az A és B pontok szimmetrikusak a koor-
dinata-rendszer kezdo6pontjara.

.[) -

o 1. Hogyan nevezzik a kozds kezd6pontu harom, egymasra kolcséndsen

merdleges koordinatatengelyt?

2. Hogyan nevezzlk azt a koordinatatengelyt, melyet x-szel jel6link? y-nal
jelolink? z-vel jeldlink?

3. Hogyan kell felallitani a kapcsolatot a koordinatatér minden M pontja és
az (x; y; 2) rendezett szamharmasok koézott?

4. Milyen esetben mondjuk azt, hogy két pont szimmetrikus az xy koordi-
natasikra? A xz koordinatasikra? Az yz koordinatasikra?

5. Hogyan kell meghatarozni két pont kdzétti tavolsagot, ha ismertek a pon-
tok koordinatai?
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6. Hogyan kell meghatarozni a szakasz felez6pontjanak koordinatait, ha is-
mertek a szakasz végpontjainak koordinatai?

7. Milyen esetben mondjuk azt, hogy két pont szimmetrikus a koordina-
ta-rendszer kezd6pontjara?

)
GYAKORLATOK I

38.1.° Allapitsd meg, hogy az adott pont illeszkedik-e koordinataten-
gelyre:

1) A4; =3; 0); 3) C(=6; 0; 0); 5) E (0; 0; —2);
2) B (1; 0; —5); 4) D (0; 7; 0); 6) F(3; 0; 0)!
Igenl vélasz esetén nevezd meg a tengelyt is!

38.2.° Allapitsd meg, hogy az adott pont illeszkedik-e koordinatasikra:
1) A4; =3; 5); 3) C(3; 3; 0); 5) E(0; 4; 0);

2) B (0; —2; 6); 4) D (2; 0; 8); 6) F(-1; 1; 2)!
Igenl6 valasz esetén nevezd meg a koordinatasikot is!

38.3.° Mekkora tavolsagra van az M (4; —5; 2) pont a kovetkezd
koordinatasiktol:

1) xy; 2) xz; 3) yz?

38.4.° Milyen az M (-3; 2; 4) pont vetliletének koordinatai a kévetkezd
koordinatasikra:

1) xz; 2) yz; 3) xy?
38.5.° Hatarozd meg az A és B pontok kozotti tavolsagot, ha:
1) A@B; —4; 2), B(5; -6; 1);  2) A(=2; 3; 1), B(=3; 2; 0)!

38.6.° Hatarozd meg a C(6; —5; —1) és D (8; —7; 1) pontok ko6zotti
tavolsagot!

38.7.° Hatarozd meg a CD szakasz felezpontjanak koordinatait, ha
C(-2; 6; -7), D (4; —10; -3)!

38.8.° Hatarozd meg a EF szakasz felez6pontjanak koordinatait, ha
E (3; -3; 10), F(1; —4; —8)!

38.9." Az A(-1; 6; 2), B(-1; —6; 2), C(1; 6; —-2), D (1; —6; 2) pontok
kozil melyek illeszkednek az xz sikkal parhuzamos sikra?

38.10." Az M (5; 10; -3), N(5; 9; 3), K(4; —-9; 3), P (4; —9; 2) pontok
kozil melyek illeszkednek az xy sikkal parhuzamos sikra?

38.11." Nevezd meg annak a pontnak a koordinatait, amely szimmet-
rikus az M (1; —5; 2) ponttal a kiévetkezb koordinatasikra:

1) xz; 2) yz; 3) xy!

38.12." Nevezd meg annak a pontnak a koordinatdit, amely szimmet-
rikus az N (—7; 1; 0) ponttal a koordinata-rendszer kezd&pontjahoz
képest!

38.13." Az A(; -8; 1), B(5; 8; 1), C(-5; 7; 1), D (5; =7; —1) pontok
kozil melyek illeszkednek egy az ordinatatengellyel parhuzamos
egyenesre?
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214 6. §. Koordinatak és vektorok a térben

38.14." A D(2; 3; 4), E(-2; 3; 4), K(2; 3; —4), M (-2; —3; 4) pontok
kozil melyek illeszkednek egy, az applikatatengellyel parhuzamos
egyenesre"

38.15." Az ABCDA,B,C D, kocka a derékszogl koordinata-rendszerben
agy helyezkedlk el mint ahogy a 38.6. abran lathaté. Az A pont ko-
ordinatai (1; —1; 0). Hatarozd meg a tobbi csticsanak a koordinatait!

2
ZA
Bl C1 Bl C1
] " i
A1 : ! D1 Al : D1
] 1 ]
T '
Bl _inl--Jc 'lo s
- :7\)(':: 5 [ y
4 7 AL
A D
X
38.6. abra 38.7. abra

38.16." Az ABCDA B C, D téglatest oldalélel parhuzamosak az app-
likatatengellyel (]387 a ra) AD =3, AB=5, AA = 8. A koordina-
ta-rendszer O kezdGpontja a DD el felezopontja Hatarozd meg a
téglatest csucsainak a koordinatait!

38.17." Az A (3; —2; 6) és C (—1; 2; —4) pontok az ABCD négyzet csiicsai.
Hatarozd meg a négyzet teriletét!

38.18." Az A (5; —5; 4) és B (8; —3; 3) pontok az ABC egyenld oldalu
haromszog csucsai. Hatarozd meg a haromszog keruletét!

38.19." Az S pont az AD szakasz felez8pontja, ahol A (-1; —2; —3),
S (5; —1; 0). Hatarozd meg a D pont koordinatait!

38.20." Az A(1; y; 3) és B(3; —6; 5) pontok kozitti tavolsag 26.
Hatarozd meg az y értékét!

38.21." Az A pont az abszcisszatengelyre illeszkedik. Az A pont té-
volsaga a C (1; —1; —2) ponttdl 3 egység. Hatarozd meg az A pont
koordinatait!

38.22." Hatdrozd meg az M (-3; 4; 9) pont és az applikatatengely
kozotti tavolsagot!

38.23." Hat4rozd meg a K (12; 10; —5) pont és az ordinatatengely
kozotti tavolsagot!

ISMETLO GYAKORLAT [

38.24. Az egyenld szarua trapéz alapjai 13 cm és 37 cm, az atloi pedig
merdlegesek egymasra. Hatarozd meg a trapéz teriiletét!
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39. Vektorok a térben

A sikmértanban megismerkedtink a sikbeli vektorokkal. Most pe-
dig megkezdjiik az ismerkedést a térbeli vektorokkal. A sikbeli vek-
torok sok fogalma és tulajdonsaga szinte megegyezik a térbeli vekto-
rokéval. A tételek bizonyitasa is teljesen hasonléan torténik a térbeli
vektorokra, mint a megfelel§ tétel bizonyitasa a sikvektorokra.

Vizsgaljuk meg az AB szakaszt. Ha az A pontot a szakasz kezd6-
pontjanak tekintjik, a B pontot pedig a végpontjanak, akkor az
ilyen szakaszt nem csak a hossza, de az A pontbdl a B pontba valé
irdnya is jellemezi. Ha meg van adva, hogy melyik pont a szakasz
kezdbpontja, és melyik a szakasz végpontja, akkor az ilyen szakaszt
iranyitott szakasznak vagy vektornak nevezziik.

Azt a vektort, melynek kezdete az A pont, a végpontja pedig a B,
igy jeldljik: AB (igy olvassuk: AB vektor). A vektorok jelélésére az
abécé kisbet(jét is hasznalhatjuk, amely folé kis nyilat tesziink.

A 39.1. 4brdn az AB, MN és p vektorok lathatok.

N
/
u” /ﬁ
39.1. abra 39.2. abra

A szakasztdl eltérGen, melynek végpontjai kiilonboz§ pontok, a vek-
tor kezdé- és végpontja egybeeshet.
Azt a vektort, melynek a kezd§- és végpontja egybeesik, nullvek-

tornak nevezziik, és 0-val jeloljuk.

Az AB vektor abszolut értékének az AB szakasz hosszat nevez-
ziik. Igy jeloljik: | AB|. Az @ abszolut értékét igy jelsljiik: |a |. Ugy
tekintjiik, hogy a nullvektor hossza nullaval egyenld: | 0 | =0.

Definicio. Két nem nullvektort kollinearisnak ne-
vezzik, ha parhuzamos egyenesekre vagy egy egyenesre il-
leszkednek. A nullvektort minden vektorral kollinearisnak
tekintjuk.

A 39.2. dbran az ABCDA B,C D, négyoldald hasab lathat6. Az AO
és az A,C, vektorok kollinearisak. Ezt igy irjuk fel: AO|| A,C,.
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216 6. §. Koordinatak és vektorok a térben

A nem nullvektorok lehetnek egyiranyuak és ellentétes ira-
nyuak is. Példaul a 39.2. abran az AO és A,C, vektorok egyiranyu-
ak. Ezt igy jeloljik: 40 TT E Az OD és m vektorok ellentétes
iranyaak. Ezt igy jeloljik: OD T D,B,.

Definicio. Két nem nullvektort egyenlének mondunk,

ha az abszolut értékiik egyenl6 és egyiranyuak. Barmilyen két
nullvektor egyenl6.

A 39.2. 4bran AA, =CC,, BB=D,D, OC, = AO, AD = BC,.
Gyakran, amikor egy vektorrél beszélink, nem tisztazzuk, hogy
melyik pont lesz annak a kezddépontja. fgy, a 39.3. a 4brédn az a

vektor lathat6. A 39.3. b 4brdn az a vektorral egyenld vektorok 14t-

hatok. Ezek mindegyikét a vektornak szok4s nevezni.

39.3. abra

A 39.3. ¢ 4brén az a vektor és az A pont lathaté. Megszerkesztjitk
az AB vektort, amely egyenlé az a vektorral. Ekkor azt mondjuk,
hogy az a vektort az A pontbél inditjuk (39.3. d &bra).

Vizsgéljuk meg a koordintatérben az a
vektort. A koordinata-rendszer kezdGpontja-
bél inditjuk az AB vektort, amely az a

A vektorral egyenld (39.4. 4bra). Az a vektor

Q

koordinatainak az A pont koordinatait ne-
vezzik. Az a (x; y; 2) feliras azt jelenti,

o) y y  hogy az a vektornak a koordinatai (x; y; 2)
" lesz.

Az egyenld vektoroknak a koordindtdi is
X egyenlbk és forditva, ha két vektor megfeleld
koordindtdi egyenlék, akkor maguk a vekto-
rok is egyenl6k lesznek.

39.4. abra
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39.1. tétel. Ha az A(x;; y;; 2,) és B(x, y,; z,) pontok meg-
feleléen az a vektor kezdd- és végpontjai, akkor az x, - x,,
Y, — Y, és z, — z, szamok megfelelGen az a vektor elsé, mdsodik

és harmadik koordinatdi lesznek.

A két pont tavolsaganak képletébdl kovetkezik, hogyha az a vek-
tornak a koordindtdi (a; a,; a,), akkor

|- aF i val.
‘I) - T
® 4 Hogyan jeldljik az A kezdépontu és B végpontu vektort?
. Mit neveziink nullvektornak?
. Mit nevezink a vektor abszolut értékének?
. Milyen vektorokat neveziink kollinearisoknak?
. Milyen két nem nullvektort neveziink egyenléknek?
. Mit mondhatunk az egyenl6 vektorok koordinatairol?
. Mit mondhatunk azokrdl a vektorokrol, melyeknek a megfelelé koordinatai
egyenlék?
8. Hogyan kell meghatarozni a vektor koordinatait, ha ismert a kezd6- és
végpontjanak a koordinatai?
9. Hogyan kell meghatérozni a vektor abszolut értékét, ha ismertek a koor-
dinatai?

NOoOOBA OWON-

GYAKORLATOK I
39.1.° A 39.5. dbran az ABCA B C, hasab latha- A v G

t6, melynek alapja szabalyos haromszog.
Eg}ﬂllok e a kovetkezd vektorok:

1) AC és ACI;

2) AC és AB A ¢
3) BB1 és CC B

?
4) BB, és AA, 39.5. abra

39.2.° Az ABCDA B C,D, téglatest AA és AD
éleinek megfelelo flelezopont]al az E és F pon- B,

tok (39.6. abra). AB # AD. Nevezd meg azokat D, ¢
a vektorokat, melyeknek kezdG- és végpontjuk 4 '
a téglatest csucsai, es_ '
1) egyirdnyuak az EF vektorral; E \B
2) ellentétes iranytak az AB, vektorral; » b---r->4C
3) azonos az abszolut értékik a B—Cﬁ1 vektor- A F D

ral! 39.6. abra
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218 6. §. Koordinatak és vektorok a térben

39.3.° Az ABCDA B C D, téglatest CD és CC, éleinek megfelel§ fe-
lezépontjai az M és K pontok. Nevezd meg azokat a vektorokat,
melyeknek kezdé- és végpontjuk a téglatest csucsai, és:

1) egyiranyuak az AD vektorral;

2) ellentétes iranyuak az MK vektorral;

3) egyenl$ az abszolut értékiik az A—C1 vektorral!
39.4.° Rajzolj egy ABCD tetraédert! Mér) fel:

1) az A pontbdl a CA vektorral egyenld vektort;

2) a B pontbdl az AC vektorral egyenld vektort;

3) a D pontbél a BC vektorral egyenld vektort!
39.5.° Rajzolj egy ABCDA B C D, kockat! Mérj fel:

1) az A pontbdl az AI—A vektorral egyenld vektort;

2) a C pontbdl az E vektorral egyenl§ vektort;

3) a D, pontbdl a EIS vektorral egyenl§ vektort!
39.6.° Mik a nullvektor koordinatai?

39.7.° Hatarozd meg az AB vektor koordin4tait, ha

1) AG; 4; 2), B(1; —4; 5); 2) A(=6; 7; 1), B(2; 9; 8)!
39.8.° Hatdrozd meg a CD vektor koordinatait, ha C(-1; 10; 4),
D (-1; 0; 2)!

39.9.° Hatérozd meg az m (2;-5;/7) vektor abszolit értékét!

39.10.° Hatarozd meg az MK vektor abszolut értékét, ha M (10; —4; 20),
K(8; —2; 19)!

39.11." Hatdrozd meg a PF (2; -3; 6) vektor végpontjanak koordina-
tait, ha P (3; 5; —1)!

39.12." Hatarozd meg az S—T(—3; 4; —2) vektor kezdépontjanak koor-
dinatait, ha T@4; 2; 0)!

39.13." Adottak az A (-2; 3; 5), B (1; 2; 4), C (4; —3; 6) pontok. Hatarozd
meg a D pont koordinatait, hogy teljesiiljon a kovetkezd egyenlGség:
AB=CD!

39.14." Adott az A (5; —12; 7), B (0; y, 3), C (x; 17; —14), D (15; 0; 2) pon-
tok. Az x, y és z mely értékeinél teljestl az AB =CD egyenl§ség?

39.15." Az a (—4; y; 12) abszolut értéke 13. Hatarozd meg az y értékét!
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40. A vektorok dsszeadasa és kivonasa 219

39.16." A k mely értékeinél lesznek az a (4; k+3;10) és b (k; 4; k+9)
vektorok abszolut értékei egyenlGk?
39.17." Vektorokat alkalmazva bizonyitsd be, hogy az ABCD négy-

szog paralelogramma, ha a csdcsainak koordinatai: A (—4; 2; 5),
B(-6; 3; 0), C(12; -8; 1) és D (14; —-9; 6)!

39.18." Adott az ABCD paralelogramma harom csticsanak koordina-
tai: A (10; —-8; -1), C(-2; 4; 4) és D (11; —20; 10). Hatarozd meg a
B pont koordinatdit, és ehhez haszndlj vektorokat!

39.19.” Az m vektor abszoltt értéke 4+/3, a koordinatai pedig egyen-

16k. Hatdrozd meg az m vektor koordinatit!

39.20." A ¢ (x;y;2) vektor abszolit értéke 9, az x és z koordinatéi
egyenlGk, az x és y koordinatak pedig ellentett szamok. Hatarozd
meg a cvektor koordinatait!

ISMETLO GYAKORLAT E

39.21. A kor kozéppontjanak egyik oldalan 30 és 48 cm-es parhuzamos
hurokat huztak. Hatarozd meg a hurok kozotti tavolsagot, ha a kor
sugara 25 cm!

40. A vektorok osszeadasa és kivonasa

Legyen adott a térben az a és b vektor. Fektessiink egy tetszi-
leges A pontbdl egy a vektorral egyenld AB vektort, majd a B pont-
bél egy b vektorral egyenlé BC vektort. Az AC vektort az a és b
vektorok oOsszegének nevezziik (40.1. abra) és igy irjuk fel:
a+b=AC.

A két vektor osszeaddsanak fenti algoritmu- -
sat haromszog-szabalynak nevezﬂzﬁli. b/y

Be lehet bizonyitani, hogy az a +b 0sszeg

fuggetlen az A pont kivalasztasatol. a A
Megjegyezzik, hogy tetszéleges A, B és
C pontokra teljesiil az AB+BC = AC egyenlo- c
ség B
Ez az egyenl6ség a haromszog-szabalyt fe-
jezi Ki. 40.1. abra
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220 6. §. Koordinatak és vektorok a térben

A vektorok osszeadasanak tulajdonsagai hasonléak a szamok 6sz-
szeadasanak tulajdonsagaival.

Tetszéleges a, b és ¢ vektorokra igazak a kovetkezd egyen-
lé’sé;gek_: -

a+0=a;

a+b =b+a (felcserélhetéségi tulajdonsdg);

(E + K) tc=a+ (5 + E) (csoportositasi tulajdonsag).

Harom vagy tobb vektor Osszegét a kovetkezbképpen hatarozzuk
meg: elGszor Osszeadjuk az els6 két vektort, aztdan a kapott
osszeghez hozzaadjuk a harmadik vektort és igy tovabb. Példaul

a+b+c= (a + b)
A 40.2. adbran lathato ABCD tetraeder eseteben fel lehet irni a
kovetkezd egyenlGséget: AC+CD+DB=AD+ DB = AB.

D
_—
L
C A D
40.2. abra 40.3. abra

Két nem kollienedris a és b vektor 6sszeadaséara célszer( alkal-
mazni a paralelogramma-szabalyt. B o

Egy ko6zos A kezd6pontbdl inditjuk az a vektorral egyenlé AB
vektort és a b vektorral egyenld AD vektort (40.3. abra). Megszer-
kesztjiik az ABCD paralelogrammat. Ekkor az a+b vektor egyenld
lesz az AC vektorral.

Megvizsgaljuk az OA, OB és OC vektorokat, melyek nem illesz-

kednek egy sikra (40.4. abra). Meghatarozzuk ezeknek a vektoroknak
az Osszegét.

Megszerkesztiink egy olyan paralelepipedont, melynek az
OA, OB és OC szakaszok lesznek az élei (40.5. abra), az OD szakasz
pedig az atlgja. Bebizonyitjuk, hogy
Cc OA +0OB+0C = OD.

Mivel az OBKA négyszog paralelogram-
/4\ ’ B / ma, ezért_ OA A+ @_: ﬁ_ A_ kovetkezdt
[0} kaptuk: OA+ OB+ OC = OK + OC. Mivel az
OCDK ( négyszdg paralelogramma, ezért

40.4. abra OK +OC = OD.
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D
. -~ B
a
A
’ A
(0] A 0 B
40.5. abra 40.6. abra

A harom vektor Osszeaddsanak a fenti moddszerét, amely az
egy pontbdl indulé és nem egy sikra illeszkedd vektorokrodl szdl, pa-
ralelepipedon-szabalynak nevezziik.

Definici6. Az a és b vektorok kiilonbségének azt a
¢ vektort nevezziik, amelynek a b vektorral valé 6sszege
egyenlé az a vektorral.

Ezt igy irjuk fel: ¢ =a —b.

Megmutatjuk, hogyan kell megszerkeszteni azt a vektort, amely
a és b vektorok kiilonbsége lesz.

Egy tetszleges O pontbdl felmérjiik az OA és OB vektorokat,
melyek megfeleléen egyenlék az a és b vektorokkal (40.6. &bra).
Ekkor OB+ BA =0A, vagyis a -b = BA, tehat a BA vektor egyen-
16 az a és b vektorok kiilsnbségével.

Mngegyezzuk hogy bdrmely hdrom, O, A és B pontra teljesiil az
OA -OB = BA egyenliség. Ez az egyenlGség két, egy pontbdl induld

vektor kiilonbsége meghatarozasanak szabalyat adja meg.

40.1. tétel. Ha az a és b vektorok koordindtdi megfeleléen
(a; ay; ay) és (b by b)), akkor az a +b vektor koordindtdi
(@, +b; a,+b,; a,+b), az a -b vektor koordindtdi pedig
(a,-b; a,-b,; a, - b,) koordindtak lesznek.

a -

( ]
1. Ird le a két vektor 6sszeadasanak haromszdg-szabalyat!

2.1ird le a két vektor 6sszeadasanak paralelogramma-szabalyat!
3.1ird le a harom vektor 6sszeadasanak paralelepipedon-szabalyat!
4. Mit nevezlnk két vektor kilonbségének?

5. Mivel egyenld két adott vektor 6sszegének koordinatai?

6. Mivel egyenld két adott vektor kildnbségének koordinatai?
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222 6. §. Koordinatak és vektorok a térben

@YAKORLATOK .

40.1.° Adott az ABCA B.C, hasab (40.7. abra). Hatarozd meg a kovet-

1 1 1
kezd vektorok Osszegét:

1) BC+AA; 2) BA+AC,!

40.2.° Adott az ABCDA B,C D, kocka. Hatarozd meg a kovetkezd vek-
torok Osszegét:
1) AB, +DD; 2) AC+C,D,!

40.3.° Adott az ABCDA B, C D. paralelepipedon (40.8. abra). Hatarozd
meg a AB + DD + CD + B C, vektorok Osszegét!

A, v G
A C
B
40.7. dbra 40.8. abra 40.9. abra

40.4.° Adott az ABCDA B ,C D, paraleleplpedon (40.9. abra). Hatarozd
meg a A A+ C D, + DB + BC vektorok Osszegét!

40.5.° Adott az a (3; —6; 4) és b (—2; 4; —5) vektor. Hatarozd meg az
1) a+b; 2) | a+b | vektorok koordinatait!

40.6.° Adott az ;1(—7; -1; 8) és E(—3; 2; —4) vektor. Hatarozd meg az
1) m+n; 2) |m+n | vektorok koordinatait!

40.7.° Adott az a (-10; 15; —20) és b (2; 6; —12) vektor. Hatdrozd meg
az 1) a -b; 2) | a-b |Vekt0r0k koordinatait!

40.8.° Adott az E(3; ~1;2) és n (4 -2; —3) vektor. Hatarozd meg az
1) m-n; 2) | m-n | vektorok koordinatait!

40.9.° Adott az ABCA,B,C, hasab (40.7. abra). Hatarozd meg a kovet-
kezb vektorok kiilonbségét:
1) AB-AC; 2) AA, - BC;; 3) BA, - B,

40.10.° Adott az ABCDA B,C,D, kocka. Hatarozd meg a kévetkezd
vektorok kulonbseget
1) AB-DC;; 2) AC-DD,!
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41. A vektor szammal valé szorzasa 223

40.11." Egyszer(sitsd a kifejezést: AB+ BM + MA + NK!

40.12." Egyszer(sitsd a kifejezést: AB+ DE + EA + FD + BM!

40.13.” Adott az ABCDA B C D, kocka. Hatdrozd meg azt a vektort,
amely az AA +B C- C D vektorral egyenld!

40.14." Adott az ABCDA,B,C D, kocka. Hatdrozd meg azt a vektort,
amely az AA DC +BC Vektorral egyenld!

40.15." Hatdrozd meg annak az A pontnak a koordinatdit, amelyre
igaz az AB+AC=0 egyenl@ség, ha B (4; —2; 12), C (3; —1; 4)!

40.16.” Hat4rozd meg annak az M pontnak a koordinitiit, amelyre
teljesiil az CM — MD =0 egyenléség, ha C (1; —5; 3), D (-2; 0; 6)!

ISMETLO GYAKORLAT [

40.17. A korvonal AB és AC hurjai merélegesek, AB = 12 cm,
AC = 16 cm. Hatarozd meg az A pont tavolsagat a BC egyenest(l!

41. A vektor szammal valo szorzasa

Definicié. Az @ nem nullvektor és egy k nullatél kiilon-
b6z6 szam szorzatanak azt a b vektort nevezziik, amelyre tel-
jesiil, hogy:

 [b]=[k||a];

2) ha k£ > 0, akkor b TTa; ha k < 0,
akkor b Tl a.

Igy irjuk fel: b =ka.

Ha a =0 vagy k =0, akkor ka =0.

A 41.1. dbrdn az ABCDA B C D, parale-
lepipedon lathaté, amelyben AC 20, A D

B,O, = —% DB, AC, =-20A. 41.1. dbra
A meghatarozasbdl kovetkezik, hogy
l-a=a.
41.1. tétel. Barmely a és b vektorra teljesiill az

a-b=a+(-1)-b egyenléség.
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Ez a tétel lehet6vé teszi a vektorok kivonasanak 6sszeadéasra vald
visszavezetését: ahhoz, hogy az a vektorbél kivonjuk a b vektort, az
a vektorhoz elegendd hozzaadni a (-1)-b vektort.

A -1.a vektort —a -val jeldljiikk, és az a vektor ellentettjének
nevezzik. Példaul:

a+(1)-b=a+(-b)

A vektor szammal valé szorzasanak meghatarozasabdl kovetkezik,

hogyha b =ka, akkor az a és b vektorok kollinedrisak.

Tehat az OA = kOB egyenlbségbdl kovetkezik, hogy az O, A és
B pontok egy egyeneshez illeszkednek.

41.2. tétel. Ha az a és b vektorok kollinedrisak és a =0,

akkor létezik egy olyan k szam, amelyre teljesiil a b = ka egyen-
loség.

41.3. tétel. Ha az a vektor koordindtdi (a; a, a,), akkor
a ka vektor koordindtdi (ka; ka,; ka,) lesznek egyenldk.

A vektor szammal valé szorzasanak tulajdonsagai:

Barmely k, m szamra és barmely a és b vektorra teljesiilnek
a kévetkezé egyenléségek:

(km)a =k (mE) (csoportositasi tulajdonsag);

(k+m)a =ka + ma (az elsé széttagoldsi tulajdonsdg);

k(a +b)=ka +kb (a mdsodik széttagolasi tulajdonsdg).

Az algebrai kifejezésekhez hasonléan ezek a tulajdonsagok lehet6-
séget adnak az olyan kifejezések atalakitasiara, melyek vektorok osz-

szegét és kulonbségét, valamint a vektor szdmmal vald szorzasat tar-
talmazza. Példaul

2(a -3b)+3(a+b)=2a -6b +3a +3b =5a —3b.

p -

® . . — e
1. Mit neveziink az a nem nullvektor és a & nullatél kiilénb6z6é szam szor-

zatanak?

2. Milyen vektort neveziink az adott vektor ellentett vektoranak?

3. Mit mondhatunk az a és b vektorokra, ha b = ka, ahol k egy tetsz6-
leges szam?

4. Adott, hogy az a ésb vektorok kollinearisak, és a#0. Hogyan lehet
klfejeznl a b vektort az a vektoron keresztiil?

5.Az a vektor koordinatai (a,; a,; a,). Mivel egyenldk a ka vektor koor-
dinatai?
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6. Mit mondhatunk azokrél a vektorokrol, melyeknek koordinatai (a,; a,; a,)
és (ka,; ka, ka))?

7. Ird fel a vektor szammal valé szorzasanak csoportositasi és széttagolasi
tulajdonsagait!

GYAKORLATOK I

41.1.° Az m vektor abszolit értéke 4. Mivel lesz egyenl az n vektor
abszolut értéke, ha:
1) n =3m; 2) n =-5m?

41.2.° Egyirdnydak vagy ellentétes irdnytak lesznek-e az a és b

nem nullvektorok, ha:
1

1) E=g3; 2) a=-2b?
41.3.° Adott az a (4; —8; —20) vektor. Milyen koordinatai lesznek a
b vektornak, ha:

1) b =5a; 2)5=—Za?

41.4.° Adottak az E(—3; 2; 5) és 5(—2; —4; 1) vektorok. Hatarozd meg
a ¢ vektor koordindtait, ha:
1) ¢ =3a +2b; 2) ¢ =4a -3b!

41.5.° Adottak az m(1;7; -8) és az n (3; —1; 6) vektorok. Hatdrozd
meg az a vektor koordinatdit, ha:
1) a =-2m +5n; 2) a =-m -6n!

41.6.° Adott egy ABCDA B/ C D, paralelepi-

pedon (41.2. abra). Nevezd meg az Gsszes
olyan vektort, melynek kezdG- és végpontja

a paralelepipedon csucsai lesznek, és ellen- 4 '

tétes iranyuak a kovetkezd vektorral:
1) AD; 2) B,D; 3) AC! C
41.7.° Adott egy ABCDA B C D, paralelepi-

pedon (41.2. abra). Nevezd meg az Osszes A D
olyan vektort, melynek kezdG- és végpontja 41.2. abra

a paralelepipedon cstcsai lesznek, és ellen-
tétes iranyuak a koévetkez6 vektorral:

1) B,B; 2) CD;!
41.8.° Nevezd meg annak a vektornak a koordinatait, mely ellentétes
iranyd az a (13; -10; 9) vektorral!
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41.9." Hatdrozd meg a ¢ =—6a —Tb vektor abszolit értékét, ha
a(-1;1;1), b(22-2)!

41.10."Hatérozd meg a f) =8a —-9b vektor abszolit értékét, ha
a (0,5; ~0,5; 1,5), 5(1; _2, 1)

3 3’9

41.11." Kollinearisak-e az AB és CD vektorok, ha A 4; -1; —4),
B (0; 5; 6), C(0; 2; 7), D (2; —1; 2)?

41.12." Kollinedrisak-e az DE és FK vektorok, ha D(@2; -3; 4),
E(-1; 6; 2), F(-2; 8; 6), K(-3; 11; 7)?

41.13." Hatdrozd meg az x és y értékeit, ha az a (x;y;2) és a
b (-2; 3; 1) vektorok kollinearisak!

41.14." Hatdrozd meg az x és z értékeit, ha az m(-1;7; 2) és az
;(x; 4; 5) vektorok kollinearisak!

41.15." Adott az a (3; 2; 1) vektor. Hatdrozd meg a vele kollinedris
AB vektort, ha az A (1; 1; 1), és a B pont az yz sikra illeszkedik!

41.16.” Adottak az A (-3; 6; 4), B(6; —1; 2), C (0; 3; —2) pontok. Ha-
tér(@ meg a D pont koordinatdit, amely az xz sikra illeszkedik,
és AD | BC!

41.17." Adott az a (-2; 6; 3) vektor. Hat4drozd meg a b koordinatit,
ha az a és a b vektorok ellentétes iranyuak, és a b vektor ab-
szolut értéke 1!

41.18." Adott: m T n,
koordinatait!

41.19.” Egy egyenesre illeszkednek-e a kévetkezd pontok:

1) A(5; 6; —4), B(7; 8; 2) és C(3; 4; 14);
2) D (-1; —7; =8), E (0; —4; —4) és F (2; 2; 4)?

41.20." Az A, B és C pontokra igaz, hogy AB(10;15; -5) és
A—C(—6; y; 2). Az y és z mely értékeinél fognak az A, B és C pontok
egy egyenesre illeszkedni?

41.21." Az E pont az ABCDA B C\D, paralelepipedon CC, élének a
felez6pontja. Fejezd ki az AE vektort az AB, AD és AA, vekto-
rok altal!

41.22." Adott az ABCDA B,C D, paralelepipedon. Az M pont az A B,
élének a felezdpontja, a K pont pedig a CC, élének a felezGpontja.

Fejezd ki az MK vektort az AB, AD és AA, vektorok altal!

m | = 5\/5, ;(1; —-1; 2). Hatarozd meg az m
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42. A vektorok skalaris szorzata 227

41.23." Adott az ABCDA B C D, kocka. Az E pont a CC, élének a
felezopontja az F pont pedlg az AD élének a felezopont]a Fejezd

ki az EF vektort az AB, AD és AA, vektorok ltal!

ISMETLO GYAKORLAT [

41.24. Az egyenll szari haromszog alapja 48 cm, a tertilete pedig
432 cm®. Hatarozd meg a haromszogbe irt korvonal sugarat!

42. A vektorok skalaris szorzata

Legyen az a és b két nem egyiranyu és nem nullvektor. Az
O ponttdl felmérjiik az a és b vektorokkal megfelelden egyenlé OA
és OB vektorokat (42.1. abra). Az AOB széget az a és b vektorok
kozotti szognek nevezzik.

Az a és b vektorok kozétti szoget igy jeloljuk: (5,5 )4. Termé-
szetesen, ha a Tl 5, akkor (5,5)4:180° (42.2. abra).

a -

b
B i A B
A 4—&0L>
0] C
42.1. abra 42.2. abra 42.3. abra

A, B,

Ha a 175, akkor (5,5)4 =0° Ha az a és b vektorok koziil
legalabb az egyik nullvektor, akkor ugy tekintjik, hogy az (E, I;)é =0°.

Az a és b vektorokat merolegeseknek nevezzik, ha a koztik
16v6 szog 90°. Ezt igy jeloljik: a Lb.

A 42.3. abran egy haromoldali hasab lathatd, melynek az alaplap-

ja szabalyos haromszog, és az oldalélei merélegesek az alaplap sikja-
ra.

A kovetkez6t kapjuk: (CA,C,B;)£=60° (BC,A,B,)/=120°
(44,,BB;)2=0°, (A4, BC)2=90°, (CC,,B,B)Z=180°.
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228 6. §. Koordinatak és vektorok a térben

Definicio. Két vektor skalaris szorzatanak ne-
vezziik e vektorok abszolut értékeinek és a koztik 1évo szog
koszinuszanak szorzatat.

Az a és b vektorok skalaris szorzatat igy jeloljikk: a -b.
A meghatarozas matematikai nyelven valé leirasa:

a- —|a ||b |cos(a b)

Ha az a vagy a b vektorok koziil legalabb az egyik nullvektor,
akkor természetesen az a -b =0.

Az a-a skaldris szorzatot az a vektor skalaris négyzetének
nevezziik és a -tel jelljiik.

A vektor skalaris négyzete egyenld a vektor abszolut értékének a
négyzetével, vagyis a =| E| .

42.1. tétel. Két nem nullvektor skaldris szorzata akkor és

csakis akkor egyenlé nullaval, ha ezek a vektorok merélegesek
egymasra.

Példaul a 42.3. abran lathaté vektorokra igazak a kovetkezd egyen-
16ségek: AA -BC=0, BA, -CC=0.

42.2. tétel. Az a (a3a,;a;) és b (b,;b,;b,) vektorok skaldris
szorzatat a kovetkezd képlettel lehet meghatarozni

a-b=ab, +a,b, +asb,

42.3. tétel. Az a (a;;a,;a;) és b (b;b,;b,) nem nullvektorok

kozotti szog koszinuszat a kévetkezé képlettel lehet kiszamita-
ni:

ab, +ayb, +azb,
\/alz +a§ +a§ \/bf +b22+b§

cos (5,5)4 =

A vektorok skalaris szorzatanak néhany tulajdonsiaga megegyezik
a szamok szorzasanak tulajdonsiagaval. Példaul:

bdarmely a, b, ¢ vektorra és bdarmely k szamra igazak a
kovetkezd egyenldségek:

a-b=b-a;
(ka)- b:k(E b);
(@+b)c=a-c+b-c
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42. A vektorok skalaris szorzata 229

A vektorok oOsszeadasat és szammal valé szorzasat, valamint a
vektorok skalaris szorzatat tartalmazé kifejezéseket, az algebrai ki-
fejezésekhez hasonlbéan lehet atalakitani. Példaul

— —\2 — - — — — — — — — —
(a +b) =(a +b)~(a +b)=a -(a +b)+b -(a +b)=
:Ez +E-5+5-E+52 :072 +2E-5+l72.

Feladat. A hasab ABC alapja egy

egyenld szaru haromszog (AB = AC). Az AA,

oldaléle az AB és AC élekkel egyenld szogeket L N G
alkot (42.4. 4bra). Bizonyitsuk be, hogy

AA, 1 BC!
Megoldds. Legyen a BAA Z = . A fel-

adat feltétele alapjan fel lehet irni, hogy: B C
CAA Z = q. L
Meghatarozzuk az AA, és BC vektorok A
skalaris szorzatat; - 42.4. dbra
BC = AC - AB.

Felirjuk a kovetkezGt:
A4, BC - 44, (AC - AB) - A4, - AC— A4, AB -
_| A || 46 |cos o | 44 || 4B |coso
Mivel | AC|=| AB
laval. Tehat AA, 1 BC. <«

, ezért a vizsgalt skalaris szorzat egyenlé nul-

‘[) -

([
1. Mivel egyenld két ellentétes iranyu vektor hajlasszdge? Két egyiranyu

vektor hajlassz6ge? _

2. Mivel egyenlé az a és b vektorok hajlasszdge, ha legaldbb az egyik
nem nullvektor?

. Milyen vektorokat neveziink merélegesnek?

. Mit nevezunk két vektor skalaris szorzatanak? Mivel egyenl6 ez a szorzat?

. Mit nevezlink a vektor skalaris négyzetének? Mivel egyenlé ez a szorzat?

. Fogalmazd meg két nem nullvektor mer6legességének a feltételét!

. Hogyan kell meghatarozni a vektorok skalaris szorzatat, ha ismerjik a
koordinatéaikat?

8. Ird fel a vektorok skalaris szorzatanak a tulajdonsagait!

No oh W
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230
e
@YAKORLATOK E

42.1.°  Adott egy ABCDA BC D, kocka B, c,
(42.5. 4abra), ahol az O pont az ABCD lap

' D

kézéppontja. Mivel egyenld a kivetkezs vek- Ai f———

torok hajlasszoge: '

1) AC és AD; 5) AA, és BO; B)'r¢_0_ -lC
e e Lo ALA

2) AC és CD; 6) AA, és CC; A o= S

3) AC és BO; 7) AA, és B/B;

4) AD és AA; 8) BO és CD? 42.5. abra

42.2° Az a és b vektorok kozotti szog 40°.
Mivei egyelll6 a kb@tkezé’ Xektorok hﬁjlésszbge: B B
1) 2a és b; 2) a és -b; 3) -3a és -bb; 4) —Ta és 10b?
42.3.° Hatdrozd meg az a és b vektorok skalaris szorzatét, ha:
D |a|=2v3, |b]|=5, (a,b)2=30
2) |a|=4, |b|=7, (a,b)2=135"
42.4.° Hatarozd meg az m és n vektorok skalaris szorzatat, ha:
|m|=2, |n|=1, (m,n)z=120°

42.5.° Hatdrozd meg az a és b vektorok skaldris szorzatat, ha:
D a@-23), b(&-43); 2 a(-9%45), b(3-14)

42.6.° Hatérozd meg az a és b vektorok skaldris szorzatét, ha:
) a(4-1;6), b(-7:28); 2 a(;-3%9), b(-1;30)!

42.7° Adott az m (3; —2; 4) és ;(2; 2; 2) vektor. A z mely értékénél
teljesiil az m-n =18 egyenl8ség?

42.8° Adott az a (9; ¢; 1) és b (=2; 3; ¢) vektor. A ¢ mely értékénél
teljesiil az a-b=-24 egyenlGség?

42.9.° Az E(l; 1; 2), Z;(l; 2; 1) és E(—5; 3; 1) vektorok kozul valaszd
ki a meréleges vektorokat!

42.10." Az a és b vektorok kozdtti szég 45° |a |=3 |b|=3+2.
Hatarozd meg:

—_— — — — — — — —\2

1) (a+b)-b; 2) (2a—b)~a; 3) (a—b) !
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42. A vektorok skalaris szorzata 231

42.11." Az m és n vektorok kozotti szog 150°, |;1|=2, |E | = 3.
Hatarozd meg:

) (3m —4n).m; 2 (m+n)!

42.12." Az a és b vektorok kozétti szog 120°, | a | = | b | =1. Hat4rozd
meg az (E + 35) . (45 - 75) skalaris szorzatot!

42.13." Az a és b vektorok kozotti szo6g 60°, a | =| b | =1. Hatarozd

meg az (5(; +b)- (E - 55) skalaris szorzatot!

42.14.'_Az x mely értékei mellett lesznek mer6legesek az E(x; -x; 1)
és b (x; 2;1) vektorok?

42.15." A p mely értékei mellett lesznek merdSlegesek az a( p;—2;1)
és b (p; 1; —p) vektorok?

42.16." Hatarozd meg a (207—35)(07—25) skalaris szorzatot, ha az
a (2 -1;-2), b(4;-3;2)!

—_ —\2 —

42.17." Hatarozd meg az (m - 2n) skalaris négyzetet, ha m(2; 1; -3),
n (4; -2; 0)!

42.18." Az ABCD tetraéder minden éle a-val egyenld, az M pont az
AB él felez6pontja. Hatarozd meg a kovetkezd vektorok skaldris
szorzatat: -

1) CM és DC; 2) AB és CD!
42.19.” Az ABCDM gula alapja egy olyan négyzet, melynek minden

éle a-val egyenlé. Hatarozd meg az AM és AC vektorok skalaris
szorzatat!

42.20." Hatdrozd meg az m =a +b és az n =a —2b vektorok haj-
lasszogét, ha |a |=+2, |b]=2, (a,b)2=135

42.21." Hatdrozd meg az @ =m —n és b =m +2n vektorok hajlds-
szogét, ha | m | =1, |n | = \/g, (H,;)L =30°!

42.22." Hatérozd meg az AB és CD vektorok kozétti szog koszi-
nuszat, ha A(3; -2; 1), B(-1; 2; 1), C4; -1; 5), D(; 3; 0)!

42.23." A haromszog csticsai az A (1; 0; 1), B (=5; 4; 3) és C(0; 3; 1)
pontok. Hatarozd meg a haromszog A szogét!

ISMETLO GYAKORLAT [

42.24. Az egyenlG szarua trapéz szara 10 cm, a beirt kor sugara pedig
4 cm. Hatdrozd meg a trapéz tertiiletét!
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' A 6. §. OSSZEFOGLALASA b |
([

Két pont tavolsaga
Az A(x; y; z) és a B(xy; y,; 2,) pontok kozotti tavolsag az
AB= \/(xz —x,) +(y, —y,)* +(2, — 2,)" képlettel hatdrozhaté meg.

A szakasz felez6pontjanak koordinatai

A végpontok koordinataival megadott szakasz felez&pontjanak
koordinatai egyenlék a végpontok megfeleld koordinatdinak a
szamtani kozepével.

Két vektor kolesonos helyzete

Két nem nullvektort kollinedrisnak nevezziik, ha parhuzamos
egyenesekre vagy ugyanarra az egyenesre illeszkednek. A nullvek-
tor minden vektorral kollinearis lesz.

A vektorok egyenlésége
Két nem nullvektort egyenlének mondunk, ha az abszolat értékiik
egyenld és egyiranyuak. Barmely két nullvektor egyenld egymas-
sal.

A vektor koordinatai

Ha az A(x; y;; 2) és a B(x,; y,; z,) pontok megfeleléen az a
vektor kezd6- és végpontjai, akkor az x,—x,, y,—y, és z,—z, sza-
mok megfelelGen az a vektor elsé, masodik és harmadik koordi-
natai lesznek.

Vektor abszolut értéke
Ha az a vektor koordinatai (a; a,; a,), akkor az | a | =.a’ +ad} +a’.
Miiveletek a vektorokkal
Barmilyen A, B és C pontra teljestl az AB+ BC = AC egyenldség.
Az a és b vektor kilonbségének azt a ¢ vektort nevezziik, mely-

nek a b vektorral vald Osszege egyenld az a vektorral.

Barmely harom O, A és B pontra teljesiil az OA-OB=BA egyen-
16ség.
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Az a nem nullvektor és egy null4tél kiilénboz8 k szdm szorzaté-

nak azt a b vektort nevezziik, amelyre tejesil: 1) |I; | = | k|| al;
2) ha k& > 0, akkor b T E; ha k < 0, akkor b Ta.
Ha az a és b vektor kollineéris, és a =0, akkor létezik egy
olyan k szdm, amelyre teljesiil a b = ka egyenldség.
A -1.a -t a —a -ral jeloljiik és az a vektor ellentettjének nevezziik.

Két vektor skaldris szorzatanak nevezziik a vektorok abszolut ér-
tékeinek és a koztik 1évd szog koszinuszanak szorzatat.

Két nem nullvektor skalaris szorzata akkor és csakis akkor egyen-
16 nullaval, ha ezek a vektorok merdlegesek.

Ha az a és b vektorok megfeleld koordinatai (a; a
(b; by; b,), akkor:

e az a+b vektor koordinatai (@, +b;a,+b,;a,+ by,

¥ a3) és

e az a -b vektor koordinati (@, -b;a,-b,; a,—0b);

e a ka vektor koordinatai (ka; kay; ka);

e az a és b vektorok skalaris szorzata ab, + a,b, + a,b, lesz
egyenlg;

— = b, +ayb, +ab -
o cos(a,b)é a0, T 4,0, +a304

= (ahol az a és b nem
\/af+a§+a§-\/bf+b22+b§

nullvektorok).
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43. A 10. osztalyos mértan tananyaganak ismétlo
gyakorlatai

Parhuzamossag a térben

43.1. Az ABCD téglalap atléi az O pontban metszik egymast. Az
M pont nem illeszkedik az ABC sikhoz. Lehet-e olyan sikot fek-
tetni, amely:

1) az AM egyenesre és az O és C pontokra illeszkedik;
2) az AC egyenesre és a B és M pontokra illeszkedik?

43.2. Az M pont az ABCDA,B,C,D, kocka BB,C,C lapjanak egy pontja,
a K pedig az AD élének a pontja (43.1. abra). Szerkeszd meg az MK
egyenes és az ABB, sik metszéspontjat!

B, c, B, c,
A, L D A, + Dy
Ak it
rL-----JC L-----JC
e e K.
ATE D A D
43.1. abra 43.2. abra

43.3. Az M pont az ABCDA B,C D, kocka AA B B lapjanak egy pont-
ja, a K pedig az AA D D lapjanak a pontja (43.2. dbra). Szerkeszd
meg az MK egyenes és az A B,C, sik metszéspontjat!

43.4. Az ABCDA B,C D, hasab BB, CC, és DD, élein ugy vették fel
az M, N és K pontokat, hogy BM # CN, BM # DK és CN # DK.
Szerkeszd meg az ABC és az MNK sikok metszésvonalat!

43.5. Az M pont ABCDA B,C D, hasédb A B, élének felez6pontja, a
K pont pedig a CD élének a felezdpontja. Szerkeszd meg az AMK
és a BB,C, sikok metszésvonalat!

43.6. Az ABCD tetraéder AB, AD, AC és BC élein megfelelGen jelolték
az E, F, M és K pontokat. Szerkeszd meg az EFM és a DAK sikok
metszésvonalat!

43.7. Az ABCD tetraéder DA és DB élein megfelelGen jelolték az M és
K pontokat. Szerkeszd meg az ABC és az MKC sikok metszésvonalat!

43.8. Az MK egyenes, amely nem illeszkedik az ABCD paralelogram-

ma sikjahoz, parhuzamos az AD egyenessel. Milyen az: 1) MK és
BC; 2) MK és AB egyenesek kolesonos helyzete?
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43.9. Adott, hogy az a és b egyenesek parhuzamosak, és a ¢ egyenes
metszi a b-t, de nem metszi az a-t. Bizonyitsd be, hogy az a és ¢
egyenesek kitérG egyenesek lesznek?

43.10. Az AB és CD szakaszok egy kor atmérdi. Az o siknak nincs
kozos pontja ezzel a korrel. Az A, B, C és D pontokon keresztiil
parhuzamos egyeneseket fektettek, melyek az o sikot megfelelGen az
A, B, C, és D, pontokban metszik. Hatarozd meg a CC, szakasz
hosszat, ha AA, =5cm, BB, =9cm, DD, = 3 cm!

43.11. Az M pont nem illeszkedik az ABCD paralelogramma sikjara.
Bizonyitsd be, hogy AB || CMD!

43.12. Az ABC és ABD haromszogek nem egy sikra illeszkednek. Az
M pont az AC szakasz felezGpontja, az N pont pedig a BC-jé. Az
AD szakaszon jeloltiink egy K pontot, a BD szakaszon pedig egy
E pontot Ugy, hogy KE || ABC. Bizonyitsd be, hogy KE || MN!

43.13. Az ABCD tetraéder AD, BD és CD élein megfelelGen tgy jeldl-
ték az E, F és M pontokat, hogy ABE/ = FEB/, CBM/ = FMB/.
Bizonyitsd be, hogy az ABC és EFM sikok parhuzamosak!

43.14. Adott, hogy o || B, a | b. Az a egyenes az A pontban metszi
az o sikot, a B sikot pedig a B pontban. A b egyenes a C pontban
metszi a  sikot (43.3. abra). Szerkeszd meg a b egyenes és az o sik
metszéspontjat!

a b
43.3. abra 43.4. abra

43.15. Adottak az o és a P parhuzamos sikok, valamint az a és b
egymast metszl egyenesek. Az a egyenes az o sikot az M pontban
metszi, a P sikot pedig az N pontban, a b egyenes az o sikot a
K pontban metszi (43.4. abra). Szerkeszd meg a b egyenes és a
B sik metszéspontjat!

43.16. Az ABCD tetraéder ADB lapjanak sulyvonalai az E pontban
metszik egymast, a BDC lapé pedig az F pontban. Bizonyitsd be,
hogy az EF egyenes parhuzamos az ABC sikkal!
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43.17. Igaz-e az allitas:
1) ha két egyenes sikra esé vetiiletei parhuzamosak, akkor az adott
egyenesek is parhuzamosak;
2) ha egy sikbeli alakzat egybevagd a parhuzamos vetlletével,
akkor a sik, amelyre az adott alakzat illeszkedik, és az a sik,
melyre a vetiilete illeszkedik, parhuzamosak?

43.18. Az A, B, és C, pontok megfeleléen az ABCD
paralelogramma A, B és C csucsainak a vetiile- B, °C,
tei (43.5. dbra). Szerkeszd meg az ABCD para-
lelogramma vetiiletét!

43.19. Az A B C, haromszog az ABC derékszogQ A,
haromszog vetllete lesz, az AB atfogdjanak a
vetiilete pedig az A B, szakasz. Szerkeszd meg 43.5. abra
annak a négyzetnek a képét, melynek kozos

szoge van az ABC haromszoggel, és minden csicsa a haromszog
oldalan helyezkedik el!

Meroélegesség a térben

43.20. Az m egyenes parhuzamos az ABC haromszog AC oldalaval,
és nem illeszkedik az ABC sikra, ABCZ = BACZ = 30°.
1) Bizonyitsd be, hogy az m és a BC egyenesek kitérdk!
2) Hatdarozd meg az m és a BC egyenesek kozotti szoget!

43.21. Az ABCDA B,C D, téglatest ABCD lapja négyzet, és az AA,
éle kétszer nagyobb az AB élnél. Hatarozd meg: 1) AB, és CD;
2 AB, és CD; 3) AB, és A C, egyenesek hajlasszogét!

43.22. Az ABC haromszog B csucsan keresztiil
BD egyenest fektettek, amely merdleges az D
ABC sikra (43.6. abra). Az M pont az AC
szakasz felez6pontja. Hatarozd meg a DA és

DM szakaszok hosszat, ha AB=BC=10cm, B C
AC =12 cm, DB = 24 cm!
43.23. Az ABCD négyzet O kozéppontjan at a A
négyzet sikjara merGlegesen egy MO egye-
nest fektettiink. A K pont a CD szakasz fe- 43.6. abra

lezépontja, MC = 6 cm, MCK/ = 60°.
1) Bizonyitsd be, hogy a CD egyenes meréGleges a MOK sikra!
2) Hatarozd meg az MO szakasz hosszat!

43.24. Az AB szakasz nem metszi az o sikot, az AB egyenes viszont
az o sikot a C pontban metszi. Az A és B pontokra illeszkedve az
o sikra merdleges egyeneseket fektettiink, amelyek megfelelGen az
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A, és B, pontokban metszik a sikot. Hatdrozd meg a B,C szakasz
hosszat, ha AA, =16 cm, BB, = 6cm, A B, = 4 cm!

43.25. Az AB szakasz metszi az o sikot. Az A és B pontokon és az
AB szakasz C felezépontjan at merdleges egyeneseket bocsatottunk
az o sikra, melyek ezt a sikot megfeleléen az A, B, és C, pontok-
ban metszik. Hatarozd meg a CC, szakasz hosszat, ha AA, = 18 cm,
BB, =9 cm!

43.26. Az M pontbdl az o sikra MH me-
rélegest, valamint egymassal egyenld
MA és MB ferdéket bocsatottunk (43.7.
abra). Hatarozd meg a ferdék talppont-

jai kozotti tavolsagot, ha MAH/ = 30°, / M /

AMB/ = 60°, MH = 5 cm! o A H \pB
43.27. Az ABCD téglalap atlgja és egyik )

oldala koézotti szog 30°. Az M pont a tég- 43.7. abra

lalap minden csucsatoél 53 cm-re van,

M

a téglalap sikjatél pedig 52 cm-re. Hatérozd meg a téglalap te-
riiletét!

43.28. Az MC szakasz merbleges az ABC haromszog sikjara,
ACBZ =90°, AC = BC=6cm. Az M pont és az AB egyenes ko6zot-
ti tavolsag 36 cm. Hatarozd meg az M pont és az ABC sik ko-
zOtt1 tavolsagot!

43.29. Az MB szakasz mer6leges az ABCD téglalap sikjara, AB = 5 cm,

BC = 16 cm. Hatarozd meg az M pont tavolsagat az AD egyenestll,
ha az M pont és a CD egyenes kozotti tavolsag 20 cm!

43.30. A 6 cm, 25 cm és 29 cm oldali ABC haromszogbe irt kérvonal
O kozéppontjabdl a haromszog sikjara DO merGlegest allitottak. A
D pont és az ABC haromszog kozotti tavolsag 2+/15 cm. Hatarozd
meg a D pont tavolsagat a haromszog oldalaitol!

43.31. Az M pont az ABC szabalyos haromszog csucsaitél egyenld
tavolsagra van, a haromszog sikjatol pedig 5 cm-re. Hatarozd meg
az ABC haromszog tertiletét, ha az MA egyenes az ABC haromszog
sikjahoz 60°-o0s szog alatt hajlik!

43.32. A DC szakasz meréleges az ABC derékszogd haromszog sikjara
(ACB« =90°), DC =9cm, AC=15cm, BC =20cm. A DE szakasz
a D pontbdl az AB egyenesre bocsatott merdleges. Hatarozd meg a
DE egyenes és az ABC sik hajlasszogét!

43.33. Az MK szakasz nem metszi az o sikot. Hatarozd meg az MK
egyenes és az o sik kozotti szoget, ha MK = 6 cm, és az MK szakasz

végpontjainak tavolsaga az o siktol 8+/3 cm és 5+/3 cm!
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43.34. Az ABC szabalyos haromszog BC oldala az o sikra illeszke-
dik. A haromszog AH magassaga az o sikhoz ¢ szog alatt hajlik.
Hatarozd meg az AB egyenes és az o sik kozotti szoget!

43.35. Az A pont a lapszog lapjai kozott helyezkedik el, amelynek
mértéke o. Az A pont tavolsaga a lapszoég mindegyik lapjatél A
lesz. Hatarozd meg az A pont és a lapszog éle kozotti tavolsagot!

43.36. Az MC szakasz merbleges az ABC haromszog sikjara
(ABCZ = 90°). Hatarozd meg az ABC és az ABM sikok hajlasszo-
gét, ha AC = 8 cm, BACZ = 30°, az M pont és az AB egyenes kozotti
tavolsag pedig 12 cm!

43.37. Az ABC haromszog AB oldalan keresztil o sikot fektettek.
Az ABC haromszog sikja és az o sik kozotti szog 60°-os. Hatarozd
meg a C pont tavolsagat az o siktél, ha AC =7 cm, AB = 10 cm,
BC =13 cm!

43.38. Az ABCD négyzet sikja és az AEFD téglalap sikjanak hajlas-
szoge 60°0s. A négyzet teriilete 16 cm?, a téglalapé pedig 32 cm?®.
Hatarozd meg négyzet és a téglalap parhuzamos oldalai kozotti
tavolsagot!

43.39. A c egyenes az o és a P sik metszésvonala. Az M pont az
o siktél 9 cm-re, a B siktdl pedig 12 cm-re van. Hatarozd meg az
M pont és a ¢ egyenes kozotti tavolsagot!

43.40. Az ABC haromszog C derékszogének csicsan at egy m egye-
nest fektettek, amely meréleges az ABC sikra. Az m egyenesen
agy jeloltek egy D pontot, hogy az ABC és az ABD sikok kézotti
szog 30°-o0s lesz. Hatarozd meg az ABD haromszog teriletét, ha
AB = 16 cm, BACZ = 45°!

43.41. A 402 cm? teriiletd trapéz vetiilete egy sikra egy olyan egyen-

16 szara trapéz, melynek alapjai 7 cm és 13 cm, a szara pedig 5 cm.
Hatarozd meg az adott trapézok sikjai kozotti hajlaszoget!

Térkoordinatak és térvektorok

43.42. Adott az A (7, 3; —1) és a B (x; 5; z) pont. Ismert, hogy az
AB szakasz C felezdpontja az ordinatatengelyre illeszkedik.
1) Hatarozd meg a C pont koordinatait!
2) Hatarozd meg az x és z értékeit!
43.43. Adottak az A (8; 0; 4), B(13; 4; 7), C (11; —3; 3) pontok.
1) Bizonyitsd be, hogy az ABC haromszog derékszogd!
2) Hatarozd meg az ABC haromszog koré irt korlap tertletét!

43.44. Hatarozd meg az ABC egyenl§ szart haromszog teriletét, ha
A@1; 1; =2), C(=3; 3; 2), a B pont pedig az applikatatengelyre il-
leszkedik!
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43.45. Adottak a kovetkez6 pontok: A (—2; 1; 3), B(0; 5; 9) és
C (-3; y; 6). Az y mely értékeinél lesz az AB szakasz hossza két-
szer nagyobb az AC szakasz hosszanal?

43.46. A C(2; —3; 1) pontbdl induld CD vektor egyenld az AB vek-
torral. Hatarozd meg a D pont koordinatait, ha A (-1; 0; 5),
B (0; 4; -1)!

43.47. Adottak az A (1; 0; 1), B(2; 1; —-1) és C(-1; 2; 0) pontok. Ha-
tarozd meg a D pont koordinatait, ha AB+CD=0!

43.48. Az a (x; 3; —4) és b (20; —12; 16) vektorok a paralelogramma
szemkozti oldalaira illeszkednek. Hatarozd meg az x értékét!

43.49. Adottak az A (—4; 1; 2), B(-2; 0; —1) és C (1; 1; 0) pontok. Ha-
tarozd meg az yz sikra illeszked§ D pont koordinétéit, ha AB és
CD vektorok kollinearisak!

43.50. Az ABCD tetraéder BDC lapjanak stlyvonalai az O pontban
metszik egymast az M pont az AD él felez6pontja. Fejezd ki az

MO vektort az AB, AC és AD vektorok 4ltal!

43.51. Hatarozd meg az a (2;2;1) és a b (6; —2; —3) vektorok kozotti
szog koszinuszat!

43.52. Hatarozd meg az 5(3; -2;4) és a 5(2; 3; 0) vektorok kozotti
szoget!

43.53. Az x mely értékeinél lesznek az E(x; -2;1) és a g(x; 2x; 3)
vektorok merGlegesek!

43.54. Hatarozd meg annak az m vektornak a koordinatait, amely
kollinearis az ;(1; -2; 1) vektorral, ha m-n =-3!

43.55. Hatarozd meg az E(—l; 2; 5) vektor és az abszcisszatengely
pozitiv iranya kozotti szoget!

43.56. Hatarozd meg a b (6; —2; —3) vektor és az applikatatengely
negativ iranya kozotti szoget!

43.57. Adott, hogy |a |=2, |b|=2+2, (a,b)£=135° Hatérozd meg
az | a -b | értékét!

43.58. Az M pont az ABCDA B ,C, D, kocka AB élének a felezépontja,

az A B, él felezépontja pedig a K pont. Hatarozd meg az MB, és a
DK egyenesek kozotti szog mértékét!
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Feleletek és utmutatasok

1. fejezet. Algebra és az analizis elemei

1. §. Fliiggvények, ezek tulajdonsagai és grafikonjaik

1.16. 1) 16; 2) 32. 1.17. 2500 m?. 1.22. 2; 5. 1.23. —3; —1. 1.28. 3) {-6}.
2.7. 4) (In_ig] f (x) = 256; legnagyobb értéke nem létezik. 2.11. 1) Ha

a = 6, akkor egy gyoke van; ha a > 6, akkor 2 gydke; ha a < 6, akkor
nincsenek gyokei; 2) ha a = 1 vagy a = —8, akkor egy gyoke van; ha
a < -8 vagy a > 1, akkor 2 gyoke van; ha —8 < a < 1, akkor nincse-
nek gyokei.

3.5. 1) (—o0;0)U (0; +0); 2) (—o0;2)U(2;+0). 3.6. 1) Ir}axf(x)=64,
minf(x)=1; 2) max f(x)=64, min f(x)=1; 3) maxf(x) 1, leg-

[;'1] [ b ‘5] [*1 *;]

kisebb értéke nem létezik. 3.7. 1) maxf (x) =27, I[Illl}lf(x) = 213
l:2 =2

3

2) [Ir;aul(] f(x)= —l, [I-rzl~i-r11] f (x) =-1; 3) legnagyobb értéke nem létezik,

f(x)= —E

4.4. 5) —1. 4.8. 6) Nincsenek megoldasai; 9) 5; —15. 4.9. 5) —0,5;
6) 0; 6. 4.12. 29. 4.13. —-11,8. 4.14. 1) R; 2) [-1; +o0); 3) (-o0; —1] U
U [2; +90). 4.15. 1) (=o0; 2]; 2) (-o0; 3) U (3; +0); 3) (—oo; 1] U
U [3; +00). 4.16. 4) —5 és —4. 4.20. 1) —1; 2; 2) —1; 3. 4.21. —3; 1.

5.11. 0. 5.12. 27%2. 5.13. 3) ¥/128. 5.14. 3) ¥a. 5.19. 1) a <0

b<0;2) a=>0,b<0;3) aés b tetszlleges szamok; 4) a és b tetszs-
leges szamok. 5.20. 2) R. 5.21.2) —n; 4) ¢*. 5.22. 2) 10x. 5.25. 1) [—4; +o0);

2) R. 5.26.2) V2 -1. 5.28. 1) m> ¥-m; 2) a®b® ¥b. 5.29. 1) —2a {/24>;
2) —ba¥-a. 5.30. 1) -¥3c%; 2) Y6b°, ha b >0; —Y6b°, ha b <O0;
% a".5.31. 1) Ya"; 2) ~4-a". 5.32. [3; 5]. 5.34. 6) 16.
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6.5. 3) z; 6) % 6.6. 3) 4. 6.7. 3) 125. 6.8. 2) 49. 6.11. 1) 6; 2) 100;

3) 12%; 4) 2. 6.12. 1) 7; 2) 10; 3) 122%. 6.13. 2) a”’—2b"%

2 11 2 0,5,0,5 11
21 a a

5) a® —a®h?® +b%. 6.14. 3) 1+i1. 6.15. ————. 6.16. 2m?n?.

aE a0,5 +b0,5
7.3.3)-1;1.7.4.1) %; 2) %; 3) nincsenek gyokei; 4) 7. 7.5. 2) Nin-
csenek gyokei. 7.6. 1) 1; 2) 3; 3) 1; 2; 4) 5;5) 4; 6) 2. 7.7. 1) —b; 2) 4;

3) —1; 4) 5. 7.8. 1) 4, 2) 2 3. 7.9. —. 7.10. 1) 1; —%7 2) 16; 3) 25; 4) &;

5) 0; 16; 6) g 7.11. 1) 16; 2) 1; 512; 3) —4; 11; 4) 2,8; —1,1. 7.12. 1) 0; 5;
2) 7. 7.13. 1) 6; 2) 2; 3) —1; 3; 4) —2. 7.14. 1) 2; 2) 8. 7.15. 1) 6; 9;
2) %; 3) nincsenek gyokei; 4) 1; —3. 7.16. 1) —5; 4; 2) 1. 7.17. 1) 1, 4;

2) —J11; —6; 6; V11; 3) —1; 4; 4) —2; 5. 7.18. 1) —1; 5; 2) 1; 2

3) —6; 4. 7.19. 27. 7.20. 10. 7.22. f (x) = —2x + 1.

2. §. Trigonometrikus fliggvények

8.4. 3) 10m. 8.5. 2) %. 8.8. 8) Az 1. negyedben. 8.9. 4) A TII.

negyedben; 7) a II. negyedben. 8.10. 3) (0; -1); 6) (1; 0). 8.11. 2) (-1; 0).
8.13. 1) 3—2"; -2 9 2m 2m 814 D) Te2mk heZi 2) mo 2k,

keZ; 3) —g+2nk, keZ. 8.15.1) —g+2nk, keZ; 2) g+2nk, keZ;
f 1
3) —I+2nk ke Z. 816.1) 2 2) (0; -1); 3) (0; 1), (0; =1); 4) (1 0),

(-1; 0). 8.19. 1) -2; 2) ——. 8.20. 80 000 lakos.

G

9.1.1)5;4) .92.1)1; 3)— 9.3. 1) Nem; 2) nem. 9.4. 1) Nem,;
2) nem; 3) igen. 9.5. 1) 3; -3; 3) 3;1; 4) 1; 0. 9.6. 2) 1; —5. 9.11. Ut-
mutatds. Legyen a P, és P, pontok a P, pontnak o-val és Oc+g-vel

torténd elforgatdsanak az eredménye. P A és P,B merdlegeseket bo-
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csatunk megfelel6en az x és y tengelyre (9.3. dbra). Mivel a POP,/ = g,

ezért megdllapithaté, hogy a AOP A = AOP,B. Ebb6l kovetkezik, hogy
OA = OB. Tehat a P, pont abszcisszaja egyenld a P, pont ordinatajaval,

vagyis coso = sin(oc+g). A P, és P, pontok elhelyezkedésének mas

eseteit hasonléan lehet megvizsgalni. Vizsgald meg kilén azokat az
eseteket, amikor a P, és P, pontok a koordinatatengelyekre illeszked-
nek.

J2 1 3++/2

104. 1) -1 9 X2 105. -1 10.. . 10.7. 1,5. 10.8. 1) A
2 2 2 2

II. negyedben. 10.12. 1) 2 sin o; 2) —2 cos «; 3) 0. 10.13. 1) 0; 2) 0;
3) 0. 10.14. 1) Paros; 2) se nem paros, se nem paratlan. 10.15. 1) Pa-
ratlan; 2) paros. 10.16. 1) 5; 2) 2.

Lopa ¥ 91 g L
2 2 2

10 25 5 17
11.15. 2) cos 20° > cos 21°; 3) sin =T sin =2 11.16. 2) sin O o sin —=,

11.1. 2) V3; 3 —%; 5)

11.19. 1) sin 58° > cos 58°; 2) sin 18° < cos 18°; 3) cos 80° < sin 70°.
11.21. 1) [2; +00); 2) [3; +o0).

12.1. 5) 2cos’o. 6) 2. 12.2.8) 1; 4) 1. 12.5. 1) — > 2) —>;
cos” o sin o

.4 2 1 4

3) sin“oy 4)1.12.6.1) 1;2) 1; 3) —; 4) . 12.7. 2) cosa =——,
cosf} cosx 5

3 1 2 5 5
tgoc=—z; 3) cosu=——, sinot=—-—. 12.8.1) sinot=—, tgo=—.

J5 J5 13 12

12.11. 5 Utmutatds. Osszuk el a tort szamlaldjat és nevezdjét

cos a-val. 12.12. —%. 12.13. 2; 1. 12.14. 3; —2. 12.15. 1) 125; 2) 2.

V3

13.1. 3) 0; 4) 0. 13.2. 2) 0. 13.3. 2) %; 3) 0; 4) <=5 5) sin 2;

6) tg 15° 13.4. 2) %; 3) g; 4) cos (o +B). 13.5. g 13.7. 2) é
13.8. 1) J3. 13.9. 1) 2 cos o; 2) tg 20; 3) cos® a; 4) sin 25

1 .
5) coso+sina; 6) cos%; 7 —cos%; 8) Etg2(x. 13.10. 1) 2 sin 40°;
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2) cos’2B; 3) 1; 4) 1; 5) isin 40; 6) 2 sin 20; 7) %cos20c; 8) sin 30

J3 J3 J_ J3 24
25

1311, 1) 15 4 —¥3 1312, 1) -3, 3 -5 13.5.
2 3 3

13.16. —%. 13.17. 2. 13.18. 5. 13.19. —0,96. 13.20. —%. 13.21. %

13.22. @ 13.23. @ 13.25. 1. 13.26. 1) 2; 2) tg 204

3) sin 2a; 4) cos® % 18.27. 1) i; 2) tg 20, 13.28. 2. 13.29. —2.
2 tg 4o

13.30. —%. 13.31. % 13.32. Ha x = 1, akkor 9, 6, 3; ha x = 9, akkor

41, 62, 83. 13.33. Ha x = 2, akkor 1, -3, 9; ha ngz %, —g, %

14.3. 3) —cos 38% 4) —sin-. 14.4. 2) sin-—~. 14.7. 1) % 2) 1.
18 15 3

14.8. —1. 14.9. 1) —cos o; 2) 1. 14.11. 0. 14.12. 1) 1; 2) 1.

15.3. 2) iz+12nn’ nez; 6) i3arccos§+6nn, nez.

5 5
15.4. 2) i%+10nn, nelz; 3) %’HS“T” neZ. 15.5.3) 12 + 6m +

2 2
12mn, neZ; 4) 2P P L cu 15.6. 2) +o_6+4mn,
24 9 3 2

nez. 15.1. —g. 15.8. Példaul —3m. 15.9. 4 gydke van. 15.10. I—;‘;

2
31%; %"; %. 15.11. 1. 15.12. 1) [ )ua +o0); 2) [-3; -2)U

U (-2; 3].
_1yn+l
16.3. 2) l+2n—n, nez; 3) ) arcs1n2+E neZz.
10 5 9 8
16.4. 3) (-1 .25 M L eg 167, 3) JATLAT e
6 2 21 7

n+l 5

16.9. 2) (—1)"“.§+§+nn, neZ. 16.10. 2) (-1) 6 2% 120+ 5mn,

neZ. 16.11. 2) §—%arctg2+n?n, ne’Z. 16.12. 2) —§+—+

18 3
13 5
nez. 16.13. T 16.14. -2 1615, 55 -2" ™™ 16.16. 6 gyoke
12 90 2 6 6
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van. 16.17. 4 gyoke van. 16.18. _Z?n- 16.19. 1) 5; 2) 3; 3) 7; 4) 4.

2
17.1. 1) (-1)" -§+nn, —g+2nn, neZz; 2) i§+2nn, nez;
3) %+2n?n, nez;4 —§+nn, arctg 3 + mn, n € Z. 17.2. 1) (-1)" -g+nn,
E+27m, nez; 2) iﬁ+nn, mn, ne’Z; 3) E+1tn, —arctg§+nn,
2 3 4 4
nez; 4 i4arccos%+8nn, neZ. 17.3. 1) §+nn, nez; 2) —%+nn,
1
neZ; 3) Earctg4+n2—n, neZ. 174. 1) —§+nn, neZz; 2) §+nn,
1 1 nn b 1
neZ; 3) —arctg—+—, neZ. 17.5.1) (-1)"-—+nn, (-1)" arcsin— +
) . g2+ ) (1) 5 (-1 3
2n
nn, nez; 2) i? + 21n, neZ; 3) iarccos(l—x/E) + 2nn, ne€Z;
1
4) 2mn, i(n—arccos§j+2nn, neZ; 5) (—1)"”-% + 7n, g + 27n,
2
ne’Z; 6) £2n + 6mn, neZ; 1) i?" + 4mn, 2m + 4mn, nelZs
8) J_rg + 27n, neZ. 17.6. 1) i%” +2m, nelZ; 9 (D5 +m,
—g + 2mn, ne€Z; 3) (-1)" arcsin (2 — «/g) +7n, n€Z; 4) g + Tn, 27N,
neZ; 5 (-1)"'n+6nn, neZ; 6) (—1)"”-% + 2nn, m + 4nn,neZ.
177.1) + 2+ ™ nez; 2) +F v, nez 17.8. 1) +2+ ™, nez;
18 3 3 6 2
2) %+nn, mn, neZ. 17.10. 3) —2; 4) 1.

3. §. A derivalt és alkalmazasa

18.7. 8 m/s. 18.8. 1) 20 m/s; 2) 10 m/s.

V3 V2

19.4. 1) ?3 19.5. 2) ?2 19.8. 1) 3: 2) i; 3)-%; 4) 1. 19.9. 1) —32:

1 1 13 3. . 176
2) —; 3) ———; 4) 1. 19.12. 1) 13,5; 2) —; 3) =; 4) —. 19.13. 1) 5;
) 500 D 5 Y ) ) D Y )
3
2) —.
) 16
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20.9. 16 kg-m/s. 20.10. 400 J. 20.12. 1) y=4x — 8; 2) y =—4;
3) y=—x— 3.

21.1. ) y=x-1; 2) y = —4x + 4; 3)y=§x+3; YHhy=x 5 y=-1;
6) y=x+4. 21.2. 1) y=3x—-4; 2) y=—-2x+2; 3) y:—x+g;
4) y=>5x—18.21.8. y =-3x— 3. 21.4. y = —bHx + 2. 21.5. 1) y = 6x — 3;
2) y=2x-2, y=2x+ 2. 21.6. 1) y=%x—%; 2) y=-3x+9, y = 3x.

21.7. 4) [1; 3)U(B; 4].

22.1. 1) Novekv6 a [-2; +o0) intervallumon, csékkend a (—o0; —2]
intervallumon; 2) noévekvd a (—o0; 0] és [1; +°0) intervallumon, csok-
kené a [0; 1]; 3) névekvd a [-1; 7] intervallumon, csokkend a (—o0; —1]
és a [7; +o0) intervallumon; 4) névekvd a [2; +00) intervallumon, csok-
kend a (—o0; 2] intervallumon. 22.2. 1) Novekvg a (—oo; 3] intervallu-
mon, csokkend a [3; +90) intervallumon; 2) névekvg a (—o0; —3] és az
[1; +o0) intervallumon, csokkend a [-3; 1] intervallumon; 3) novekvs
a [-1; +c0) intervallumon, cstkkend a (—oo; —1] intervallumon.
22.3. 1) Novekvd az [1; +00) intervallumon, csékkend a (—oo; 1] inter-
vallumon; 2) novekvs a (—o0; 2) és a (2; +o0) intervallumon; 3) novek-
vl az [1; +90) intervallumon, csékkend a (—o0; 0) és a (0; 1] interval-
lumon; 4) névekvl a (—o0; —3] és a [3; +9°) intervallumon, csokkend a
[-3; 0) és a (0; 3] intervallumon. 22.4. 1) Novekvs a (—o0; 3] interval-
lumon, csékkend a [3; +9°) intervallumon; 2) novekvs a (—o0; 0) és a

[2; +o0) intervallumon, csokkend a (0; 2] intervallumon. 22.9. —%.

233. 1) x ., =0; 2) x . =3, 3 x, =-2, x =2; 4 x_ =5,

x =-1.234.Dx  =1,x =-1;2)x . =-2,x =23 x, =1,
x =-T4) x,, = g 23.7. 1) Novekvd a (—o0; —2] és a [2; +9°) inter-
vallumon, csékkend a [-2; 0) és a (0; 2] intervallumon, x = -2;
x . = 2; 2) Novekvé a (—o0; 0] intervallumon, csékkend a [0; +0) in-
tervallumon, x = 0. 23.8. 1) Novekvs a (—00; —3] és a [3; +°0) inter-
vallumon, csékkend a [-3; 0) és a (0; 3] intervallumon, x = -3;
x . =3; 2) névekvs a [0; +o0) intervallumon, csokkend a (—o°; 0] in-

tervallumon, x_. = 0. 23.9. 1) —25; 2) —13; 3) —22. 23.10. 1) 26; 2) 17,
3) —10.

24.1. 1) 4; 0; 2) 13; 4; 3) —3; —30; 4) —4; —-8. 24.2. 1) 0; —?; 2) 1;
—2; 3) 48; —-6; 4) 0; -28. 24.3. 8=2+6. 24.4. 12=8+ 4.
24.5. 180 =40 + 80 + 60. 24.6. 18 =8 + 3 + 7.

25.1. Lasd az abrat! 25.2. Lasd az abrat!
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N 4 v

I

| ENE]

| _3 ° |

| 3 | 1

| - — ! J3 T
3] -2 o0 x 1 ! 02\@? *

Tl e
1) 3)

2)

A 25.2. feladathoz

26.6. 1) —163; 2) 3. 26.14. 5) % 26.16. 1) 4; 2) 2; 3) 3; 4) —2; 5) —2;

6) %; 2: 7) 625; 8) —25; 3. 26.19. —ﬂ. 26.20. 2; —3. 26.21. 1) 0;

2) 0. 26.22. —1. 26.24. 1) tg o; 2) 2; 3) 0; 4) 1. 26.25. 1) —%t+12nk,
keZ; 2) —+4nk vagy -7 + 4nk, ke Z; 3) —2+nk keZ. 26.26. g
26.27. _ﬂ 26.28. 2 gyoke van. 26.29. 3) +1'ck +arccosz+2nk keZ;

4) Z+?, keZ; 6) Z+nk, keZ. 26.32. 3. 26.33. 1. 26.34. 3) y=
1 T \/g

=—6x+13;4) y= §x+g—?. 26.35. y=—4x és y=4x—16. 26.36. 3,5 s.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



248 Feleletek és Utmutatasok

26.38. 2) Novekvd a (—o0; 0] és a [4; +o0) intervallumon, csokkend a
[0; 4] intervallumon, x =0; x_, =4; 3) novekvé a (-o0; —4] és a
[4; +00) intervallumon, csokkend a [—4; 0) és a (0; 4] intervallumon,
x _=-4;x . =4; 6) novekvl a (—o0; —3] és az [1; +°0) intervallumon,

max

csokkené a [-3; 1) és a (-1; 4] intervallumon, x  =-3; x , = 1.
26.39. 2) 2; —2. 26.40. 32 + 32. 26.41. 2.

2. fejezet. Térmértan

4. §. Parhuzamossag a térben

27.6. Végtelen vagy egy. 27.14. 11 cm vagy 3cm. 27.15. 10 cm.
27.16. 1: 3.

28.15. 72°, 108°, 72°, 108°.
29.9. Egy sik vagy harom sik. 29.14. 4 cm. 29.15. 9 cm. 29.16. 1: 2.

30.12. 7,5 cm. 30.13. 8: 3. 30.14. Utmutatds. Bizonyitsd be, hogy
az ABCA ~ EBFA, és alkalmazd a hasonlé haromszogek megfeleld
szogeinek egyenlGségét. 30.18. 156 cm”.

31.13. 2) 24 cm. 31.15. 1,5.
32.8. 9 cm. 32.14. 60°.

5. §. Merodlegesség a térben

33.4. 60°. 33.5. 1) 90°; 2) 40°. 33.6. 1) 0°; 2) 70°; 3) 35°. 33.7. 80°.

a2
d 2 ‘

33.12. 90°. Utmutatas. Bizonyitsd be, hogy a keresett szog egyenld

lesz az OB, és AC egyenesek kozotti szoggel, valamint azt, hogy az
AB,C haromszog egyenlé szart. 33.13. 60°. 33.14. 52 cm.

a6 V2

34.7. 2cm. 34.8. 25 cm. 34.9. 1) 5 ; 2) o 34.10. 8 cm.
34.13. 12 cm. 34.14. 14 cm. 34.15. 12 cm.

35.5. 7cm. 35.6. 12 cm. 35.16. 15 cm. 35.17. 15 cm, 13 cm. 35.18. 3 cm.
35.19. 12cm. 35.23. 3V5cm. 35.24. 2cm. 35.25. 2+/2cm.
35.26. 2/6 cm, 2+/6 cm, 6 cm. 35.27. 17 cm. 85.28. 8 cm. 35.29. 10 cm.
35.30. 5 cm. 35.31. 4 cm. 35.33. 20 cm. 35.34. 3410 cm. 35.36. 4+/3 cm.

33.8. 10cm. 33.9. 10cm. 33.10.

33.11. o vagy 180°—o.
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36.7. 30°. 36.10. 30°. 36.11. 62 cm. 36.12. 3 cm. 36.13. 82 cm.
36.14. 310 cm. 36.15. 6 cm. 36.16. 314 cm. 36.17. 30°. 36.18. 30°.

37.6. 60°. 37.7. 60°. 37.11. 80°. 37.16. 35cm. 37.18. 84 cm?.
37.20. 105°. 37.21. 70°. 37.22. V5 cm. 37.23. 120°. 37.24. 5+/2 cm,
13 cm. 37.25. 45°, 37.26. 3+/2 cm. 37.27. 25 cm. 37.28. 8 cm. 37.29. 45°.
37.30. 30°, 60°. 37.31. 1) 2+/15 cm; 2) Scm. 37.32. 13 cm. 37.33. 45°.
37.34. 60°. 37.35. 90°. 37.36. 26 cm.

6. §. Koordinatak és vektorok a térben

38.18. 66.  38.19. 3.14.  38.20. y=—2 vagy y=-10.
38.21. A (3; 0; 0) vagy A (—1; 0; 0). 38.22. 5. 38.23. 13. 38.24. 625 cm®.

39.10. 3. 39.13. D(7; —4; 5). 39.14. x=20, y=-29, z=-18.
39.15. -3 vagy 3. 39.16. —14 vagy 2. 39.18. B (-3; 16; —7). 39.19.

m(4; 4;4) vagy m(-4; —4; —4). 39.20. c (3/3; -3+/3;3/3) vagy
¢ (-33;3+/3; -3/3). 39.21. 13 cm.

40.11. NK. 40.12. FM. 40.15. A (3,5; —1,5; 8).
40.16. (-0,5; —2,5; 4,5). 40.17. 9,6 cm.

41.14. x:—%, z:%. 41.15. fB(—l;—g;—éj. 41.16. D (6; 0; 10).

41.17. b (s_g_g) 41.18. m(5; =5;10). 41.19. 1) Nem; 2) igen.
I - 1

41.20.y =9,z = 3.41.21. AE = AB+ AD +AA,. 41.22. MK = ~AB +

+E—%E. 41.23. ﬁ:—@—%ﬁ—%@. 41.24. 8 cm.

42.7. 4. 42.8. —3. 42.9. a és c. 42.12. —19,5. 42.13. —12. 42.14. 1.

2

42.15. —1 vagy 2. 42.16. 143. 42.17. 70. 42.18. 1) —%. Utmutatds.

Fejezd ki a CM vektort a CA és CB vektorok altal! 2) 0. Utmutatds.
Fejezd ki az AB vektort a DA és DB vektorok altall 42.19. o
Utmutatds. Fejezd ki a AC vektort az AB és AD vektorok altal!

42.20. 180° — arccos> 42.21. 180°—arcc0s7£79 42.22. 07,

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



250 Feleletek és Utmutatasok

42.23. 60°. 42.24. 80 cm”.

43.10. 1lcm. 43.20. 2) 60° 43.21. 1) arctg 2; 2) 2arctg%;

/o

3) arccos %. 43.22. 26 cm, 810 cm. 43.23.2) 342 cm. 43.24. 2,4 cm.

43.25. 45cm. 43.26. 10cm. 43.27. 2543 cm®. 43.28. 6cm.

43.29. 13cm. 43.30. Scm. 43.31. %cmz. 43.32. arctg;
43.33. 60°. 43.34. arcsin(ésin(pj. 43.35. L 43.36. arccosl.
2 sin — 3
12
43.37. 6cm. 43.38. 4\/§ cm. 43.39. 15cm. 43.40. Z\/g cm?.
691

43.41. 45° 43.42. 1) C(0; 4; 0); 2) x=-T7, z=1. 43.43. 2) o 43.44. 9.

4345, y= 3 vagy y——1. 43.46. D(3: 1: —5). 43.47. D(-2: 1; 9).
43.49. D(0; 1.5; 1.5). 43.50. FOzéTB+%TC—%E. 43.51. %
43.52. 90°. 43.53. x=1 vagy x=3. 43.54. m(-0,5 1; -0,5).

43.55. 180°—arccos§. 43.56. arccosg. 43.57. 2\/3.

43.58. arccos ?5
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Abszcissza 211
Abszcisszatengely 210
Alakzat ortogonalis vetiilete
— péarhuzamos vetiilete a
sikra 169
Alapfogalmak 142
Applikata 211
Applikatatengely 210

185

Arccos 87
Arctg 93
Arcsin 92

Argumentum névekménye 103

Derivalt 109

— geometrial értelmezése
— mechanikai értelmezése
Differencialas 110
Differencialhaté fuggvények 109

109
109

Egész kitevdjd
hatvanyfiiggvények 17
Egyenes és a vele parhuzamos

sik tavolsaga 187
— és sik kozott1 szog 194
— — merdGlegességének
ismertetGjele 181
— — parhuzamossaganak
ismertetGjele 161
Egyenlet hamis gyoke 40
Egyenlet-kovetkezmény 40
Egyenld vektorok 216
Egyiranyu vektorok 216
Egymast metszb sikok 144
Egységkor 51
Elforgatas szogének
koszinusza 55
Elforgatasi szog szinusza 55
— — sz0g tangense 56
Ellentétes iranyu vektorok 216

Ellentett vektor 224
Ellipszis 171

Erint8 egyenlete 118
Extrémumpont 124

Ferde 186

— talppontja 186

— vetulete 186

Fuggvény alapperiédusa 63

— allanddésdganak
ismertetGjele 120

— csokkenésének
ismertetdjele 120

— grafikonjanak érintGje 107

— legkisebb értéke az adott
intervallumon 7

— legnagyobb értéke az adott
intervallumon 7

— maximumpontjanak
ismertetGjele 125
— minimumpontjanak
ismertetGjele 125
— novekedésének
ismertetdjele 120
— névekménye 103

— origéra szimmetrikus
értelezési tartomanya 8
— periédusa 63

Gula alapéle 150

— alapja 150

— csucsai 150

— oldaléle 150

— oldallapja 150

Gyok alatti kifejezés 22
Gyokjel 22

Hanyados derivaltja 115
Harom merdleges tétele 188
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Haromszog-szabaly 219

Hasab 150

— alapja 150

— oldaléle 150

— oldallapja 150

Hatvanykitevs csokkentésének
képletei 77

!rracionélis egyenlet 40
Ivmérték 50

Két egymast metsz6 egyenes
kozotti szog 177
— kitérd egyenes kozotti

szog 177
— parhuzamos egyenes kozotti
szog 177

— — sik kozotti tavolsag 187

— sik kozotti szog 200

— — parhuzamossaganak
ismertetGjele 165

— sokszog kozotti szog 200

Kétszeres argumentum
koszinuszanak képlete 77

— — szinuszanak képlete 77

— — tangensének képlete 77

Kitér6 egyenes ismertetGjele 157

— egyenesek 155

— szakaszok 156

Kocka 151

Kollinearis vektorok 215

Koordinatasik 211

Koordinatatér 211

Kobgysk 22

Kilonbség koszinuszanak
képlete 76

— szinuszanak képlete 76

— tangensének képlete 76

Lapszog 198
— éle 198

— élszoge 199
— lapja 198

— mértéke 199

Maximumpont 123
Merdéleges 186

— egyenesek 178
— sikok 201

— szakaszok 178
— talppontja 186
— vektorok 227
Minimumpont 123
n-edik gyok 21

Nullvektor 215

Ordinata 211

Ordinatatengely 210

Origé 210

Origéra szimmetrikus
pontok 212

Osszeg derivaltja 114

— koszinuszanak képlete 76
— szinuszanak képlete 76
— tangensének képlete 76
Osszegzési képletek 76

Paralelepipedon 151

Paralelepipedon-szabaly 221

Paralelogramma-szabaly 220

Paratlan fuggvények 8

Parhuzamos egyenesek 155

— sikok 165

— sokszogek 166

— szakaszok 156

— vetités 169

Paros figgvények 8

Periodikus fiiggvények 63

Pont és a sik tavolsaga 187

— koordinatai 211

— kornyezete 123

Pontban differencialhaté
fuggvények 109

Racionalis kitevdjl hatvany 34

— — hatvanyfuggvények 35
Radian 49
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253

Sik 143

Sikkal parhuzamos egyenes

— péarhuzamos szakasz 161

Sikok merGlegességének
ismertetGjele 202

Sikot metsz8 egyenes

Sikra illeszkedd egyenes

— merdleges egyenes 181

— merdleges szakasz 181

— szimmetrikus pontok 212

Soklap 149

— csucsa 150

— éle 150

— lapja 149

— és sik kozotti szog 200

Sokszog ortogondlis vetlletének a
tertilete 200

Szakasz és sik kozotti szog 195

Szamtani n-edik gyok 23

Szinuszoid 67

Szinuszvonal 66

Szorzat derivaltja 114

160

144
143

Téglatest 151

Térbeli Descartes- féle
koordinata-rendszer 210

Térmértan axiomai 144

Természetes kitevGji
hatvanyfiggvények 13

Tetraéder 150

Trigonometriai
alapazonossagok 73

Trigonometrikus fuggvények 57

Vektor 215
— abszolut értéke 215
— koordinatai 216

— szammal vald szorzasa 223
Vektorok kozotti szog 227

— kiilonbsége 221

— Osszege 219

— skalaris négyzete 228

— skalaris szorzata 228
Visszavezetési képletek 82
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Trigonometrikus fliggvények értéktablazata

o’ 0 | 30° | 45° | 60° | 90° |120°|135°(150°|180°|270°
sina | 0 % @ \/_2§ 1 @ \/_25 % o | -1
cosa | 1 @ g % 0 _% _g _g 11 o
tgo | 0 @ 1 | V3| — [-V38] -1 —@ 0 | —

Az azonos argumentumu trigonometrikus fuggvények
kozotti osszefuggések

sino + cos’a =1; 1+tg’a = -
cos’a

Osszegzési képletek

cos(a+P)=cosacosP—sinasinf; cos(a—p)=cosacosp+sinasinf
sin(a+B) =sino cosP+cosasinf; sin(a—f)=sinacosp —cosasinf
tga+t tgo—-t
tg‘(q-{-B):g—gB; tg(o B)_g—gB
1-tgatgp l1+tgoatgp
A kétszeres argumentumu trigonometrikus
fuggvények képletei
sin 20 = 2sina cosa
cos2a = cos’al — sin’a = 2cos’a —1=1- 2sin’a
2tga

tg 2o =
1-tg’a

Hatvanycsokkenté képletek

.2 1-cos 2a 2 1+cos 2a
sin OL=T; cos a=T

4. elozék

A legismertebb trigonometrikus egyenletek
gyokeinek képletei

Egyenlet Az egyenlet gyokeinek képlete
cosx=0>b,|b|<1 x = tarccos b + 2nn, neZ
sinx=0b,|b|<1 x = (-1)*arcsin b + nn, neZ

tgx=0> x = arctg b + nn, neZ

Az egyenlet Az egyenlet
Egyenlet gyokeinek Egyenlet gyokeinek
képlete képlete
cos x =1 x = 2nn sin x =1 x=%+2nn
cosx =0 x=%+7m sinx =0 X =nn
q Y
cos x = —1 X =m+2nn sin x = —1 x=—5+2nn

Ha S a sokszog teriilete, S , a sokszog ortogonalis
vetuletének teriilete,
a pedig a sokszog és vetiillete kozotti szog, akkor
S, =S cos a
Az A (x;; 5,5 2) és a B(x,; y,; 2,) pontok ko6zotti tavolsag:

2 2 2
AB = \/(xz _xl) +(y2 - yl) +(22 _21)
Az A(x;; ;5 2) és a B(x,; y,; 2,) pontokat 6sszek6td szakasz
felez6pontjanak koordinatai:
M(x1+x2 U tYs . z1+22j
2 7 2 7 2
Az (a; a, a,) koordinataju a vektor abszolut értéke:
|d|=+lal+ a3+ a;
Az a (al, a,; a,) és b (b; by; b,) vektorok skalaris szorzata:
a-b=|a||b|cos£(a,b); a b=ap, +ab, +ayb,

Az a (a;; ay; a,) és b (b by; b,) vektorok kozotti szog koszinusza:
o LG5 = a.b, +a,b, +asb,
Ja? +a? +a? fb? +b2 +b?
Két d és b nem nullvektor merdlegességének feltétele:
a-b=0
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