
Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



ідручник для 11 класу 
акладів а альної середньої освіти

лександр стер

«ÃÅÍÅÇÀ»
01

МАТЕМАТИКА
ідручник для 11 класу 

(ÀËÃÅÁÐÀ І ÏÎ×ÀÒÊÈ ÀÍÀËІÇÓ 
ÒÀ ÃÅÎÌÅÒÐІß,

ÐІÂÅÍÜ ÑÒÀÍÄÀÐÒÓ)

Ðåêîìåíäîâàíî 
іні р вом о ві и і на и раїни

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



Д  1 0 .3)
 -

 стер . ., 01
 идавництво ене а , 
ори інал-макет, 01ISBN 978-966-11-0978-9

ом ндовано іні р вом о ві и і на и раїни 
нака  іністерства освіти і науки країни  

від 1 .0 . 01   )

-
стер 

атематика : ал ебра і початки аналі у та еоме-
трія, рівень стандарту) : підруч. для 11- о кл. акл. 
а . серед. освіти  лександр стер.  иїв : ене а, 
01 .  30  с. : іл.

  - -11-0 - .

К 

идано за рахунок державних коштів   
Ïðîäàæ çàáîðîíåíî

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



3

Шановні одинадцятикласниці  
та одинадцятикласники!
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Бажаємо вам успіхів у навчанні!

Шановні вчительки та вчителі!
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Щасти вам у вашій нелегкій праці!
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ÏÎÊÀÇÍÈÊÎÂÀ 
ÒÀ ËÎÃÀÐÈ ÌІ×ÍÀ 

ÓÍÊ І

  Р З  :

  дізнаєтеся про степінь  
довільним пока  ником  
поняття ло арифма числа

  ознайомитеся  
пока никово  та 
ло арифміч но  функціями

  навчитеся будувати рафіки 
пока никових і 
ло арифмічних функцій  
астосовувати їх властивості  

ро в я увати пока никові та 
ло арифмічні рівняння й 
нерівності.

Р З  

 ×ÀÑÒÈÍÀ I ÀËÃÅÁÐÀ І ÏÎ×ÀÒÊÈ ÀÍÀËІÇÓ
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РОЗДІЛ 1

СТЕПІНЬ З ДОВІЛЬНИМ ДІЙСНИМ ПОКАЗНИКОМ. 
ПОКАЗНИКОВА ФУНКЦІЯ, Ї Ї ВЛАСТИВОСТІ 
ТА ГРАФІКИ

ані е ви ро лядали рі ні класи степеневих функцій і 
степені:  натуральним пока ником, цілим пока ником, раціо-
нальним пока ником. На адаємо, о
àn , як о n I  – натуральне число

à1 à  à0  1 (à ≠ 0)  à–p , де ð – ціле число, à ≠ 0  

, де à > 0, n – натуральне число, ò – ціле число.
 чи мо на ро лядати вира  àl, де l – ірраціональне 

число

о лянемо вира  àl, де à > 0, l – 
ірраціональне число. Для цьо о 
числа l вибираємо послідовність 
раціональних чисел l1, l2, ..., ln, ..., 

о адає набли ення числа l  
будь-яко  точніст . удуємо послідовність степенів  раціо-
нальним пока ником àl1, àl2, ..., àln, ... . я послідовність і 
адає набли ення числа àl  будь-яко  точніст .

Приклад   о лянемо степінь . рраціональне число 
мо на подати у ви ляді нескінченно о неперіодично о дробу: 

1, 1 13 ... .

скільки 1    , то 31    32, тобто 3    .
вичайно, така оцінка для числа  є неточно , тому ро -

лянемо наступні десяткові набли ення числа  та викори-
стаємо калькулятор для обчислення вира ів ви ляду 3a, де a – 
раціональне число: 

1,     1,                    31,     31,  

, 3     ,1 1  

1, 1    1,                  31, 1    31,  

, 0 0    , 13  

1, 1     1, 1               31, 1     31, 1  

, 0    , 3 1

1, 1     1, 1 3             31, 1     31, 1 3  

, 33     , 3 .
ачимо, о поступові начення  недостаче  і надли ком 

набли а ться до одно о і то о само о числа. начення 
обчислено на калькуляторі:  , 0 3.

СТЕПІНЬ З ДОВІЛЬНИМ ДІЙСНИМ ПОКАЗНИКОМ. 
ПОКАЗНИКОВА ФУНКЦІЯ, Ї Ї ВЛАСТИВОСТІ 
ТА ГРАФІКИ

§  1 .  

1. Ñтепінь 
з довільним дійсним 
показником

Приклад   о лянемо степінь 
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к і для раціональних пока ників, вва а ть, о: 1l  1 
для будь-яко о l  0l  0 для будь-яко о l > 0.

еред вивченням наступних пунктів цьо о пара рафа ра-
димо повторити основні відомості про функці ,  якими ви 
о найомилися в попередніх класах: парність і непарність 
функції, нулі функції, точки перетину  осями координат, 
промі ки ростання та промі ки спадання функції, точки 
екстремумів та екстремуми функції.

Функцію, яку задано ормулою 
ó àõ (äå à  , à ≠ , називають 
показниковоþ функцієþ.

риклади пока никових функцій: ó  õ, , ó õ, 

 то о. аува имо, о пока никові функції віді ра ть 
начну роль у итті л дини. Наприклад, вони є математич-

ними моделями таких процесів: міна популяції протя ом три-
вало о часу, міна радіоактивної речовини  плином часу то о.

ункція виду ó àõ існує і при à  1. Тоді ó  1õ, тобто 
ó  1 при всіх дійсних наченнях õ. рафіком функції ó  1õ є 
пряма мал. 1.1). аува имо, о у 
випадку à  1 функція ó àõ не на и-
вається пока никово .

ерейдемо до ро ляду пока ни-
кової функції ó àõ. скільки при 
à > 0 вира  àõ має міст при будь-
якому õ, то

областþ визначення ункції 
ó àõ є множина всіх дійсних 
исел

о лянемо пока никові функ  ції та 
побудуємо їх рафіки а точками.

Приклад   о лянемо функці  
ó  2õ. кладемо таб лиц  начень 
функції для кількох цілих начень 
ар ументу.

õ –3 –2 –1 0 1 2 3

ó 1 2 4

о начимо на координатній пло-
ині точки, координати яких подано 

в таб лиці мал. 1. ). кби на цій пло-

Функцію, яку задано ормулою 
àõ (äå à  , à ≠ , називають 

показниковоþ функцієþ.

екстремумів та екстремуми функції.

Функцію, яку задано ормулою 
ó
показниковоþ функцієþ.

2. Показникова 
функція та її 
графік

ал. 1.1

областþ визначення ункції 
ó àõ є множина всіх дійсних 
исел

Приклад   о лянемо функці  

ал. 1.
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РОЗДІЛ 1

ині по начили біль у кількість точок, координати яких а-
довольня ть формулу ó  2õ, а потім сполучили їх плавно  
лініє , то отримали б рафік функції ó  2õ мал. 1.3).

аува имо, о вира  àõ, де à > 0, є додатним для будь-
яко о начення õ, тому рафік функції ó àõ і окрема 
ó  2õ) не перетинає вісь абсцис. ле, як о õ  –u, то на-
чення вира у õ  0. Тому рафік функції ó  2õ при õ  –u
набли ається до осі абсцис, тобто вісь õ є асимптото  цьо о 
рафіка.

        

           ал. 1.3                       ал. 1.

Приклад  о лянемо функці  . кладемо таб-

лиц  начень.

õ –3 –2 –1 0 1 2 3

ó 4 2 1

ірку чи анало ічно до прикладу , матимемо рафік 

функції мал. 1. ).

На мал нку 1.  обра ено рафіки 
функцій ó  3õ, ó  , õ, ó  1, õ, 
які побудовано а допомо о  ком -
п терної про рами. о на ро   би   ти 

висновок, о при à > 1 рафік функції ó àõ схематично ви ля-
 дає так само, як рафік функції ó  2õ. На мал нку 1.  подано 

рафіки функцій ó  0, õ, , де 0  a  1, і 

вони ви ляда ть так само, як рафік функції .

Приклад  о лянемо функці  

3. Âластивості 
показникової функції
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 Y(x)  3^x
 Y(x)  1,
 Y(x)  ,

ал. 1.

 Y(x)  (1/3)^x
 Y(x)  (1/10)^x
 Y(x)  0,

ал. 1.

истемати уємо властивості функції ó àõ при 0  à  1 
та при à > 1 у ви ляді таб лиці див. с. 10).

ластивості степенів  раціональними пока никами,  
якими ви о найомилися в попередніх класах, тепер мо на 
по ирити на дійсні пока ники.

кщо à  , b  , õ і ó – дійсні исла, то:

àõ · àó àõ ó;   (àõ ó àõó;

(àb õ àõbõ;  

кщо à  , b  , õ і ó – дійсні исла, то:

àõ · àó àõ ó;   (àõ ó àõó;

(àb õ àõbõ;  

по ирити на дійсні пока ники.

кщо 
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РОЗДІЛ 1

 ластивість 0 < à  à  

1 бласть 
ви начення õ R õ R

2 но ина 
начень 0  u) 0  u)

3 арність, 
непарність

Ні парна, 
ні непарна

Ні парна, 
ні непарна

4 еріодичність Неперіодична Неперіодична

Нулі функції Немає Немає

6 ромі ки 
накосталості ó > 0 при õ R ó > 0 при õ R

ромі ки 
монотонності

падає при 
õ R

ростає при 
õ R

кстремуми Немає Немає

симптота ó  0 ó  0

10

рафік функції 
проходить 
чере  точку 
0  1)

о лянемо приклади використання властивостей пока -
никової функції.

Зада а  орівняти начення вира ів: 

1) ,  і ,     2)  і .
о в я ання. 1) ункція ó õ ростає на R (  3,1  > 1), 

тому біль ому наченн  ар ументу відповідає біль е на-
чення функції. скільки ,   , , то ,   , .

) ункція  спадає на R (  0,   1), тому 
біль ому наченн  ар ументу відповідає мен е начення 

функції. скільки –   – , то  > .

ідповідь. 1) ,   ,  )  > .

Зада а  орівняти начення вира ів: 
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Зада а  орівняти  одинице  основу степеня à (à > 0), 

як о: 1)   à1,  ) à–2 > à.
о в я ання. 1) скільки  1, 3, то   1, . а умово  
  à1, , біль ому наченн  ар ументу відповідає біль е 

начення функції, тому функція ó àõ ростає, а от е, à > 1.
) –   1, а а умово  à–2 > à. Тому біль ому наченн  ар-
ументу відповідає мен е начення функції, от е, функція 

ó àõ спадає, відки 0  à  1.
ідповідь  1) à > 1  ) 0  à  1.

ира и, о містять степені  дійсними пока никами, 
мо на спро увати, використову чи формули анало ічно 
спро енн  вира ів  раціональними пока никами.

Зада а  простити вира : 

1)    )    3) .

о в я ання. 1)  

2)  

3) .

ідповідь  1) à2  )  3) ñ10.

о лянемо приклади астосування 
пока никової функції до ро в я у-
вання прикладних адач.

ока никова функція часто ви-
користовується для описання рі них 
фі ичних процесів, наприклад, ра-

діоактивний ро пад описується формуло :

,

äå m0 – маса радіоактивної речовини в початковий момент 
часу t  0, m(t) – її маса в момент часу t, T0 – період напів-
ро паду інтервал часу, а який початкова кількість речовини 
мен иться вдвічі).

Зада а  еріод напівро паду деяко о і отопу плутонія 
дорівн є 1 0 діб. кільки плутонія али иться чере   роки, 
як о йо о початкова маса дорівн є 10 

о в я ання. аємо m0  10 , t  3  3   3   1 1 діб).

Тоді  0,00  .

ідповідь. 0,00  .

Зада а  орівняти  одинице  основу степеня 

Зада а  простити вира : 

4. Застосування 
показникової функції 
до розв’язування 
прикладних задач

Зада а  еріод напівро паду деяко о і отопу плутонія 
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РОЗДІЛ 1

а допомо о  пока никової функції тако , наприклад, ви-
ра ається тиск повітря але но від підйому.

Зада а  льпініст, який піднявся на висоту h1  1000 м, 
ви начив, о тиск повітря p1  0 мм рт. ст. ким буде тиск 
повітря на висоті h2  100 м а тієї самої температури

о в я ання. ідомо, о тиск p2 при не мінній темпера-
турі) обчисл ть а барометрично  формуло :

p2 p1  0, )h2 – h1,

äå h1 і h2 – висоти в кілометрах.
т е, p2  0  0, ) ,1  –  1  ,  мм рт. ст.
ідповідь. ,  мм рт. ст.

До по а    в ма ма и і ни
али за о ов ва и дро ові а від мні по
азни и п ня  іль и в ін і   

 зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я 
на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 

п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 
an  д    дь я  ді н  и ло  дало змо  роз ляда и по аз
ни ов  н і    aõ на мно ині ді ни  и л і п н в  

н і    xn на мно ині дода ни  и л  а при іли   
п н ва н ія визна на і для   
р им пи ання з альн ння поня я п ня роз лян в 

 л р  вої  пра і в д ння в аналіз  д   дво  розділа  
опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  
іль і  л р роз мів вирази ви ляд  z і z, äå a – ÷èñëî, 
 а   змінні

     аl   а   l   
         

   у ах    а  1   а  1  
 З      

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ( но.) кі  наведених функцій є пока никовими:

1) ó  3õ          ) ó õ3           3) ó  1õ  
4) ó  (–2)õ        )      ) ó õ  
) ó  (õ – 2)3      ) ó  (  – 1)õ

кі  наведених функцій є роста чими, а які – спадними 
( – ):

 1) ó  õ       ) ó  0, õ     3) ó  0,01õ    ) ó  (2 )õ

 1) ó  0,1 õ     ) ó  õ       3)    ) 

Зада а  льпініст, який піднявся на висоту 

До по а    в ма ма и і ни
али за о ов ва и дро ові а від мні по
азни и п ня  іль и в ін і   

 зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я 
на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 

п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 
an  д    дь я  ді н  и ло  дало змо  роз ляда и по аз
ни ов  н і    aõ на мно ині ді ни  и л і п н в  

н і    xn на мно ині дода ни  и л  а при іли   
п н ва н ія визна на і для   
р им пи ання з альн ння поня я п ня роз лян в 

 л р  вої  пра і в д ння в аналіз  д   дво  розділа  
опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  
іль і  л р роз мів вирази ви ляд  z і z, äå a – ÷èñëî, 
 а   змінні

п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 

ни ов  н і   

 а   змінні

п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 
 д    дь я  ді н  и ло  дало змо  роз ляда и по аз
п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 

 д    дь я  ді н  и ло  дало змо  роз ляда и по аз д    дь я  ді н  и ло  дало змо  роз ляда и по аз
ни ов  н і   

 д    дь я  ді н  и ло  дало змо  роз ляда и по аз д    дь я  ді н  и ло  дало змо  роз ляда и по аз
ни ов  н і   

н і   
п н ва н ія визна на і для   

ни ов  н і   ни ов  н і   
н і   н і   н і   
п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   
р им пи ання з альн ння поня я п ня роз лян в р им пи ання з альн ння поня я п ня роз лян в р им пи ання з альн ння поня я п ня роз лян в р им пи ання з альн ння поня я п ня роз лян в 

іль і  л р роз мів вирази ви ляд  
опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  

 л р  вої  пра і в д ння в аналіз  д   дво  розділа  
р им пи ання з альн ння поня я п ня роз лян в 

 л р  вої  пра і в д ння в аналіз  д   дво  розділа  
р им пи ання з альн ння поня я п ня роз лян в 

п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   п н ва н ія визна на і для   
н і   н і   н і   н і   н і   

ни ов  н і   
 д    дь я  ді н  и ло  дало змо  роз ляда и по аз
п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 

на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 
 зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я  зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я 

п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 
на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 
 зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я  зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я 

на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 
 зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я 

на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 
 зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я  зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я  зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я  зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я  зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я  зв яз  з ладн нням ма ма и ни   завдань з явила я 

на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 
п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 

на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 
п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 

на альна по р а роз ири и  о ла ь визна ння по азни а 
п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня п ня на в і ді ні и ла  за альн ння поня я п ня 

an

ни ов  н і   
a
ни ов  н і   
aa

н і   н і   
ни ов  н і   ни ов  н і   ни ов  н і   

 л р  вої  пра і в д ння в аналіз  д   дво  розділа   л р  вої  пра і в д ння в аналіз  д   дво  розділа   л р  вої  пра і в д ння в аналіз  д   дво  розділа  
опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  
іль і  л р роз мів вирази ви ляд  

опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  
іль і  л р роз мів вирази ви ляд  

опи ав по азові а ло ари мі ні іль о і  ід по азово  
іль і  л р роз мів вирази ви ляд  іль і  л р роз мів вирази ви ляд  іль і  л р роз мів вирази ви ляд  

н і   н і   н і   н і   

іль і  л р роз мів вирази ви ляд  
 а   змінні
іль і  л р роз мів вирази ви ляд  
 а   змінні
іль і  л р роз мів вирази ви ляд  
 а   змінні а   змінні

À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...

     аl   а   l   l   l
         

   у ах    х    х а  1   а  1  
 З      

  
1) 
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 орівняйте õ і ó, як о:  1) 0, õ > 0, ó   ) 1,3õ > 1,3ó.

 орівняйте ò і n, як о: 1) ò  n      ) 0, ò  0, n.

 орівняйте числа – ):

 1) 40,  і 0,          ) .

 1)      ) –2 і –1, .

обудуйте схематично рафік функції та апи іть її власти-
вості – ):

 1) ó  1, õ      ) ó  0, õ.

 1) ó  0, õ      ) ó  ,3õ.

 орівняйте числа à і b, як о:

1)      ) .

 орівняйте числа ð і q, як о:

1)      ) .

орівняйте à  одинице  à > 0) ( – ):

 1) à12 > à10       ) à–   à– .

 1) à–   à–3       ) à1  > à16.

найдіть мно ину начень функції – ):

 1) ó  – õ   )    3) ó  õ – 3   ) .

 1)   ) ó  2õ –   3)   ) ó  2 – 4õ.

 еріод напівро паду деяко о і отопу плутонія дорівн є 
1 0 діб. и начте масу плутонія, який али иться чере  
 років, як о йо о початкова маса дорівн є  .

 еріод напівро паду деяко о і отопу торія дорівн є 
 доби. и начте масу торія, який али иться чере  

 роки, як о йо о початкова маса дорівн є 0 .

 льпіністка, яка піднялася на висоту h1  00 м, ви на-
чила, о тиск повітря p1  00 мм рт. ст. ким буде 
тиск повітря на висоті h2  1 00 м а тієї самої темпера-
тури

 орівняйте числа 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

 рупа альпіністів та альпіністок ро били ба овий табір 
на висоті h1  00 м і ви начили, о тиск повітря на цій 
висоті становить p1  03 мм рт. ст. ким буде тиск по-
вітря на висоті h2  1 00 м, на яку піднялася рупа для 
встановлення прапора країни, як о температура а час 
підйому не мінилася

бчисліть – ):

  1)       2)

 3)     ) 

 1)           )  

 3)     ) 

ри якому наченні à (a > 0, a ≠ 1) рафік функції ó àõ про-
ходить чере  адану точку – ):

  1) À 1  )    )    3) Ñ  )    ) 

 1) Ì 1  )    )   3) Ð  1 )   ) 

 Точка Ì(sin30°  ) нале ить рафіку функції ó  4õ. 
найдіть ó.

 Точка N °  ) нале ить рафіку функції ó  1, õ. 
най діть ó.

 роста чо  чи спадно  є функція – ):

  1)         ) 

 1)       ) 

бчисліть – ):

  1)      ) .

 1)     ) .

орівняйте числа – ):

  1)  і 1     ) 1 і 0,3–2     3) 1 і , –     ) 0, 0,  і 1.

 роста чо  чи спадно  є функція 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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 1) 1 і     ) 0, 1,  і 1     3) , –2 і 1     ) 1 і 0,3–1, .

обудуйте рафік функції – ):

  1) ó  2õ  1    ) ó  2õ 1    3) ó  –2õ    ) ó  3 – 2õ.

 1) ó  3õ –    ) ó  3õ–2    3) ó  –3õ    ) ó   – 3õ.

 найдіть мно ину начень функції:

1) ó  3|õ|     ) ó  4–|õ|     3)     ) .

 найдіть наймен е і найбіль е начення функції 

, як о õ  –  3 .

 найдіть наймен е і найбіль е начення функції 

, як о õ  –1  .

 найдіть наймен е і найбіль е начення функції на R 
( – ):
 1) ó  sinx         ) 

 3) ó  1  2|sinx|      ) .

 1)        ) ó  |cosx|.

орівняйте числа – ):

  1)  і ,     ) .

 1)  і 1,     ) .

 обудуйте схематично рафік функції .

 обудуйте схематично рафік функції ó  22–õ.

о в я іть рівняння рафічно – ):

  1)       ) –õ õ  .

 1)     ) .

 найдіть наймен е і найбіль е начення функції на 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



16

РОЗДІЛ 1

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 тудент лексій отримав а виконаний переклад свій 

пер ий онорар у ро мірі 00 рн. ін вирі ив на всі отри-
мані ро і купити букет троянд для своєї вчительки  ан -
лійської мови арини етрівни. ку найбіль у кількість 
троянд мо е купити студент, як о утриманий  ньо о по-
даток на доходи становить 1   онорару, військовий бір – 
1,  , троянди ко ту ть  рн а туку і букет повинен 
складатися  непарно о числа квітів

 а одну одину роботи автомобільний дви ун спал є 
00 л кисн . Добова норма, необхідна для дихання однієї 

л дини, становить 0 л кисн . кільки добових норм кисн  
спал ть оденно 00 автомобілів ителів деяко о населе-
но о пункту під час пої дки на роботу, як о лях аймає 
30 хв

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
о в я іть рівняння – ):

 1)          )         3) 
 4)    )     ) .

 1)     ) 

 3)        ) .

 одайте числа , , , , , 1 , 1 у ви ляді сте-

пеня  осново  .

 кільки чотирицифрових чисел, о діляться на , мо на 
утворити і  цифр 1, 3, ,  цифри в ко ному числі не по-
винні повтор ватися)

À Á Ã Ä
6 12 1 20 24

  в я ку  тим, о родина біль у частину липня про-
вела у відпустці, а цей місяць холодної води було спо ито 

 кільки чотирицифрових чисел, о діляться на , мо на 
утворити і  цифр 1, 3, ,  цифри в ко ному числі не по-
винні повтор ватися)

À Á Ã Ä
6 12 1 20 24

  в я ку  тим, о родина біль у частину липня про-
вела у відпустці, а цей місяць холодної води було спо ито 

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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на 0  мен е, ні  у червні.  скільки ра ів мен е спо-
ила родина холодної води в липні, ні  у червні

À Á Ã Ä

у  ра и в  ра и в  ра ів у  ра ів немо ливо 
ви начити

 Дано 10 чисел. еред них числа  і  трапля ться по 
3 ра и, а число  –  ра и. найдіть середнє арифметичне 
цих 10 чисел.

À Á Ã Ä
, 6 ,1 , ,3

 кільки цілих ро в я ків має нерівність 

À Á Ã Ä
бе ліч 6 4 3

 найдіть похідну функції ó õ  – 2cosõ.

À ó  õ4 – 2sinx Ã ó  õ4 – 2cosx
Á ó  õ4  sinx Ä ó  õ4  2sinx

ó õ4  2sinx

 коротіть дріб .

À Ã cos2a  sin2a

Á Ä cos2a – sin2a

 становіть відповідність мі  властивіст  чисел 1– ) і 
паро  чисел –Д), о має ц  властивість.

ла иві ь и л Ïàðà ÷èñåë
ен е число є дільни-

ком біль о о
À 1  і 

2 Найбіль ий спільний 
дільник чисел дорівн є 

Á 1  і 1

3 Наймен е спільне крат-
не чисел дорівн є 0

 і 1

4 исла в аємно прості Ã 10 і 1
Ä 0 і 
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РОЗДІЛ 1

 ідомо, о a  cosa  0, . ому дорівн є a

 ри якому наченні параметра à система 

має бе ліч ро в я ків

ПОКАЗНИКОВІ 
РІВНЯННЯ

івняння на ива ть по азни овим, як о воно містить мін  ну 
ли е в пока никах степенів.

риклади пока никових рівнянь:

2õ  , 3õ  õ  ,  то о.

о лянемо деякі види пока никових рівнянь і методи їх 
ро в я ування.

о лянемо найпрості е пока ни-
кове рівняння виду

àõ b (à > 0, a ≠ 1).

скільки àõ > 0 для всіх начень õ, то у випадку b J 0 рів-
няння ро в я ків не має. к о b > 0, то ви начимо кількість 
коренів рівняння àõ b рафічним способом.  випадку à > 1 
функція ó àõ монотонно ростає на R, а у випадку 0  à  1 – 
монотонно спадає на R мал. .1 і . ).

      
 ал. .1 ал. .

 обох випадках функція ó àõ ко не своє додатне на-
чення приймає ли е один ра . Тому рафіки функцій ó àõ і 
ó b, де b > 0, перетина ться в одній точці. е о начає, о 
рівняння àõ b при b > 0 має єдиний ро в я ок.

Для то о об найти цей ро в я ок, треба число b подати у 
ви ляді b àñ. атимемо рівняння

àõ àñ.

відси отримаємо õ ñ.

 ідомо, о a  cosa  0, . ому дорівн є a

 ри якому наченні параметра à система 

має бе ліч ро в я ків

ПОКАЗНИКОВІ 
РІВНЯННЯ§  2 .  

1. Найпростіøі 
показникові рівняння

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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Зада а  о в я ати рівняння: 

1) 2õ  3    ) 3õ–1   3) .
о в я ання. 1) õ  3  õ  2  õ  . 

2) 3õ–1  .

3)  õ2 – 2õ  0  õ(õ – 2)  0  õ1  0  
õ2  .

ідповідь  1)  )  3) 0  .

аува имо, о поки ми мо емо ро в я увати не всі рів-
няння виду àõ b. Так, наприклад, не мо емо ро в я ати 
такі рівняння, як õ  , 3õ   то о. о в я ування подібних 
рівнянь буде ро лянуто в одному  наступних пара рафів.

етод ро в я ування рівняння виду àõ ac мо на у а аль-
нити:

ïðè à > 0, à ≠ 1 рівняння аf(x)  ag(x) рівно ильн  рів
нянн  (x)  g(x).

Зада а  о в я ати рівняння: 

1) 4õ  õ–1    ) 

о в я ання. 1) ведемо обидві частини рівняння до степе-
  ня  одніє  і тіє  само  осново . Тако  осново  є число . 

аємо: 2)õ  (23)õ–1  2õ  23õ–3. відси õ  3õ – 3  õ  3.

) скільки õ · 3õ  6õ, а , то початко-

  âå рівняння рівносильне такому: õ  62õ– . відси õ  2õ –  
õ  .

ідповідь  1) 3  ) .

ей спосіб мо на використовувати 
у випадку, коли рівняння містить 
кілька вира ів виду àõ ò, де ò – 
рі ні числа. Тоді використовуємо 
формулу àõ ò àõ · àò та виносимо 
а ду ки спільний мно ник. ісля 

спро ень отримаємо рівняння виду 
àõ b.

Зада а  о в я ати рівняння 
1   õ–1  3  õ – õ 1  10.

о в я ання  1   õ  –1  3  õ – õ  1 10

Зада а  о в я ати рівняння: 

ïðè à > 0, à ≠ 1 рівняння аf(x)  ag(x) рівно ильн  рів
нянн  (x)  g(x).

нити:

ïðè à > 
нянн  

Зада а  о в я ати рівняння: 

2. Зведення 
показникових рівнянь 
до найпростіøих 
способом винесення 
спільного мноæника 
за дуæки

Зада а  о в я ати рівняння 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

 õ   õ  2  

õ  .
ідповідь. .

оділимо ліву і праву частини 
 рівняння àf(õ) bf(õ) на bf(õ) ≠ 0. 

Тоді , тобто , 

а от е, f(õ)  0.

Зада а  о в я ати рівняння õ–1  õ–1.
о в я ання  оділимо ліву і праву частини рівняння на 

õ–1 ≠ 0. аємо: õ – 1  0  õ  1.

ідповідь  1.

Досить часто пока никове рівняння 
мо на вести до ал еб раїчно о а 
допомо о  аміни t àf(õ), аува-

имо, о t > 0.

Зада а  о в я ати рівняння 3  õ –   õ 1.
о в я ання  Нехай õ t > 0, тоді õ  2õ  õ)2 t2. 

аємо: 3t2 – 2t – 1  0  t1  1  t2  – не адовольняє умову 
t > 0.

т е, õ  1  õ  0  õ  0.
ідповідь  0.

Зада а  о в я ати рівняння .

о в я ання  Нехай , тоді  0. 

о  в я ав и останнє рівняння, маємо t1   t2  – ,  – не 

адовольняє умову t > 0. Тоді  õ  .
ідповідь  .

івняння виду 
Àà2f(õ) аf(õ)bf(õ) Ñb2f(õ)  0

є однорідним по азни овим рівнян
 ням др о о п ня.

етод ро в я ування тако о рівняння поля ає в діленні 
лівої та правої частин на b2f(õ) ≠ 0 або на à2f(õ) ≠ 0). Тоді маємо

3. Ðівняння виду 
àf(õ)  bf(õ), де а > 0,
а ≠ , b > 0, b ≠

Зада а  о в я ати рівняння 

4. Заміна змінних 
у показникових 
рівняннях

Зада а  о в я ати рівняння 3  

Зада а  о в я ати рівняння 

5. Однорідні 
показникові рівняння 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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.

Далі аміна .

Зада а  о в я ати рівняння 2õ  6õ –   õ  0.
о в я ання  скільки õ  2õ · 3õ, а õ  (32)õ  32õ, то 

рівняння водиться до однорідно о: 2õ  2õ · 3õ – 2 · 32õ  0.
Ділимо ліву і праву частини рівняння на 32õ ≠ 0. аємо:

Нехай , тоді 

т е, t2 t – 2 0  t1  1  t2  – .
скільки t > 0, то t  –  – не підходить. т е, t  1,

õ  0.

ідповідь  0.

        
  ах b         

        
   аf х bf х      
        

      

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
 о в я іть рівняння – ):

  1) 3õ      ) õ  1      3) õ  3     ) õ  – .

 1) õ        ) õ      3) õ  –     ) õ  .

 1)    2)    3) 2õ 1  1    ) õ–1  .

 1)     2)    3) 3õ–1     ) 1 õ 1  1 .

 1) 4õ 1  42õ    ) 2õ–3  õ.

 1) õ 3  2õ    ) õ  2õ– .

Зада а  о в я ати рівняння 

        
  ах b         

        
   аfff х bfff х      
        

      

 о в я іть рівняння 

  

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

 о в я іть рівняння – ):

 1)     2)     3)     4) 

 1)    2)     3)      4) 

 1) 2õ  õ     ) 3õ–1  õ–1.

 1) 3õ  õ   ) õ 1  õ 1.

 1)          2) 

 3)     4) 

 1)           2) 

 3)    4) 

 1)           2) 

 3)       4) 

 1)           2) 

 3)       4) 

 найдіть точку перетину рафіків функцій  і ó  .

 найдіть точку перетину рафіків функцій ó  3õ і 

о в я іть рівняння – ):

  1) 16–õ  3       ) õ–2)õ–  1  

 3)     4) 

 1) –õ  1        ) õ 3)õ–2  1  

 3)     4) 

 1) 3õ–1  3õ  1    ) õ–1  4õ 1  1 .

 1) 2õ 2  2õ  10     ) õ–1  õ 1  130.

 о в я іть рівняння 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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 1) 22õ – 3 · 2õ  2  0     ) õ  2 · 3õ –   0.

 1) 32õ – 4 · 3õ  3  0     ) õ –   õ – 24  0.

  о в я іть рівняння – ):

   1) 3õ · 2õ 3      ) õ–1 · 2õ 2  00.

 1) õ · 2õ 2  00       ) 3õ 1 · 4õ–2  3 .

 1)      2) 

 3)      4) 

 1)       2) 

 3)     4) 

 1)     ) 2–õ  4õ–2.

 1)     ) õ–1  121–õ.

 1) 2 · 32õ –   32õ–3  4 · 32õ–4  1 1  
 ) 0, 3–2õ    0,0 1–õ  130.

 1)   3õ – 3 · 23õ–2  4 · 23õ–4  3  
 ) 0, –2õ    0, 1–õ  .

 1) 2õ – 6 · 2–õ  –1     ) 2õ–2    õ–1  4  0

 3)      4) 

 1) 3õ – 6 · 3–õ  1      ) 32õ 2 – 4· 3õ 1  3  0

 3)       4) 

о в я іть однорідне рівняння – ):
   2õ –   õ · 2õ    2õ  0.

 2 · 32õ –   3õ · 2õ  3 · 22õ  0.

 о в я іть рівняння – ):

  1) 2õ–1  2õ  2õ 1  6õ–1  6õ    ) 

 1) 3õ  3õ 1  3õ 2  12õ  12õ 1

 2) 

 1)      ) õ – 2 · 4õ  6õ  0.

 1)      ) õ  3 · 10õ – 4 · 4õ  0.

  о в я іть рівняння 

   

 о в я іть рівняння 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 ійськовий бір у 01  році складав 1,   від аробітної 

плати. аробітна плата директора кав ярні атріот  протя ом 
року становила 1  000 рн омісяця, ко но о  трьох йо о ба-
риста – 000 рн омісяця, а офіціантки – 000 рн омісяця. 

рім військово о бору, омісяця у бла одійний фонд на під-
тримку української армії директор підприємства перераховував 
00 рн, ко ний  йо о бариста – по 00 рн, а офіціантка – 
00 рн. ко  є а альна суму ко тів, о сплатили робітники 

кав ярні у 01  році на потреби української армії

 дна пі улка ліків ва ить 0 м  і містить   активної 
речовини. Дитині віком до  місяців лікар прописує 0,  м  
активної речовини на ко ен кіло рам маси тіла на добу. 
кільки пі улок цих ліків слід дати чотиримісячній дитині  

масо   к  протя ом доби

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
о в я іть нерівність – ):

  1)      )        3) 
 4)     )     ) .

 1)              )  
 3)     ) 
 )       ) .

 ка іть рафік функції ó  cos(x – 2 ).

À Á Ã Ä

 ка  наведених функцій спадає на –u  u)

À Á Ã Ä

ó  2õ – ó  ctgx ó  sinx ó  x

 ка іть рафік функції ó  cos(x – 2 ).

À Á Ã Ä

 ка  наведених функцій спадає на –u  u)

À Á Ã Ä

ó  2õ – ó  ctgx ó  sinx ó  x

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 найдіть f 1), як о .

À Á Ã Ä

6 –6 12 –12 ін а 
відповідь

 обітник отримав аванс у ро мірі 3 00 рн, о стано-
вить 0  від йо о аробітної плати. ко  є аробітна 
плата робітника

À Á Ã Ä

000 рн 00 рн 000 рн 00 рн 10 00 рн

 ке рівняння має бе ліч ро в я ків

À Á Ã Ä

2õ –   sinx  1 x2  2x –   0 2x – 1  2x

 ка  наведених функцій є парно

À Á Ã Ä

ó õsinx ó õ  sinx ó õ – sinx

 становіть відповідність мі  формуло  ведення 1– ) 
та вира ом, о їй тото но дорівн є –Д).

Ôîðìóëà 
зв д ння

ираз  о ї  
о о но дорівн

sin (  – a) À 1

2 sin Á –sin a

3 cos (2   a) –cos a

4 cos Ã cos a

Ä sin a

 рибуток деяко о підприємства прямо пропорційний 
кількості виробленої продукції. На підприємстві робочий 
день мен ився   од до  од. На скільки відсотків треба 
під ви и  ти продуктивність праці, об прибуток підприєм-
ства ріс на  

 ому дорівн є на промі ку –1  1  найбіль е начення 
функції f(õ) õ3 – 3õ2 – 

 найдіть f 1), як о .

À Á Ã Ä

6 –6 12 –12 ін а 
відповідь

 обітник отримав аванс у ро мірі 3 00 рн, о стано-
вить 0  від йо о аробітної плати. ко  є аробітна 
плата робітника

À Á Ã Ä

000 рн 00 рн 000 рн 00 рн 10 00 рн

 ке рівняння має бе ліч ро в я ків

À Á Ã Ä

2õ –   sinx  1 x2  2x –   0 2x – 1  2x

 ка  наведених функцій є парно

À Á Ã Ä

ó õsinx ó õ  sinx ó õ – sinx

 становіть відповідність мі  формуло  ведення 1– ) 
та вира ом, о їй тото но дорівн є –Д).

Ôîðìóëà 
зв д ння

ираз  о ї  
о о но дорівн

sin (  – a) À 1

2 sin Á –sin a

3 cos (2   a) –cos a

4 cos Ã cos a

Ä sin a

 рибуток деяко о підприємства прямо пропорційний 
кількості виробленої продукції. На підприємстві робочий 
день мен ився   од до  од. На скільки відсотків треба 
під ви и  ти продуктивність праці, об прибуток підприєм-
ства ріс на  

 ому дорівн є на промі ку –1  1  найбіль е начення 
функції f(õ) õ3 – 3õ2 – 
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РОЗДІЛ 1

ПОКАЗНИКОВІ 
НЕРІВНОСТІ

нало ічно рівнянн  н рівні ь на ива ть по азни ово , 
як о мінна входить ли е до пока ників степенів. 

риклади пока никових нерівностей: 
3õ I , õ  2õ–1   то о.

До найпрості их пока никових не-
рівностей мо на віднести такі: 
àõ > b, àõ  , àõ I b, àõ J b, äå
à > 0, à ≠ 1, b – число.
о лянемо для прикладу нерівність 

àõ > b, де à > 0, à ≠ 1 і b > 0. Нехай b àñ, тоді àõ > àc. к о 
à > 1, то функція ó àõ ростає мал. 3.1) і біль ому наченн  
функції відповідає біль е начення ар ументу. Тому  нерів-
ності àõ > àñ отриму  ємо x > ñ нак нерівності не мін ється).

        
         ал. 3.1                        ал. 3.

к о 0  à  1, то функція ó àõ – спадна мал. 3. ) і 
біль ому наченн  функції відповідає мен е начення ар у-
менту. Тому  нерівності àõ > àñ отримуємо x  ñ нак нерів-
ності мін ється на протиле ний).

нало ічно мо на ро в я ати нерівність виду àõ  b, àõ I b, 
àõ J b, де b > 0. к о b J 0, то деякі  наведених нерівностей 
не будуть мати ро в я ків, а ро в я ками деяких буде мно ина R.

Зада а  о в я ати нерівність: 

1) 2õ I    )    3) 3õ > –    ) 

о в я ання. 1) õ I 22. скільки ó  2õ – функція ро-
ста ча, то маємо õ I .

2)  скільки  – функція спадна, то маємо 

õ > 3.

ПОКАЗНИКОВІ 
НЕРІВНОСТІ§  3 .  

1. Найпростіøі 
показникові 
нерівності

Зада а  о в я ати нерівність: 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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3) скільки 3õ > 0 для всіх начень õ, то ро в я ками даної 
нерівності є всі числа: õ R.

) скільки  для всіх начень õ, то дана нерівність 

не має ро в я ків.
ідповідь  1) õ I  ) õ > 3  3) õ R  ) немає ро в я ків.

етод ро в я ування нерівності àõ > b, де b àñ, мо на 
у а альнити для нерівності виду àf(õ) > àg(õ). одамо метод 
ро в я ування такої нерівності у ви ляді таб лиці.

àf(õ) > àg(õ)

0  à  1 à > 1

нак нерівності мін ється 
на протиле ний

f(õ)  g(õ)

нак нерівності 
не мін ється

f(õ) > g(õ)

нало ічно ро в я ується нерівність виду àf(õ) I àg(õ).

Зада а  о в я ати нерівність: 

1) 22õ–3 > 4 –õ  2) 

о в я ання. 1) 2õ–3 > (22 –õ  2õ–3 > 210–2õ  õ – 3 > 10 – 
– 2õ  õ > 13  õ > 3, .

) скільки , то маємо:

õ2 – 2õ I õ   õ2 – 3õ – 4 I 0. 
о в я ав и останн  нерівність, отримаємо õ J –1 або 

õ I .
ідповідь  1) õ > 3,  ) õ J –1 або õ I .

ід час ро в я ування складні их 
пока никових нерівностей вико-
ристову ть ті самі прийоми, о 
й під час ро в я ування рівнянь: 
спосіб винесення а ду ки спіль-
но о мно ника, аміну мінних 

то о, нама а чися водити нерівності до найпрості их.

Зада а  о в я ати нерівність 3õ 2 – 3õ > .
о в я ання. 3õ · 32 – 3õ >  3õ  – 1) >  3õ   >  

3õ > 3  3õ > 31  õ > 1.
ідповідь  õ > 1.

Зада а  о в я ати нерівність: 

2. Ðозв’язування 
складніøих 
показникових 
нерівностей

Зада а  о в я ати нерівність 3
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Зада а  о в я ати нерівність 

о в я ання. Нехай  тоді t2  2t – 3 > 0. о в я-

ав и останн  нерівність, отримаємо t  –3 або t > 1. о-
вертаємося до мінної õ:

або .

Немає ро в я ків

õ  0
ідповідь. õ  0.

        
  ах  b   b ас   а  1     а  1   Д   

   аf х   аg х   а  1     а  1

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
 о в я іть нерівність – ):

  1) 2õ > 2         ) 3õ J 3–  

     3)     4) 

 1) 3õ  3         ) õ I –3  

3)     4) 

  1) 3õ I     ) 1, )õ  1,  

3)       4) 

 1) 2õ J 3    ) 1,3õ > 1,    3)     4) 

 1)     2)     3) 0, õ J    ) 

 1)     2)   3) 0, õ >     ) 

 1) 42õ–  > 1    ) 3õ 1 I    3)    4) 

Зада а  о в я ати нерівність 

                        
  ах  х  х b   b ас   а  1     а  1   Д    Д    Д   

   аfff х   аg х   а  1     а  1

 о в я іть нерівність 

  

 о в я іть нерівність 
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 1) 3õ–4  1         ) 2õ 1 J  

3)       4) 

 найдіть область ви начення функції – ):

  1)      2) 

 1)      2) 

о в я іть нерівність – ):

  1)      2) 

 3)         4) 

 1)      2) 

 3)          4) 

найдіть область ви начення функції – ):

  1)        2) 

 1)        2) 

о в я іть нерівність – ):

  1) õ  õ–2 I       ) 

 1) 3õ 1  3õ > 3       ) 

 1) 4õ – 2õ – 12 I 0     ) 

 1) 4õ – 6 · 2õ   J 0    ) 

 найдіть область ви начення функції 
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   1)       2) 

 1)           2) 

 о в я іть нерівність õ 1 –   õ  õ 3 – 11   õ.

 о в я іть нерівність õ 1 –   õ > 3õ 2 – 2 · 3õ–1.

 о в я іть нерівність 3  õ –   õ    õ J 0.

 о в я іть нерівність   õ –   õ  3  õ I 0.

 о в я іть рафічно нерівність 3õ I 4 – õ.

 о в я іть рафічно нерівність õ  3 – õ.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 атерина адлива для роботи використовувала влас   ний 

автомобіль, який потребує ,  л бен ину на 100 км. омпанія 
вирі ила придбати автомобіль, який спо иває 3,  л на 100 км.
1) кільки літрів бен ину економить атерина а день ро-
боти на новому автомобілі, коли одня вона прої д ає в 
 середньому 0 км
) кільки ро ей економить атерина одня, як о один 

літр бен ину ко тує  рн

 літку учні коли а отовля ть для кільно о буфету 
 к  квітів липи.

1) кільки склянок ча  мо на буде аварити, як о на один 
стакан іде   квітів
) На скільки днів вистачить а отовки квітів липи, як о а 

один день липовий чай купу ть 100 осіб

 найдіть промі ок спадання функції ó  – 3õ2.

À Á Ã Ä

(–u  0 0  1 1  u (–u  1 0  u

 ку цифру  наведених треба поставити амість ірочки 

в числі , об воно ділилося на 3 бе  остачі

À Á Ã Ä

1 3

   

 найдіть промі ок спадання функції ó  – 3õ2.

À Á Ã Ä

(–u  0 0  1 1  u (–u  1 0  u

 ку цифру  наведених треба поставити амість ірочки 

в числі , об воно ділилося на 3 бе  остачі

À Á Ã Ä

1 3

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 коротіть дріб 

À Á Ã Ä

1 скоротити 
немо ливо

 ри яких наченнях à і b, відмінних від нуля, викону-

ється рівність 

À Á Ã Ä

à > 0, 
b > 0

à > 0, 
b  0

à  0, 
b > 0

à  0, 
b  0

ні при 
яких

 бчисліть 

À Á Ã Ä

0 1 2 3 4

 кільки коренів має рівняння   õ  14  0

À Á Ã Ä

0 1 2 3 понад 3

 становіть відповідність мі  функціє  ó f(õ) 1– ) та 
її наченням при õ   –Д).

н ія на ння 
н ії

f(õ) À –3

2 f(õ) õ2  õ – Á –1

3 f(õ) 0

4 f(õ) Ã 1

Ä 3

 найдіть найбіль е ціле число, о нале ить області ви-

начення функції 
 бчисліть суму десяти пер их членів арифметичної про-

ресії àn, у якої à2  , à4  1 .
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ЛОГАРИФМИ 
ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТІ

 одному  попередніх пара рафів ви навчилися ро в я у-
вати рівняння àõ b у випадку, коли число b мо на подати у 
ви ляді b àñ, де ñ – раціональне число.  цьому пара рафі 
ро лянемо, як ро в я ується рівняння àõ b в ін их ви-
падках. Для цьо о потрібно ввести поняття ло ари ма.

овернемося до рівняння àõ b, де 
à > 0, à ≠ 1, яке має ро в я ок при 
b > 0. ей ро в я ок – число õ – 

на ива ть ло ари мом и ла  за о ново  а та апису ть 
так: ab.

Ëогарифмом числа b за основоþ à називають по
казник степеня, до якого треба піднести à, щоб отри
мати b

Приклад 

1) 232   оскільки  3 ).

2) . 

3) .

4) .

скільки рівняння àõ b ро лядається для à > 0, à ≠ 1, то 
число à – основа ло арифма – є числом додатним і відмінним 
від 1. исло b, як було а начено ви е, – додатне. т е,

âèðàç à  ма  змі  я о а > 0, à ≠ 1 і   0.

икористову чи о начення ло арифма, тепер мо емо 
ро в я увати будь-яке пока никове рівняння виду àõ b, де 
à > 0, à ≠ 1, b > 0.

Зада а  о в я ати рівняння: 1) 3õ   ) õ–1  1 .

о в я ання. 1) а о наченням ло арифма: õ  3 .
) аємо õ – 1  1 , відси õ  1  1 .
ідповідь  1) 3  ) 1  1 .

скільки àb – ро в я ок рівняння àõ b, де à > 0, à ≠ 1 і 
b > 0, тобто õ   àb, то маємо:

ЛОГАРИФМИ 
ТА ЇХ ВЛАСТИВОСТІ§  4 .  

1. Ëогарифм

Ëогарифмом числа b за основоþ à називають по
казник степеня, до якого треба піднести à, щоб отри
мати b

так: 

Ëогарифмом числа
казник степеня, до якого треба піднести 
мати 

Приклад 

âèðàç à  ма  змі  я о а > 0, à ≠ 1 і   0.

від 1. исло 

âèðàç 

Зада а  о в я ати рівняння: 1) 3
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àlogàb b

 формулу на ива ть о новно  ло ари мі но  о о
ні  ї використову ть для обчислення вира ів  ло а-
рифмами, доведення властивостей ло арифмів то о.

Зада а  бчислити: 1) 3 3  ) 3.

о в я ання. 1) 3 3   ) 3  3)2  32  .
ідповідь  1)  ) .

рім основної ло арифмічної то-
то ності, є е кілька ва ливих 
вла иво  ло ари мів. о ля-
немо їх.

Теорема основні властивості ло арифмів). ля будь
якого à  , à ≠  і õ  , ó   виконуються рівності:

 à   
 àà  
 àõó àõ àó

 à àõ – àó

 àõð ð àõ, ð R

Доведення.
1) à1  0 оскільки à0  1).
) àà  1 оскільки à1 à).

3) а основно  ло арифмічно  тото ніст  õ à àõ, 
ó à àó. еремно имо ці рівності почленно: õó à àõ

à àó, тобто õó à àõ àó. а о наченням ло арифма:
àõó  àõ  àó.

) оділимо почленно рівності õ à àõ і ó à àó. аємо 

  тому а о наченням ло арифма:

à  àõ – àó.

) скільки õ à àõ, то õð  (à àõ)ð àð àõ. а о наченням 
ло арифма:

àõð ð àõ. 
ластивість àõó  àõ  àó коротко формул ть так:

логари м добутку дорівнює сумі логари мів множ
ників, 

àlogàb b

 формулу на ива ть 

Зада а  бчислити: 1) 3

2. Основні 
властивості 
логарифмів

Теорема основні властивості ло арифмів). ля будь
якого à  , à ≠  і õ  , ó   виконуються рівності:

 à   
 àà  
 àõó àõ àó

 à àõ – àó

 àõðõðõ ð àõ, ð R

Теорема
якого 

логари м добутку дорівнює сумі логари мів множ
ників, 

ластивість 

логари м добутку дорівнює сумі логари мів множ
ників, 
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а властивість à  àõ – àó так:

логари м астки дорівнює різниці логари мів діле
ного і дільника

аува имо, о властивість àõð ð àõ у випадку, ко  ли 
ð – ціле парне число, тобто ð  2ò, ò Z мо на ро лядати і 
для від ємних начень õ. Тоді

logàõ2т  2т logà|õ , де õ ≠ , т Z

о лянемо приклади використання властивостей ло арифмів.

Приклад   1  0,   1.

а допомо о  властивостей ло арифмів мо на ло арифму-
вати вира и, о містять операції мно ення, ділення, підне-
сення до степеня. Прологари мувати вираз о начає вира ити 
йо о ло арифм чере  ло арифми додатних чисел і ло арифми 
мінних, о входять до ньо о.

Зада а  роло арифмувати вира   äå à > 0, b > 0, 

ñ > 0, а осново  .
о в я ання. икористову чи властивості ло арифмів, 

маємо:

ідповідь

ормули ло арифма добутку та частки мо на використо-
вувати й справа наліво для обчислення та спро ення вира ів.

Зада а  бчислити:
1) 362  361   ) 31  – 3 .

о в я ання. 1) 362  361   36(   1 )  3636  1

) 31  – 32 

ідповідь  1) 1  ) .

ноді доводиться укати вира  а йо о ло арифмом. Таку 
операці  на ива ть по н і ванням.

логари м астки дорівнює різниці логари мів діле
ного і дільника

аува имо, о властивість 

логари м астки дорівнює різниці логари мів діле
ного і дільника

logàõ2т  2т logà|õ , де õ ≠ , т Z

для від ємних начень 

о лянемо приклади використання властивостей ло арифмів.

Приклад   

Зада а  роло арифмувати вира  

Зада а  бчислити:
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Зада а  найти õ, як о õ  64   – 3 .
о в я ання. 1) початку перетворимо праву частину:

64   – 3   64  2 – 3 

= 

) т е, õ  ,1 , а тому õ  ,1 .
ідповідь. ,1 .

роло арифмуємо обидві частини 
основної ло арифмічної тото ності 
à àb b а осново  ñ, де ñ > 0, ñ ≠ 1:

ñà àb  ñb.
икористову чи властивість , маємо:

àb  ñà  ñb.

відси отримуємо орм л  п р од  до ін ої о нови:

Зада а  бчислити 32 .
о в я ання. ерейдемо до основи :

ідповідь. 1, .

о лянемо ва ливі наслідки формули переходу до ін ої 
основи. 

к о в цій формулі покласти ñ b, то матимемо орм л  
п р од  від о нови а до о нови :

 .

Зада а  бчислити 13.

о в я ання.

ідповідь. .

к о у формулі переходу до ін ої основи покласти а-
мість à вира  àq, то матимемо:

Зада а  найти 

3. Ôормули переходу 
до інøої основи

відси отримуємо 

Зада а  бчислити 

 .

п р од  від о нови а до о нови 

Зада а  бчислити 
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т е,

б єдну чи ц  властивість і властивість  основних вла -
стивостей ло арифмів, матимемо:

äå à > 0, à ≠ 1, õ > 0.

Зада а  бчислити 243 1.

о в я ання. 

ідповідь. 

аува имо, о, вичайно, цей приклад мо на було ро в я-
ати і а допомо о  формули переходу до основи 3.

огари м исла b за осно вою 
 називають десятковим і 

позна ають b

 біль ості калькуляторів і ком п  тер них про рам десят-
ковий ло арифм по нача ть так:  тобто ло арифм бе  а-
начення основи). т е, об обчислити набли ене начення 

2  а допомо о  калькулятора, використаємо формулу 

 а далі обчислення   точ-

ніст  до десятитисячних).
о ляда чи рі ні рафіки пока ни-

кової функції ó àõ, мо на помітити, о 
всі вони проходять чере  точку 0  1). 
снує таке число, яке по нача ть лі-

теро  å, о дотична, проведена до рафіка 
функції ó åõ у точці 0  1), утвор є  до-
датним напря мом осі абсцис кут °
мал. .1).

утовий коефіцієнт дотичної, очевидно, 
дорівн є °, тобто k  1.

исло å віді рає начну роль у матема-
тичному аналі і, а функці  ó åõ на ива ть е пон н о .

исло å – ірраціональне, å  , 1 1 ...

огари м исла b за основою е називають нату-
ральним і позна ають b

т е,

äå à > 0, à ≠ 1, õ > 0.

стивостей ло арифмів, матимемо:

Зада а  бчислити 

4. Äесятковий 
і натуральний 
логарифми

огари м исла b за осно вою 
 називають десятковим і 

позна ають b

огари м исла 
 називають 

позна ають 

ал. .1

огари м исла b за основою е називають нату-
ральним і позна ають b

исло 

огари м исла 
ральним
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 біль ості калькуляторів і комп терних про рам є на-
туральний ло арифм, по начення яко о бі ається  на им 
по наченням.

о арифми використову ть для 
опису реальних процесів у фі иці, 
хімії, астрономії. Так, наприклад, 
відомий вчений . іолковський 
1 –1 3 ) вивів формулу для 

ро рахунку абсол тної характеристичної) видкості ракети, 
яка містить ло арифм. ід час будівництва ставків потрібно 
враховувати кількість води, о прибуватиме у ставок під час 
повені  ро рахунки проводять а допомо о  ло арифмів.

Двійковий ло арифм числа тобто ло арифм а осново  ) 
ироко використовується в теорії інформації. Так, напри-

клад, він дає мо у ви начити число цифр у внутрі ньому 
комп терному поданні числа  на двійкових ло арифмах а-
сновано інформаційну ентропі  міра кількості інформації) 
то о.  теорії му ики, об ви начити, на скільки частин ді-
лити октаву, потрібно від укати раціональне набли ення 
для числа 21,   0, , о дає мо у після додаткових об-
числень об рунтувати класичний ро поділ октав на 1  пів-
тонів. 

Десяткові ло арифми та ло арифмічна кала, о основана 
на цих ло арифмах, використову ться в ба атьох областях 
науки, наприклад: у фі иці для вимір вання інтенсивності 
вуку в децибелах), астрономії кала яскравості ірок), хімії 
активність водневих іонів), сейсмоло ії кала іхтера), те-
орії му ики нотна кала відносно частоти нотних вуків), 
історії ло арифмічна кала часу) то о.

 природі часто трапляється особливий вид спіралі – ло а-
рифмічна спіраль мал. . ). о арифмічна спіраль була впер е 
описана . Декартом і пі ні е рунтовно дослід ена . ер-

5. Застосовування 
логарифмів для опису 
реальних процесів

ал. . ал. .3

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



3

РОЗДІЛ 1

нуллі. о мір витків ло арифмічної спіралі поступово біль у-
ється, але їх форма али ається не мінно . о ливо, унас-
лідок цієї властивості ло арифмічна спіраль описує ба ато 
природних процесів ростання чи спадання, ро мі ення квіток 
соня ників, подібних до му ель мал сків мал. .3) то о.

к а начено ви е в цьому пара-
рафі, функці   на ива ть 

експоненто  ін і функції  ос-
ново  e на ива ть тако  експотен-

ціальними. і функції віді ра ть начну роль у побуті та 
науці. о лянемо кілька прикладів.

абуть, ви помітили, о коли няти киплячий чайник  
во н , то спочатку він видко ости ає, а потім ости ання 
йде наба ато повільні е. е відбувається тому, о видкість 
охолод ення пропорційна рі ниці мі  температуро  чай-
ника і температуро  навколи ньо о середови а. к о спо-
чатку температура чайника дорівн вала T0, а температура 
повітря – T1, то чере  t секунд температура T чайника вира-

ається формуло , де k – число, о але-
ить від форми чайника, йо о матеріалу то о. 

міну кількості населення в населеному пункті протя ом 
не начно о інтервалу часу мо на подати а допомо о  фор-
мули N N0ekt, де N0 – число л дей при t  0, N – число 
л дей на момент часу t, k – деяка постійна. 

адимо найти в літературі та нтернеті ін і цікаві асто-
сування ло арифмів та експоненти.

ро я ом   зна но зрі  о я  ро
і  я і пов язані з на ли ними о и

л ннями під а  розв яз вання при ладни  
зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али 
при діл нні а мно нні в ли и  и л

ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали 

а  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р і
о ланд ь и  ма ма и  Д  п р  ни а  видани  

  і  рр  лав а  ли і ло ари мів ин ів  о ин ів і 
ан н ів ів від ° до ° з ро ом в  мін  о ло д  
інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої 
а  ли і о вав  вид  за в   до  р  ал  ви ли вони 

ли  в  р  а ом  н  на ли поп лярно і
р і а  ли і д я ови  ло ари мів   р  видав 

ан лі  ь и  ма ма и   рі   а на ральни  
ло ари  мів    р  ін и  ан лі ь и  ма ма и  
Д  п д ль 

6. Експонента в описі 
реальних процесів

ро я ом   зна но зрі  о я  ро
і  я і пов язані з на ли ними о и

л ннями під а  розв яз вання при ладни  
зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али 
при діл нні а мно нні в ли и  и л

ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали 

а  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р і
о ланд ь и  ма ма и  Д  п р  ни а  видани  

  і  рр  лав а  ли і ло ари мів ин ів  о ин ів і 
ан н ів ів від ° до ° з ро ом в  мін  о ло д  
інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої 
а  ли і о вав  вид  за в   до  р  ал  ви ли вони 

ли  в  р  а ом  н  на ли поп лярно і
р і а  ли і д я ови  ло ари мів   р  видав 

ан лі  ь и  ма ма и   рі   а на ральни  
ло ари  мів    р  ін и  ан лі ь и  ма ма и  
Д  п д ль 

зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али 

віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 

ли  в  р  а ом  н  на ли поп лярно і
а  ли і о вав  вид  за в   до  р  ал  ви ли вони 

ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали 

а  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р і

віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали 

а  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р і
о ланд ь и  ма ма и  Д  п р  ни а  видани  о ланд ь и  ма ма и  Д  п р  ни а  видани  о ланд ь и  ма ма и  Д  п р  ни а  видани  о ланд ь и  ма ма и  Д  п р  ни а  видани  

інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої 
ан н ів ів від ан н ів ів від ан н ів ів від ан н ів ів від 
  і  рр  лав а  ли і ло ари мів ин ів  о ин ів і 
ан н ів ів від 
  і  рр  лав а  ли і ло ари мів ин ів  о ин ів і 

о ланд ь и  ма ма и  Д  п р  ни а  видани  
  і  рр  лав а  ли і ло ари мів ин ів  о ин ів і 

о ланд ь и  ма ма и  Д  п р  ни а  видани  
а  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р іа  ли і ло ари мів два ма ма и и Д  п р і  р і

о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 

при діл нні а мно нні в ли и  и лпри діл нні а мно нні в ли и  и лпри діл нні а мно нні в ли и  и лпри діл нні а мно нні в ли и  и л
зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али 

ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  
при діл нні а мно нні в ли и  и лпри діл нні а мно нні в ли и  и л
зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али зада  о о  ливо в а рономії  а іль і р дно і вини али 
при діл нні а мно нні в ли и  и лпри діл нні а мно нні в ли и  и лпри діл нні а мно нні в ли и  и л

ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 

ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  ам  в  а  ло вина д но ло ари ми  я і давали змо  
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і зводи и мно ння і діл ння и л до  відповідно  додавання і 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 
о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали 
віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми віднімання ло ари мів  иро о о за о вання ло ари ми 

  і  рр  лав а  ли і ло ари мів ин ів  о ин ів і   і  рр  лав а  ли і ло ари мів ин ів  о ин ів і   і  рр  лав а  ли і ло ари мів ин ів  о ин ів і 
ан н ів ів від ан н ів ів від ан н ів ів від ан н ів ів від 
інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої 
ан н ів ів від 
інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої 

о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали о римали пі ля о о  я  н зал но один від одно о лали 

інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої 
а  ли і о вав  вид  за в   до  р  ал  ви ли вони 
інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої 
а  ли і о вав  вид  за в   до  р  ал  ви ли вони 
інним для а рономів  в ар ь и  ма ма и   р і вої 
а  ли і о вав  вид  за в   до  р  ал  ви ли вони а  ли і о вав  вид  за в   до  р  ал  ви ли вони 
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Д . Непер 
1 0–1 1 )

. р і 
1 –1 3 )

. йлер 
1 0 –1 3)

а н  озна ння ло ари ма дав вида ни  ма ма и  
ізи  м ані  і а роном  л р  ін а о  вів поня я 

о нови ло ари ма  позна ння  і 
  р  ан лі ь и  ма ма и   н р  ви

на ов ал  на я і  р н ь я ло ари мі на ліні а  я  
по ім н одноразово до онал вали і я а до  ро ів   

ла о и л вальним за о ом для пр д авни ів а а ьо  п
іально  іль и пі ля по ир ння аль ля орів а ін и  

а ни  за о ів о и л ння ло ари мі ні а  ли і а ліні и 
п р али и за о ами о и л ння а по іли вої за онні 
мі я в м з я  ма ма и и

     b   а     а  b
   ab   З      

        З
             

       

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
   ( но.) кі  вира ів ма ть міст:

1) 2 –1)     )     3) 0     ) 1,

и правильна рівність – ):

 1) 1  0       ) о 24         3) 2   3

4)      ) 0,   –1     ) 0,01  –

)      ) 

 1)   1       ) о 3           3) 232  

4)      )     6) 

) 0,1  –1     ) 

                                   b   а                       а  b
   ab   З       З       З       З       З       З       З      

                                                  З З З З З З З
                               

       

   
1) 

Д . Непер 
1 0–1 1 )

. р і 
1 –1 3 )

. йлер 
1 0 –1 3)

а н  озна ння ло ари ма дав вида ни  ма ма и  
ізи  м ані  і а роном  л р  ін а о  вів поня я 

о нови ло ари ма  позна ння  і 
  р  ан лі ь и  ма ма и   н р  ви

на ов ал  на я і  р н ь я ло ари мі на ліні а  я  
по ім н одноразово до онал вали і я а до  ро ів   

ла о и л вальним за о ом для пр д авни ів а а ьо  п
іально  іль и пі ля по ир ння аль ля орів а ін и  

а ни  за о ів о и л ння ло ари мі ні а  ли і а ліні и 
п р али и за о ами о и л ння а по іли вої за онні 
мі я в м з я  ма ма и и

ізи  м ані  і а роном  л р  ін а о  вів поня я ізи  м ані  і а роном  л р  ін а о  вів поня я 

Д . Непер 

а н  озна ння ло ари ма дав вида ни  ма ма и  

1 0–1 1 )1 0–1 1 )1 0–1 1 )
Д . Непер Д . Непер Д . Непер Д . Непер Д . Непер 
1 0–1 1 )

а н  озна ння ло ари ма дав вида ни  ма ма и  а н  озна ння ло ари ма дав вида ни  ма ма и  
ізи  м ані  і а роном  л р  ін а о  вів поня я ізи  м ані  і а роном  л р  ін а о  вів поня я ізи  м ані  і а роном  л р  ін а о  вів поня я 
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РОЗДІЛ 1

найдіть – ):

 1)     ) 21     3) 1 1     ) .

 1) 1     ) 3     3)      ) .

бчисліть – ): 
 1) 3 3          ) 0, 0, 3.

 1) 0, 0, 0,      ) .

 найдіть – ):

 1)        2)     3)     ) 0,001

)     6)      )     ) 

 1)        2)    3)     ) 0,0001

)       6)     )    ) 

найдіть начення вира у, як о à > 0, à ≠ 1 ( – ):

  1) àà      )    3)      4) 

 1) àà      )    3)     4) 

найдіть ло арифми наведених чисел а осново  à ( – ):

  1)  як о à   

 2)  як о à  .

 1)  як о à  3  

 2)  як о à  .

о в я іть рівняння – ): 

  1) 2õ      ) õ 1  .

 1) 3õ       ) 11õ–1  .

бчисліть – ):

  1)     2) 

 1)      2) 

 найдіть 
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найдіть начення вира у – ):

  1) 23 2      )      3) 1     ) 3–1.

 1) 1 1 3     )     3) 1 2     ) 1 1 2–1.

бчисліть – ):

  1) 63  6          ) 

 3)      )   .

 1) 213  21        ) 

 3)          ) о 64  о 6 .

найдіть начення вира у – ):

  1)      2)     3)       4) 

 1)      2)     3)     4) 

роло арифмуйте вира  à > 0, b > 0, ñ > 0) ( – ):

  1)  а осново     )  а осново  .

 1)  а осново  3     )  а осново  .

найдіть õ  умови – ):

  1) x   –   3      ) 424  4  – 46  4x.

 1) x  3  – 2   
 )  –     x.

  Дано: x a, b. ира іть чере  à і b десяткові ло-
арифми чисел:

 1) õó     )       3) ó3

4)       ) õ3ó2     ) 

   ідомо, о   0,301. найдіть:
 1) 0     ) 000     3) 0,     ) 0,0 .

 ідомо, о   0, . найдіть:
 1) 0     ) 00       3) 0,     ) 0,00 .

бчисліть – ):

  1) 2 63 )     ) 

 3) 1, 4        ) )2.
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 1) 3 3 1 )    )  

 3) 0, 1      ) 10 )3.

 1)    2)    

 3)   4) 

 1)     2)   

 3)   4) 

 роло арифмуйте вира  а осново   à > 0, b > 0, ñ > 0):

 1)      2) 

 роло арифмуйте вира  а осново  3 à > 0, b > 0, ñ > 0):

 1)      2) 

бчисліть – ):

  1)           2) 

 1)     2) 

 1)        ) 1– 3  

 3) 2 4 16     ) 

 1)    2) 4 – 26    3) 3 1 –   ) 1000 – .

найдіть õ, як о – ):

  1) 0, õ  0, 3 –  0,  – 3 0,  

 ) 2õ  4   4  – 4 .

 1) 1 õ  1  – 1 4  3 1  
 ) õ  10032  1003 – 100 .

 ідомо, о 32  ò, 3   n. ира іть чере  ò і n:
 1) 31      ) 3     
 3) 3      ) 2 .
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 ідомо, о 23 õ, 2  ó. ира іть чере  õ і ó:
 1) 21     ) 2     
 3) 2     ) 3 .

о в я іть рівняння – ):
  1) 4õ – 4 · 2õ –   0     ) õ – õ 1  4  0.

 1) õ – 3õ – 2  0       ) õ – 2õ 2  3  0.

  Доведіть формулу à ñb b ñà.

 орівняйте – ): 

  1)  і     ) 3 i 3  0,1.

 1)  i 2        ) 3  – 0,1 і 34.

бчисліть – ):

  1) 2 – 163     ) 43    10.

 1) 3 – 2     ) 6     10.

найдіть начення вира у – ):

 1) 1 °  °     ) 

 1) °  1°      ) 

бчисліть – ):

  

 о в я іть рівняння õ2  3 3õ  .

 о в я іть рівняння õ2 – õ – 12  0.

 бчисліть 22    0.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 ідомо, о доросла л дина, яка викур є 1 ци арку на 

день, укорочує свій вік на 10 хв, підліток – на 1  хв. На 
скільки вкоротить свій вік а місяць підліток, як о викур -
ватиме  ци арки на день

 аробітна плата лени пропорційна до кількості відпра-
цьованих один. а місяць вона відпрац вала 1 0 один та 
отримала 0 рн. кільки один треба відпрац вати лені 
в наступний місяць, як о вона хоче отримати 0 рн
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 найдіть мно ину начень функції ó  3

À Á Ã Ä

(–u  1 0  1) 0  1 0  u) 1  u

 ка іть промі ок, якому нале ить корінь рівняння 

À Á Ã Ä

–  – )  u) –3  3 –  0 (–u  –

 коротіть дріб 

À Á Ã Ä

sin2a cos2a sina

 найдіть наймен ий корінь рівняння õ|õ| – 3õ  0.

À Á Ã Ä

3 0 –3 –1, ін а 
 відповідь

 ка іть, скільки мо на скласти рі них двоцифрових 
чисел і  цифр 1, , 3, , , , причому цифри в числі не 
повтор ться.

À Á Ã Ä

24 26 30

 ка іть точку мінімуму функції ó  3õ2 – õ3.

À Á Ã Ä

–1 0 1 2 функція не має 
точки мінімуму

 На мал нку обра ено рафіки функцій ó f(x) і 
g(x), ви начених на промі ку –  3 . становіть відпо-

відність мі  ар ументом õ0 1– ) та наченням функції 
ó f(x0) –Д).

 найдіть мно ину начень функції ó  3

À Á Ã Ä

(–u  1 0  1) 0  1 0  u) 1  u

 ка іть промі ок, якому нале ить корінь рівняння 

À Á Ã Ä

–  – )  u) –3  3 –  0 (–u  –

 коротіть дріб 

À Á Ã Ä

sin2a cos2a sina

 найдіть наймен ий корінь рівняння õ|õ| – 3õ  0.

À Á Ã Ä

3 0 –3 –1, ін а 
 відповідь

 ка іть, скільки мо на скласти рі них двоцифрових 
чисел і  цифр 1, , 3, , , , причому цифри в числі не 
повтор ться.

À Á Ã Ä

24 26 30

 ка іть точку мінімуму функції ó  3õ2 – õ3.

À Á Ã Ä

–1 0 1 2 функція не має 
точки мінімуму

 На мал нку обра ено рафіки функцій ó f(x) і 
g(x), ви начених на промі ку –  3 . становіть відпо-

відність мі  ар ументом õ0 1– ) та наченням функції 
óó f(x0) –Д).

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 найдіть мно ину начень функції ó  3–|õ|.

À Á Ã Ä

(–u  1 0  1) 0  1 0  u) 1  u

 ка іть промі ок, якому нале ить корінь рівняння 

À Á Ã Ä

–  – )  u) –3  3 –  0 (–u  –

 коротіть дріб 

À Á Ã Ä

sin2a cos2a sina

 найдіть наймен ий корінь рівняння õ|õ| – 3õ  0.

À Á Ã Ä

3 0 –3 –1, ін а 
 відповідь

 ка іть, скільки мо на скласти рі них двоцифрових 
чисел і  цифр 1, , 3, , , , причому цифри в числі не 
повтор ться.

À Á Ã Ä

24 26 30

 ка іть точку мінімуму функції ó  3õ2 – õ3.

À Á Ã Ä

–1 0 1 2 функція не має 
точки мінімуму

 На мал нку обра ено рафіки функцій ó f(x) і 
g(x), ви начених на промі ку –  3 . становіть відпо-

відність мі  ар ументом õ0 1– ) та наченням функції 
ó f(x0) –Д).

р м н на ння н ії
x0 – абсциса точки перетину рафіка 
функції f(x)  віс с  

À –2 

2 x0 – точка мінімуму функції f(x) Á 0
3 x0 – точка максимуму функції f(x) 2
4 x0 – абсциса точки перетину рафіків

функцій f(x) і g(x)
Ã 3

Ä 4

 обітник, прац чи самостійно, мо е виконати деяку 
роботу а 0 од, а робітниця – а 30 од. а скільки один 
вони викона ть роботу, як о будуть прац вати ра ом

 найдіть пер ий член еометричної про ресії bn, як о 
b2  , b  – .

ЛОГАРИФМІЧНА ФУНКЦІЯ, 
Ї Ї ВЛАСТИВОСТІ ТА ГРАФІК

Функцію, задану ормулою 
ó  logàõ (à  , à  , назива
ють логарифмічноþ функцієþ

риклади ло арифмічних функцій: 
ó  õ, , ó  õ,  то о.

ри à > 0, à ≠ 1 вира  àõ має міст ли е для додатних 
начень õ. Тому

о ла  визна ння н ії ó àõ  промі о
0  u).

к і для пока никової функції, ро лянемо приклади ло ариф-
мічних функцій і побудуємо рафіки цих функцій а точками.

ЛОГАРИФМІЧНА ФУНКЦІЯ, 
Ї Ї ВЛАСТИВОСТІ ТА ГРАФІК§  5 .  

1. Ëогарифмічна 
функція та її графік

Функцію, задану ормулою 
 log logà logà log õ (õ (õ à  , à  , à à  , назива , назива , назива , назива

ють логарифмічноþ функцієþ

Функцію, задану ормулою 
ó
ють 

о ла  визна ння н ії ó àõ  промі о
0  
о ла  визна ння н ії
0  
о ла  визна ння н ії

u).
о ла  визна ння н ії

).
о ла  визна ння н ії

начень 

к і для пока никової функції, ро лянемо приклади ло ариф-

о ла  визна ння н ії
0  
о ла  визна ння н ії
0  
о ла  визна ння н ії

р м н на ння н ії
x0 – абсциса точки перетину рафіка 
функції f(x)  віс с  

À –2 

2 x0 – точка мінімуму функції f(x) Á 0
3 x0 – точка максимуму функції f(x) 2
4 x0 – абсциса точки перетину рафіків

функцій f(x) і g(x)
Ã 3

Ä 4

 обітник, прац чи самостійно, мо е виконати деяку 
роботу а 0 од, а робітниця – а 30 од. а скільки один 
вони викона ть роботу, як о будуть прац вати ра ом

 найдіть пер ий член еометричної про ресії bn, як о 
b2  ,  , b  – .
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Приклад   о лянемо функці  
ó 2õ. кладемо таб лиц  на-
чень функції для декількох начень 
ар ументу õ > 0.

õ 1 2 4

ó –3 –2 –1 0 1 2 3

обудуємо рафік функції 
ó  2õ а точками мал. .1). 
скільки õ > 0, то рафік не пере-

тинає вісь ординат, але при õ  0 рафік набли ається до осі 
ординат, тобто вісь ó – асимптота цьо о рафіка.

Приклад   о лянемо фун к  ці   кладемо таб-

лиц  начень.

õ 1 2 4

ó 3 2 1 0 –1 –2 –3

рафік функції  обра ено на мал нку . .

  
          ал. .                        ал. .3

к о на одному мал нку обра ити рафіки функцій 
ó  2õ і ó  2õ мал. .3), то мо на помітити, о вони си-
метричні відносно прямої ó õ.

е мо на пояснити тим, о рівності ó  2õ і õ  2ó ада ть 
одну й ту саму але ність мі  мінними õ і ó. об від рівності

Приклад   о лянемо функці  

ал. .1

Приклад   о лянемо фун к  
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õ  2ó перейти до рівності ó  2õ, треба поміняти місцями 
мінні õ та ó, а на рафіку – осі õ і ó. им і поясн ється симе-

трія рафіків функцій ó  2õ та ó  2õ відносно прямої ó õ.
о на робити а альний висновок про те, о

ра і и по азни ової н ії   àõ і ло ари мі ної 
н ії  àõ, о ма ь одна ові о нови а  им

ри ні відно но прямої   õ.

икористову чи висновок про си-
метрі  рафіків функцій ó  àõ та 
ó  àõ відносно осі ó õ та отри-
мані нання про рафіки пока ни-
кової функції, мо на ска ати, о 

рафіки всіх функцій виду ó  àõ, де à > 1, схематично 
ви ляда ть так само, як рафік функції ó  2õ мал. .1), а 
як о 0  à  1, – то так само, як рафік функції
мал. . ).

истемати уємо властивості ло арифмічної функції 
ó  àõ при 0  à  1 та при à > 1 у ви ляді таб лиці.

ластивість 0 < à  à  

1 бласть 
ви начення 0  u) 0  u)

2 но ина 
начень ó R ó R

3 арність, 
непарність Ні парна, ні непарна Ні парна, ні непарна

4 еріодичність Неперіодична Неперіодична

Нулі функції ó  0 при õ  1 ó  0 при õ  1

6 ромі ки 
накосталості

ó > 0 при õ  0  1)
ó  0 при õ  1  u)

ó > 0 при õ  1  u)
ó  0 при õ  0  1)

ромі ки 
монотонності падає на 0  u) ростає на 0  u)

кстремуми Немає Немає

симптота õ  0 õ  0

10 рафік 
функції 
проходить 
чере  точку 
1  0)

ра і и по азни ової н ії   àõ і ло ари мі ної 
н ії  àõ, о ма ь одна ові о нови а  им

ри ні відно но прямої   õ.

о на робити а альний висновок про те, о

ра і и по азни ової н ії  
н ії  

ри ні відно но прямої  

2. Âластивості 
логарифмічної 
функції
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о лянемо приклади використання властивостей ло а-
рифмічної функції.

Зада а  орівняти начення вира ів:

1) 3 ,  і 3 ,    ) .

о в я ання. 1) ункція ó  3õ ростає на 0  u), тому 
біль ому наченн  ар ументу відповідає біль е начення 
функції. скільки ,   , , то 3 ,   3 , .
) ункція ó  0,3õ спадає на 0  u), тому біль ому на-

ченн  ар ументу відповідає мен е начення функції. 

скільки 

ідповідь  1) 3 ,   3 ,  ) 

Зада а  орівняти à (à > 0, à ≠ 1)  одинице , як о: 
1) à   à4,    ) à3,  > à3.

о в я ання. 1) скільки à   à , , а  > , , то 
мен ому наченн  ар ументу відповідає біль е начення 
функції. Тому функція ó  àõ спадає, а от е, 0  à  1.
) à3,  > à3 і 3,  > 3. іль ому наченн  ар ументу 

відповідає біль е начення функції. ункція ó  àõ
 ростає, тому à > 1.

ідповідь  1) 0  à  1  ) à > 1.

Зада а  найти область ви начення функції:
1) ó  3(2õ – õ2)   ) ó  õ(4 – õ

о в я ання. 1) бласть ви начення находимо  умови 
2õ – õ2 > 0. о в я ав и ц  нерівність, отримаємо õ  0  ).
) бласть ви начення найдемо і  системи:

ідповідь  1) 0  )  ) 0  1)  1  ).
налі у чи рафіки ло арифмічної функції при à > 1 і 

0  à  1 та властивості, ібрані в таб лиці, мо на прийти до 
вис новку, о

àb > 0  я о а і  роз а овані по один і  від 1, 
òîáòî à > 1, b > 1 àáî 0    1, 0    1   

a   0  я о а і  роз а овані по різні о и від 1, 
òîáòî 0    1, b > 1 àáî à > 1, 0    1.

икористову чи це правило, мо на порівн вати ло а-
рифми  нулем та мі  собо .

Зада а  орівняти начення вира ів:

Зада а  орівняти 

Зада а  найти область ви начення функції:

àb > 0  я о а і  роз а овані по один і  від 1, 
òîáòî à > 1, b > 1 àáî 0    1, 0    1   

a   0  я о а і  роз а овані по різні о и від 1, 
òîáòî 0    1, b > 1 àáî à > 1, 0    1.

вис новку, о

òîáòî à 
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Приклад   

23 > 0 ос  кіль ки 3 > 1,  > 1).

Приклад   

о арифмічну функці  ироко а-
стосову ть для опису реальних 
процесів. Так, наприклад, ло а-
рифмічна функція модел є про-
цеси видко о ростання або ату-
хання, тривалості хімічної реакції, 

а тако , наприклад, акони міни роботи а у, міни сили 
відчуття від сили буд ення психофі ичний акон ебера), 
міни тиску від міни висоти то о. 

о арифми використову ться тако  у банківській справі. 
к о, наприклад, вкладник поклав у банк на депо ит певну 

суму ро ей під 1   річних і хоче ді натися, чере  скільки 
років сума подвоїться, то для ро в я ування цієї адачі, вико-
ристову чи формулу складних відсотків, матимемо: 

, тобто , . 

Таким чином, об вклад подвоївся, він має перебувати в 
банку трі ки біль е  років. 

адимо найти в літературі та нтернеті ін і цікаві асто-
сування ло арифмічної функції та під отувати пре ентаці  
для виступу перед класом.

         
       

 у ах  у  ах      
    а  1   а  1   З     

аb    

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ( но.) кі  наведених функцій є роста чими, а 

які – спадними на 0  u):

1) ó  0, õ   ) ó  , õ  3)   4) 

 кі  наведених функцій є спадними, а які – роста -
чими на 0  u):

1) ó  , õ   )   3) ó  0,01õ   ) 

Приклад   

Приклад   

3. Застосування 
логарифмічної 
функції для опису 
реальних процесів

         
       

 у ах  х  х у  ах      
    а  1   а  1   З     

аb    

  
які – спадними на 0  
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РОЗДІЛ 1

 орівняйте õ і ó, як о:
1) õ > ó        ) 0,1 õ > 0,1 ó.

 орівняйте ò і n, як о:
1) 0,3ò  0,3n     ) ò  n.

 орівняйте числа – ):

  1) 0, 3 і 0,     ) 1 1  і 1 1 .

  1) 3  і 3         ) 0,  і 0, 3.

обудуйте схематично рафік функції та вка іть її власти-
вості – ):

 1) ó  3õ       ) 

 1) ó  0, õ      ) ó  , õ.

роста чо  чи спадно  на 0  u) є функція – ):
  1) ó  tg43°õ        ) 

найдіть область ви начення функції – ):
  1) ó  (2õ – 1)      ) ó  0,1(3õ – õ2).

 1) ó  (2 – 3õ)      ) ó  0, (õ2 – õ).

орівняйте  одинице  основу ло арифма à (à > 0), як о 
( – ):

  1) à   à10      ) à ,3 > à .

 1) à  > à       ) à1   à 0.

 кі  точок нале ать рафіку функції 

 1)   )    3) Ñ  –1)    ) D 1  )

 кі  точок нале ать рафіку функції ó  3x:

 1) À  – )    ) 1  0)       3)     ) 

 обудуйте рафік функції  к мін ється ó, 

як о õ ростає від 1 до 

 обудуйте рафік функції ó  3õ. к мін ється ó, 
як о õ ростає від 1 до 

орівняйте число  нулем – ):

  1)      )      3)       ) .

 орівняйте числа 
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 1)      )     3)      ) 1 1 .

 орівняйте  одинице  число a ( – ):

   1) à   ,1     ) à0,   – ,  
      3) à   –3,1     ) à0,1   , .

 1) à   –1     ) à0,   
 3) à13  ,     ) à0,1   – , .

 обудуйте рафік функції ó  2(õ – 1) та апи іть її 
властивості.

 обудуйте рафік функції ó  3(õ – ) та апи іть її 
властивості.
 обудуйте рафік функції  та апи іть її 

властивості.

 обудуйте рафік функції  та апи іть її 

властивості.

  найдіть наймен е і найбіль е начення функції 

 як о 

  найдіть наймен е і найбіль е начення функції 

орівняйте числа – ):

  1) 3  і 1      ) 3 і 1  

 3)  і 3 ,    ) 

 1)  і 1      ) 3,  і 1   

 3)  і 310     ) 

найдіть область ви начення функції – ):

  

 обудуйте рафік функції – ) 

 

 орівняйте  одинице  число 

   

 обудуйте рафік функції 
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РОЗДІЛ 1

найдіть область ви начення функції – ):
  1) ó  0, (1 – ñîsõ)    ) ó  õ–1  – õ2).
 1) ó  (1  sinõ)     ) ó  õ 1(4 – õ2).

о в я іть рафічно рівняння – ):
  1) 3õ  1 – õ         ) 

 1) 4õ   – õ         ) 

обудуйте рафік функції – ):
  1) ó  3 3(õ 1)      ) ó  (õ2–4).
 1) ó  4 4(õ–1)     ) ó  (1–õ2).

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 іто – спекотна пора року. ікарі радять під час спеки 

пити ба ато води, ад е її втрата на 10–1   стає небе печно  
для иття л дини. аса учениці 11 класу  к , а вода ста-
новить   маси тіла. трата якої кількості води небе печна 
для учениці

 1) ід час чи ення убів ко ен і   членів родини 
Тере ен  ків амість то о, об набрати воду в індивідуальний 
ста  кан, користується постійним протоком. е при водить до 
то о, о марно витрача ться прибли но  л води а 1 хв. 
кільки літрів води мо е економити родина Тере енків а 

місяць, у якому 30 днів, як о ко ен чистить уби двічі на 
день протя ом 3 хв ора у
2) ( ра и на діяльні ь ) Ді найтеся, скільки ко тує 1 м3 води 
у ва ій місцевості. бчисліть, скільки ро ей економить ва а 
родина протя ом місяця при о адливому користуванні водо .

 рафік якої  функцій паралельний рафіку функції 
ó  õ – 

À Á Ã Ä

ó  – õ  ó  – ó  õ  2

 о в я іть рівняння 0, 2õ–1  0,00 .

À Á Ã Ä

0 0, 1 1, 2

 рафік якої  функцій паралельний рафіку функції 
ó  õ – 

À Á Ã Ä

ó  – õ  ó  – ó  õ  2

 о в я іть рівняння 0, 2õ–1  0,00 .

À Á Ã Ä

0 0, 1 1, 2

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!

рафік якої  функцій паралельний рафіку функції 
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 найдіть ó – ), як о ó(õ) 

À Á Ã Ä

–2 –4 – ін а 
відповідь

 простіть вира  

À Á Ã Ä

0 2cosa sina 2sina ін а 
 відповідь

 àn – арифметична про ресія, à1  1, à3  . найдіть à2.

À Á Ã Ä

3 3 або –3  або – –3

  коробці  білих кульок і декілька чорних. кільки 
чорних кульок у коробці, коли ймовірність то о, о ви-

брана навмання кулька біла, дорівн є 

À Á Ã Ä

1 2 3 4

 становіть відповідність мі  рівнянням 1– ) та йо о 
ро в я ком –Д).

івняння озв язо  рівняння
tgx  –1 À   k, k Z

2 tgx  0 Á   k, k Z

3 ctgx  1   k, k Z

4 ctgx  0 Ã k, k Z

Ä   k, k Z

 найдіть найбіль е начення функції 

 бчисліть 
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РОЗДІЛ 1

ЛОГАРИФМІЧНІ 
РІВНЯННЯ

івняння на ива ть ло ари мі ним, як о йо о мінні 
входять ли е під наки ло арифмів.

риклади ло арифмічних рівнянь:
õ  –1, 2õ  4õ  , 3 – õ)   õ2) то о.

о лянемо деякі види ло арифмічних рівнянь і методи їх 
ро в я ування.

о лянемо найпрості е ло ариф-
мічне рівняння àõ  b.

ункція ó  àõ ростає або 
спадає на всій своїй області ви на-
чення, а тому ко но о сво о на-

чення набуває ли е при одному наченні ар ументу. скільки 
мно ино  начень функції ó  àõ є –u  u), то рівняння 

àõ b має єдиний ро в я ок при будь-якому b, який мо на 
найти, використову чи о начення ло арифма: õ àb.

Зада а  о в я ати рівняння: 
1) 2õ  –3    ) (õ – 1)     3) 

о в я ання. 1) 2õ  –3  õ  2–3  .

) (õ – 1)   õ – 1  2  õ – 1   õ  .

ідповідь  1)  )  3) .

бласть допустимих начень рів-
няння àf(õ)  àg(õ) адається 

системо  

скільки функція ó  àõ – монотонна при õ > 0 ростає 
при à > 1 і спадає при 0  à  1) і ко но о сво о начення 
набуває ли е при одному наченні ар ументу, то отримаємо, 

о на області ви начення рівняння àf(õ)  àg(õ) рівно-
сильне рівнянн  f(õ) g(õ).

о на робити висновок, о рівняння àf(õ)  àg(õ) 
рівносильне системі

ЛОГАРИФМІЧНІ 
РІВНЯННЯ§  6 .  

1. Найпростіøі 
логарифмічні 
рівняння

Зада а  о в я ати рівняння: 

2. Ðівняння виду 
logàf(х) logàg(õ)
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скільки в систему входять рівняння f(õ) g(õ) і нерів-
ність f(õ) > 0, то при виконанні цих умов нерівність g(õ) > 0 
виконується автоматично анало ічно і при виконанні нерів-
ності g(õ) > 0 нерівність f(õ) > 0 виконується автоматично).

т е, остаточно отримаємо:

рівняння àf(õ)  àg(õ) рівно ильн  и мі

àáî ,

аува имо, о  нерівностей f(õ) > 0 або g(õ) > 0 виби-
раємо ту, яка є прості о . к о обидві нерівності є склад-
ними, то ал оритм ро в я ування буде такий: аписуємо си-
стему, ро в я уємо рівняння f(õ) g(õ) та перевіряємо корені.

Зада а  о в я ати рівняння 2(õ2  2õ – )  2(õ – 1).
о в я ання. івняння рівносильне системі:

о в я у чи рівняння õ2 õ – 6  0, маємо õ1   õ2  –3. 
ер ий корінь адовольняє умову õ > 1, а дру ий – ні. 
т е, õ   – єдиний корінь рівняння.
ідповідь. .

івняння виду àf(õ) g(õ) рівно-
сильне рівнянн  f(õ) àg(õ). аува-

имо, о ро лядати f(õ) > 0 об-
ласть допустимих начень рівняння) 

немає потреби, оскільки вира  àg(õ) є додатним і f(õ) àg(õ), а 
тому умова f(õ) > 0 виконується автоматично.

Зада а  о в я ати рівняння 3
õ  1 ) õ  .

о в я ання. Дане рівняння рівносильне такому: 
õ  1   3õ 2  õ – 32 · 3õ 1   0. Нехай 3õ t, t > 0. Тоді 

t2 – t  1   0  t1  3  t2  . ідставив и отримані ро в я -
  ки, маємо: 3õ  3 і õ1  1 або 3õ   і õ  3  õ  3 3  )  
õ  1  3 .

ідповідь  1  1  3 .

ід час ро в я ування біль  склад-
 них ло арифмічних рівнянь мо на 
дотримуватися ни ченаведено о ал -
оритму ро в я ування:

рівняння àf(õ)  àg(õ) рівно ильн  и мі

àáî ,

т е, остаточно отримаємо:

рівняння 

Зада а  о в я ати рівняння 

3. Ðівняння виду 
logàf(х)  g(х)

Зада а  о в я ати рівняння 

4. Ðівняння, які 
зводяться до 
простіøих за 
допомогоþ власти-
востей логарифмів
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РОЗДІЛ 1

1) на одимо о ла ь доп ими  зна нь рівняння
2) а допомо о  вла иво  ло ари мів зводимо рів
няння до одно о з рані  роз лян и  ипів  
3) озв яз мо о риман  рівняння  п р віря мо нал
ні ь ор нів о ла і доп ими  зна нь  
4) Да мо відповідь

о лянемо приклади.

Зада а  о в я ати рівняння (õ – 3)  (õ  1)  1.
о в я ання. 1) бласть допустимих начень найдемо і  

системи: 

) икористову чи формулу à(bñ)  àb  àñ справа 
наліво на області допустимих начень, маємо 

(õ – 3)(õ  1)  1.
3) Тоді õ – 3)(õ  1)  1  õ2 – 2õ –   0  õ1  –  õ2  . 
бласть допустимих начень адовольняє ли е дру ий корінь.
ідповідь. .

Зада а  о в я ати рівняння  2(õ  ) – 2(õ – 1)  1.

о в я ання. 1) бласть допустимих начень найдемо і  

системи: 

) Домно имо ліву і праву частини рівняння на , об по-
бутися дробів:

2(õ  ) – 2(õ – 1)  .

икористаємо формулу àõð ð àõ справа наліво:

2(õ  ) – 2(õ – 1)2  ,

а потім – формулу  справа наліво:

3) Тоді  бласть до-

 пустимих начень адовольняє ли е пер ий корінь.
ідповідь. .

асто ло арифмічні рівняння во-
дяться до ал ебраїчних аміно  
t  àf(õ).

1) на одимо о ла ь доп ими  зна нь рівняння
2) а допомо о  вла иво  ло ари мів зводимо рів
няння до одно о з рані  роз лян и  ипів  
3) озв яз мо о риман  рівняння  п р віря мо нал
ні ь ор нів о ла і доп ими  зна нь  
4) Да мо відповідь

РОЗДІЛ 1

1)
2)
няння до одно о з рані  роз лян и  ипів  

Зада а  о в я ати рівняння 

Зада а  о в я ати рівняння 

5. Заміна змінних 
у логарифмічних 
рівняннях
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Зада а  о в я ати рівняння 

4
2(õ – 1)  4(õ – 1) – 2  0.

о в я ання. 1) Нехай 4(õ – 1) t, тоді маємо рівняння

t2 t – 2  0  t1  1  t2  – .
) 4(õ – 1)  1  õ – 1  41  õ1   або 

4(õ – 1)  –  õ – 1  4–2  

ідповідь.  .

Зада а  о в я ати рівняння 2õ  3 õ2  .

о в я ання. 1) икористаємо формулу , яка 

справд ується при à > 0, à ≠ 1, b > 0, b ≠ 1 на області допу-
стимих начень рівняння õ > 0, õ ≠ 1. аємо

) Нехай 2õ t, t1  1  t2  3. Тоді 2õ  1  

õ1  21   2õ  3  õ2  23  .
ідповідь   .

        
   ах b       

аf х   аg х       аf х  g х  
        

       
   

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
 о в я іть рівняння – ):

  1) 2x  1       ) 

     3) x  –1      ) x  .

 1) 3õ          ) õ  0  

3)        ) 6õ  –1.

 1) 2(õ – 1)  21     ) 

 1)       ) 4(õ – 3)  4 .

Зада а  о в я ати рівняння 

Зада а  о в я ати рівняння 

        
   ах b       

аfff х   аg х       аfff х  g х  
        

       
   

 о в я іть рівняння 
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  1)       ) 2(3õ – 1)  3  

     3)    ) 4(õ2  3õ  1)  0.

 1)       )  

3)    ) (õ2 – 4õ  1)  0.

 1)    ) (õ  1)  (3õ  )

3)    ) (õ2  1)  (2õ  ).

 1)  

) 0, (õ  2)  0, (2õ  )
3) 4(õ2 – 4)  4 õ – 10)  
) 1 (õ2  4)  1 (õ  ).

   1) 3
2õ  3õ – 3  0     ) 

 1) 2õ – õ  1  0     ) 

 найдіть абсциси точок перетину рафіків функцій 
ó  2(õ2  õ) і ó  3.

 найдіть абсциси точок перетину рафіків функцій

 найдіть точку перетину рафіків функцій
 і .

 найдіть точку перетину рафіків функцій 
ó  (õ  ) і ó  (2õ  3).

 о в я іть рівняння – ):

   1) 3õ2  3õ3  10    ) 

 1) 2õ  2õ          ) 

 1) 2
0, (õ2  1)  1          ) 

 1) 2
2(1 õ2)             ) 

  

 о в я іть рівняння 
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 1) (õ  1)  (4õ  1)   

 2) 

 1) 2(3 · 2õ – 4) õ      ) õ–1 – 42) õ – .

 1) 3(4 · 3õ – ) õ     ) õ 2 – 20) õ  1.

 1) 3(õ  1)  3(2õ – 1)   
 ) (2õ – 1)  3 – (õ – )
 3) 3(3 – õ) – 1  3  – 3(4 – õ)  
 ) 2(2õ – 1)  2(õ  1)  2(õ  2)  .

 1) (õ – 4)  (10 – õ)  1  
 ) 2(õ  2)  2(õ  3)  23  1
 3) õ – 1) – 2  õ – 11) – 0  
 ) 3(õ  3)  1  3(3õ – 1)  3(õ  1).

 1) 2(õ  1) – (õ  1) – 3  0  
 ) 2

2õ – 2õ2 –   0

 1) 2(õ – 2)  3 (õ – 2) – 4  0  
 ) 4

2õ – 4õ3  0

 найдіть цілі корені рівняння 

 найдіть корені рівняння 

 найдіть корені рівняння õ – 3 õ   .

  о в я іть рівняння – ):
    1) 3(6  3õ)  3 – õ     ) –2õ(2õ2 – õ – 1)  1.

 1) 2(4  2õ)   – õ      ) 2õ(x2 õ – 2)  1.

 3(16õ – 3)  3(16õ – 1)  1.

  о в я іть рівняння 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



60

РОЗДІЛ 1

 2
õ – 1)  2

õ – 2)  1.

  (3õ – 6)  2  (õ – ).

 3(3õ  1) – 32  3(õ – 3).

 

  

 кільки коренів має рівняння 

 кільки коренів має рівняння 

о в я іть рівняння – ):

  

  

 1) |õ   2õ  4õ            

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 ро итковий мінімум в країні на рудень 01  року 

становить 1 1 рн на праце датну особу, 1  рн на дітей 
віком до  років і 0  рн на дітей віком від  до 1  років. 
одина складається   осіб: тато, мама, атруся  роки) та 
колярі арічка 13 років) та а ко  років). ким має 

бути дохід родини а рудень 01  року, об він дорівн вав:
1) про итковому мінімуму
) 1,  про итково о мінімуму

3)  про итковим мінімумам

 умові покри ки коліс авто-
мобіля стира ться, і орічно ко ен 
автомобіль ро сі є в повітря 10 кі-
ло рамів умово о пилу. кільки та-
ко о пилу датні виробити а рік усі 
автомобілі невеличко о містечка, 
у якому про ива ть 000 родин, 
0  яких ма ть по одному автомо-

біл , а   – по два автомобілі
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Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!

 На якому  мал нків обра ено рафік парної функції

À Á Ã Ä

 кільки цілих ро в я ків має нерівність 0,3õ2 õ > 0,0

À Á Ã Ä

0 1 2 3 бе ліч

 Тіло рухається прямолінійно а аконом s(t) t2 – 14t
(t вимір ється в секундах, s – у метрах).  який момент 
часу тіло упиниться

À Á Ã Ä

t  1 ñ t   с t  14 ñ t  1  с t  20 ñ

 і  якими послідовними цілими числами міститься 
число 

À Á Ã Ä

1 і 0 і 1 –1 і 0 –  і –1 –3 і –

 бчисліть 0°  sin210°.

À Á Ã Ä

1 –1

 еред початком футбольно о матчу ко ен  футболістів, 
яких у ко ній  команд по 11, потиснув руку ко ному і 
своїх суперників і ко ному  трьох суддів. кільки всьо о 
було рукостискань

À Á Ã Ä

121 1 242 1 30
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 становіть відповідність мі  числовим вира ом 1– ) та 
наченням цьо о вира у –Д).

и лови  вираз на ння вираз
À

2 Á

3 3

4 
3

Ã

Ä 2

 а рафіком потя  долає пере он у 0 км а деякий час, 
але оскільки він виму ений був мен ити видкість на 
10 км од, то подолав пере он  -хвилинним апі ненням. 

ко  є видкість потя а а рафіком у км од)
 найдіть у радусах наймен ий додатний корінь рів-

няння õ – õ – 2  0.

ЛОГАРИФМІЧНІ 
НЕРІВНОСТІ

нало ічно рівнянн  н рівні ь на ива ть ло ари
мі но , як о її мінна входить ли е під нак ло арифма.

риклади ло арифмічних нерівностей: 
õ > –1, 3(õ  1) 3õ >  то о.

До найпрості их ло арифмічних 
нерівностей нале ать такі: àõ > b, 

àõ  b, àõ I b, àõ J b, де 
à > 0, à ≠ 1, b – число.
о лянемо для прикладу нерів-

ність àõ > b. исло b мо на подати як b  àab. аємо 
àõ > ààb. 
к о à > 1, то функція ó  àõ ростає і біль ому на-

ченн  функції відповідає біль е начення ар ументу 
мал. .1). Тому  нерівності àõ > ààb випливає õ > àb

нак нерівності не мін ється). скільки àb > 0 для будь-
яких à > 0, à ≠ 1, b R), то всі начення õ, які адоволь-
ня ть нерівність õ > àb, адовольня ть тако  і область допу-
стимих начень нерівності õ > 0. статочний ро в я ок 
нерівності: õ > àb.

 становіть відповідність мі  числовим вира ом 1– ) та 
наченням цьо о вира у –Д).

и лови  вираз на ння вираз
À

2 Á

3 3

4 
3

Ã

Ä 2

 а рафіком потя  долає пере он у 0 км а деякий час, 
але оскільки він виму ений був мен ити видкість на 
10 км од, то подолав пере он  -хвилинним апі ненням. 

ко  є видкість потя а а рафіком у км од)
 найдіть у радусах наймен ий додатний корінь рів-

няння õ – õ – 2  0.

ЛОГАРИФМІЧНІ 
НЕРІВНОСТІ§  7 .  

1. Найпростіøі 
логарифмічні 
нерівності
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           ал. .1                      ал. .

к о 0  à  1, то функція ó  àõ спадає і біль ому на-
ченн  функції відповідає мен е начення ар ументу мал. . ). 
Тому  нерівності àõ > ààb випливає нерівність õ  àb нак 
нерівності мін ється на протиле ний). ле в цьому випадку 
немає арантій то о, о всі начення, які адовольня ть нерів-
ність õ  àb, адовольня ть тако  і область допустимих начень 
нерівності õ > 0, тому ро в я ками нерівності àõ > ààb у 
випадку 0  à  1 є такі начення õ, для яких 0  õ  àb.

а допомо о  анало ічних міркуваннь ро в я у ть нерів-
ності àõ  b, àõ I b, àõ J b.

т е, під а  розв яз вання на про і и  ло ари мі ни  
н рівно  вра ов мо а

1) я о а  1  о при п р оді від ло ари мі ної н рівно і 
до н рівно і  я а н  мі и ь ло ари мів  зна  н рівно і н  
змін мо  я о 0  а  1  о змін мо на про ил ни

2) я о в о римані  н рівно і н ма  аран ії о о  о 
зна ння  дода н  о вра ов мо о ла ь доп ими  
зна нь    0  я о а а аран ія  о вра ов ва и о
ла ь доп ими  зна нь н ма  по р и

нало ічно ро в я у ть і нерівність àf(õ) > b та подібні.

Зада а  о в я ати нерівність: 
1) 3õ > –1        ) 

3) (õ – )      

о в я ання. 1) 3õ > –1  3õ > 33
–1  x > 3–1  .

2) .

3) (õ – )   (õ – )  2  0  õ –   2    õ  1.

4)  

 .

ідповідь  1)  ) 0  õ J  3)   õ  1  ) õ I .

Зада а  о в я ати нерівність: 
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бласть допустимих начень ко - 
ної  нерівностей àf(õ) > àg(õ), 

àf(õ) I àg(õ) адається систе- 

мо  

Далі враховуємо ви е а начений принцип.
к о à > 1, то нак нерівності не мін ється, і тому  

не рівність àf(õ) > àg(õ) рівносильна системі   

а нерівність àf(õ) I àg(õ) – системі 

скільки в ко ній і  систем g(õ) > 0, а f(õ) > g(õ) або  
f(õ) I g(õ)), то умова f(õ) > 0 виконується автоматично, і до 
системи її мо на не писати.

к о 0  à  1, то нак нерівності мін ється на проти-
ле ний, і тому:

нерівність àf(õ) > àg(õ) рівносильна системі 

а нерівність àf(õ) I àg(õ) – системі 

скільки в ко ній і  систем f(õ) > 0, а g(õ) > f(õ) або  
g(õ) I f(õ)), то умова g(õ) > 0 виконується автоматично, і до 
системи її мо на не писати.

а альнимо метод ро в я ування нерівності àf(õ) > àg(õ) 
у ви ляді таб лиці нерівність àf(õ) I àg(õ) ро в я ується 
анало ічно):

àf(õ) > àg(õ)

0  à  1 à > 1

нак нерівності мін ється 
на протиле ний

нак нерівності  
не мін ється

2. Нерівності виду 
logàf(х) > logàg(х),  
logàf(х) I logàg(õ)
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Зада а  о в я ати нерівність: 

1)  ) (õ2 – 3) I (õ – 1).

о в я ання. 1) скільки 0    1, то нак нерівності 

мін ємо на протиле ний: õ –   õ – 3. рім то о, врахо-
вуємо, о: õ –  > 0 умова õ – 3 > 0 буде виконуватися 
автоматично). т е, маємо:

) скільки  > 1, то нак нерівності не мін ємо: õ2 – 3 I
I õ – 1. рім то о, враховуємо, о: õ – 1 > 0 умова 
õ2 – 3 > 0 буде виконуватися автоматично). т е, маємо:

о в я ки пер ої нерівності: 
õ J –1 і õ I  мал. .3 – схема 
в орі). рахову чи, о õ > 1, 
маємо ро  в я ок системи: õ I .

ідповідь  1) õ >  ) õ I .

ід час ро в я ування біль  склад-
них ло арифмічних нерівностей ви-
користовуємо прийоми ро в я уван ня 
ло арифмічних рівнянь і принципи, 
а якими ро в я у ться найпрості і 

ло арифмічні нерівності.

Зада а  о в я ати нерівність 2(õ – 1)  2(õ  )  .

о в я ання. 1) бласть допустимих начень найдемо і  
системи:

На цій області ви начення маємо: 2(õ – 1)(õ  )  
(õ – 1)(õ  )  4 бо  > 1).

скільки õ – 1 > 0 і õ   > 0 
враховано в Д ), то умова 
(õ – 1)(õ  ) > 0 виконується 
 автоматично. 
) аємо: õ2  õ – õ –   1  

õ2  4õ – 1  0. відси –   õ  3 
мал. .  – схема в орі).

Зада а  о в я ати нерівність: 

ал. .3

3. Ðозв’язування 
складніøих 
логарифмічних 
нерівностей

Зада а  о в я ати нерівність 

ал. .

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



66

РОЗДІЛ 1

3) отрібно врахувати область ви начення функції: õ > 1 
мал. .  – схема вни у). т е, ро в я ком даної нерівності 
є перері  мно ин –   õ  3 і õ > 1, тобто 1  õ  3.

ідповідь  1  õ  3.

Зада а  о в я ати нерівність 

о в я ання. 1) Нехай  Тоді t2 – 2t – 3 I 0, 

відки t J –1 або t I 3 ро в я іть нерівність самостійно).

) аємо: õ I 3 

або 

т е,  або õ I 3.

ідповідь  або õ I 3.

        
  ах  b  а  1     а  1   Д    

  аf х  аg х   а  1     а  1

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
 о в я іть нерівність – ): 

 1) õ >       ) 

3)      ) õ J .

 1) 6õ I 6       ) 

3)      ) õ  .

  1) 2õ  0      ) 

     3)      ) 6õ I 1.

 1) õ J 1          ) 

3)          ) 4õ > – .

Зада а  о в я ати нерівність 

        
  ах  х  х b  а  1     а  1   Д    

  аfff х  аg х   а  1     а  1

 о в я іть нерівність 

 1) 

 о в я іть нерівність 
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 1) 4(õ – 1) I            ) (õ 1)  –1

           ) 0,1(õ – 2) J .

 1) (õ  1)  1            ) 4(õ – ) J 

3) 0, (õ – ) I –         

 1) (õ  1)  (3 – õ)    ) 

 1)  – õ)  (3 õ)    ) 

 найдіть область ви начення функції – ): 

             

          

о в я іть нерівність – ): 

  1) 3(õ2 – 2õ) J 1         ) 0, (õ2 – 3õ)  – .

 1) 3(õ2 – õ) I         ) 

 1) 2(õ  1)  2õ J 1
 ) 3(õ – 1)  3õ  32  1.

 1) 2(õ – 2)  2(õ – 1)  1  
 ) õ  õ  1) J 3  1.

 1)    ) 2õ  .

 1)       2) 

 ри яких наченнях õ функція  набуває дода-

т них начень

 ри яких наченнях õ функція  набуває 

від єм них начень

 о в я іть нерівність – ): 

  1) 0,1(õ2  2õ – 3) > 0,1(õ – 1)  
      ) (õ  4)  (10õ  1 ).

 1) 0, (õ2 – 2õ – 3) > 0,  – õ)  
 ) 3(õ  1)  3(2õ  ).

 найдіть область ви начення функції 

 о в я іть нерівність 
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 1) õ – 1| J        ) 0, õ – 3|  1.

 1) 0, õ  1| J 1     ) õ – 2|  3.

 найдіть найбіль ий цілий ро в я ок нерівності 

0, (õ  1)  0,  – õ) I 0, (õ  ).

 найдіть найбіль ий цілий ро в я ок нерівності 
(õ  2)  (6 – õ) J (õ  ).

 кільки цілих ро в я ків має нерівність 

 кільки цілих ро в я ків має нерівність 

 о в я іть рафічно нерівність 3õ   – õ.

 о в я іть рафічно нерівність 

 о в я іть нерівність для всіх начень параметра à:
1) à  õ I 0     ) à  3õ  1.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 ісля уроків у класах деякої коли було ібрано 0,  к  

паперово о сміття. 
1) к о учні коли али ати-
муть одня таку кількість па-
перу, то скільки мо на ібрати 
макулатури а 1 0 навчальних 
днів у цій колі   30 колах ра-
йону
) Для виробництва 1 т паперу по-

трібно прибли но 00 м3 лісу. 
к о учні кіл району дадуть 

усі паперові відходи а рік, то 
скільки лісу вони бере уть від вирубки у м3)
3) ( ро на діяльні ь.) б єднайтеся у рупу по –3 учні 
учениці). Дослідіть питання, як мо на використовувати па-
перові відходи. ід отуйте пре ентаці  для виступу перед 
класом.

 рибуток мало о підприємства омісячно протя ом пів-
року біль увався на 10  відносно прибутку а попередній 
місяць. одаток на прибуток підприємства ) в країні 
становить 1  . ка величина сплачено о  а ці пів-
року, як о прибуток а пер ий місяць підприємства складав 
0 000 рн  кру лити до ривень.
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
 найдіть похідну функції:
 1)      )      3) 
 4)      )      ) .

 1) найдіть похідні функцій: , , . 
 ) ереконайтеся в тому, о x2)  (x2 – )  (x2  ) .

 найдіть похідну функції:

 1)      ) .

 о в я іть рівняння 

À Á Ã Ä

–1, –0, 0, 1, ін а відповідь

 бчисліть  3  – 3 1 .

À Á Ã Ä

– –4 –3 –2 –1

 артість телеві ора льфа  переви ує вартість телеві-
ора ета  на 1 0 .  скільки ра ів телеві ор льфа  

доро чий а телеві ор ета

À Á Ã Ä

у 1,  ра а у 1,  ра а у  ра и у ,  ра а у ,  ра а

 кий  коренів рівняння  нале ить промі ку 

À Á Ã Ä

arctg3 arcctg3 arctg  оден корінь не нале ить 
цьому промі ку

 о в я іть рівняння 

À Á Ã Ä

–1, –0, 0, 1, ін а відповідь

 бчисліть  3  – 3 1 .

À Á Ã Ä

– –4 –3 –2 –1

 артість телеві ора льфа  переви ує вартість телеві-
ора ета  на 1 0 .  скільки ра ів телеві ор льфа  

доро чий а телеві ор ета

À Á Ã Ä

у 1,  ра а у 1,  ра а у  ра и у ,  ра а у ,  ра а

 кий  коренів рівняння  нале ить промі ку 

À Á Ã Ä

arctg3 arcctg3 arctg  оден корінь не нале ить 
цьому промі ку

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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РОЗДІЛ 1

 бчисліть начення похідної функції f(õ)  2cosõ – õ

у точці 

À Á Ã Ä

3 –2 2 – –3

 бчисліть 

À Á Ã Ä

–1 0 1

 становіть відповідність мі  о наченням елементів про-
ресії 1– ) і набором чисел –Д), які мо уть бути цими 

елементами.

зна ння л м н ів 
 про р ії

а ір и л

послідовні три елементи 
арифметичної про ресії 
 рі нице  

À   1

2 послідовні три елементи 
арифметичної про ресії 
 рі нице  

Á 1  3  

3 послідовні три елементи 
еометричної про ресії 
і наменником 

–  1  

4 послідовні три елементи 
еометричної про ресії 
і наменником 

Ã 1  –3  

Ä 1  –  –

  коробці білих намистин утричі біль е, ні  чорних. 
и начте ймовірність то о, о навмання в ята  коробки 

намистина буде чорно .

 найдіть начення вира у 

як о à  01 .
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омашня самостійна робота  

о н  завдання ма  по о ири варіан и відповіді  
р д я и  ли  один  правильним  рі ь правильни  ва

ріан  відповіді.

 . орівняйте a і b, як о .

             

 о в я іть рівняння .
 3        1         –1       

 о в я іть нерівність .

 3  u)     3  u)     (–u  3      (–u  3)

 4. бчисліть .
 1           3     4

 о в я іть рівняння .
 2             3     0

 о в я іть рівняння .
 –1                           –1   
 івняння не має ро в я ків     4

 . бчисліть .

 16       4          1

 найдіть область ви начення функції .
 –1  u)     –1  u)     1  u)     (–u  u)

 о в я іть нерівність .
 0  1         0  1)        –  1       1  u)

  кільки ро в я ків має рівняння 

 одно о     дин  
 Два          Немо ливо ви начити

 ідомо, о 3 2 a, 3  b. Тоді 3 200  …
               

 о в я іть рівняння .
 1  3       1  –3      3          1

ріан  відповіді

  

 4
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РОЗДІЛ 1

Завдання для перевірки знань до  –

 . орівняйте x і : 1)    )  x > .

 о в я іть рівняння: 1)   ) .

 о я іть нерівність: 1)    ) .

 4. обудуйте схематично рафік функції  і апи-
іть її властивості.

 бчисліть:

1)    ) 

3)       ) .

 о в я іть рівняння:
1)        ) .

 . бчисліть: 1)         ) .

 о в я іть нерівність .

 . о в я іть рівняння .

Дода ові завдання

  найдіть область ви начення функції .

  ідомо, о , . ира іть чере  a і b:
1)     )     3)     ) .

  ро і оманда раїн ь и  о
лярів вдало ви пила на  і на
родні  ма ма и ні  олімпіаді в 

м  л апо а м нія  ро раїн ь и  ар о
ла ни ів на о о  здо ли  золо і а  рі ні м далі  

 за альном  р ин  раїн ь а 
оманда по іла  мі  з понад 

 раїн ві  пі ля  о ії і 
и а   на іль  до я н ння 
раїн ь ої оманди за і  ро ів її 

ви пів на и  пр и ни  зма
ання  а овим рівни ом ра

їн ь ої оманди в  а а о ро ів  
про ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні а
ра а в н а о дан лади лавови  льов  

  

 4

 

 

  

    

  ро і оманда раїн ь и  о
лярів вдало ви пила на  і на
родні  ма ма и ні  олімпіаді в 

м  л апо а м нія  ро раїн ь и  ар о
ла ни ів на о о  здо ли  золо і а  рі ні м далі  

 за альном  р ин  раїн ь а 
оманда по іла  мі  з понад 

 раїн ві  пі ля  о ії і  раїн ві  пі ля  о ії і  раїн ві  пі ля  о ії і 
и а   на іль  до я н ння 
раїн ь ої оманди за і  ро ів її 

ви пів на и  пр и ни  зма
ання  а овим рівни ом ра

їн ь ої оманди в  а а о ро ів  
про ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні а
ра а в н а о дан лади лавови  льов  

 раїн ві  пі ля  о ії і 

ра а в н а о дан лади лавови  льов  ра а в н а о дан лади лавови  льов  ра а в н а о дан лади лавови  льов  

 за альном  р ин  раїн ь а  за альном  р ин  раїн ь а 
оманда по іла  мі  з понад оманда по іла  мі  з понад оманда по іла  мі  з понад 

 раїн ві  пі ля  о ії і 
оманда по іла  мі  з понад 

раїн ь ої оманди за і  ро ів її 

оманда по іла  мі  з понад 
 раїн ві  пі ля  о ії і 

и а   на іль  до я н ння 
раїн ь ої оманди за і  ро ів її 

 раїн ві  пі ля  о ії і  раїн ві  пі ля  о ії і 
и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння 
раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її 

ви пів на и  пр и ни  змави пів на и  пр и ни  змави пів на и  пр и ни  зма

про ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні а
їн ь ої оманди в  а а о ро ів  їн ь ої оманди в  а а о ро ів  їн ь ої оманди в  а а о ро ів  їн ь ої оманди в  а а о ро ів  
ання  а овим рівни ом раання  а овим рівни ом раання  а овим рівни ом ра

ви пів на и  пр и ни  змави пів на и  пр и ни  змави пів на и  пр и ни  змави пів на и  пр и ни  змави пів на и  пр и ни  зма
раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її раїн ь ої оманди за і  ро ів її 

и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння 
 раїн ві  пі ля  о ії і 

оманда по іла  мі  з понад оманда по іла  мі  з понад оманда по іла  мі  з понад 

ла ни ів на о о  здо ли  золо і а  рі ні м далі  ла ни ів на о о  здо ли  золо і а  рі ні м далі  
 за альном  р ин  раїн ь а  за альном  р ин  раїн ь а  за альном  р ин  раїн ь а  за альном  р ин  раїн ь а 

ла ни ів на о о  здо ли  золо і а  рі ні м далі  ла ни ів на о о  здо ли  золо і а  рі ні м далі  ла ни ів на о о  здо ли  золо і а  рі ні м далі  ла ни ів на о о  здо ли  золо і а  рі ні м далі  
 за альном  р ин  раїн ь а 

оманда по іла  мі  з понад 
 за альном  р ин  раїн ь а 

оманда по іла  мі  з понад 
 раїн ві  пі ля  о ії і 

оманда по іла  мі  з понад 
 раїн ві  пі ля  о ії і 

оманда по іла  мі  з понад оманда по іла  мі  з понад 
 раїн ві  пі ля  о ії і 

и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння 
 раїн ві  пі ля  о ії і  раїн ві  пі ля  о ії і  раїн ві  пі ля  о ії і 

ви пів на и  пр и ни  зма
ання  а овим рівни ом раання  а овим рівни ом раання  а овим рівни ом раання  а овим рівни ом ра

їн ь ої оманди в  а а о ро ів  їн ь ої оманди в  а а о ро ів  їн ь ої оманди в  а а о ро ів  їн ь ої оманди в  а а о ро ів  
про ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні а
їн ь ої оманди в  а а о ро ів  
про ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні апро ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні апро ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні а

и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння и а   на іль  до я н ння 

про ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні а
ра а в н а о дан лади лавови  льов  
про ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні а
ра а в н а о дан лади лавови  льов  
про ор а дри о и л вальної ма ма и и  ім ні а
ра а в н а о дан лади лавови  льов  ра а в н а о дан лади лавови  льов  

Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
Óкраїна у світі
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ІÍÒÅÃÐÀË 
І ÎÃÎ 

ÇÀÑÒÎÑÓÂÀÍÍß

  Р З  :

  ознайомитеся  поняттям 
первісної, неви  на чено о 
та ви на чено о інте ралів

  навчитеся находити 
первісні та інте ра ли деяких 
функцій, асто со вувати 
первісні та інте рали до 
еометричних і фі ич них 
адач.

Р З  

адач.адач.
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РОЗДІЛ 

ПЕРВІСНА 
ТА Ї Ї ВЛАСТИВОСТІ

ивча чи математику в попередніх класах, ви мо ли по-
мітити, о ба ато відомих вам операцій ма ть обернені. 

бернено  до додавання є операція віднімання, обернено  до 
мно ення на число, відмінне від нуля) є операція ділення, 
обернено  до операції мно ення одночлена на мно очлен є 
операція винесення спільно о мно ника а ду ки то о.

Тако  існує операція, яка є обернено  до операції в яття 
похідної від функції – операції диференці вання. Таку опе-
раці  на ива ть операціє  ін р вання.

и в е вмієте находити похідну 
аданої функції ó f(õ). ле в ма-

тематиці часто доводиться ро в я-
увати обернену адачу: находити невідому функці  f(õ), 

як о відома її похідна f (õ). Так, наприклад, у фі иці, як о 
відомо акон руху матеріальної точки s(t), то мо на найти 
акон міни видкості v(t), оскільки v(t) s (t). асто ви-

никає потреба ви начити акон руху s(t), ма чи v(t), тобто 
відновити функці  а її похідно , або, як ка уть матема-
тики, найти п рві н  для заданої н ії.

Функцію F(õ  називають первісноþ для ункції f(õ  
на заданому проміжку, якщо для всіх õ із цього про
міжку F (õ  f(õ

наход ення функції f(õ) а її похідно  на ива ть опера-
ціє  ін р вання від лат. integratio – відновл ння). я опе-
рація є обернено  до операції диференці вання.

Приклад   Для функції f(õ)  2õ на промі ку –u  u) 
первісно  є функція F(õ) õ2, оскільки для ко но о õ і  
цьо о промі ку виконується рівність F (õ)  (õ2)  2õ f(õ).

аува имо, о, наприклад, функція õ2  1 має ту саму 
похідну, о й функція õ2, дійсно õ2  1)  2õ. Тому функція 
õ2  1 є тако  первісно  для функції f(õ)  2õ. ро уміло, о 
амість числа 1 мо на підставити будь-яке ін е число Ñ, 

матимемо (õ2 Ñ)  2õ. відси приходимо до висновку: за
да а зна од ння п рві ної ма  злі  розв яз ів у тому ви-
падку, коли хоча б один  ро в я ків мо на найти.

Приклад   Для функції  на її області ви начення 

0  u) одніє   первісних є функція  оскільки 

ПЕРВІСНА 
ТА Ї Ї ВЛАСТИВОСТІ§  8 .  

1. Поняття первісної

Функцію F(õ  називають первісноþ для ункції f(f(f õ  
на заданому проміжку, якщо для всіх õ із цього про
міжку F (õ  f(f(f õ

тики, найти 

Функцію 
на заданому проміжку, якщо для всіх 
міжку 

Приклад   Для функції 

Приклад   Для функції 
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І    

 попередньому пункті ми встано-
вили, о адача наход ення пер-
вісної має бе ліч ро в я ків. найти 
всі ці ро в я ки дає мо у о новна 
вла иві ь п рві ної.

Теорема основна властивість первісної  Кожна з пер
вісних для ункції f(õ  на заданому проміжку має ви
гляд F(õ  Ñ, де F(õ  – одна із цих первісних, а Ñ – 
довільна стала

ер  ні  довести ц  теорему, аува имо, о в ній ко-
ротко сформульовано дві властивості первісної:

1) яке б число не підставили у вира  F(õ) Ñ амість Ñ, 
отримаємо первісну для f(õ) на аданому промі ку

) яку б первісну F1(õ) для функції f(õ) на аданому промі ку 
не брали, ав ди мо на підібрати таке число Ñ, о для всіх õ і  
цьо о промі ку буде виконуватися рівність F1(õ) F(õ) Ñ.

Доведення теореми і водиться до доведення цих двох 
властивостей.
Доведення. 1) а умово  F(õ) – одна  первісних для f(õ) 
на аданому промі ку, тобто F (õ) f(õ) для будь-яко о õ і  
цьо о промі ку. Тоді

(F(õ) Ñ) F (õ)  Ñ f(õ)  0 f(õ),
òîáòî F(õ) Ñ – тако  первісна для f(õ) на цьому промі ку.
) Нехай F1(õ) – ін а первісна для функції f(õ) на аданому 

промі ку, тобто F1(õ) f(õ) для всіх õ і  цьо о промі ку. 
о лянемо похідну рі ниці функцій F1(õ) – F(õ):

(F1(õ) – F(õ)) F1(õ) – F (õ) f(õ) – f(õ)  0.
икористову чи о наку сталості функції, відому вам  

поперед ньо о класу, приходимо до висновку, о оскільки 
похідна рі ниці функцій F1(õ) – F(õ) дорівн є нул , то ця 
функція набуває деяко о стало о начення Ñ на аданому 
промі ку. т е, F1(õ) – F(õ) Ñ  
F1(õ) F(õ) Ñ. т е, будь-яка 
первісна F1(õ) функції f(õ) на а-
даному промі    ку мо е бути апи-
сана у ви ляді F1(õ) F(õ) Ñ 

Приклад   скільки для функ  ції 
f(õ)  –3õ2 на промі ку –u  u) 
одніє   первісних є функція –õ3

дійсно –õ3)  –3õ2 f(õ)), то а-
альний ви ляд усіх первісних для 

функції f(õ)  –3õ2 мо на аписати 
у ви ляді F(õ)  –õ3 Ñ.

2. Основна 
властивість 
первісних

Теорема основна властивість первісної  Кожна з пер
вісних для ункції f(f(f õ  на заданому проміжку має ви
гляд F(õ  Ñ, де F(õ  – одна із цих первісних, а Ñ – 
довільна стала

Теорема
вісних для ункції 
гляд 

ал. .1

Приклад   скільки для функ  ції 
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еометрично основна властивість первісної о начає, о 
ра і и дь я и  дво  п рві ни  для н ії (õ) мо на о

рима и один з одно о парал льним п р н нням здов  о і 
ордина  мал. .1).

укупність усіх первісних для 
ункції f(õ  називають невизна-

ченим інтегралом і позна ають сим
волом f(õ dõ чита ть: інте рал еф від ікс де ікс ).

Тут f(õ) – підін ральна н ія    змінна ін р вання.
Таким чином:

f(õ dõ F(õ  Ñ,
äå F(õ) – одна  первісних, а Ñ – довільна стала.

Приклад   скільки õ2 – первісна для õ, то 2xdx x2  C.

       у  f х  
         

       
  

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  кі  функцій є первісними для функції f(õ)  – :

1) F(õ)  2õ        ) F(õ)  –2õ  
3) F(õ)  0         ) F(õ)  –2õ  

 кі  функцій є первісними для функції f(õ)  3:
1) F(õ)  3õ        ) F(õ)  –3õ  1  
3) F(õ)  3õ –     ) F(õ)  0

 ідомо, о õ)  –sinõ. апи іть деякі три первісні 
для функції f(õ)  –sinõ.

 ідомо, о õ)  cosõ. апи іть деякі три первісні 
для функції f(õ)  cosõ.

  Доведіть, о функція F(õ) є первісно  для функції f(õ) 
на –u  u) ( – ):

  1) F(õ) õ4 – 3õ  1, f(õ)  4õ3 – 3
2) F(õ) õcosõ, f(õ)  cosõ – õsinõ.

  1) F(õ) õ3  2õ – , f(õ)  3õ2   
2) F(õ) õsinõ, f(õ)  sinõ õcosõ.

Доведіть, о функція F(õ) є первісно  для функції f(õ) на 
аданому промі ку – ):

 1) F(õ)  ctgx x , , x  0  )

укупність усіх первісних для 
ункції f(f(f õ  називають невизна-

ченим інтегралом і позна ають сим
волом ff(f(f õ dõ чита ть: інте рал еф від ікс де ікс ).

укупність усіх первісних для 
ункції 

ченим інтегралом

3. Невизначений 
інтеграл

Приклад   скільки 

       у  f f f х  
         

       
  

  
1) 

  

  Доведіть, о функція 
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2) , x  0  u).

 1) F(õ) x   tgx, 

2) x  0  u).

и правильно найдено неви начений інте рал – ):

   1) õ2dõ  2õ Ñ      ) sinõdõ  –cosõ Ñ

 1) õ4dõ õ Ñ     ) cosõdõ  –sinõ Ñ

   Доведіть, о функція F(õ) є первісно  для функції f(õ) 
на R ( – ):

  1) , 
 2) , .

 1) , 
 2) , .

Доведіть, о функція F(õ) є первісно  для функції f(õ) на 
аданому промі ку – ):

  1) , , x  0  u)

 2) , , x  –1  u).

 1) , , x  0  u)

 2) , , x   u).

и є функція F(õ) первісно  для функції f(õ) на аданому 
промі ку – ):

  1) , , x  (–u  u)

 2) , , x  0  u)

 1) , , x  (–u  u)

 2) , , x  0  u)

  Доведіть, о функція  є первісно  для 
функ ції на промі ку –u  u).

 Доведіть, о функція F(õ)  3õ|õ  є первісно  для 
функції f(õ)  6|õ  на промі ку –u  u).

   Доведіть, о функція 
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Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 аса вітаміну , оденно необхідна л дині, відно-

ситься до маси вітаміну  як  : 1. ка добова потреба у віта-
міні , як о вітаміну  л дина повинна в ивати а день 
1  м

 Тато планує купити  т облиц вальної це ли в одно о  
трьох постачальників. аса одної це ли ,  к . іни і умови 
доставки подано в таблиці.  скільки ривень обійдеться най-
де ев ий варіант покупки

Поста
альник

іна цегли
грн за шт

артість
доставки

грн
пеціальні умови

À 2000 Немає 

,3 1 00 к о амовлення на суму 
понад 10 000 рн, доставка 

і ни ко  0 

Â , 1200 к о амовлення на суму 
понад 10 000 рн, доставка 

бе ко товна

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
 аповніть промі ки одніє   мо ливих функцій:
1)      )        3) 
4)       )      ) .

 найдіть похідну функції:
1)         ) 

3)     ) .

 оле, пло а яко о  а, орали дві бри ади. ер а о-

рала  поля. кільки ектарів орала дру а бри ада

À Á Ã Ä

6 10 12 16

 оле, пло а яко о  а, орали дві бри ади. ер а о-

рала  поля. кільки ектарів орала дру а бри ада

À Á Ã Ä

6 10 12 16

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 кому  наведених промі ків нале ить корінь рівняння 
42õ–3  1

À Á Ã Ä

(–u  0) 0  1 1   3 3  u)

 найдіть найбіль ий від ємний член арифметичної про-
ресії ,  ,  ,1  ...

À Á Ã Ä

–0, –0, –0,3 –0, –0,1

 бчисліть .

À Á Ã Ä

3 2 1, 1 немо ливо 
найти

 о в я іть нерівність .

À Á Ã Ä

(–u  0  u) 0  ) 0   u) (–u  0)  u)

 одайте вира   у ви ляді степеня  осново  b.

À Á Ã Ä

b
–  –

6 b6 b
–
1

6 b
–
6 b

–  –
1

6

 становіть відповідність мі  квадратично  функціє  
1– ) та нулями цієї функції –Д).

вадра и на н ія лі н ії
ó  2õ2  3õ – À –1  ,

2 ó õ2  õ – 3 Á –1  3
3 ó  2õ2 – 3õ – 1  –3
4 ó õ2 – 2õ – 3 Ã 1  – ,

Ä 1  3

 бчисліть °  °.

 найдіть начення похідної функції  у 

точці õ0  .
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ТАБЛИЦЯ ПЕРВІСНИХ. 
ПРАВИЛА ЗНАХОДЖЕННЯ ПЕРВІСНИХ

 попередньому пара рафі ви навчилися перевіряти чи є одна 
функція первісно  для ін ої.  цьому пара рафі навчимося 
находити первісні неви начені інте рали) для деяких функцій.

 попередньому класі було скла-
дено таб лиц  похідних.  подаль-

ому корисно  буде а  ли я п р
ві ни  (н визна ни  ін ралів) 
для деяких функцій, яка рунту-

ється на таб лиці похідних.

Функція 
f(õ

Загальний вигляд 
первісних F(õ  Ñ, 

äå Ñ – довільна стала

ідповідний запис 
за допомогою 
невизна еного 

інтеграла

0 Ñ 0dõ Ñ

1 õ Ñ dõ õ Ñ

õa, a ≠ –1, 
a Z

sinx –cosx C

cosx sinx C

tgx C

–ctgx C

Для об рунтування цих формул достатньо перевірити, о 
похідна від первісної дру о о стовпчика дорівн є функції, а-
даній у пер ому стовпчику.

еревіримо, наприклад, правильність наход ення пер-
вісних для функції õa, a ≠ –1, a Z: 

xa.

т е, а альний ви ляд первісних для функ  ції xa має ви ляд 

.

ТАБЛИЦЯ ПЕРВІСНИХ. 
ПРАВИЛА ЗНАХОДЖЕННЯ ПЕРВІСНИХ§  9 .  

1. Таблиця первісних 
(невизначених 
інтегралів)
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Зада а  найти всі первісні для функції: 

1) f(õ) õ     2) .

о в я ання. икористаємо той факт, о а альний ви-

ляд первісних для функ  ції õa такий: .

1) 

) скільки f(õ) õ– , то 

ідповідь .

ноді, об найти первісну неви начений інте рал) для 
деякої функції, її попередньо треба спростити.

Зада а  найти неви начений інте рал 

о в я ання. скільки , то 

маємо 

ідповідь  sinõ Ñ.

асто в адачах потрібно найти первісну, о відповідає 
пев ним умовам, наприклад, рафік якої проходить чере  певну 
точку.

Зада а  Для функції f(õ)  sinõ найти первісну, рафік 

якої проходить чере  точку 

о в я ання. 1) Для функції f(õ)  sinõ находимо а-
альний ви ляд первісних: F(õ)  –cosõ Ñ.
) а умово  рафік уканої первісної проходить чере  

точку  Тому, підставля чи в а альний ви ляд пер-

вісних  амість õ, а амість F(õ), маємо: 

т е, укана первісна F1(õ)  –cosõ  1.

ідповідь  –cosõ  1.

Зада а  найти всі первісні для функції: 

Зада а  найти неви начений інте рал 

Зада а  Для функції 
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 попередньому пункті було ро -
лянуто питання наход ення 

 первісних неви начених інте-
ралів) для деяких функцій, а чи 

мо на найти первісні для функцій 
f(õ) õ2  sinõ, f(õ)  3õ , 

 то о  ідповідь на це апитання по итивна. 

находячи первісні для ви енаведених функцій і для ба атьох 
ін их, надобиться не ли е таб лиця первісних неви начених 
інте ралів), а й правила зна од ння п рві ни  (правила ін

р вання). і правила подібні до правил диференці вання.

равило 1. кщо F(õ  – первісна для f(õ , а G(õ  – 
первісна для g(õ , то F(õ  G(õ  – первісна для 
f(õ  g(õ

Доведення. скільки F(õ) – первісна для f(õ), а G(õ) – 
первісна для g(õ), то F(õ) G(õ)) F (õ) G (õ) f(õ) g(õ). 
Òîáòî F(õ) G(õ) є первісно  для f(õ) g(õ). 

икористову чи неви начений інте рал, правило 1 мо на 
аписати так:

(f(õ) g(õ))dõ f(õ)dõ g(õ)dõ, тобто

ін рал від ми н і  дорівн  мі ін ралів 
від и  н і

равило . кщо F(õ  – первісна для f(õ , а k – стала, 
то kF(õ – первісна для kf(õ

Доведення. рахову чи, о сталий мно ник мо на ви-
нести а нак похідної, маємо:
(kF(õ)) kF (õ) kf(õ), тому kF(õ) – первісна для kf(õ). 

а допомо о  неви начено о інте рала правило  мо на 
аписати так:

kf(õ dõ k f(õ dõ, äå k – стала, 

о о али  мно ни  мо на вино и и за зна  н
визна но о ін рала.

ер  ні  ро лянути третє правило інте рування, повер-
немося до поняття похідної та ро лянемо похідну функції 
ви ляду , де . 

Такими функціями є, наприклад, функції , 

,  то о. и в е вмієте находити 

2. Правила 
знаходæення 
первісних (правила 
інтегрування)

равило 1. кщо F(õ  – первісна для f(f(f õ , а G(õ  – 
первісна для g(õ , то F(õ  G(õ  – первісна для 
f(f(f õ  g(õ

р вання

равило 1.
первісна для 
f(f(f õ

(f(õ) g(õ))dõ f(õ)dõ g(õ)dõ, тобто

ін рал від ми н і  дорівн  мі ін ралів 
від и  н і

аписати так:

ін рал від ми н і  дорівн  мі ін ралів 
від и  н і

равило . кщо F(õ  – первісна для f(f(f õ , а k – стала, 
то kF(õ – первісна для kf(kf(kf õ

Доведення. рахову чи, о сталий мно ник мо на ви-

від и  н і

равило .
то 

kf(kf(kf õ dõ k f(f(f õ dõ, äå k – стала, 

о о али  мно ни  мо на вино и и за зна  н
визна но о ін рала.

аписати так:

о о али  мно ни  мо на вино и и за зна  н
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похідні функцій , , . и допомо уть ці 
нання для наход ення похідних ви енаведених функцій

Теорема про похідну функції f(kx  b)). Похідна 
ункції y f(kx + b  об ислюється за ормулою: 

Доведення цієї теореми є досить ромі дким, тому йо о не 
наводимо.

Приклад   1)   1    õ – ) –1  õ – )4.

2)  .

3)  .

4)  . т е,

. 

Тепер мо на ро лянути е одне ва ливе правило інте-
рування.

равило 3. кщо F(õ  – первісна для f(õ , а k і b – 

деякі сталі, при ому k ≠ , тоді  – первісна 

для ункції f(kх b

Доведення. рахову чи ви енаведену теорему про по-
хідну функції  та F (õ) f(õ), маємо:

, 

тому  – первісна для функції f(kõ b). 

икористову чи неви начений інте рал, правило 3 мо на 
подати так:

f(kõ b dõ F(kõ b  Ñ

о лянемо приклади астосування цих правил.

Зада а  найти а альний ви ляд первісних для функції: 

1)      2) .

Теорема про похідну функції f(kx  b)). Похідна 
ункції y f(f(f kx + b  об ислюється за ормулою: 

нання для наход ення похідних ви енаведених функцій

Теорема про похідну функції 
ункції 

Приклад   1) 

равило 3. кщо F(õ  – первісна для f(f(f õ , а k і b – 

деякі сталі, при ому k ≠ , тоді  – первісна 

для ункції f(f(f kх b

рування.

равило 3.

деякі 

f(f(f kõ b dõ F(kõ b  Ñ

подати так:

о лянемо приклади астосування цих правил.

Зада а  найти а альний ви ляд первісних для функції: 
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о в я ання. 1) скільки  – первісна для õ3, а x – 

первісна для , то, використову чи правило 1, мати-

мемо а альний ви ляд первісних для аданої функції

 tgx  C.

) скільки –  x – первісна для  x, то, використову чи 
правило , матимемо а альний ви ляд первісних для а-
даної функції .

ідповідь. 1)  tgx  C  ) .

Зада а  найти неви начений інте рал

о в я ання. икористову чи правила 1 і , матимемо:

ідповідь õ4  2ctgõ Ñ.

Зада а  найти а альний ви ляд первісних для функції 

f(õ)  cos 

о в я ання. Для õ одніє   первісних є õ. ико-
ристову чи правило 3, матимемо а альний ви ляд пер-

вісних для аданої функції 

ідповідь.

Зада а  Для функції  найти первісну F(õ) 

таку, о F 1 )  3.
о в я ання. 1) икористову чи правило 3 і той факт, 

о одніє   первісних для функції õ  є , матимемо: 

Зада а  найти неви начений інте рал

Зада а  найти а альний ви ляд первісних для функції 

Зада а  Для функції 
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2) скільки F 1 )  3, òî  3  1 Ñ  Ñ  . 

т е, 

ідповідь  

к о в адачі відомо акон прямо-
лінійно о руху тіла s s(t), то, об 
отримати йо о видкість у момент 
часу t, потрібно найти похідну: 

v(t) s (t). а ливо  є тако  обернена адача: а дано  в 
ко ний момент видкіст  ви начити акон руху. ро уміло, 

о s(t) є первісно  для функції v(t).
нало ічно, оскільки прискорення à(t) v (t), то v(t) – пер-

вісна для функції à(t). Таким чином мо на відновити акон 
руху а адано  видкіст , акон видкості а аданим при-
скоренням.

Зада а  Точка рухається по прямій  прискоренням 
à(t)  –2t м с2). найти видкість точки v(t) як функці  від 
часу, як о в момент часу t   с видкість точки була 10 м с.

о в я ання. 1) v(t) – первісна для à(t). аємо:

 v(t)  –t2 Ñ.

) скільки при t   маємо v  10, то 10  –42 Ñ  Ñ  .
т е, уканий акон видкості v(t)  26 – t2.
ідповідь  v(t)  26 – t2.

Зада а  видкість руху матеріальної точки, о руха-

ється ïî прямій, адається рівнянням  м с). 

 момент часу t   с точка находиться на відстані s   м 
від початку координат. На якій відстані від початку коор-
динат буде находитися точка в момент часу t  10 с

о в я ання. 1) скільки s(t) – первісна для v(t), то 

3. Застосування 
первісних у фізиці

Зада а  Точка рухається по прямій  прискоренням 

Зада а  видкість руху матеріальної точки, о руха-
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2) s(2)  , тому Ñ  . 

т е,  – акон руху тіла.

3)  момент часу t  10 с маємо  м).

ідповідь  3  м.

        
        

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  найдіть а альний ви ляд первісних для функції – :

 1) f(õ)  1        ) f(õ) õ  
3) f(õ) x–6      ) f(õ)  cosõ.

 1) f(õ)  0        ) f(õ) õ10  
3) f(õ) x–4      ) f(õ)  sinõ.

найдіть неви начений інте рал – :

 1) õ–3dõ     ) 

 1) õ– dõ     ) 

  найдіть три рі ні первісні для функції:

1) f(õ)         ) .

 найдіть дві рі ні первісні для функції:

1) f(õ)        ) .

найдіть а альний ви ляд первісних для функції – :

 1)      ) 

3)      ) .

 1)     ) 

3)      ) .

 1) f(õ)  4 – õ            ) f(õ)  3õ2  2õ – 1  

3) f(õ)  10õ4  16õ      ) 

                                                                
        

  найдіть а альний ви ляд первісних для функції 

 1) 

  найдіть а альний ви ляд первісних для функції 
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 1) f(õ) õ             ) f(õ)  4õ3 – 2õ  1  

 3) f(õ)  1 õ2 – 22õ10     ) 

найдіть неви начений інте рал – :

 1)      ) (3sinx – 4cosx)dx.

 1)      ) (2cosx  x)dx.

Для функції f(õ) найдіть первісну F(õ), о набуває адано о 
начення в аданій точці – :

 1) f(õ)  õ4, F(–1)      ) f(õ)  sinx, F  3.

 1) f(õ)  3õ2, F(–1)  3     ) f(õ)  cosx, F( )  –1.

  Для аданої функції f(õ) найдіть первісну, рафік якої 
проходить чере  точку Ì:

1)      ) , M 1  0).

  Для аданої функції f(õ) найдіть первісну, рафік якої 
проходить чере  точку N:

1)       )  N 1  – ).

   Для аданої функції f(õ) найдіть первісну, рафік 
якої проходить чере  точку À:

1) f(õ)  õ2 – 2õ, À  – )     

2) f(õ)  3 À 1  0).

  Для аданої функції f(õ) найдіть первісну, рафік якої 
проходить чере  точку :

 1) f(õ)  4õ3  6õ, –1  )     

 2) f(õ)  – , 1  –1).

Для функції f(õ) найдіть а альний ви ляд первісних F(õ) 
( – :

 1) f(õ)  (3õ – 2)6       ) 

 3)        ) 
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 1) f(õ)  (4õ  1)       ) 

 3)        ) 

  Для функції f(õ) найдіть первісну, рафік якої прохо-
дить чере  точку Ñ:

 1)   

 2) , C 1  – ). 

  Для функції f(õ) найдіть первісну, рафік якої прохо-
дить чере  точку D:

 1)  

 2) , D –1  ).

 видкість руху матеріальної точки адано рівнянням 
v(t)  3  2t м с). найдіть рівняння руху s s(t), як о в мо-
мент часу t   с координата точки дорівн є 0 м.

 рискорення матеріальної точки адано рівнянням 
à(t)   – t м с2). найдіть рівняння видкості матеріальної 
точки v v(t), як о в момент часу t   с видкість точки 
дорівн є  м с.

  Для функції  найдіть а-

альний ви ляд первісних.

 Для функції  найдіть а альний 

ви ляд первісних.

найдіть а альний ви ляд первісних для функції f(õ), попе-
редньо спростив и її – :

 1) f(õ)  sinxcosx       ) 

3) f(õ)  (õ3 – 2õ)2      ) .

 1) 
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 2) 

 3) f(õ)  (õ2 – õ)2      ) .

 найдіть первісну функції f(õ)  3õ2 – 6õ  , один  
нулів якої дорівн є 1.

 найдіть первісну функції f(õ)  4õ3 – 2õ  3, один  
нулів якої дорівн є –1.

 атеріальна точка рухається по прямій  прискоренням 
à(t)   – t м с2).  момент часу t  3 с видкість точки 
становить  м с. ко  буде видкість матеріальної точки в 
момент часу t   с

 видкість руху матеріальної точки, о рухається по 
прямій, адано рівнянням v(t)  6t  1  м с).  момент часу 
t  1 с точка находиться на відстані  м від початку коор-
динат. На якій відстані від початку координат буде находи-
тися точка в момент часу t  3 с

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 очатковий вклад становить 10 000 рн, а два роки він 

біль ився до 13  рн. ко  є відсоткова ставка, як о 
відсотки нарахову ться один ра  на рік на поточний рахунок  

 ікарка пані Наталя веде доровий спосіб иття. ан-
 ком вона їде на велосипеді на роботу і видкіст  1  км од 
та дої д ає до роботи а 0 хв. вечері вона повертається  
роботи і видкіст  1  км од. а який час пані Наталя по-
вертається додому

 бчисліть 

À Á Ã Ä

 кільки натуральних ро в я ків має нерівність  – 3õ > 

À Á Ã Ä

одно о один два чотири бе ліч

 бчисліть 

À Á Ã Ä

 кільки натуральних ро в я ків має нерівність  – 3õ > 

À Á Ã Ä

одно о один два чотири бе ліч

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü! Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
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 найдіть суму пер их семи членів еометричної про-
ресії  –   ...

À Á Ã Ä

 о ставте числа à  0°, b  °, c  10 ° в по-
рядку ростання.

À Á Ã Ä

à, b, c à, c, b b, a, c c, a, b c, b, a

 найдіть начення похідної функції f(õ)  2cosx – 3 

у точці 

À Á Ã Ä

– –1 2 –2 ін а відповідь

 кому  наведених промі ків нале ить число 

À Á Ã Ä

0  1) 1  )  3) 3  )  u)

 становіть відповідність мі  нерівніст  1– ) та мно-
ино  її ро в я ків –Д).

рівні ь но ина розв яз ів

(x  1) x – ) J 0 À (–u  ) 
2 x J 1 Á –1  )

3 |x –   3 –1  
4 3x – 10  x Ã 0  

Ä 0  

 найдіть начення вира у

 як о ò  1, .

 бчисліть 
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ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ, ЙОГО ФІЗИЧНИЙ 
І ГЕОМЕТРИЧНИЙ ЗМІСТ

 цьому пара рафі о найомимося  одним  найва ли-
ві их понять математично о аналі у – поняттям ви начено о 
інте рала.

о лянемо адачі, які приводять 
до поняття ви начено о інте рала.

Зада а (про пло  риволіні ної 
рап ії). Нехай на промі ку à  b

осі абсцис адано неперервну функ-
 ці  ó f(õ), яка на цьому промі ку 
набуває ли е невід ємних начень. 

і уру, обме ену рафіком такої 
функції ó f(õ), вісс  абсцис і пря-
мими õ à, õ b, на ива ть риволі
ні но  рап і  мал. 10.1).

о на криволінійна трапеція має певну пло у. Доведемо 
теорему, яка пока ує, о пло у криволінійної трапеції мо на 
находити а допомо о  первісних.

Теорема про пло у криволінійної трапеції). ехай 
ó f(õ  – ункція неперервна на проміжку à; b , яка 
на цьому проміжку набуває лише невід ємних зна ень, 
à F(õ  – первісна цієї ункції на цьому проміжку  оді 
площу S криволінійної трапеції, обмеженої гра іком 

ункції ó f(õ , віссю абсцис і прямими õ à і õ b, 
об ислюють за ормулою:

S F(b  – F(à

Доведення не для апам ятовування).
Нехай õ – довільна точка промі ку 
[à  b . о начимо чере  S(õ) пло у 
криволінійної трапеції, обме еної 
рафіком функ ції ó f(õ), вісс  

абсцис, прямо  õ à та прямо , о 
проходить чере  точку õ  0) перпен-
дикулярно до осі абсцис мал. 10. ). 
ро уміло, о S(õ) – функція від õ. 

Доведемо, о S (õ) f(õ) для ко но о 
õ  [à  b .

ВИЗНАЧЕНИЙ ІНТЕГРАЛ, ЙОГО ФІЗИЧНИЙ 
І ГЕОМЕТРИЧНИЙ ЗМІСТ§  1 0 .  

1. Приклади задач, 
що приводять до 
поняття визначеного 
інтеграла

ал. 10.1

Зада а 

Теорема про пло у криволінійної трапеції). ехай 
f(f(f õ  – ункція неперервна на проміжку à; b , яка 

на цьому проміжку набуває лише невід ємних зна ень, 
à F(õ  – первісна цієї ункції на цьому проміжку  оді 
площу S криволінійної трапеції, обмеженої гра іком 

ункції ó f(f(f õ , віссю абсцис і прямими õ à і õ b, 
об ислюють за ормулою:

S F(b  – F(à

находити а допомо о  первісних.

Теорема
ó
на цьому проміжку набуває лише невід ємних зна ень, 

ал. 10.
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            ал. 10.3                  ал. 10.

Для цьо о достатньо довести а о  на ченням похідної), о 

Для спро ення ро лянемо випадок, коли 

õ > 0 випадок õ  0 ро лядається анало ічно).
S S(x x) – S(x), тому S – пло а фі ури, а трихо-

ваної на мал нку 10.3. і ьмемо тепер прямокутник такої 
самої пло і S, у яко о одна і  сторін дорівн є відрі ку  
кінцями в точках õ  0) і õ x  0). Такий прямокутник 
обра ено на мал нку 10. . скільки функція ó f(õ) не-

перервна, то висота цьо о прямокутника дорівн є f(d), де 
d – деяке число  промі ку õ  õ x . Тому S f(d) · x, 

відки .

к о x  0, то d õ і f(d) f(õ), оскільки ó f(õ) – не-

ïåðåðâна функція. т е,  при x  0, тобто 

À це о начає, о S (õ) f(õ), тобто S(õ) – пер-

вісна для функції f(õ).
а основно  властивіст  первісної для всіх õ  [à  b  маємо 

S(õ) F(õ) Ñ, F(õ) – одна  первісних для функції ó f(õ), 
а Ñ – довільна стала. Для наход ення Ñ підставимо õ à. 

чевидно, о S(à)  0. Тоді
0 F(à) Ñ  Ñ  –F(à).

т е, S(õ) F(õ) – F(à). рахову чи те, о укана пло а 
криволінійної трапеції дорівн є S(b), підставляємо õ b â 
останн  формулу та маємо

S S(b) F(b) – F(à). 

Різницю F(b  – F(à  називають визначеним інте-
гралом ункції f(õ  на проміжку à; b  і позна ають 

чита ть: інте рал від à äî b еф від ікс де ікс ).

            ал. 10.3                  ал. 10.

Різницю F(b  – F(à  називають визначеним інте-
гралом ункції f(f(f õ  на проміжку à; b  і позна ають 

чита ть: інте рал від à äî b еф від ікс де ікс ).

Різницю 
гралом
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ід час обчислення рі ниці F(b) – F(à) мо на брати 
будь-яку  первісних для функції f(õ), які в а альному ви ляді 
апису ть F(õ) Ñ. ле F(b) Ñ) – (F(à) Ñ) F(b) – F(à). 

Тому прийнято астосовувати ту первісну, для якої Ñ  0.
аува имо, о в математиці існує тако  о начення ви-

начено о інте рала чере  інте ральні суми. днак у цьому 
підручнику ми йо о не будемо ро лядати.

Зада а  бчислити пло у S криволінійної трапеції, об-
ме еної рафіком функції f(õ) õ2 та прямими ó  0, õ  1, 
õ  .

о в я ання. Для функції f(õ) õ2 од-

ніє   первісних є функція 

мал. 10. ). Тоді укана пло а

ідповідь

Çàäà÷à 3 (ïðо визна ння ля  о и). Нехай відомо 
видкість точки, о рухається прямолінійно в ко ний мо-

мент часу à  b , як функція від t: v v(t). иберемо на 
прямій, по якій рухається точка, систему координат і по на-
чимо чере  s(t) координату точки в момент часу t. Тоді 

лях, пройдений точко  а інтервал часу à  b , буде дорів-
н вати s(b) – s(à). скільки видкість є похідно  від коор-
динати а часом, тобто v(t) s (t), то s(t) – первісна для 
функції v(t).

Таким чином, лях, пройдений точко , о рухається 
прямолінійно і видкіст  v v(t) а інтервал часу à  b , 
водиться до наход ення рі ниці s(b) – s(à), де s(t) – пер-

вісна для v(t), тобто інте рала 

Зада а  атеріальна точка рухається прямолінійно і 
видкіст  v(t)  3t2  1 м с). кий лях пройде матері-

альна точка а пер і  с після початку відліку часу
о в я ання. аємо s(t) t3 t – один  мо ливих а-

конів руху матеріальної точки. Тоді уканий лях 

s s(2) – s(0)  (23  2) – (03  0)  10 м).

ідповідь  10 м.

Зада а  бчислити пло у 

ал. 10.

Çàäà÷à 3

Зада а  атер
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рахову чи попередній пункт, 
мо на ви начити еометричний і 
фі ичний міст ви начено о інте-
рала.
ом ри ни  змі  визна но о 

ін рала поля ає в такому: 

інтеграл  від ункції ó f(õ , яка неперервна 

на проміжку à; b  і набуває на цьому проміжку лише 
невід ємних зна ень, є площею криволінійної трапеції, 
обмеженої гра іком цієї ункції та прямими ó  , 
õ à і õ b

еометричний міст інте рала мо на використовувати під 
час наход ення ви начених інте ралів у тому ра і, коли 
первісну функції ó f(õ) найти ва ко або немо ливо, а 
пло у фі ури найти ле ко а допомо о  еометричних мір-
кувань.

Зада а  икористав и еометричний міст інте рала, об-

числити

о в я ання. уканий інте рал до-
рівн є пло і криволінійної трапеції, об-

ме еної лініями  і ó  0 
мал. 10. ), тобто половині пло і кру а 
радіуса 1. Тому 

ідповідь

ізи ни  змі  визна но о ін рала поля ає в такому:

інтеграл  є переміщенням за інтервал асу à; b] 

матеріальної то ки, що рухається прямолінійно зі 
швидкістю v v(t

2. Ãеометричний 
і фізичний зміст 
визначеного 
інтеграла

інтеграл  від ункції ó f(f(f õ , яка неперервна 

на проміжку à; b  і набуває на цьому проміжку лише 
невід ємних зна ень, є площею криволінійної трапеції, 
обмеженої гра іком цієї ункції та прямими ó  , 
õ à і õ b

інтеграл 

на проміжку

Зада а  икористав и еометричний міст інте рала, об-

ал. 10.

інтеграл  є переміщенням за інтервал асу à; b] 

матеріальної то ки, що рухається прямолінійно зі 
швидкістю v v(t

інтеграл 

матеріальної то ки, що рухається прямолінійно зі 
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À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе... р д ни  я і зро или зна ни  вн о  
 розви о  ін рально о и л ння   п р

  р  по рі но відзна и и   
ні а а  ь она

ім ь и  іло о  ло і  ма ма и  м ані  ізи  
ри  і ори  диплома  вина ідни  і мовознав ь   

ні    р  оп лі вав ро о  ро при ован  о  м
рі  я а  п р о  др ар ь о  ро о о  
з ін рально о и л ння  новним по
ня ям для ні а ла ма в і  н

ін нно мали  ри ни ів  на я і 
роз ива ь я риволіні на і ра  о о 
визна ни  ін рал   і  амі  ро о і 
вп р  з явив я н  ли  зна  ал   за
ïèñ , ïðè÷îìó ні  поп р д вав  

о н  лід за ва и ïèñàòè під зна ом ін
рала мно ни  dx. Ñèìâîë  явля  о

о  на  видов н  лі р   від ëàò. 
  ма  а  на ад  р р  

додан ів ми  дна  ам рмін ін
рал  від ла    іли  о о іла  
я  пло а  в запропоновани    р  
о анном рн ллі  вал ни  о а  н

о о  ні ом  я и  до ьо о ори
вав я лово пол ннням ма в і   

а о   ви з адані  ро о і ні  
ановл  зв язо  мі  ди р н іальним 

а ін ральним и л нням  ни  ви о
дя и з поня я визна но о ін рала  
при оди ь до поня я п рві ної  для 
і ї н ії  а  о 

F    а о   
і ро и ь ви ново  о  ди р н і вання а 
ін р вання  вза мно о рн ними оп ра іями  на зразо  до
давання а віднімання  мно ння а діл ння і  д

н и  вида ни  ни  ан лі ь и  ізи  ма ма и  м
ані  а а роном   ь он   р  оп лі вав ро о  

од л і  на ада мо  о н і  ь он називав 
л н о  а по ідн   л і   і  ро о і ь он 

орм л  дві зада і  а заданим піввідно нням мі  л н
ами визна и и піввідно ння мі  л іями  і а заданим 

рівнянням  о мі и ь л ії  зна и піввідно ння мі  
л н ами  озв язання п р ої зада і приводи ь ь она до 

о и л ння л ії по ідної  від а  званої л н и н
ії  і о р н вання розвин но о ним ди р н іально о и

л ння  озв язання др ої зада і мі и ь  зо р ма  зна од ння 
н ії  п рві ної  за її по ідно    ам  я зада а приво

ди ь до поня я н визна но о ін рала  дна  рмін п р
ві на  н ія ввів на по а     а ран

. . ейбніц 
1 –1 1 )

. Нь тон 
1 3–1 )
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а им ином  для ь она при по дові ін рально о и
л ння п рвинними ли поня я п рві ної а о н визна но о ін

рала   о  ами  а  для ні а при по дові о о орії 
о новним поня ям ло поня я визна но о ін рала  о  
і в ні  н зал но один від одно о  при ли до орм ли  я  в 
а ни  позна ння  запи ь а

і назива ь орм ло  ь она ні а  
а оми  вн о   розви о  ін раль

но о и л ння зро ив відоми  раїн ь и  
ма ма и  и а ло а ильови  ро
рад ь и  о о ім ям названо д іль а 

 ор м  м одів роз  в я  з вання ін ра 
лів  орм л  а а о ро і  ро рад ь о о 
при вя но а о  розв яз ванн  ди р н
іальни  рівнянь

       
        

   f х    а  b     
         

   

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  кі  фі ур мал. 10. –10.1 ) мо на на вати криво-

лінійно  трапеціє

      
    ал. 10.              ал. 10.              ал. 10.

      
      ал. 10.10           ал. 10.11           ал. 10.1

. . 
стро радський 
1 01–1 )

       
        

   fff х    а  b     
         

   

  
лінійно  трапеціє
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 апи іть у ви ляді ви начено о інте рала пло і фі ур, 
обра ених на мал нках 10.13 і 10.1 .

       

            ал. 10.13               ал. 10.1

 найдіть пло у фі ури, обме еної лініями – ):

 1) ó õ2, ó  0, õ  1 і õ  3
 2) ó õ, ó  0, õ   і õ  

 3) ó  cosõ, ó  0, õ  0 і õ

 4) ó  1 õ2, ó  0, õ  0 і õ  1.

  1) ó õ3, ó  0, õ  1 і õ  
 2) ó õ2, ó  0, õ  3 і õ  

 3) ó  sinõ, ó  0, õ

 4) ó  1 õ, ó  0, õ  1 і õ  .

найдіть, попередньо виконав и схематичний мал нок, 
пло у фі ури, обме еної лініями – ):

 1) ó õ3, ó  0 і õ      ) ó  4 – õ2 і ó  0.

 1) ó õ, ó  0 і õ       ) ó  1 – õ2 і ó  0.

 і ичне тіло рухається прямолінійно і видкіст  
v(t)  6  0, t м с). найдіть лях, який прой ло тіло:

1) а пер і  с після початку відліку часу  
) а інтервал часу від t1  4 ñ äî t2  10 с.

 атеріальна точка рухається прямолінійно і вид-
кіст  v(t)    0, t м с). найдіть лях, який прой ла 
точка:

1) а пер і  с після початку відліку часу  
) а інтервал часу від t1  10 ñ äî t2  0 с.

  найдіть, попередньо виконав и схематичний мал нок, 
пло у фі ури, обме еної лініями – ):

   1) ó õ2 – 1, ó  0 і õ  3  
  2) ó õ2 – 2õ, ó  0 і õ  –1.

 найдіть пло у фі ури, обме еної лініями 

  найдіть, попередньо виконав и схематичний мал нок, 
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 1) ó õ2 – , ó  0 і õ  3
  2) ó õ2  2õ, ó  0 і õ  – .

 1) ó  cos4õ, ó  0,  і 

  2)  і õ .

 1) ó  sin2õ, ó  0,  і 

  2) ó  0, õ  0 і õ  2 .

 Тіло рухається прямолінійно і видкіст  v(t)  t – 
– 0, t2 м с). найдіть:

1)  лях, який прой ло тіло від початку руху до упинки
)  прискорення тіла в момент часу t  10 с.

 Тіло рухається прямолінійно і видкіст  v(t)  4t – 
– 0, t2 м с). найдіть:

1)  лях, який прой ло тіло від початку руху до упинки
)  прискорення тіла в момент часу t   с.

 найдіть, попередньо виконав и схематичний ма-
л нок, пло у фі ури, обме еної лініями: 

ó  |sinx , ó  0, õ  і 

 найдіть, попередньо виконав и схематичний ма-
л нок, пло у фі ури, обме еної лініями: 

ó  |cosx , ó  0, 

  найдіть, попередньо виконав и схематичний ма-
л нок, пло у фі ури, обме еної лініями:

 і ó  0.

 найдіть, попередньо виконав и схематичний мал нок, 
пло у фі ури, обме еної лініями:

 і ó  0.

 атеріальна точка рухається прямолінійно  приско-
ренням à(t)  3t2  1 м с2). найдіть лях, який прой ла 
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точка а інтервал часу від t1  1 ñ äî t2   с, як о в момент 
часу t  1 с її видкість становила  м с.

 Тіло рухається прямолінійно  прискоренням à(t)  2t – 
– 1 м с2). найдіть лях, який прой ло тіло а інтервал 
часу від t1  3 ñ äî t2   с, як о в момент часу t   с йо о 

видкість була  м с.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 аробітна плата менед ера супермаркету електроніки 

у 01  році становила 000 рн. омісяця і  арплати утри-
мувалося 1   податку на доходи фі ичних осіб і 1,   війсь-
 ково о бору. На початку року менед ер вирі ив відкладати 
10  отриманих на руки  ро ей на придбання ново о 
смартфона, ро дрібна ціна яко о в йо о супермаркеті стано-
вить 000 рн. ере  скільки місяців менед ер купив 
смартфон, як о супермаркет надав йому ни ку 1   від 
ро дрібної ціни

 Для при отування речаної ка і на одну частину ре-
чаної крупи беруть дві частини води.
1) кільки рамів води потрібно в яти, як о речаної крупи 
в ято  
) кільки речаної крупи потрібно в яти, як о води в ято 
00 

3) ( ро на діяльні ь ) б єднайтеся у рупу по –3 особи. 
и начте для ко но о члена вид крупи, який він має дослі-

дити. Ді найтеся  нтернету про корисні властивості круп     
і рі ні способи їх при отування. пробуйте при отувати одну 
 них. ід отуйте пре ентаці  для виступу перед класом.

 бчисліть 21  – 23.

À Á Ã Ä

4 2 2 1

 ри адирка має ро поділити чотири авдання мі  чотирма 
робітниками, дав и ко ному  робітників одне авдання. 
кількома способами вона мо е це робити

À Á Ã Ä

4 16 24

 бчисліть 21  – 23.

À Á Ã Ä

4 2 2 1

 ри адирка має ро поділити чотири авдання мі  чотирма 
робітниками, дав и ко ному  робітників одне авдання. 
кількома способами вона мо е це робити

À Á Ã Ä

4 16 24

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 ідомо, о ò > n. еред наведених нерівностей ука іть 
правильну.

À Á Ã Ä

–ò > –n 2 – ò > 2 – n

 найдіть наймен ий додатний корінь рівняння 

.

À Á Ã Ä

 На мал нку обра ено 
рафік функції ó f(õ), яка ви-
начена на промі ку –  . 
кільки коренів має рівняння 

f(õ) –õ на цьому промі ку

À Á Ã Ä

0 1 2 3 4

 бчисліть 

À Á Ã Ä

10 1 16 ін а відповідь

 становіть відповідність мі  рівнянням 1– ) та йо о 
ро в я ком –Д).

івняння озв язо  рівняння

3õ  2 À 1
2  –1 Á 3

3 2(õ  1)  3
4 (õ – 2)  0 Ã

Ä

 бчисліть суму пер их двадцяти непарних натуральних 
чисел.

 найдіть наймен е начення функції f(õ)  2õ3 – 3õ2 на 
промі ку 0  .
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ОБЧИСЛЕННЯ ВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕГРАЛІВ. 
ОСНОВНІ ВЛАСТИВОСТІ ВИЗНАЧЕНИХ 
ІНТЕГРАЛІВ

 попередньому пара рафі ввели о начення ви начено о 

інте рала  як рі ниц  F(b) – F(à), де F(õ) – ïåðвісна 

для функції f(õ), ро лянули еометричний і фі ичний міст 
ви начено о інте рала.  цьому пара рафі ро лянемо методи 
обчислення ви начено о інте рала.

а наведеним у попередньому пара-
рафі о наченням маємо:

 формулу на ива ть орм ло  ь она ні а. 
ід час обчислення ви начених інте ралів ручно рі ниц  

F(b) – F(à) аписувати так:  икористову чи це по на-

чення, формулу Нь тона– ейбніца апису ть е й у такому 
ви ляді:

ормула Нь тона– ейбніца є одніє   найва ливі их 
у курсі математично о аналі у. а її допомо о  обчисл ть 
ви начені інте рали в тому ра і, коли для підінте ральної 
функції f(õ) мо на найти первісну F(õ). аме такі ви начені 
інте рали й ро ляда ться у колі. ри цьому аува имо, о 
умова f(õ) I 0 для всіх õ  [à  b  не є обов я ково  обов я -
ково  є ли е неперервність функції ó f(õ) на промі ку à  b .

о лянемо приклади астосування формули Нь тона–
ейбніца.

Зада а  бчислити інте рал 

о в я ання .  Для функції f(õ)  sinõ одніє   первісних є 
F(õ)  –cosx, тому а формуло  Нь тона– ейбніца маємо:

ідповідь. 1.

ОБЧИСЛЕННЯ ВИЗНАЧЕНИХ ІНТЕГРАЛІВ. 
ОСНОВНІ ВЛАСТИВОСТІ ВИЗНАЧЕНИХ 
ІНТЕГРАЛІВ

§  1 1 .  

1. Обчислення 
визначених інтегралів 
за формулоþ 
Ньþтона–Ëейбніца

рафі о наченням маємо:

ви ляді:

Зада а  бчислити інте рал 
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Зада а  бчислити інте рал 

о в я ання  1) икористову чи правила обчислення пер-
вісних і таб лиц  первісних, для функції f(õ)  2õ – 3õ2 ма-

тимемо: F(õ) õ2 – õ3. 

) аємо:

ідповідь. – .

аува имо, о під час оформлення останньої адачі на-
ход ення первісної мо на було не аписувати окремо. Тоді 
оформлення ви лядатиме так:

Зада а  бчислити інте рал .

о в я ання. 1) ри наход ення первісної для функції 

 використовуємо правило 3 наход ення пер-

вісних    і таблиц  первісних. аємо:

. 

) икористову чи формулу Нь тона– ейбніца, отрима-
 ємо:

. 

ідповідь. 1. 

аува имо, о в останньому прикладі винесення а ду ки 

спільно о мно ника  спро ує обчислення.

Зада а  бчислити інте рал 

Зада а  бчислити інте рал 
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о лянемо найпрості і власти-
вості ви начено о інте рала. а-
ні е ви ро лядали ви начені інте-

рали виду , коли à  b. 

Тако  мо на ро лядати інте рали тако о виду і у випадку 
à I b. До то о  буде правильно  така властивість.

ластивість 1. кщо переставити межі інтегру
вання, то інтеграл змінює знак на протилежний:

Доведення. скільки

òî                 

ластивість . ля будь якого à виконується:

Доведення.



ластивість 3. нтеграл суми ункцій дорівнює сумі 
інтегралів цих ункцій, тобто

Доведення.
Нехай F(õ) – первісна для f(õ), а G(x) – первісна для g(õ), 
тоді F(õ) G(x) – первісна для f(õ) g(õ). аємо



аува имо, о властивість 3 виконується для будь-якої 
кількості доданків.

2. Âластивості 
визначеного 
інтеграла

ластивість 1. кщо переставити межі інтегру
вання, то інтеграл змінює знак на протилежний:

à I b. До то о  буде правильно  така властивість.

ластивість 1.
вання, то інтеграл змінює знак на протилежний:

ластивість . ля будь якого à виконується:ластивість .

ластивість 3. нтеграл суми ункцій дорівнює сумі 
інтегралів цих ункцій, тобто

ластивість 3.
інтегралів цих ункцій, тобто
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ластивість . талий множник можна виносити за 
знак інтеграла, тобто

Доведення. Нехай F(õ) – первісна для f(õ), тоді функція 
kF(õ) – буде первісно  для kf(õ). аємо:

  

Дві останні властивості мо на використовувати для обчис-
лення інте ралів то о само о ви ляду, який ро лянуто в а-
дачі  цьо о пара рафа.

Зада а  бчислити інте рал . 

о в я ання. икористову чи послідовно властивості 3 і 
, матимемо: 

   

   

.
ідповідь. 1 .

ластивість . ехай с – деяка то ка проміжку à; b , 
тоді

Доведення. Нехай F(õ) – первісна для f(õ). Тоді



Зада а  бчислити , як о 

ластивість . талий множник можна виносити за 
знак інтеграла, тобто

РОЗДІЛ 

ластивість .
знак інтеграла, тобто

Зада а  бчислити інте рал 

ластивість . ехай с – деяка то ка проміжку à; b , 
тоді

ідповідь. 1 .

ластивість .
тоді

Зада а  бчислити 
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о в я ання.    

   

.   

ідповідь. .

 З   Л     
   

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  и правильно найдено ви начений інте рал:

 1)     

 2) 

 3) 

 4) 

 бчисліть інте рал – ):

 1)      )       3)       ) .  

 1)      )      3)      ) .

 1)    )   3)    ) .

 1)   )   3)   ) .

 З   Л     
   

    

 бчисліть інте рал 
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  1)       )  

      3)      ) . 

 1)           )  

 3)          ) .  

 1)     ) .

 1)     ) .

 бчисліть інте рал, використову чи йо о еомет ричний 
міст – ):

 1)      ) .

 1)      ) .

бчисліть інте рал – ):

 1)    )    3) .

 1)    )        3) .

 найдіть 

 найдіть 

  

 бчисліть інте рал, використову чи йо о еомет ричний 
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 бчисліть інте рал 

 бчисліть інте рал 

 бчисліть інте рал  використову чи 

йо о еометричний міст.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 фіс обладнаний приладами освітлення, які спо и-

ва ть 00 ват о одини. одоби прилади прац ть по 
10 один. к о амінити прилади освітлення на енер о бері-
а чі, то витрати скоротяться на 30 . 

1) кільки ват протя ом ти ня  робочих днів) мо на а-
о адити, використову чи енер о бері а чі прилади
2) ( ра и на діяльні ь ) Ді найтеся, скільки ко тує 
1 к т  од 1 к т  1000 т). бчисліть, скільки ро ей 
мо на економити протя ом  робочих днів, як о викори-
стати енер о бері а чі прилади.

 и начте, скільки відсотків сво о місячно о доходу ви-
трачає на ци арки л дина, о викур є одну пачку на добу, 
коли пачка ци арок ко тує 30 рн, а омісячна арплата 

00 рн у місяці 30 днів).

  деякому класі кількість хлопців відноситься до кіль-
кості дівчат як  : 3. ко  мо е бути а альна кількість 
учнів у цьому класі

À Á Ã Ä

20 21 22 23 24

 На полиці ро мі ено  кни ок  ал ебри, 3 –  ео-
мет рії,  –  фі ики.  полиці навмання беруть одну 
кни ку. ка ймовірність то о, о вона не  фі ики

À Á Ã Ä

0, 0,3 0, 0, 0,

  деякому класі кількість хлопців відноситься до кіль-
кості дівчат як  : 3. ко  мо е бути а альна кількість 
учнів у цьому класі

À Á Ã Ä

20 21 22 23 24

 На полиці ро мі ено  кни ок  ал ебри, 3 –  ео-
мет рії,  –  фі ики.  полиці навмання беруть одну 
кни ку. ка ймовірність то о, о вона не  фі ики

À Á Ã Ä

0, 0,3 0, 0, 0,

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 простіть вира  1 – 2a)tg2a.

À Á Ã Ä

sin2a sin2a tg2a ін а 
відповідь

 о в я іть нерівність 

À Á Ã Ä

(–u  ) (–u  1) 1  u) 1  )  u)

 На мал нку обра ено ескі  рафіка функції ó àõ2

bõ ñ. ка іть правильне тверд ення одо коефіцієнтів 
à, b, ñ.

À Á Ã Ä

 бчисліть 

À Á Ã Ä

1, , , ін а відповідь

 становіть відповідність мі  функціє  ó f(x) 1– ) та 

наченням інте рала  –Д).

н ія на ння ін рала
f(x) x – 1 À –2

2 f(x)  2x Á –

3 f(x) x2 0

4 f(x) x3  1 Ã

Ä 2

 найдіть наймен ий корінь рівняння õ – 1|  3|  .
 найдіть начення вира у 1 ° °.

 простіть вира  1 – 2a)tg2a.

À Á Ã Ä

sin2a sin2a tg2a ін а 
відповідь

 о в я іть нерівність 

À Á Ã Ä

(–u  ) (–u  1) 1  u) 1  )  u)

 На мал нку обра ено ескі  рафіка функції ó àõ2

bõ ñ. ка іть правильне тверд ення одо коефіцієнтів 
à, b, ñ.

À Á Ã Ä

 бчисліть 

À Á Ã Ä

1, , , ін а відповідь

 становіть відповідність мі  функціє  ó f(x) 1– ) та 

наченням інте рала  –Д).

н ія на ння ін рала
f(x) x – 1 À –2

2 f(x)  2x Á –

3 f(x) x2 0

4 f(x) x3  1 Ã

Ä 2

 найдіть наймен ий корінь рівняння õ – 1|  3|  .
 найдіть начення вира у 1 ° °.
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ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ФІГУР, 
ІН І ЗАСТОСУВАННЯ ВИЗНАЧЕНОГО 
ІНТЕГРАЛА У ФІЗИЦІ

 одному  попередніх пара рафів ви використовували 
первісну для функції під час наход ення пло і криволі-
нійної трапеції та в деяких фі ичних адачах. о лянемо 
 використання ви начено о інте рала для обчислення пло  
плоских фі ур та у фі иці.

к ви в е наєте, пло а криволі-
нійної трапеції, обме еної рафіком 
неперервної функції ó f(õ), пря-
мими ó  0, õ à і õ b, а умови, 

о f(õ) I 0 для всіх õ  [à  b , обчис-
л ється як рі ниця F(b) – F(à), де F(õ) – 
первісна для функції f(õ) мал. 1 .1). 
  ін о о боку, а формуло  Нь то-

  на– ейбніца 

Таким чином, мо на робити вис-
новок про те, о

пло а  риволіні ної рап ії  о м ної ра і ом 
н п р рвної н ії f(õ), прямими ó  0, õ à і
õ b, а мови  о f(õ) I 0 для в і õ  [à  b , дорівн

Зада а  бчислити а допомо о  
ви начено о інте рала пло у криво-
лінійної трапеції, обме еної лініями 

ó  sinx, ó  0,  і õ мал. 1 . ).

о в я ання. 

ідповідь. 1, .
о лянемо плоску фі уру, верху обме ену рафіком 

функції ó f(õ), ни у – рафіком функції ó g(õ), верти-
кальними прямими õ à, õ b, причому функції ó f(õ),

ОБЧИСЛЕННЯ ПЛОЩ ПЛОСКИХ ФІГУР, 
ІН І ЗАСТОСУВАННЯ ВИЗНАЧЕНОГО 
ІНТЕГРАЛА У ФІЗИЦІ

§  1 2 .  

1. Обчислення площ 
плоских фігур

ал. 1 .1

пло а  риволіні ної рап ії  о м ної ра і ом 
н п р рвної н ії f(õ), прямими ó  0, õ à і

b, а мови  о а мови  о а f(õ) I 0 для в і õ  [à  b , дорівн

пло а  риволіні ної рап ії  о м ної ра і ом 
н п р рвної н ії 
õ

Зада а  бчислити а допомо о  

ал. 1 .
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ó g(õ) – неперервні на à  b  і для 
всіх начень õ  [à  b  викону ться 
нерівності f(õ) I 0, g(õ) I 0, 
f(õ) I g(õ) мал. 1 .3).

ло а цієї фі ури S дорівн є рі -
ниці пло  Sf – Sg, де Sf – пло а 
криволінійної трапеції, îбме еної 
лініями ó f(õ), ó  0, õ à, õ b, а 
Sg – пло а криволінійної трапеції, 
обме еної лініями ó g(õ), ó  0, 
õ à, õ b. т е,

икористову чи властивості інте рала, маємо

я формула буде правильно  і в тому випадку, коли одна 
або обидві умови f(õ) I 0 і g(õ) I 0 не викону ться.  цьому 
ра і достатньо перенести плоску фі уру в дов  осі ординат на 
ò одиниць, вибрав и ò довільним чином так, об уся фі-
ура ро мі увалася ви е від осі абсцис мал. 1 . ).

ал. 1 .

Тоді пло а уканої фі ури

т е,

пло а  пло ої і ри  я а о м на н п р рвними 
на промі  а  н іями f(õ) і g(õ) а
ими  о для в і õ а b] ви он ь я (õ) I g(õ), 
а прямими   а і    о и л ь я за орм ло

пло а  пло ої і ри  я а о м на н п р рвними 
на промі  а  н іями f(õ) і g(õ) а
ими  о для в і õ а b] ви он ь я (õ) I g(õ), 
а прямими   а і    о и л ь я за орм ло

т е,

пло а  пло ої і ри  я а о м на н п р рвними 
на промі  а
ими  о

ал. 1 .3

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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Зада а  найти пло у фі ури, об-
ме еної лініями ó   – õ2 і ó  1.

о в я ання. 1) найдемо абсциси 
точок перетину рафіків. аємо 
 – õ2  1  õ2   õ . рдината 

обох точок перетину дорівн є 1.
) обра имо схематично рафіки 

функцій і абсциси їх точок перетину 
мал. 1 . ).
3) укана пло а:

ідповідь. 

Зада а  найти пло у фі ури, обме еної лініями 

ó õ2 2õ і ó  4 – õ.
о в я ання. 1) найдемо абсциси точок перетину ра-

фіків функцій: õ2  2õ  4 – õ  õ2  3õ – 4  0  õ1  1  
õ2  – . рдинати точок пе ретину ó1  3  ó2  . 
) обра имо схематично рафіки функцій мал. 1 . ).

ал. 1 .

Зада а  найти пло у фі ури, об-

Зада а  найти пло у фі ури, обме еної лініями 

ал. 1 .
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3) укана пло а:

ідповідь. 

о лянемо одне і  астосувань ви-
начено о інте рала у фі иці. 

Нехай матеріальна точка рухається 
в дов  осі абсцис під діє  сили, 
проекція якої на ц  вісь – непе-

рервна на деякому промі ку функція f(õ). Нехай à  b  нале-
ить промі ку неперервності функції, 

і під діє  цієї сили матеріальна точка 
перемістилася  точки Ì(à) у точку 
N(b) мал. 1 . ). Тоді роботу À цієї 
сили мо на обчислити а формуло

Доведення цьо о факту не наводимо.

Зада а  бчислити роботу сили F при ро тя уваннні пру-
ини на 0,0  м, як о при ро тя уванні пру ини на 0,0  м 

потрібна сила  Н.
о в я ання. 1) а аконом ука сила F пропорційна ро -

тя у або стиску) пру ини, тобто F kx, де õ – величина 
ро тя у або стиску), k – стала.
) скільки при õ  0,0  м маємо F   Н, то мо на найти 

коефіцієнт  т е, F(õ)  200õ.

3) находимо роботу À при ро тя ненні пру ини на 0,0  м:

 Д ).

ідповідь. 0,  Д .

         
   

2. Застосування 
визначеного 
інтеграла у фізиці

ал. 1 .

Зада а  бчислити роботу сили 
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ка іть формулу, а яко  мо на найти пло у а-

трихованої фі ури мал. 1 . ):

1) 

2) 

3)  

4) .

  найдіть пло у а трихованої фі ури, обра еної 
на мал нку 1 . .

 найдіть пло у а трихованої фі ури мал. 1 .10).

     

         ал. 1 .                         ал. 1 .10

 Тіло рухається в дов  осі абсцис під діє  сили, про-
екція якої на ц  вісь адається формуло  f(õ) õ2 – 2õ. 
най діть роботу, о виконує ця сила при перемі енні тіла  

точки  абсцисо  3 в точку  абсцисо  .

 Тіло рухається в дов  осі абсцис під діє  сили, про-
екція якої на ц  вісь адається формуло  f(õ)  2õ  . най-
діть роботу, о виконує ця сила при перемі енні тіла  точки 
 абсцисо   в точку  абсцисо  .

  
трихованої фі ури мал. 1 . ):

  

ал. 1 .
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 найдіть пло у фі ури, обме еної лініями – ):

  1) ó õ2 і ó  3õ         ) ó  2 – õ2 і ó õ
      3) ó   – õ2 і ó  3      ) ó  3õ2 і ó  2õ  1
      ) ó  3õ2 і ó  4 – õ2     )  ó õ2 – 2õ, ó  3 і õ  0, 

а умови, о õ J 0.

 1) ó õ2 і ó  –3õ        ) ó õ2 – 3 і ó  2õ  
 3) ó  4 – õ2 і ó  3      ) ó  2õ2 і ó õ  1  
 ) ó õ2 і ó   – õ2      )  ó õ2 – 3õ, ó   і õ  0, 

а умови, о õ J 0.

 ід діє  сили 3 Н пру ина ро тя ується на 1 см. ку 
 роботу треба виконати, об ро тя нути ц  пру ину на  см

 ід діє  сили  Н пру ина ро тя ується на  см. ку 
роботу треба виконати, об ро тя нути ц  пру ину на  см

 найдіть пло у фі ури, обме еної лініями – ):

  cosx,  –3cosx, , x  0.

 sinx,  –2sinx, , x  0.

 найдіть пло у фі ури, обме еної параболо  ó
õ2 4õ, дотично , проведено  до цієї параболи в точці  

абсцисо  õ  –1, і вісс  ординат.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 0 к  макулатури бері ає від вирубки одне дерево. 

 1 т макулатури мо на ви отовити 00 о итів і при цьому 
економити 00 м3 води. чні коли ібрали на весняній то-

лоці 1,  т макулатури. найдіть: 1) скільки дерев бере ли 
учні  ) скільки о итів мо на ви о товити і  цієї макулатури  
3) скільки води буде економлено.

 одина витрачає 1   своїх доходів на оплату итла, 
  – на продукти харчування, 1   – на рі ні однора ові 

витрати, а ре ту – на відпочинок, о становить 33 000 рн 
на рік. кий річний б д ет родини

 ка іть точку, яка нале ить рафіку рівняння 
2õ – 3ó  .

À Á Ã Ä

–  1)  –1) –  –1)  1) одна 
і  апропонованих

 найдіть пло у фі ури, обме еної лініями 

  

 найдіть пло у фі ури, обме еної лініями 

114

 ка іть точку, яка нале ить рафіку рівняння 
2õ – 3ó  .

À Á Ã Ä

–  1)  –1) –  –1)  1) одна 
і  апропонованих

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 исла , õ і 1 є послідовними членами еометричної про-
ресії. найдіть õ.

À Á Ã Ä

, 2  або – 0 ви начити немо ливо

 но ино  начень функції ó  2õ  1 є...

À Á Ã Ä

0  u) (–u  u) 0  u) 1  u) 1  u)

 найдіть первісну для функції f(õ)  sinx, яка проходить 
чере  точку  ).

À Á Ã Ä

–cosx –cosx  2 –cosx  1 sinx  1 cosx  3

 ке  рівнянь має бе ліч ро в я ків

À 2(õ – 1)  2õ – 2
Ã

Á sinx  –1,
|õ – 3|  1 Ä õ2  2õ – 3  0

 бчисліть 

À Á Ã Ä

 2  –  1

 становіть відповідність мі  числовим вира ом 1– ) та 
наченням цьо о вира у –Д).
и лови  вираз на ння и лово о вираз

À 2

2 Á 3

3 4

4 Ã

Ä 6

 найдіть найбіль е начення функції 

к о функція не має найбіль о о начення, то апи іть у 
відповідь число 100.
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  я ику  білих,  чорних і кілька овтих намистин. 
най діть а альну кількість намистин у я ику, як о ймо-

вірність витя нути навмання овту намистину дорівн є 

омашня самостійна робота  

о н  завдання ма  по о ири варіан и відповіді  
р д я и  ли  один  правильним  рі ь правильни  ва

ріан  відповіді.
 . ка  наведених функцій не є первісно  для функції 

       
      

 найдіть а альний ви ляд первісних для функції .
    

     

 а яко  формуло  мо на най-
  ти пло у а трихованої фі ури 
мал. 1 .11)

       

 4. ка іть функці , яка є одніє   первісних для 
функції .

    
       

 Тіло рухається прямолінійно і видкіст  v(t) 
 3  0, t м с). найдіть лях, який прой ло тіло а 

інтервал часу від t1   с до t2  10 с.
  м      м       м     0 м

 бчисліть інте рал .

ріан  відповіді
  

ал. 1 .11

 4
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 –16      –1       
 –        –12

 . Для функції  найдіть первісну, рафік 

якої проходить чере  точку .

      

    

 найдіть пло у фі ури, обме еної лініями  і .
             1       12

 найдіть, попередньо виконав и схематичний мал нок, 
пло у фі ури, обме еної лініями , , , 

.

 0,      1,     1        

  бчисліть інте рал , використав и йо о 

еометричний міст.

     4            2

 найдіть , як о 

 ,      10 ,      ,      10 ,

 найдіть а альний ви ляд первісних для функції 

, ïопередньо спростив и її.

     

    

Завдання для перевірки знань до  –

 .  кі  функцій F(õ)  3õ, F(õ)  –3õ, F(õ)  3õ – ,
F(õ)  0 є первісними для функції f(õ)  3

 

  

 
F
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РОЗДІЛ 

  найдіть а альний ви ляд пер-
   вісних для функції: 

1) f(õ) õ      ) .

  а яко  формуло  мо на 
найти пло у а трихованої 

фі ури, обра еної на мал н-
  ку 1 .1

. Доведіть, о функція F(õ) є 
первісно  для функції f(õ) на 
аданому промі ку:

1) F(õ) õ4 – 3õ  , f(õ)  4õ3 – 3, õ  (–u  u)

2) , , õ  0  u).

 Тіло рухається прямолінійно і видкіст  v(t)   
 0, t м с). найдіть лях, який прой ло тіло а ін-

тервал часу від t1  10 ñ äî t2  0 с.

 бчисліть інте рал: 

 . Для функції  найдіть первісну, 

рафік якої проходить чере  точку 

 найдіть пло у фі ури, обме еної лініями ó  2õ2 і 
ó  4õ.

 . найдіть 

Дода ові завдання

  найдіть, попередньо виконав и схематичний мал -
 нок, пло у фі ури, обме еної лініями , , 

 і .

  найдіть а альний ви ляд первісних для функції, 
поперед  ньо спростив и її:

1) f(õ)  4sin2xcos2x      ) 

 

 

  

  

ал. 1 .1
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І ÌÀÒÅÌÀÒÈ×ÍÎ  
ÑÒÀÒÈÑÒÈÊÈ

  Р З  :

  згадаєте поняття 
мно ини, о начення 
ймовірності, випад ко вої 
події, елементи 
математичної 
статистики

  ознайомитеся
 еле мен тами 

комбінаторики

  навчитеся находити 
ймовірність випадко вої 
події, вибіркової 
характеристики.

Р З  
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РОЗДІЛ 

МНОЖИНА 
ТА Ї Ї ЕЛЕМЕНТИ

 цьому ро ділі ро лянемо елементи комбінаторики, те-
о рії ймовірностей та математичної статистики.

ле спочатку треба при адати та ро ирити поняття мно
ини.

ані е ви в е ро лядали числові мно-
ини: натуральних чи сел по нача -

 ть – N), цілих чисел по нача ть – Z), 
раціо нальних чисел по нача ть – Q), 
дійсних чисел по нача ть – R).

оняття мно ина  у біль  ирокому ро умінні є одним 
 основних у математиці і тому не має о начення. ід по-

няттям мно ини будемо ро уміти певну сукупність об єктів 
будь-якої природи, самі об єкти при цьому на иватимемо л
м н ами мно ини.

а вичай мно ини по нача ть великими латинськими лі-
терами. к о, наприклад, мно ина À складається і  чисел 
1, , 3, , то це апису ть так: À  1, , 3, . исла 1, , 3, 
 – елементи мно ини À. Той факт, о число 1 нале ить 

мно ині À, апису ть а допомо о  нака , а саме: 1 À. 
исло  не нале ить мно ині À, тому це тверд ення апи-

су ть так:  À.
 математиці тако  ро ляда ть мно ину, яка не містить 

одно о елемента, – поро н  мно ин . ї по нача ть сим-
волом . Так, наприклад, поро ньо  мно ино  є мно ина 
дійсних ро в я ків рівняння õ2  1  0.

кщо кожен елемент множини Â є елементом мно
жини À, то кажуть, що множина Â є підмножиною 
множини À

апису ть це так: À. хематично це мо на проіл -
струвати а допомо о  кру ів, які е на ива ть діа рамами 
( р ами) л ра нна мал. 13.1).

Приклад   Нехай À  1, , 3, , 
 1, , Ñ , . Тоді мно ина  є 

підмно ино  мно ини À: À. но-
ина Ñ не є підмно ино  мно ини À, 

оскільки у мно ину Ñ входить елемент 
, який не входить у мно ину À.

Приклад   Для відомих вам числових 
мно ин мо на аписати N Z, Z Q, N Q, Z R то о.

ва а ть, о поро ня мно ина є підмно ино  будь-
якої мно ини.

МНОЖИНА 
ТА Ї Ї ЕЛЕМЕНТИ§  1 3 .  

1. Поняття 
мноæини. 
Підмноæина

ал. 13.1

кщо кожен елемент множини Â є елементом мно
жини À, то кажуть, що множина Â є підмножиною 
множини À

дійсних ро в я ків рівняння 

кщо кожен елемент множини 
жини 
множини 

Приклад   Нехай 

Приклад   Для відомих вам числових 
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о лянемо мно ини À  1, , 3  і 
 , 3, 1 . і мно ини склада-

ться  одних і тих самих еле-
ментів, але аписаних у рі ному порядку. Такі мно ини на-
ива ть рівними.  апису ть це так: À .

к о мно ина складається і скінченної кількості еле-
ментів, таку мно ин  на ива ть ін нно , у протиле -
ному випадку мно ину на ива ть н ін нно . т е,

скін енні множини À і Â називають рівними, якщо 
вони складаються з одних і тих самих елементів

начення рівних мно ин як скінченних, так і нескін-
ченних) мо на дати, використову чи поняття підмно ини:

дві множини називають рівними, якщо кожна з них є 
підмножиною іншої

ід час ро в я ування ба атьох адач 
доводиться ро лядати не ли е мно-

ини, у яких елементи аписано в 
довільному порядку, а й мно ини, 

у яких порядок ро та ування елементів ва ливий: який еле-
мент аписано на пер ому місці, який – на дру ому то о. 
Такі мно ини на ива ть впоряд ованими. апису ть впоряд-
ковані мно ини у кру лих ду ках. Наприклад, À  1, , 3), 

 1, 3, ). скільки мно ини впорядковані, то À ≠ .
Невпорядковані мно ини мо на впорядковувати а рі -

ними правилами.

Приклад   Нехай дано невпорядковану мно ину À
, –1, . ї мо на впорядкувати а ростанням 

 –1, , ), а спаданням Ñ  , , –1), а ростанням мо-
дулів D  –1, , ) то о. аува имо, о, наприклад, ≠ Ñ, 
але D.

         
         

 В    А     
    Д      

      

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ( но.) На віть приклади скінченних і нескін-

ченних мно ин.

 ( но.) На віть елементи мно ини:
1) À  , , , 11     )  , {,  .

2. Ðівність мноæин

скін енні множини À і Â називають рівними, якщо 
вони складаються з одних і тих самих елементів

ному випадку мно ину на ива ть 

начення рівних мно ин як скінченних, так і нескін-

скін енні множини
вони складаються з одних і тих самих елементів

дві множини називають рівними, якщо кожна з них є 
підмножиною іншої

ченних) мо на дати, використову чи поняття підмно ини:

дві множини називають 
підмножиною іншої

3. Âпорядковані 
мноæини

Приклад   Нехай дано невпорядковану мно ину 

         
         

 В    В    В А     
    Д      

                  

  
ченних мно ин.
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До яких числових мно ин N, Z, Q, R) нале ить число 
( – ):

 1) ,      )     3) 0      ) 

 )     ) –      )      ) 13

 1) – ,     )      3) å       ) 10

 )     6)       ) –     ) 111,

апи іть мно ину, перерахував и її елементи – ):
 1) одноцифрові непарні натуральні числа  
 ) парні натуральні числа, які мен і а 0
 3) літери слова атом  
 ) дні ти ня.

 1) двоцифрові натуральні числа, які кратні 33  
 ) непарні натуральні числа, які мен і а 1
 3) літери слова има  
 ) місяці року.

  но ина À складається  коренів рівняння x  3. 
о це а мно ина

 но ина  складається  коренів рівняння x|    0. 
апи іть мно ину .

 ( но.) Наведіть приклади поро ніх мно ин.

и правильне тверд ення – ):

 1) N Z     ) Q Z     3) N R     ) R Q

 1) Q N     ) N Q     3) Z R     ) R N

 а яко  характерно  властивіст  аписано мно ину:
1) À  , , , , 10, 1
2)  до, ре, мі, фа, соль, ля, сі

и правильне тверд ення À  або C D ( – ):

 1) À  1 ,  1, ,    ) À  , ,  , {, 
  3) À ,  а, б, в      ) À  {P, L, Q ,  {P
  ) À – мно ина простих чисел,  – мно ина цілих чисел
   6) À – мно ина натуральних чисел,  – мно ина нату-

ральних чисел, кратних 10

 1) Ñ  , , D  , , 10
  2) Ñ  {{,  , D  { , {, , 
  3) Ñ  , , 13 , D  
  4) Ñ  {À, , , D  {À, , 
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  но ина Ñ складається  ро в я ків рівняння 
|õ| – 1  0, а мно ина D –  ро в я ків рівняння 
õ2 – 1  0. и правильно, о Ñ D   навпаки

 но ина À складається  ро в я ків рівняння 
(õ – ) (õ  2)  0, а мно ина  –  ро в я ків рівняння 
õ2 – 3õ – 10  0. и правильно, о À   навпаки

 порядкуйте елементи мно ини À  – , , :
1) а ростанням             ) а спаданням  
3) а ростанням модулів     ) а спаданням модулів.

и є серед цих впорядкованих мно ин рівні впорядко-
вані мно ини

 порядкуйте елементи мно ини  , –1, :
1) а ростанням             ) а спаданням  
3) а ростанням модулів     ) а спаданням модулів.

и є серед цих впорядкованих мно ин рівні впорядко-
вані мно ини

 апи іть усі підмно ини мно ини Ñ  , , , які 
вкл ча ть:
1) один елемент    
) два елементи     

3) три елементи.

 апи іть усі підмно ини мно ини D  {{, ,  , які 
вкл ча ть:
1) один елемент    ) два елементи     3) три елементи.

  но ина À складається  ро в я ків рівняння 
sinx  0, а мно ина  –  ро в я ків рівняння x  1. 

и правильне тверд ення:
1) À     ) À     3) À

 но ина Ñ складається  ро в я ків рівняння x  1, 
а мно ина D –  ро в я ків рівняння x  0. и пра-
вильне тверд ення:
1) Ñ D     ) D Ñ     3) Ñ D

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 ідомо, о нікотин однієї ци арки руйнує  м  віта-

міну . к о л дина не палить, але перебуває в накуреному 
примі енні 1 од, то це рівноцінно  викуреним ци аркам. 
кільки вітаміну  втратила пані арина, як о вона пропра-

ц вала в накуреному офісі ,  од

 ейтин ове а ентство ви начає рейтин  співвідно ення 
ціна якість  електричних фенів для волосся. ейтин  об-
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числ ється на основі середньої ціни P і оцінок функціональ-
ності F, якості Q і ди айну D. о ен окремий пока ник 
оцін ється експертами а -бально  кало  цілими чис-
лами від 0 до . ідсумковий рейтин  обчисл ється а фор-
муло  R  3(F  Q)  D – 0,01P.  таблиці дано оцінки 
ко но о пока ника для декількох моделей фенів. и начте, 
яка модель має наймен ий рейтин , а яка – найбіль ий. 

одель 
ена 

ередня 
ціна, грн, P

Функціо
нальність, F кість, Q изайн, D

À 200 1 2 3

0 2 2 4

Â 300 4 3 2

400 3 4 2

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
  класі 1  наків і 10 дівчат. кількома способами 

мо на вибрати:
1) одно о учня чи учениц  і  ціло о класу
) пару: нака та дівчину

 кількома способами мо на ви икувати в ряд 3 дітей

 кільки рі них двоцифрових чисел мо на скласти і  цифр 
1, , 3, , як о в ко ному і  чисел цифри не повтор ться

 ка іть наймен ий додатний період функції 

À Á Ã Ä

2 4 6 16

 найдіть f 0), як о f(õ)  3õ2 – x.

À Á Ã Ä

11 1 0 –

 бчисліть 

À Á Ã Ä

2 64 1

 ка іть наймен ий додатний період функції 

À Á Ã Ä

2 4 6 16

 найдіть f 0), як о f(õ)  3õ2 – x.

À Á Ã Ä

11 1 0 –

 бчисліть 

À Á Ã Ä

2 64 1

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 рафік якої  функцій симетричний відносно початку 
координат

À Á Ã Ä

ó õ2 ó  cosõ ó  sinõ

 ка  нерівностей має ро в я ки

À Á Ã Ä
õ  – õ J 0 õ2  1  0 2õ –  I 0 õ2  1

 простіть вира  

À Á Ã Ä

–1 1 cos2a sin2a ctg2a

 о в я іть рівняння 1– ). становіть відповідність мі  
ко ним рівнянням і кількіст  йо о коренів –Д) на про-
мі ку –  .

івняння іль і ь ор нів 
на промі  –  

À одно о

2 Á один

3 2x  –3 два
4 cos2x – sin2x  –1 Ã три

Ä чотири

 о в я іть рівняння 2(õ  4)  2  – õ)  3. к о рів-
няння має кілька коренів, то у відповідь апи іть їх суму.

  двох сплавах цинк і мідь відносяться як  : 3 і  :  
відповідно. На скільки кіло рамів одно о і сплавів треба 
в яти біль е, об одер ати 0 к  ново о сплаву  одна-
ковим вмістом цинку й міді

ЕЛЕМЕНТИ КОМБІНАТОРИКИ. 
РОЗМІЩЕННЯ, ПЕРЕСТАНОВКИ, КОМБІНАЦІЇ

На адаємо, о  деякими елементами комбінаторики ви 
в е о найомилися в попередніх класах. 

ом іна ори а – ро діл математики, у якому вивча ть 
способи вибору та ро та ування елементів  деякої скінченної 

ЕЛЕМЕНТИ КОМБІНАТОРИКИ. 
РОЗМІЩЕННЯ, ПЕРЕСТАНОВКИ, КОМБІНАЦІЇ§  1 4 .  

 рафік якої  функцій симетричний відносно початку 
координат

À Á Ã Ä

ó õ2 ó  cosõ ó  sinõ

 ка  нерівностей має ро в я ки

À Á Ã Ä
õ  – õ J 0 õ2  1  0 2õ –  I 0 õ2  1

 простіть вира  

À Á Ã Ä

–1 1 cos2a sin2a ctg2a

 о в я іть рівняння 1– ). становіть відповідність мі  
ко ним рівнянням і кількіст  йо о коренів –Д) на про-
мі ку –  .

івняння іль і ь ор нів 
на промі  –  

À одно о

2 Á один

3 2x  –3 два
4 cos2x – sin2x  –1 Ã три

Ä чотири

 о в я іть рівняння 2(õ  4)  2  – õ)  3. к о рів-
няння має кілька коренів, то у відповідь апи іть їх суму.

  двох сплавах цинк і мідь відносяться як  : 3 і  :  
відповідно. На скільки кіло рамів одно о і сплавів треба 
в яти біль е, об одер ати 0 к  ново о сплаву  одна-
ковим вмістом цинку й міді
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мно ини, які відповіда ть певним умовам. ибрані або ви-
брані та ро та овані) рупи елементів на ива ть ñïîëóêàìè. 

омбінаторика вивчає такі сполуки: розмі ння  п р а
нов и  ом іна ії ( пол ння) то о.

ер  ні  перейти до вивчення сполук, ро лянемо деякі 
а альні питання.

 - о класу ви в е наєте, о ба-
ато комбінаторних адач мо е 

бути ро в я ано а допомо о  двох 
ва ливих правил, які на ива ться 

відповідно ïðàâèëî ñóìè і ïðàâèëî äîáóòêó.

Приклад    я ику є  білих і  чорних кульки. ибрати 
одну  кульок: білу àáî чорну, очевидно, мо на   4   спосо-
бами.

а альн чи, маємо ïðàâèëî ñóìè:

якщо деякий елемент À можна вибрати т способами, 
а елемент Â – r способами при ому будь який вибір 
елемента À відрізняється від вибору елемента Â , то 
вибрати À àáî Â можна т r способами

ро уміло, о це правило тако  ро повс д ується на три 
і біль е елементів.

Приклад    кільній їдальні є вибір на обід і   пер их 
страв і 3 дру их. ер у страву учень учениця) мо е ви-
брати  способами і до ко ної пер ої страви обрати дру у 
страву 3 способами мал. 1 .1).

ал. 1 .1

т е, учень учениця) має   3  1  способів, об вибрати 
собі обід.

а альн чи, маємо ïðàâèëî äîáóòêó:

якщо деякий елемент À можна вибрати т способами, 
а після кожного такого вибору інший елемент Â можна 
вибрати незалежно від вибору елемента À  r спосо
бами, то пару об єктів À і Â можна вибрати т · r спо
собами

1. Правило суми 
і правило добутку

Приклад    я ику є  білих і  чорних кульки. ибрати 

якщо деякий елемент À можна вибрати т способами, 
а елемент Â – r способами при ому будь який вибір 
елемента À відрізняється від вибору елемента Â , то 
вибрати À àáî Â можна т r способами

а альн чи, маємо 

якщо деякий елемент 
а елемент 
елемента 

Приклад    кільній їдальні є вибір на обід і   пер их 

якщо деякий елемент À можна вибрати т способами, 
а після кожного такого вибору інший елемент Â можна 
вибрати незалежно від вибору елемента À  r спосо
бами, то пару об єктів À і Â можна вибрати т · r спо
собами

а альн чи, маємо 

якщо деякий елемент 
а після кожного такого вибору інший елемент 
вибрати незалежно від вибору елемента 
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е правило тако  ро повс д ується на три і біль е еле-
ментів.

о лянемо біль  складні адачі.

Зада а  кільки трицифрових чисел мо на скласти і  
цифр 1, , 3, , , як о в числі: 
1) цифри не повтор ться   ) цифри повтор ться

о в я ання. 1) аємо  способів для сотень числа 
мал. 1 . ). ісля то о як місце сотень аповнено напри-
клад, цифро  1), для десятків али ається  способи, мір-
ку чи далі, для одиниць – 3 способи. т е, маємо:  спо-
собів, і після ко но о  них –  способи, і після ко но о  
них – 3 способи. а правилом добутку маємо     3  60 
чисел.
) к о цифри в числі повтор ться, то ко не  трьох 

місць мо на аповнити  способами мал. 1 .3) і тоді всіх 
чисел буде       1 .

       

              ал. 1 .              ал. 1 .3

ідповідь  1) 0 чисел  ) 1  чисел.

аува имо, о до введення комбінаторних правил подібні 
адачі ви мо ли ро в я ати, ли е перерахував и всі числа, 
о адовольня ть умову, а це бе умовно є ду е ромі дким 

процесом.

Зада а  кільки непарних п ятицифрових чисел мо на 
скласти і  цифр , 3, , , , як о в ко ному і  чисел цифри 
не повтор ться

о в я ання. Непарне п ятицифрове число мо на отри-
мати, як о останньо  цифро  буде 3 àáî . исел, у яких 
остання цифра 3, буде   3    1   мал. 1 . ), у яких 
остання , – тако  . а правилом суми непарних чисел 
буде   24  .

ал. 1 .

ідповідь  .

Зада а  кільки трицифрових чисел мо на скласти і  

              ал. 1 .              ал. 1 .3              ал. 1 .              ал. 1 .3

Зада а  кільки непарних п ятицифрових чисел мо на 
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а ливим у комбінаториці є по-
няття а оріала.

Ôакторіалом исла n, де n – ціле невід ємне исло, 
називають добуток усіх натуральних исел від  до n

о нача ть це так: n  чита ть: ен факторіал ). т е,
n!          n –   n  

а о наченням прийма ть 0   1. 
Наприклад,   1 · 2 · 3 · 4  .

Зада а  простити вира  

о в я ання.  по і

 по і

ідповідь  .

Нехай дано мно ину   n еле-
ментів õ1, õ2, ..., õn–1, õn.

Ðозміщенням з n елементів по т (т J n  називають 
будь яку впорядковану підмножину Y множини Õ, 
при ому дві такі підмножини вважають різними, якщо 
вони відрізняються складом або порядком розташу
вання елементів

Приклад   Нехай дано мно ину  {à, b, ñ . Тоді по од-
ному мо на скласти такі ро мі ення: à), b), ñ) – їх буде 3  
по два мо на скласти такі ро мі ення: 
(à, b), à, ñ), b, ñ), b, à), ñ, à), ñ, b) – їх буде 
по три мо на скласти такі ро мі ення:
(à, b, ñ), à, ñ, b), b, à, ñ), b, ñ, à), ñ, à, b), ñ, b, à) – їх буде .

ількість ро мі ень  n елементів по ò по нача ть 
чита ть: а  ен по ем  À – пер а літера від франц. 
àrrangement – розмі ння). о на аписати: 

Далі виведемо а альну формулу для наход ення , де 
ò J n.

Зада а ідомо ò і n, де ò J n. бчислити .

о в я ання. удемо складати впорядковані підмно ини 
 ò елементів. На пер е місце мо на поставити будь-який

2. Поняття 
факторіала

Ôакторіалом исла n, де n – ціле невід ємне исло, 
називають добуток усіх натуральних исел від  до n

о нача ть це так: 

Ôакторіалом
називають добуток усіх натуральних исел від  до 

Зада а  простити вира  

3. Ðозміщення

Ðозміщенням з n елементів по т (т J n  називають 
будь яку впорядковану підмножину Y множини Õ, 
при ому дві такі підмножини вважають різними, якщо 
вони відрізняються складом або порядком розташу
вання елементів

Ðозміщенням
будь яку впорядковану підмножину 
при ому дві такі підмножини вважають різними, якщо 

Приклад   Нехай дано мно ину 

Зада а 
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ал. 1 .

 n елементів мал. 1 . ) – маємо n способів. На дру е – у е 
(n – 1) елемент, о али иться після вибору пер о о, на 
третє – n – ) елементи, о али илися після вибору пер их 
двох, і т. д. На останнє е місце мо на вибрати ли е один  
n – (ò – 1) елементів, о али илися після вибору ò – 1) 
попередніх. икористову чи правило добутку, маємо:

n(n – n – n – (ò – n – (ò – 

 формулу мо на апам ятати а допомо о  тако о правила:

   до о   на ральни  и л  по ина и з  
я і запи ано в поряд  падання

а отримано  формуло   3 · 2   о бі ається  ра-

ні е обчисленим)         10.
к о отриманий для  вира  помно ити і поділити на 

(n – ò) , то одер имо е одну формулу для обчислення:

Зада а  о клад на день має  уроків. и начити кіль-
кість мо ливих ро кладів при виборі  10 предметів а 
умови, о оден предмет не повтор ється в ро кладі двічі.

о в я ання. ро уміло, о таких ро кладів буде 
 10            1 1 00.
ідповідь  1 1 00.

Зада а  кільки рі них правильних дробів мо на скласти 
і  чисел 1, 3, , , 11, 13, 1 , які використову ть для а-
пису чисельника і наменника дробу

о в я ання. Дроби, у яких чисельник не дорівн є намен-
нику, мо на скласти  способами, але ли е половина  них 

правильні. т е, укана кількість дробів

ідповідь  1.

n(n – n – n – (ò – n – (ò – 

попередніх. икористову чи правило добутку, маємо:

 формулу мо на апам ятати а допомо о  тако о правила:

   до о   на ральни  и л  по ина и з  
я і запи ано в поряд  падання

 формулу мо на апам ятати а допомо о  тако о правила:

я і запи ано в поряд  падання

( ) , то одер имо е одну формулу для обчислення:

Зада а  о клад на день має  уроків. и начити кіль-

Зада а  кільки рі них правильних дробів мо на скласти 
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Перестановкоþ з n елементів 
називають будь яку впорядкова
  ну множину з усіх цих елементів, 

при ому дві такі множини вважають різними, якщо 
вони відрізняються між собою порядком розташуван
  ня елементів

ількість перестановок  n елементів по нача ть Ðn чи-
та ть: пе  ен  Ð – пер а літера від франц. слова 
tion – п р анов а).

 о начення випливає, о Ðn . Тоді, врахову чи фор-

мулу для  та 0   1, маємо 
т е,

Ðn n!

Зада а  кількома способами мо на ро ставити на по-
лиці  кни ок

о в я ання. чевидно, о укана кількість способів до-
рівн є кількості перестановок   елементів кни ок): 

Ð    1    3      1 0.
ідповідь. 1 0.

Зада а  кільки рі них п ятицифрових чисел мо на 
скласти і цифр 0, , , , , як о в ко ному числі одна 
і  цифр не повтор ється

о в я ання.  п яти цифр 0, , , ,  мо на утворити 
Ð  перестановок. ле ті перестановки, які почина ться  
нуля, не будуть аписами п ятицифрових чисел, таких пере-
становок – Ð4. т е, укана кількість п ятицифрових чисел 
дорівн є: 

Ð  – Ð4   –    – 1)  24 · 4  .
ідповідь  .

Нехай дано мно ину   n еле-
ментів õ1, õ2, ..., õn–1, õn.

Êомбінацієþ (сполученням  з n елементів по т (т J n  
називають будь яку підмножину Y множини Õ, при
ому дві такі підмножини вважають різними, якщо 

вони відрізняються складом

ількість комбінацій  n елементів по ò по нача ть 
чита ть: це  ен по ем  Ñ – пер а літера від лат. 
binare – ñïîëó÷àòè та франц. combinaison – ом іна ія).

Перестановкоþ з n елементів 
називають будь яку впорядкова
  ну множину з усіх цих елементів, 

при ому дві такі множини вважають різними, якщо 
вони відрізняються між собою порядком розташуван
  ня елементів

Перестановкоþ
називають будь яку впорядкова
  ну множину з усіх цих елементів, 

Ðn n!

т е,

Зада а  кількома способами мо на ро ставити на по-Зада а 

Зада а  кільки рі них п ятицифрових чисел мо на 

5. Êомбінації 
(сполучення)

Êомбінацієþ (сполученням  з n елементів по т (т J n  
називають будь яку підмножину Y множини Y множини Y Õ, при
ому дві такі підмножини вважають різними, якщо 

вони відрізняються складом

Êомбінацієþ
називають будь яку підмножину 
ому дві такі підмножини вважають різними, якщо 

4. Перестановки

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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Çада а  ідомо ò і n, де ò J n. бчислити .
о в я ання. початку порахуємо впорядковані підмно-
ини  n елементів по ò, а їх, як відомо, . днак для 

обчислення числа комбінацій нас не цікавить порядок ро -
та ування елементів у ко ній такій підмно ині. лементи 
ко ної підмно ини мо на переставити мі  собо  Ðò спо-
собами. т е, число  у Ðò ра ів мен е а число , тобто:

 т е,

Зада а    ва і  червоних і  білих троянд. кількома 
способами  ва и мо на вибрати: 1) 3 троянди  )  червоні 
й 1 білу троянду

о в я ання. 1) скільки порядок вибору не має на-
чення, то вибрати 3 тро янди  1  мо на  способами: 

) Дві червоні троянди мо на вибрати  способами, 
а одну білу –  способами. Тому дві червоні й одну білу тро-
янду мо на вибрати  способами. аємо:

ідповідь  1) 0  ) 10 .
к о в комбінаторній адачі потрібно вибрати ò елементів 

 n, то ва ливим є питання: треба враховувати порядок ро -
та ування елементів чи ні  ід цьо о але ить, яку формулу 
комбінаторну схему) слід використати.

о порядо  роз а вання л м н ів ма  зна ння  
о ма мо розмі ння  я о ні  ом іна ії

о лянемо адачу-схему.

 класі навчається 30 дітей. кількома способами 
і  цьо о класу мо на вибрати...

...старосту і йо о 
аступника ...двох чер ових

бов я ки рі ні
Порядок має 

зна ення
 30    0

бов я ки однакові
Порядок не має зна ення

Çада а  ідомо 

Зада а    ва і  червоних і  білих троянд. кількома 

о порядо  роз а вання л м н ів ма  зна ння  
о ма мо розмі ння  я о ні  ом іна ії

комбінаторну схему) слід використати.

о лянемо адачу-схему.

о порядо  роз а вання л м н ів ма  зна ння  
о ма мо розмі ння  я о ні  ом іна ії

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 

ада і  я і мо на відн и до ом іна ор
ни  роз лядали я з давні дав н

р і з ад вання про пи ання  лизь і 
до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  

  до н    ародавні  р ії ом іна орні зада і по
инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  

підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
а  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и л

   ірі ь и  іло о  ор ирі  лав для ла и і а ії 
ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  
др во ор ирія     ара и зна ли орм л  я а ві

дома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і і
н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  
ом іна і     і алі ь и  ма ма и  і она і оп лі
вав ряд ро і  р д я и  рапляли я  ом іна орні зада і
на ни  по ов  до розви  ом іна ори и надали азар ні 

і ри  зо р ма ра в о і  ими пи аннями за мали я а і ма
ма и и   я  Д  ардано   ар алья   аліл
   вн о   розви о  ом іна ори и зро или 

 а аль   рма   ні  і  л р

. алілей 
1 –1 )

. аскаль 
(1623–1662)

. ерма 
1 01–1 )

а ні ом іна орні зада і ви о о о рівня пов язані з ін
ими ал зями ма ма и и  визна ни ами  ін нними о

м ріями  р пами  ма ма и но  ло і о  о о
від мним  зв язо  ом іна орни  зада  із зада ами о

рії мовірно  я и  роз лян мо на на пни  орін а  
підр ни а
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ада і  я і мо на відн и до ом іна ор
ни  роз лядали я з давні дав н

р і з ад вання про пи ання  лизь і 
до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  

  до н    ародавні  р ії ом іна орні зада і по
инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  

підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
а  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и л

   ірі ь и  іло о  ор ирі  лав для ла и і а ії 
ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  
др во ор ирія     ара и зна ли орм л  я а ві

дома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і і
н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  
ом іна і     і алі ь и  ма ма и  і она і оп лі
вав ряд ро і  р д я и  рапляли я  ом іна орні зада і
на ни  по ов  до розви  ом іна ори и надали азар ні 

і ри  зо р ма ра в о і  ими пи аннями за мали я а і ма
ма и и   я  Д  ардано   ар алья   аліл
   вн о   розви о  ом іна ори и зро или 

 а аль   рма   ні  і  л р

. алілей 
1 –1 )

. аскаль 
(1623–1662)

. ерма 
1 01–1 )

а ні ом іна орні зада і ви о о о рівня пов язані з ін
ими ал зями ма ма и и  визна ни ами  ін нними о

м ріями  р пами  ма ма и но  ло і о  о о
від мним  зв язо  ом іна орни  зада  із зада ами о

рії мовірно  я и  роз лян мо на на пни  орін а  
підр ни а

до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  

инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  

вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 

вав ряд ро і  р д я и  рапляли я  ом іна орні зада і
ом іна і     і алі ь и  ма ма и  і она і оп лі

инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  
підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  

підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
а  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и л

   ірі ь и  іло о  ор ирі  лав для ла и і а ії 

вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
а  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и л

   ірі ь и  іло о  ор ирі  лав для ла и і а ії    ірі ь и  іло о  ор ирі  лав для ла и і а ії    ірі ь и  іло о  ор ирі  лав для ла и і а ії    ірі ь и  іло о  ор ирі  лав для ла и і а ії 
ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  

н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  
дома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і ідома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і ідома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і ідома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і і
др во ор ирія     ара и зна ли орм л  я а ві

дома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і і
др во ор ирія     ара и зна ли орм л  я а ві
ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  
др во ор ирія     ара и зна ли орм л  я а ві
ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  ом іна орни  поня ь о о лив  м  я а о римала назв  

а  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и л
вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  

  до н    ародавні  р ії ом іна орні зада і по  до н    ародавні  р ії ом іна орні зада і по  до н    ародавні  р ії ом іна орні зада і по
до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  

инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  

до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  до ом іна орни  рапляли я  в и а ь и  р опи а  
  до н    ародавні  р ії ом іна орні зада і по

инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  
  до н    ародавні  р ії ом іна орні зада і по

инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  
  до н    ародавні  р ії ом іна орні зада і по

инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  
підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  инав роз ляда и в   до н   іло о  но ра  я и  

підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  підра вав и ло ладів  лова     до н   в ли и  
вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 
а  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и л

вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о вплив мала мі и а  а роло ія  ом  а а о ро і  о о 

др во ор ирія     ара и зна ли орм л  я а відр во ор ирія     ара и зна ли орм л  я а ві
дома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і ідома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і ідома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і ідома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і і
н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  

дома під і ори но  назво  іном ь она  при ом  о і і
н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  

а  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и ла  при вя но мі и ном  л ма нн  и р і и л

н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  
ом іна і     і алі ь и  ма ма и  і она і оп лі
н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  
ом іна і     і алі ь и  ма ма и  і она і оп лі
н и і ї орм ли  ви ловл и ь а но  мово  іль і  
ом іна і     і алі ь и  ма ма и  і она і оп ліом іна і     і алі ь и  ма ма и  і она і оп лі
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
 бчисліть – ):

  1)     2)     3) Ð4     ) Ð6     )      6) 

 1)     2)     3) Ð3     ) Ð     )      6) 

творіть усі перестановки мно ини – ):
 1) À  {à, b     )  , {,  .

 1) À  1,     )  , ,  .

 кільки чотирицифрових чисел мо на аписати а до-
помо о  цифр , , , , як о цифри в числі не повто-
р ться

 кільки трицифрових чисел мо на аписати а допо-
мо о  цифр 1, , 3, як о цифри в числі не повтор ться

 На тарілці ле ать  яблук і  слив. кількома спосо-
бами  тарілки мо на в яти:
1) один фрукт     ) одне яблуко і одну сливу

  класі 1  наків і 1  дівчат. кількома способами 
мо на вибрати:
1) одно о учня чи учениц  і  цьо о класу  
) пару: нака та дівчину

 коротіть дріб ( – ):

   1)      )      3)     ) .

 1)      )     3)     ) .

бчисліть – ):

 1)      )      3)      ) .

 1)      )      3)      ) .

 кількома способами мо на вибрати пару  літер на 
по начення одно о о лос но о й одно о при олосно о 
вука у слові яблуко

 кількома способами мо на вибрати пару  літер на 
по начення одно о о лос но о й одно о при олосно о 
вука у слові слива

 кількома способами мо на ви икувати в ряд  дітей

 бчисліть 

  

 бчисліть 

  

 коротіть дріб
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 1  учасників ахово о турніру ра ть у алі, де є  
сто лів. кількома способами мо на ро містити ахістів 
а столами, як о учасники всіх партій і колір фі ур 

ко но о учасника відомі

 кількома способами і   членів пре идії мо на ви-
брати олову і секретаря борів

 секції ле кої атлетики айма ться  спортсменок. 
кількома способами мі  ними мо на ро поділити етапи 

естафети 100 м тобто ко на і  чотирьох атлеток, о 
бере участь в естафеті, бі ить свій етап: пер ий, або 
дру ий, або третій, або четвертий)

  рупі туристів 1  осіб. кількома способами мо на 
сформувати  них рупу  3 туристів для екскурсії

 кількома способами  0 учнів та учениць класу мо на 
обрати чотирьох для участі у святковому концерті

 На колі ро мі ено 10 точок. кільки існує трикут-
ників, вер инами яких є ці точки

 На колі ро мі ено 1  точок. кільки прямих мо на 
провести чере  ці точки

 ральний кубик підкида ть тричі. кільки рі них по-
слідовностей чисел мо на при цьому отримати

 онету підкида ть чотири ра и. кільки рі них по-
слідовностей випадання аверса та реверса при цьому 
мо на отримати

 кільки мо на скласти рі них чотирицифрових чисел, 
у апису яких є тільки непарні цифри, як о цифри в 
числі:
1) не повтор ться      ) мо уть повтор ватися

 кільки мо на скласти рі них трицифрових чисел, у 
апису яких є цифри 1, , 3, , , як о цифри в числі:

1) не повтор ться      ) мо уть повтор ватися

 бчисліть – ): 

 1)         ) .

 1)         ) .

о в я іть рівняння – ):

 1)        ) .

 1) Ðõ 2  30Ðõ      )  13 .

 бчисліть 
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 кількома способами мо на ро класти в ряд  білі 
 намистини, чорну, червону і блакитну, як о білі намис-
тини ро та ову ться  двох кінців ряду

 кількома способами на кни ній полиці мо на ро мі-
стити підручники і   рі них предметів так, об під-
ручник  ал ебри стояв крайнім праворуч

 кільки рі них естицифрових чисел мо на скласти 
і  цифр 0, 1, 3, , , , як о в ко ному числі цифри не 
повтор ться

 кільки рі них чотирицифрових чисел мо на скласти 
і  цифр 0, 1, , 3, як о в ко ному числі цифри не пов-
тор ться

 кільки рі них правильних нескоротних дробів мо на 
скласти і  чисел , 3, , , 1 , де в ко ний дріб входить 
два рі них числа

 кількома способами рупу   учнів мо на ро поді-
лити для участі у двох олімпіадах, як о в олімпіаді  
математики беруть участь  учнів, а  фі ики – 3

 кількома способами  паса ирів потя а мо на ро по-
ділити мі  двома купе по  паса ири

 кількома способами мо на вибрати  блокноти і 
3 олівці   рі них блокнотів і  олівців

 кількома способами мо на вибрати  -диски 
 і рами і   фільмами і   рі них дисків  і рами і 
  фільмами

  турнірі убок чемпіонів  рає 1  ахісток, ко на 
 яких провела парті   ко но  і  суперниць. кільки 

було і рано партій у цьому турнірі

  прем єр-лі і  футболу рає 1  команд, ко на  яких 
проводить по дві устрічі  ко ним і  суперників. 
кільки матчів буде проведено у прем єр-лі і

 о в я іть нерівність – ):

  1) Ðõ 1 J 30Ðõ–1      )  > 0.

 1) Ðõ 2 > 20Ðõ       ) J .

 Доведіть рівності, які опису ть о новні вла иво і 
и ла ом іна і :

1)    )    3) .

кільки рі них послідовностей літер мо на одер ати, пере-
ставля чи всі літери слова – ):

 1) колос     ) перерва
 1) середа     ) олото

 о в я іть нерівність 
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 кільки рі них неправильних дробів мо на скласти, 
використову чи в чисельнику і наменнику числа 1, 3, 
, , 11, 13, а умови, о ко не число мо е входити у 

дріб один або два ра и

 кільки рі них чотирицифрових чисел мо на скласти 
і  цифр 0, 1, , 3, , , , як о цифри в числі не повто-
р ться

 кільки рі них трицифрових чисел мо на скласти і  
цифр 0, , , , , як о цифри в числі не повтор ться

 кількома способами  тем рефератів  історії країни 
мо на ро поділити мі   учнями та ученицями, як о 
ко ен  них отує по  реферати

 кількома способами  тістечок мо на ро поділити 
мі  трьома дітьми так, об ко ен отримав по  ті-
стечка

 кільки чотирицифрових чисел, кратних п яти, мо на 
скласти і  цифр 0, 1, , , як о в числі цифри не повто-
р ться

 кільки непарних п ятицифрових чисел мо на скласти 
і  цифр 1, , 3, , , як о в числі цифри не повтор -

ться

  ва і 10 білих і  ро евих троянд. кількома спосо-
бами мо на вибрати  ва и:
1) три квітки        
) три квітки одно о кольору

3) три квітки так, об серед них були як білі, так і ро-
еві

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 ихайло оранку пробі ає одну й ту саму дистанці . 

 будні він пробі ає її і видкіст  10 км од а  хв.  вихідні 
він проводить посилене тренування та пробі ає ц  дистанці  а 
0 хв.  яко  видкіст  рухається ихайло у вихідні

 арічка та Данило вирі или влітку допомо ти своїм 
родинам і айнялися бі несом: купили на 1000 рн яблука, 
переробили їх на сухофрукти, які реалі ували чере  тор ову 
точку, яка сплачує податки, на суму 3000 рн. ід час пере-
робки яблук витрати переробки становили 00 рн, а витрати 
буту – 300 рн.

1) найдіть суму податку на додану вартість Д ) а ставко  
0 , о ма ть сплатити діти дер аві.
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) ким є дохід, отриманий після прода у сухо фрук тів
3) кий прибуток після сплати Д  отримали діти
) найдіть суми податку на прибуток підприємства ) а 

ставко  1  , о ма ть сплатити діти.
) найдіть суму ро ей, які одер ать діти після сплати всіх 

податків – чистий прибуток.

 о в я іть нерівність 0, x > 0,

À Á Ã Ä

(–u  u)  u)  u) (–u  ) 0  )

 рафік якої  функцій проходить чере  точку À –1  3)

À Á Ã Ä

ó  2õ – 1 ó  3õ ó  3õ ó  –1

 кільки коренів, о нале ать промі ку –  ), має рів-

няння 

À Á Ã Ä

0 1 2 3 бе ліч

  бчисліть 

À Á Ã Ä

1 1, 3 10

 бчисліть 2 2)  cos2 ).

À Á Ã Ä

1 2 3 4

 кільки коренів має рівняння 

À Á Ã Ä

0 1 2 3 бе ліч

 о в я іть нерівність 0, x > 0,

À Á Ã Ä

(–u  u)  u)  u) (–u  ) 0  )

 рафік якої  функцій проходить чере  точку À –1  3)

À Á Ã Ä

ó  2õ – 1 ó  3õ ó  3õ ó  –1

 кільки коренів, о нале ать промі ку –  ), має рів-

няння 

À Á Ã Ä

0 1 2 3 бе ліч

  бчисліть 

À Á Ã Ä

1 1, 3 10

 бчисліть 2 2)  cos2 ).

À Á Ã Ä

1 2 3 4

 кільки коренів має рівняння 

À Á Ã Ä

0 1 2 3 бе ліч

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 становіть відповідність мі  нерівніст  1– ) та мно-
ино  її ро в я ків –Д).

рівні ь но ина її розв яз ів

À (–u  –3)

2 Á (–u  3

3 (–u  3)

4 Ã –3  u)

Ä 3  u)

 бчисліть суму пер их 1  членів арифметичної про-
ресії àn, у якої àn  2n – 3.
  я ику  білих і кілька чорних кульок. ко  най-

мен о  повинна бути кількість чорних кульок, об імо-
вірність витя нути навмання  я ика чорну кульку була 
біль о  а 0,

ВИПАДКОВИЙ ДОСЛІД І ВИПАДКОВА ПОДІЯ. 
ВІДНОСНА ЧАСТОТА ПОДІЇ. ЙМОВІРНІСТЬ ПОДІЇ

удь-яка точна наука вивчає не самі яви а, о відбува-
ться у природі, а їх математичні моделі. днак є велика 

кількість адач, для ро в я ування яких потрібно враховувати 
і випадкові фактори, у ре ультаті яких яви е мо е як відбу-
тися, так і не відбутися. Такі яви а на ива ть âèïàäêîâèìè.

орія мовірно  – математична наука, о вивчає а-
кономірності випадкових яви . 

 основами теорії ймовірностей ви в е о найомилися в 
-му класі.

Нехай проводиться певний дослід 
експеримент, спосте ре ення, ви-
пробування то о), підсумок яко о 
передбачити немо ливо. Такі до
ліди в теорії ймовірностей на и-

ва ть  âèïàäêîâèìè. ри цьому до-
цільно проводити ли е такі досліди, які мо на повторити, хоча 
б теоретично, а одних і тих самих умов довільну кількість ра ів.

До випадкових дослідів нале ать: підкидання монети чи 
рально о кубика, купівля ви ра но о лотерейно о білета, 

стрільба по мі ені то о.

 становіть відповідність мі  нерівніст  1– ) та мно-
ино  її ро в я ків –Д).

рівні ь но ина її розв яз ів

À (–u  –3)

2 Á (–u  3

3 (–u  3)

4 Ã –3  u)

Ä 3  u)

 бчисліть суму пер их 1  членів арифметичної про-
ресії àn, у якої àn  2n – 3.
  я ику  білих і кілька чорних кульок. ко  най-

мен о  повинна бути кількість чорних кульок, об імо-
вірність витя нути навмання  я ика чорну кульку була 
біль о  а 0,

ВИПАДКОВИЙ ДОСЛІД І ВИПАДКОВА ПОДІЯ. 
ВІДНОСНА ЧАСТОТА ПОДІЇ. ЙМОВІРНІСТЬ ПОДІЇ§  1 5 .  

1. Âипадковий дослід 
і випадкова подія. 
Âірогідна подія. 
Немоæлива подія 
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т е,

випадковий дослід – це дослід експеримент, спо   сте  
режен   ня, випробування , результат якого залежить 
від випадку і який можна повторити багато разів за 
одних і тих самих умов

е ультатом випадково о досліду є випад ова подія.

Âипадкова подія – це подія, яка за одних і тих самих 
умов може відбутися, а може і не відбутися

рикладами випадкових подій є випадання одиниці під 
час підкидання рально о кубика , випадання реверса під 
час підкидання монети , ви ра  10 рн під час лотерейно о 
ро і ра у  то о. одії після на рівання води до 100° вона 
кипить , при на ріванні дроту йо о дов ина біль ується  
є акономірними, тому їх не мо на на вати випадковими.

ипадкові події а вичай по нача ть великими латинсь-
ки ми літерами: À, , Ñ, D, ... .

о лянемо адачу.

Зада а   ухляді є білі та блакитні носові хустинки.  неї 
навмання вибира ть одну хустинку. кі  подій при цьому 
мо уть відбутися:
À – вийнято білу хустинку     Ñ – вийнято елену хусинку

 – вийнято блакитну хустинку   D – вийнято хустинку
о в я ання. скільки і  ухляди мо на вийняти ли е 

те, о в ній міститься, то вийняти білу або блакитну хустинку 
мо на, а елену – ні. о на тако  стверд увати, о будь-
який предмет, який навмання вийма ть і  ухляди, буде 
хустинко , оскільки там окрім хустинок нічо о немає. т е, 
події À і  мо уть відбутися а мо уть і не відбутися)  подія 
Ñ не мо е відбутися, а подія D обов я ково відбудеться.

ідповідь À, , D.

Подіþ, яка за даних умов обов язково відбудеться, на
зивають вірогідноþ
Подіþ, яка за даних умов не може відбутися, нази
вають немоæливоþ

 адачі 1 події À і  – випадкові, D – віро ідна подія, Ñ – 
немо лива подія.

Нехай проводиться деякий випад-
ковий дослід, наприклад стрільба 
по мі ені певно о стрільця. к 
мо на оцінити ймовірність влу-
чення стрільця а одних і тих 
самих не мінних умов

випадковий дослід – це дослід експеримент, спо   сте  
режен   ня, випробування , результат якого залежить 
від випадку і який можна повторити багато разів за 
одних і тих самих умов

т е,

випадковий дослід 
режен   ня, випробування , результат якого залежить 
від випадку і який можна повторити багато разів за 

Âипадкова подія – це подія, яка за одних і тих самих 
умов може відбутися, а може і не відбутися

е ультатом випадково о досліду є 

рикладами випадкових подій є випадання одиниці під 

Âипадкова подія
умов може відбутися, а може і не відбутися

Зада а   ухляді є білі та блакитні носові хустинки.  неї 

Подіþ, яка за даних умов обов язково відбудеться, на
зивають вірогідноþ
Подіþ, яка за даних умов не може відбутися, нази
вають немоæливоþ

ідповідь

Подіþ
зивають 
Подіþ

2. Âідносна частота 
події. Ñтатистична 
ймовірність події
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Для то о об дати відповідь на поставлене апитання, спо-
чатку ро лянемо поняття ÷àñòîòè і відно ної а о и 
події.

кщо за незмінних умов проведено n випадкових до
слідів і в n(À  випадках випадкова подія À відбулася, 
то исло n(À  називають частотоþ події À, а відно

шення  – відносноþ частотоþ події À.

Приклад   Дослід, який поля ає в підкиданні рально о 
кубика, проведено 1 0 ра ів.  ре ультаті досліду випадкова 
подія À – випадання істки  відбулася  ра и. исло  – 

частота події À, а відно ення  – відносна час-

тота події À.
ідносна частота події мін ється, як о мін вати кіль-

кість дослідів або виконувати ін у сері  дослідів а таких 
самих умов.

Приклад    рі ні роки рі ні вчені проводили дослід, який 
поля ав у підкиданні монети велику кількість ра ів, і ро ля-
дали поді  À – випадання аверса . Дані цих дослідів систе-
мати овано у ви ляді таб лиці, яка впорядкована в порядку 
ростання кількості дослідів.

ослідник Роки 
життя

Кількість 
підкидання 
монети, n

Кількість 
випадання 

аверса, 
n(À

ідносна 
астота, 

1 . ффон 1 0 –1 4040 0 0, 0

2 Де ор ан 1 0 –1 1 0 0 0, 00

3 . еллер 1 0 –1 0 10 000 0,

4 . ірсон 1 –1 3 12 000 01 0, 01

. Д евонс 1 3 –1 0 0 10 3 0, 0

6 . ірсон 1 –1 3 24 000 12 012 0, 00

. ома-
новський 1 –1 0 0 0 1 1 0,

оча бе умовно монети в дослідах рі них учених були рі -
ними, але сам дослід і поді , які вони ро лядали, мо на 
вва ати одними і тими самими. і досліди, які проводили 
рі ні вчені в рі ні епохи в рі них країнах, да ть прибли но 
один і той самий ре ультат: відносна частота події À набли-

ається до числа 0, . е число 0,  на ива ть а и и но  
мовірні  події.

кщо за незмінних умов проведено n випадкових до
слідів і в n(À  випадках випадкова подія À відбулася, 
то исло n(À  називають частотоþ події À, а відно

шення  – відносноþ частотоþ події À.

події.

кщо за незмінних умов проведено 
слідів і в 
то исло 

Приклад   Дослід, який поля ає в підкиданні рально о 

Приклад    рі ні роки рі ні вчені проводили дослід, який 
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кщо під ас проведення досить великої кількості ви
падкових дослідів, у кожному з яких подія À може від
бутися або не відбутися, зна ення відносної астоти 
події À наближається до деякого певного исла, то це 
исло називають статистичноþ ймовірністþ події À

 попередніх класах ви о найомилися  ла и ним озна
нням мовірно і відомості про яке повторимо і ро и-

римо в наступному пара рафі). На адаємо, о ймовірність 
прийнято по начати латинсько  літеро  ð пер а літера від 
франц. probabilitå та лат. probabilitas – мо ливі ь, імовір
ні ь). т е, мо на аписати:

ð(À)  0,  або ð  0, .

к о адати класичне о начення ймовірності, то в цьому 
випадку ймовірність події À тако  буде дорівн вати 0, . 

т е, мо на робити висновок, о поняття статистичної 
ймовірності події у од ується  класичним о наченням ймо-
вірності.

аува имо, о

мовірні ь випад ової події мо на зна и з до и ь 
в ли о  о ні  я о випад ови  до лід прово
ди и в ли  іль і ь разів  им іль  пров д ни  
до лідів  им ли  зна ння відно ної а о и ви
пад ової події до мовірно і і ї події

Тепер мо на повернутися до апитання, поставлено о на 
початку цьо о пункту. Для то о об оцінити ймовірність влу-
чення стрільця в мі ень подія À), потрібно, об він робив 
достатньо велику кількість пострілів а одних і тих самих 
умов). Тоді відносну частоту події À мо на буде вва ати 
 ймовірніст  влучення стрільця в мі ень. Нехай, наприклад, 
роб лено протя ом певно о періоду 1000 пострілів,  яких влуч-

 них – 1. Тоді відносна частота  мо е вва а-

тися ймовірніст  влучення дано о стрільця в дану мі ень.
к о відома ймовірність події À, то мо на прибли но оці-

нити, скільки ра ів подія À відбудеться, як о робити певну 
кількість дослідів.

Зада а мовірність влучення стрільця в мі ень до-
рівн є 0, 1. кільки прибли но буде влучних пострілів 
цьо о стрільця в серії  0 пострілів

о в я ання. Нехай в серії  0 пострілів – õ влучних. 

Тоді  – відносна частота. о на вва ати, о відносна 

кщо під ас проведення досить великої кількості ви
падкових дослідів, у кожному з яких подія À може від
бутися або не відбутися, зна ення відносної астоти 
події À наближається до деякого певного исла, то це 
исло називають статистичноþ ймовірністþ події À

кщо під ас проведення досить великої кількості ви
падкових дослідів, у кожному з яких подія 
бутися або не відбутися, зна ення відносної астоти 

мовірні ь випад ової події мо на зна и з до и ь 
в ли о  о ні  я о випад ови  до лід прово
ди и в ли  іль і ь разів  им іль  пров д ни  
до лідів  им ли  зна ння відно ної а о и ви
пад ової події до мовірно і і ї події

аува имо, 

мовірні ь випад ової події мо на зна и з до и ь 
в ли о  о ні  я о випад ови  до лід прово
ди и в ли  іль і ь разів  им іль  пров д ни  

Зада а 
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РОЗДІЛ 

частота прибли но дорівн є ймовірності, тоді 

õ  3 .
ідповідь  рибли но 3  влучних пострілів.

іро ідну поді  часто по нача ть 
літеро  U. скільки віро ідна 
подія обов я ково відбувається в 
ре ультаті випадково о досліду, то 
мо на стверд увати, о коли про-
ведемо дослід n ра ів, подія U від-

будеться n ра ів. аємо:

.

т е,

мовірні ь віро ідної події дорівн  одини і  (U) 1.

Немо ливу поді  часто по нача ть літеро  V. Немо -
лива подія не мо е відбутися в ре ультаті випадково о до-
сліду. Тому, як о проводити дослід n ра ів, подія V не відбу-
деться одно о ра у. аємо:

т е,

мовірні ь н мо ливої події дорівн  н л  (V) 0.

Приклад   одія U – випадання числа, мен о о від , під 
час підкидання рально о кубика  – віро ідна  ð(U)  1. одія 
V – випадання числа, біль о о а , під час підкидання 
рально о кубика  – немо лива  ð(V)  0.

к о проведено n дослідів, то довільна випадкова подія À
мо е відбутися n(À) ра ів, де n(À) адовольняє, очевидно, 
умову 0 J n(À) J n. Тоді відносну частоту події À мо е бути 

оцінено так:  а тому ймо вір-

ність події À оцін ється так само: 0 J ð(À) J 1.
т е,

мовірні ь р(À) довільної випад ової події  задо
вольня  мов  0 J ð(À) J 1.

к о ймовірність події À дорівн є нул  або набли ається 
до нуля, то ця подія або немо лива, або відбувається ду е 
рідко. Таку поді  мо на вва ати пра и но н мо ливо .

3. Éмовірність 
вірогідної, немоæливої 
та довільної 
випадкової події

мовірні ь віро ідної події дорівн  одини і  (U) 1.

т е,

Немо ливу поді  часто по нача ть літеро  

мовірні ь віро ідної події дорівн  одини і  

мовірні ь н мо ливої події дорівн  н л  (V)V)V 0.

т е,

мовірні ь н мо ливої події дорівн  н л  

Приклад   одія Приклад 

мовірні ь р(À(À( ) довільної випад ової події  задо
вольня  мов  0 J ð(À(À( ) J 1.

т е,

к о ймовірність події 

мовірні ь р
вольня  мов  
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к о ймовірність події À дорівн є одиниці або набли а-
ється до одиниці, то ця подія або віро ідна, або відбувається 
ду е часто. Таку поді  вва атимемо пра и но віро ідно .

Приклад   одія Ñ – ви ра  1 000 000 ривень у ло-
тереї  – практично немо лива, а подія D – нова куплена 
кулькова ручка пи е  – практично віро ідна.

 в давні а и л ди помі или  о іль а 
ìèñëèâöів мо ь вл и и  звіра за допо
мо о  вої  пи ів  я о ин ь ї  одно

а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  
 ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на 

по р ння  і до віді
р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і 

азар   ни  і ор
  р  і алі ь и  ма ма и   а

іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  
роз лян в а  зада  Два рав і домови
ли я ра и в о і до мом н  оли одном  
з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  

ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 
    а др и       пар і   
прав дливо розподіли и ав

ам а іолі н  зна ов правильно о роз
в я зання і ї зада і він пропон вав розподі
ли и ав   відно нні    ал  н  вра вав 
іль о і пар і   я  р а ви ра и

н и  і алі ь и  ма ма и  Д  ар
дано  р з  ро ів по азав  о розв язання а
іолі ло н правильн  про  розв я зання  я  він ам 

запропон вав  а о  виявило ь помил овим
іль и в  р   р з ль а і ли вання мі  двома ви

да ними ран зь ими ма ма и ами  а ал м 
 і  рма   зада  ло розв язано в 

за альном  ви ляді
а ливи  вн о   орі  мовірно  зро ив в ар ь

и  ма ма и   рн ллі  він довів за он 
 в ли и  и л  на про і ом  випад  н зал ни  випро
вань  ни і налі и на орія мовірно

  р  ан лі ь и  ма ма и   авр  
оп   лі вав ни  ння про випад и   я і  до лідив за
ономірно і  о а о мо на по рі а и  випад ови  

яви а
п р  о нови орії мовірно  ви лав ран зь и  ма
ма и   апла  
 подаль ом  орія мовірно  розвивала я завдя и 

пра ям відоми  в ни   а она   и
ова   ар ова   яп нова 

Приклад   одія 

 в давні а и л ди помі или  о іль а 
ìèñëèâöів мо ь вл и и  звіра за допо
мо о  вої  пи ів  я о ин ь ї  одно

а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  
 ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на 

по р ння  і до віді
р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і 

азар   ни  і ор
  р  і алі ь и  ма ма и   а

іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  
роз лян в а  зада  Два рав і домови
ли я ра и в о і до мом н  оли одном  
з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  

ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 
    а др и       пар і   
прав дливо розподіли и ав

ам а іолі н  зна ов правильно о роз
в я зання і ї зада і він пропон вав розподі
ли и ав   відно нні    ал  н  вра вав 
іль о і пар і   я  р а ви ра и

н и  і алі ь и  ма ма и  Д  ар
дано  р з  ро ів по азав  о розв язання а
іолі ло н правильн  про  розв я зання  я  він ам 

запропон вав  а о  виявило ь помил овим
іль и в  р   р з ль а і ли вання мі  двома ви

да ними ран зь ими ма ма и ами  а ал м 
 і  рма   зада  ло розв язано в 

за альном  ви ляді
а ливи  вн о   орі  мовірно  зро ив в ар ь

и  ма ма и   рн ллі  він довів за он 
 в ли и  и л  на про і ом  випад  н зал ни  випро
вань  ни і налі и на орія мовірно

  р  ан лі ь и  ма ма и   авр  
оп   лі вав ни  ння про випад и   я і  до лідив за
ономірно і  о а о мо на по рі а и  випад ови  

яви а
п р  о нови орії мовірно  ви лав ран зь и  ма
ма и   апла  
 подаль ом  орія мовірно  розвивала я завдя и 

пра ям відоми  в ни   а она   и
ова   ар ова   яп нова 

    а др и       пар і   

по р ння  і до відіпо р ння  і до відіпо р ння  і до віді
р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і 

азар   ни  і ор
р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і 

азар   ни  і ор
р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і 

азар   ни  і ор
  р  і алі ь и  ма ма и   а

іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  

р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і 
азар   ни  і оразар   ни  і ор

  р  і алі ь и  ма ма и   а  р  і алі ь и  ма ма и   а
іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  

роз лян в а  зада  Два рав і домовироз лян в а  зада  Два рав і домовироз лян в а  зада  Два рав і домови

ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 
з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  
ли я ра и в о і до мом н  оли одном  ли я ра и в о і до мом н  оли одном  ли я ра и в о і до мом н  оли одном  
роз лян в а  зада  Два рав і домовироз лян в а  зада  Два рав і домовироз лян в а  зада  Два рав і домовироз лян в а  зада  Два рав і домовироз лян в а  зада  Два рав і домовироз лян в а  зада  Два рав і домовироз лян в а  зада  Два рав і домови
іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  іолі оп лі вав пра  з ма ма и и  д  

  р  і алі ь и  ма ма и   а
азар   ни  і ор

р і і аві зада і з орії мовірно  вини ли в о ла і 

 ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на  ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на  ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на 
а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  

по р ння  і до відіпо р ння  і до відіпо р ння  і до відіпо р ння  і до віді
 ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на  ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на  ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на  ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на  ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на  ви ново  в ін ї ивни  а н  на ови  і р н вав я на 

а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  а но  з іль о  мовірні  ні  один ми лив ь  з мовно  

по р ння  і до відіпо р ння  і до віді

азар   ни  і ор

роз лян в а  зада  Два рав і домови
ли я ра и в о і до мом н  оли одном  
роз лян в а  зада  Два рав і домови
ли я ра и в о і до мом н  оли одном  
роз лян в а  зада  Два рав і домови
ли я ра и в о і до мом н  оли одном  ли я ра и в о і до мом н  оли одном  
з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  
ли я ра и в о і до мом н  оли одном  
з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  

ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 
з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  

ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 
з ни  вда ь я ви ра и  пар і  л  р  

ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 
    а др и       пар і   
ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 

    а др и       пар і   
ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 

    а др и       пар і   
ло п р р ва  но пі ля о о  я  п р и  ви рав 

    а др и       пар і   

À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...

. ачіолі 
1 –1 1 )
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. . нєденко 
1 1 –1 )

. . іхман 
1 1 –1 )

. . короход 
1 30– 011)

. . дренко 
1 3 – 00 )

ві  вн о   розви о  орії мовірно  зро или  раїн
ь і в ні   н д н о   і ман   оро од   др н о

         
          

             
       

          
        

        р А   
   А       

     

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
 ( но.) кі  подій є випадковими:

1) під час підкидання рально о кубика випаде  очки
) а температури 0 °  вода амер не

3) ви ра  а лотерейним білетом складе 10 рн
) наступним днем після 1 січня буде  січня
)   прі ви е навмання вибрано о одинадцятикласника 

починатиметься  літери 
)  дов ина кола, радіус яко о 10 см, дорівн ватиме 0  см

 ( но.) кі  подій – віро ідні, а які – немо ливі:
1)  сонце ійде на сході
)   під час підкидання рально о кубика випаде число очок, 

кратне 13
3)   навмання вибране трицифрове число, складене і  цифр 

, 3, , виявиться біль им а 00
)   двоцифрове число, складене і  цифр 3 і , кратне 

числу 3
)  випаде білий сні
)   кількість днів навмання вибрано о місяця буде не 

мен о  а 3

         
          

             
       

          
        

        р А   
   А       

     

 
1) під час підкидання рально о кубика випаде  очки
) а температури 0 
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 кі  подій випадкові, віро ідні, немо ливі:
1) ви рати парті  в теніс у рівно о вам суперника
) навмання вибраний слон буде літати

3)  поява очок, сума яких біль а а 1 , під час підки-
дання двох ральних кубиків

) апі нення потя а иїв– ьвів
)  травня наступно о року буде сонячно
) наступним днем після середи буде четвер
) наступним днем після четвер а буде середа
) день народ ення л дини, яку устріли, 30 вересня
) день народ ення л дини, яку устріли, 31 вересня

10) витя нути білу намистину  коробки, у якій білі та 
червоні намистини

 Наведіть по два приклади віро ідної, немо ливої, ви-
падкової події.

  еремал йте таб лиц  в о ит і для ко но о досліду 
вка іть приклад віро ідної, немо ливої, випадкової 
події – ):

 ослід ірогідна 
подія

емож
лива 
подія

ипад
кова 
подія

1
итя ування кульки  

коробки і  еленими та 
синіми кульками

2 ідривання листка у 
відривному календарі

3 итя ування карти  
колоди карт

4 кладання двоцифро во-
о числа і  цифр  і 

 ослід ірогідна 
подія

емож
лива 
подія

ипад
кова 
подія

1

итя ування околад  ної 
цукерки  коробки, яка 
містить цукерки і  чорно о 
та молочно о околаду

2 кладання дво цифро во  о 
числа і  цифр  і 

3 и начення дня наро-
д ення деякої л дини

4 и начення кількості днів 
навмання вибрано о року

  еремал йте таб лиц  в о ит і для ко но о досліду 
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 ипадковий дослід підкидання рально о кубика  про-
ведено 00 ра ів. е ультати досліду анесено в таб лиц . 

еремал йте її в о ит і обчисліть відносну частоту ви-
падання ко но о окремо о числа.

исло 1 2 3 4 6

Кількість випадання исла 66 64 0 60

ідносна астота випадання 
исла

 уло виконано  серій по 100 підкидань монети в ко ній. 
е ультати досліду анесено в таб лиц . еремал йте її 

в о ит і обчисліть відносну частоту події À в ко ній і  
серій.

ерія 1 2 3 4

ипадання аверса подія À 46 0

ідносна астота події À

 ідомо, о в партії і  000 батарейок трапля ться  
бракованих. ка ймовірність купити браковану бата-
рейку  такої партії

  партії, виробленій аводом, о налічує 0 000 де-
талей, є 30 бракованих. ка ймовірність то о, о нав-
мання в ята  партії деталь буде браковано

 ка ймовірність події наступним днем після... : 
1) ...30 липня буде 1 серпня
) ...понеділка буде вівторок

 ка ймовірність події наступним днем після... :
1) ...30 квітня буде 1 травня
) ...вівторка буде понеділок

  ( но.) трілець виконав два постріли по мі ені: 
один ра  влучив, а дру ий – ні. и мо на стверд увати, 

о для цьо о стрільця ймовірність влучення в мі ень а 
даних умов дорівн є 0,  ому

 Для то о об ви начити, який колір волосся в ителів 
міста трапляється часті е, а який – рід е, було прове-
дено дослід, який поля ав у такому. ілька дослідників 
ро ій лися в рі ні частини міста і аписували колір 
волосся ко но о десято о устрінуто о ителя міста. е-
ультати ібрали й анесли до таб лиці.

Колір волосся Øатени лондини р нети Ðуді

Кількість людей 212 11 111 44
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цініть  точніст  до сотих), о обраний навмання и-
тель міста:
1) атен          ) бр нет
3) не блондин     ) не рудий.

 а умово  попередньої адачі оцініть  точніст  до 
сотих), о обраний навмання итель міста:
1) рудий          ) блондин
3) не атен       ) не бр нет.

 ( ра и н  завдання.) иберіть деякий текст україн-
сько  мово , по начте в ньому будь-які п ять рядків по-
спіль. бчисліть відносну частоту в цих рядках літери 
ф  та літери о  та порівняйте їх.
 ( ра и н  завдання.) иберіть деякий текст україн-

сько  мово , по начте в ньому будь-які десять рядків 
поспіль. бчисліть відносну частоту в цих рядках літери 
п  та літери ч  та порівняйте їх.
 ( но.) На основі адач 1 .1 –1 .1  дайте відповідь на 
апитання: чому на клавіатурах до комп терів літери 
о  та п  ро та овані бли че до центра, а літери ф  та 
ч  – бли че до кра

 уло перевірено 1000 деталей,  яких  виявилися бра-
кованими. 1) кільки прибли но бракованих деталей 
буде в партії  00 деталей  ) кільки прибли но де-
талей у партії, як о серед них виявилося  бракованих

 еред 00 опитаних ителів міста 1  мали мобільний 
телефон. 1) кільки прибли но мобільних телефонів буде 
в 00 опитаних ителів цьо о міста  ) кільки прибли но 
було опитано ителів міста, як о серед них кількість 
л дей, о мала мобільний телефон, дорівн вала 

  ідомо, о деяка баскетболістка влучає в ко ик 
під час траф но о кидка  ймовірніст , біль о  а 0, , 
але мен о  ні  0, . кільки прибли но виконано 

трафних кид  ків під час тренування, як о баскетбо-
лістка мала  промахів

 ідомо, о деякий стрілець влучає в мі ень  імовір-
ніст , біль о  а 0, , але мен о  ні  0, . кільки 
приб ли но виконано пострілів під час тренування, як о 
стрілець мав 3 промахи

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 1) деякій територіальній ромаді 0 000 осіб. ід-

соток праце датних осіб становить прибли но ,  . кільки 
прибли но праце датних осіб у цій територіальній ромаді
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2) ( ра и на діяльні ь ) Ді найтеся  нтернету відомості 
про відсоток праце датних осіб у ва ій територіальній ромаді 
місті, районі, області то о) та порівняйте йо о  відсотком 
праце датних осіб по країні.

 алі ничний квиток на потя  иїв– ьвів для дорос-
ло о ко тує 1 0 рн. ни ка на варті сть квитка для дітей 
від  до 1  років становить   від вартості квитка для до-
росло о. рупа, о виру ає на екскурсі , складається і  
1  дітей віком 1 –13 років і  дорослих. кільки ко ту ть 
квитки на вс  рупу

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
 ка ймовірність то о, о під час підкидання рально о 

кубрика випаде число 

  одноцифрових натуральних чисел навмання виби-
ра ть одне. ка ймовірність то о, о воно:

1) парне      ) непарне

  ухляді 10 білих і  елених крейд. Навмання виби-
ра ть одну крейду. ка ймовірність то о, о вона: 

1) біла       ) елена

  коробці не біль е ні  0 цукерок. х мо на поділити 
порівну мі  трьома або двома дітьми, але не мо на поді-
лити порівну мі  дев ятьма дітьми. ка іть, яка най-
біль а кількість цукерок мо е бути в коробці.

À Á Ã Ä
30 33 36 3 3

 найдіть кількість вичайних дробів і наменником 1 , 

які біль і а , але мен і ні  1.

À Á Ã Ä
0 1 2 3 4

 о в я іть нерівність 0,   0, x  0.

À Á Ã Ä

(–u  0) 0  1) 1  ) 1  u) 0  u)

  коробці не біль е ні  0 цукерок. х мо на поділити 
порівну мі  трьома або двома дітьми, але не мо на поді-
лити порівну мі  дев ятьма дітьми. ка іть, яка най-
біль а кількість цукерок мо е бути в коробці.

À Á Ã Ä
30 33 36 3 3

 найдіть кількість вичайних дробів і наменником 1 , 

які біль і а , але мен і ні  1.

À Á Ã Ä
0 1 2 3 4

 о в я іть нерівність 0,   0, x  0.

À Á Ã Ä

(–u  0) 0  1) 1  ) 1  u) 0  u)

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 На мал нку обра ено рафіки функцій  і 

g(õ)   – õ. ка іть ро в я ок нерівності f(õ) J g(õ).

À Á Ã Ä

1  ) 1  (–u  0   1  (–u  0)  1  (–u  u)

 бчисліть 21 ° – cos21 °.

À Á Ã Ä

0

 іна акцій ороку підви ується на 0  відносно попе-
редньо о року. ара  одна акція ко тує 00 рн. ко  
буде ціна акції чере   роки

À Á Ã Ä
00 рн 30 рн 0 рн 00 рн 0 рн

  я ику  білих,  чорних і  елені кульки. Навмання 
вибира ть одну  них. становіть відповідність мі  випад-
ково  подіє  1– ) та її ймовірніст  –Д).

ипад ова подія мовірні ь

витя нута кулька біла À 0,3
2 витя нута кулька чорна Á 0,
3 витя нута кулька елена 

або біла
0,

4 витя нута кулька не біла Ã 0,
Ä 0,
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 овен проплив 1  км проти течії річки і 1  км – а те-
чіє , атратив и на весь лях  од. найдіть видкість 
течії у км од), як о власна видкість човна дорівн є 
1  км од.

 о в я іть рівняння õ 1 – õ – õ–1  .

КЛАСИЧНЕ ОЗНАЧЕННЯ 
ЙМОВІРНОСТІ

роводити численні досліди для ви начення статистичної 
ймовірності події досить ва ко, а іноді – немо ливо. роте в 
ба атьох прикладних адачах імовірність мо на ви начити, 
використову чи ла и н  озна ння мовірно і,  яким ви 
о найомилися в попередніх класах.

 цьому пара рафі ро лянемо це питання біль  детально 
та навчимося ро в я увати адачі на підрахунок імовірності 
а допомо о  формул комбінаторики.

Події À і Â називають несуміс-
ними в даному досліді, якщо вони 
не можуть відбутися разом, у про
тилежному випадку події нази
вають сумісними

Приклад   Нехай подія À – випадання одиниці під час 
підкидання рально о кубика   – випадання істки під 
час підкидання рально о кубика  Ñ – випадання числа, 
кратно о 3, під час підкидання рально о кубика . Тоді події 
À і  – несумісні в цьому досліді, оскільки одночасно випасти 
одиниця і істка не мо уть. одії  і Ñ – сумісні в цьому 
досліді, оскільки під час випадання на ральному кубику 

істки події  і Ñ відбулися одночасно.

Події À , À2, , Àn називають попарно несумісними, 
якщо будь які дві з них несумісні  

кщо події À , À2, , Àn попарно несумісні та в ре
зультаті досліду може відбутися одна і тільки одна з 
них, то кажуть, що події À , À2, , Àn утворюють 
повну групу подій  ножину всіх таких подій нази
вають простором елементарних подій, при цьому 
самі події À , À2, ..., Àn називають елементарними 
подіями

КЛАСИЧНЕ ОЗНАЧЕННЯ 
ЙМОВІРНОСТІ§  1 6 .  

1. Несумісні події. 
Повна група подій. 
Ðівноймовірні 
події

Події À і Â називають несуміс-
ними в даному досліді, якщо вони 
не можуть відбутися разом, у про
тилежному випадку події нази
вають сумісними

Повна група подій. Повна група подій. Повна група подій. 

Події 
ними 
не можуть відбутися разом, у про

Приклад   Нехай по

Події À , À2, , Àn називають попарно несумісними, 
якщо будь які дві з них несумісні  

істки події 

Події 
якщо будь які дві з них несумісні  

кщо події À , À2, , Àn попарно несумісні та в ре
зультаті досліду може відбутися одна і тільки одна з 
них, то кажуть, що події À , À2, , Àn утворюють 
повну групу подій  ножину всіх таких подій нази
вають простором елементарних подій, при цьому 
самі події Àсамі події Àсамі події , À2, ..., Àn називають елементарними 
подіями

кщо події 
зультаті досліду може відбутися одна і тільки одна з 
них, то кажуть, що події 

овен проплив 1  км проти течії річки і 1  км – а те-
чіє , атратив и на весь лях  од. найдіть видкість 
течії у км од), як о власна видкість човна дорівн є 
1  км од.

 о в я іть рівняння õ 1 – õ – õ–1  .
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Приклад  Нехай подія Àі о начає, о в ре ультаті підки-
дання рально о кубика випало і очок, де і  1   3    . 
Тоді події À1, À2, À3 є попарно несумісними, але вони не утво-
р ть повну рупу подій.  події À1, À2, À3, À4, À , À6 є по-
парно несумісними та утвор ть повну рупу подій.

 ро лянутому прикладі є всі підстави вва ати, о випа-
дання, наприклад, одиниці та двійки рівномо ливі. Тому 
події À1 і À2 на ива ть рівно мовірними.

Ðівноймовірними подіями називають події, ймовір
ності яких однакові в даному випробуванні

Так, наприклад, є рівноймовірними випадання аверса та 
реверса під час підкидання монети. лучення в мі ень і про-
 мах для стрільця, який влучає в мі ень  імовірніст  0, , не 
є рівноймовірними.

Нехай проводиться дослід, ре уль-
татом яко о мо е бути одна  n ви-
падкових подій, причому ці події 
утвор ть повну рупу рівноймо-

вірних подій. к ви в е наєте, такі події на ива ть л м н
арними подіями, при цьому дослід на ива ть ла и ним.

рикладом класично о досліду є ви енаведений приклад , 
елементарні події яко о – це події À1, À2, À3, À4, À , À6.

ипадок, у результаті якого відбувається подія À, на
зивають випадком, що сприяє появі події À

На адаємо відоме вам  попередніх класів ла и н  озна
ння мовірно і

ймовірність події À дорівнює відношенню кількості 
випадків т, що сприяють появі події À, до кількості 
всіх можливих випадків n:

аува имо, о це о начення не суперечить статистичному 
о наченн  ймовірності та дає мо у робити ті самі висновки:

мовірні ь віро ідної події дорівн   мовірні ь 
н мо ливої події дорівн   мовірні ь випад ової 
події мо  и дь я им и лом від  до 

Дійсно, як о подія U – віро ідна, то кількість випадків, 
о сприя ть появі події U, дорівн є кількості всіх мо -

ливих випадків, тобто ò n, а тому  к о подія 

Приклад  Нехай подія 

Ðівноймовірними подіями називають події, ймовір
ності яких однакові в даному випробуванні

події À

Так, наприклад, є рівной

Ðівноймовірними подіями
ності яких однакові в даному випробуванні

2. Êласичне означення 
ймовірності

ипадок, у результаті якого відбувається подія À, на
зивають випадком, що сприяє появі події À

елементарні події яко о – це поді

На адаємо відоме вам  попередніх класів 

ипадок, у результаті якого відбувається подія 
зивають випадком, що сприяє появі події 

ймовірність події À дорівнює відношенню кількості 
випадків т, що сприяють появі події À, до кількості 
всіх можливих випадків n:

ння мовірно і

ймовірність події 
випадків 
всіх можливих випадків 

мовірні ь віро ідної події дорівн   мовірні ь 
н мо ливої події дорівн   мовірні ь випад ової 
події мо  и дь я им и лом від  до 

о наченн  ймовірності та дає мо

мовірні ь віро ідної події дорівн   мовірні ь 
н мо ливої події дорівн   мовірні ь випад ової 
події мо  и дь я им и лом від  до 
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V – немо лива, то кількість випадків, о сприя ть появі 

події V, дорів  н є нул , тобто ò  0, а тому 

к о À – довільна випадкова подія, то 0 J ò J n, а тому 

, тобто 0 J ð(À) J 1.

о лянемо адачі.

Зада а   коробці  білих і 1  чорних кульок. Навмання 
вийма ть одну  них. ка ймовірність то о, о вона біла 
подія À)
о в я ання.  коробки мо на витя нути  рівно  ймо-

вірніст  будь-яку    1   0 кульок, тому n  0. исло 
випадків, о сприя ть події À, дорівн є , тобто ò  . 

т е, 

ідповідь  0, .

Зада а  На картках аписано натуральні числа від 1 до 
0. Навмання вибира ть одну  карток. ка ймовірність 

то о, о число, аписане на картці, є дільником числа 0 
подія À)
о в я ання. ро уміло, о n  0. Натуральними діль-

никами числа 0 є числа 1, , , , 10, 0. аємо ò  , і 

тоді 

ідповідь  0,3.

Зада а  дночасно підкинули два ральних кубики. ка 
ймовірність то о, о сума очок, які випали на кубиках: 
1) дорівн є     ) біль а а 

о в я ання. кладемо таб лиц  суми очок, о мо е ви-
пасти на двох ральних кубиках під час їх одночасно о під-
кидання, n  3  – кількість усіх мо ливих випадків.
1)   випадків, коли сума очок 
на обох кубиках дорівн є . 

т е, ò  , а тому 

)   випадків, коли сума очок 
на обох кубиках біль а а . т-

е, ò  , а тому 

ідповідь  1) 

Зада а   коробці  білих і 1  чорних кульок. Навмання 

Зада а  На картках аписано натуральні числа від 1 до 

Зада а  дночасно підкинули два ральних кубики. ка 

    I

II
2  3 4

2 3 4 6

2 3 4 6

3 4 6

4 6 10

6 10 11

10 11 12
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асто в адачах на підрахунок імо-
вірності використову ть формули 
комбінаторики. о лянемо адачі.

Зада а  Нехай є п ять відрі -
 ків, дов ини яких: 1 см, 3 см,  см, 
 см і  см. Навмання вибираємо 

три  них. ка ймовірність то о, 
о  них мо на скласти трикутник
о в я ання. ількість усіх мо ливих випадків – це 

кількість способів, якими мо на бе  врахування порядку) 
вибрати три відрі ки  п яти. т е, n  10. Трикутник 
мо на скласти ли е  таких наборів: 3 см,  см,  см, або 

3 см,  см,  см, або  см,  см,  см. т е, ò  3 і 
ідповідь  0,3.

Зада а   я ику 10 синіх і  чорних стер нів для куль-
кової ручки. Навман   ня вибира ть два  них. ка ймовір-
ність то о, о: 
1) вони обидва сині     ) один  них синій, ін ий – чорний

о в я ання. Для обох адач n  1 3 – кількість усіх 
мо ливих випадків.
1) ибрати два синіх стер ні мо на  способами. т е, 

ò   

) ибрати один синій стер ень мо на  способами, і після 
ко но о тако о вибору вибрати чорний мо на  способами. а 

правилом добутку ò  ·  10    0, а от е, 

ідповідь. 1)  ) .

           
          

А1  А   Аn        
       

        
       

       

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ( но.) кі події мо уть відбутися внаслідок таких 

випробувань:
1) підкидання монети  
) вибір деталі  партії, у якій 1000 якісних деталей і 
 бракованих

Зада а  Нехай є п ять відрі -

Зада а   я ику 10 синіх і  чорних стер нів для куль-

                                            
                                     

А1  А   Аn                 
                   

                             
       

       

  
випробувань:
1) підкидання монети  

  

3. Ðозв’язування 
задач на підрахунок 
імовірностей за 
допомогоþ формул 
комбінаторики
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 Для ко но о  випробувань складіть повну рупу подій:
1)  ре ультат футбольно о матчу команд À і 
)  ре ультат баскетбольно о матчу команд À і 

3)   вибір кульки  я ика, у якому 10 білих і  чорних 
кульок

)  вибір одноцифрово о натурально о числа.

 Для ко но о  випробувань складіть повну рупу подій:
1)  ре ультат тенісної партії мі  равцями À і 
)  ре ультат ахової партії мі  равцями À і 

3)   витя ування лотерейно о квитка  барабана, у якому 
0 білетів бе  ви ра у і   ви ра ем

)   підкидання кубика, дві рані яко о пофарбовано в 
білий колір, дві – у чорний, дві – у елений.

 ( но.) Наведіть приклад:
1)  рівноймовірних подій  
)  подій, які не є рівноймовірними в даному випробуванні.

 ідкидається ральний кубик. умісні чи несумісні такі 
події:
1) À – випадання 1 ,  – випадання 
2) Ñ – випадання ,  – випадання числа, кратно о 

 ід час підкидання рально о кубика сумісні чи несу-
місні такі події:
1) À – випадання ,  – випадання  або 
2) Ñ – випадання ,  – випадання числа, кратно о 

  я ику 1  білих і 1  чорних кульок. ка ймовір-
ність витя нути  я ика:
1) білу кульку      ) чорну кульку

  класі 10 хлопців і 1  дівчат. ка ймовірність то о, о 
 класу навмання оберуть:

1) хлопця          ) дівчину

  ма а ині виявилося, о  00 сматрфонів  – бракова-
 них. ка ймовірність то о, о навмання обраний смартфон:
1) бракований      ) якісний

  0 ле коатлетів і ле коатлеток, о виступали на 
олімпіаді, 1  отримали медалі. найдіть імовірність то о, 

о навмання обраний атлет чи атлетка:
1) отримав -ла) медаль     ) не отримав -ла) медалі.

 івноймовірні чи ні події À та , як о:
1)  À –  10 карток і  числами від 1 до 10 витя нути 
картку і  числом 1,  –  10 карток і  числами від 1 до 
10 витя нути картку і  числом 
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2)  À – витя нути білу кульку  коробки, у якій  білі 
кульки і  чорних,  – витя нути чорну кульку  ко-
робки, у якій  білі кульки і  чорних
3)  À – під час підкидання рально о кубика випало 
просте число,  – під час підкидання рально о кубика 
випало складене число
4)  À – витя нути червону хустку і скрині, у якій поло-
вина хусток червоні, а ін а половина – строкаті,  – ви-
тя нути строкату хустку і скрині, у якій половина 
хусток червоні, а половина – строкаті

  кор ині 1  червоних, 3 елених і  овтих яблук. 
Навмання вибира ть одне яблуко. ка ймовірність 
таких подій:
1) яблуко елене        ) яблуко елене або овте
3) яблуко червоне       ) яблуко не елене

  коробці  синіх ручок, 3 червоні та 1 елена. Нав-
мання вибираємо одну ручку. ка ймовірність події:
1) ручка червона               ) ручка синя  
3) ручка червона або елена     ) ручка не червона  

 ( ада а Д лам ра.) ка ймовірність то о, о під час 
двох підкидань монети хоча б один ра  випаде аверс

 ральний кубик підкида ть один ра . ка ймовірність 
події:
1) À – випаде парне число
2)  – випаде не біль е ні  3 очки
3) Ñ – випаде число, о є дільником числа 1
4) D – випаде число, о є квадратом натурально о числа

 ральний кубик підкида ть один ра . ка ймовірність 
події:
1) À – випаде непарне число
2)  – випаде не мен е ні   очок
3) Ñ – випаде число, о є дільником числа 1
4) D – випаде число, о є кубом натурально о числа

  я ику ле ать 1  намистин, дві  яких – білі. ка ймо-
вірність то о, о вибрані навмання дві намистини – білі

  коробці ле ать 10 олівців, три  яких – червоні. ка 
ймо вірність то о, о вибрані навмання три олівці – червоні

   натуральних чисел від 1 до  навмання виби-
ра ть одне. ка ймовірність то о, о це число не є діль-
ником числа 

  натуральних чисел від 1 до 30 навмання вибира ть 
одне. ка ймовірність то о, о це просте число або 
дільник числа 30
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 дночасно підкида ть два ральних кубики. найдіть 
імовірності події:
1) на кубиках випаде однакова кількість очок  
) сума очок на кубиках дорівн ватиме 

3) сума очок на кубиках буде не біль а а  
) сума очок на кубиках буде простим числом.

 дночасно підкида ть два ральних кубики. найдіть 
імовірності події:
1) на кубиках випаде рі на кількість очок  
) сума очок на кубиках дорівн ватиме 

3) сума очок на кубиках буде не біль а а  
) сума очок на кубиках буде складеним числом.

  я ику ле ать 1  білих кульок і кілька чорних. 
кільки чорних кульок у я ику, як о ймовірність ви-

тя нути навмання:
1) білу кульку дорівн є 0,

) чорну кульку дорівн є 

3) білу кульку біль а а 0,  
) чорну кульку біль а а 0,3

  коробці 10 околадних цукерок і кілька кара-
мельних. кільки карамельних цукерок у коробці, як о 
ймовірність витя нути навмання:

1) околадну цукерку дорівн є  

) карамельну цукерку дорівн є 0,
3) околадну цукерку мен а а 0,  
) карамельну цукерку мен а а 0,3

 аємо п ять відрі ків, дов ини яких: 1 см,  см,  см, 
 см,  см. Навмання вибираємо три  них. найдіть імо-

вірність то о, о  них мо на скласти трикутник.

  п ять карток і  числами 1, 3, , , . Навмання виби-
раємо три  них. ка ймовірність то о, о  них мо на 
утворити арифметичну про ресі

  я ика, о містить  пронумерованих кульок, нав-
мання вийма ть одну а одно  всі кульки. найдіть 
імовірність то о, о всі вийняті кульки будуть йти а 
порядком нумерації.

  літер ро рі ної абетки складено слово буква . отім 
літери слова перемі у ть і навмання беруть одну а 
одно . найдіть імовірність то о, о буде складено по-
чаткове слово.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



1

     

 На картках аписано числа від 1 до 0. Навмання бе-
руть дві  них. ка ймовірність то о, о сума чисел на 
картках дорівн ватиме 1

 На картках аписано числа від 1 до 1 . Навмання бе-
руть дві  них. ка ймовірність то о, о модуль рі ниці 
чисел на картках дорівн ватиме 

  ка ймовірність то о, о навмання вибране дво-
цифрове число кратне 

 ка ймовірність то о, о навмання вибране двоциф-
рове непарне число кратне 

  ма а ині 0 кавунів,  яких 0 сти лих. упили два 
кавуни. ка ймовірність то о, о вони обидва сти лі

 еред 0 деталей 3  – якісні. ка ймовірність то о, о 
серед трьох навмання в ятих деталей немає бракованих

  я ику  білих і  чорних кульок. ибираємо нав-
мання три  них. ка ймовірність то о, о:
1) всі три кульки білі
) дві кульки білі та одна чорна  

3) серед кульок є як білі, так і чорні

  ухляді  синіх і 3 червоні ручки. ибираємо нав-
мання дві  них. ка ймовірність то о, о:
1) обидві ручки сині      ) ручки рі них кольорів

 ибира ть навмання три літери слова павутина . 
ка ймовірність то о, о  вибраних трьох літер мо на 

скласти слово пан

 ибира ть навмання чотири літери слова ко ак . ка 
ймовірність то о, о  них мо на скласти слово ко а

 о чер і вибира ть три літери слова тринадцять . 
ка ймовірність то о, о вибрані три літери в послідов-

ності складуть слово три

 о чер і вибира ть три літери слова двадцять . ка 
ймовірність то о, о вибрані три літери в послідовності 
складуть слово два

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
  одному  ан лійських видань мо на прочитати, о 

ріст Наполеона становив  футів  д йми. кий був йо о ріст 
у сантиметрах, як о 1 фут дорівн є 0,30  м, а 1 д йм дорівн є 
,  см  е ультат окру літь до ціло о числа сантиметрів.)

 дині 1 –1  років, об почуватися добре, потрібно 
прибли но 00 кал на добу. а сніданком арічка от -
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римала 00 кал, а обідом – 1000 кал, а полуденком – 
300 кал.
1)  кий відсоток від добової норми калорій отримала арічка 
а сніданком, який – а обідом, який – а полуденком
)  ко  має бути калорійність вечері, об добову норму було 

виконано
3)  ( ра и на діяльні ь ) роаналі уйте свій раціон хар-
чування а один день. найдіть в нтернеті таблиц  калорій-
ності продуктів та обчисліть прибли ну кількість калорій, 
яку ви спо или протя ом доби.

 к о  òî õ  ...

À Á Ã Ä

 бчисліть õ)  ó), як о õó)  – .

À Á Ã Ä

– – немо ливо 
ви начити

 о в я іть нерівність 0, –õ > .

À Á Ã Ä

õ > –3 õ  –3 õ  3 õ > 3

 о в я іть рівняння 

À Á Ã Ä

k  Z k  Z k  Z k  Z

рівняння 
не має 

ро в я ків

 найдіть f 1 ), як о .

À Á Ã Ä

64 4 2 1

 к о  òî õ  ...

À Á Ã Ä

 бчисліть õ)  ó), як о õó)  – .

À Á Ã Ä

– – немо ливо 
ви начити

 о в я іть нерівність 0, –õ > .

À Á Ã Ä

õ > –3 õ  –3 õ  3 õ > 3

 о в я іть рівняння 

À Á Ã Ä

k  Z k  Z k  Z k  Z

рівняння 
не має 

ро в я ків

 найдіть f 1 ), як о .

À Á Ã Ä

64 4 2 1

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 простіть вира  acosacos2a.

À Á Ã Ä

sin4a cos4a ін а 
 відповідь

 становіть відповідність мі  рівнянням 1– ) та твер-
д енням про йо о корені –Д).

івняння в рд ння про ор ні 
рівняння
À рівняння не має 

дійсних коренів
2 Á сума коренів рів-

няння дорівн є 
3 сума коренів рівнян-

ня дорівн є –
4 Ã добуток коренів рів-

няння дорівн є 
Ä добуток коренів рів-

няння дорівн є 

 найдіть õ0 ó0, де õ0  ó0) – ро в я ок системи рівнянь 

 найдіть мен ий корінь рівняння 2(2õ)  2 0, õ)  3.

ЕЛЕМЕНТИ МАТЕМАТИЧНОЇ 
СТАТИСТИКИ

Деякі відомості про математичну статистику ви в е наєте 
 - о класу.  цьому пара рафі у а альнимо та ро иримо 

ці відомості.

 процесі практичної діяльності 
л дям часто доводиться бирати, оп-
рацьовувати та аналі увати рі ні дані, 
пов я ані  масовими яви ами, про-
цесами, подіями. Такі дані, як вам ві-

домо  молод их класів, на ива ть а и и ними даними.

Математична статистика – розділ математики, у 
якому вив ають методи збирання, систематизації, об
робки та дослідження статисти них даних для нау
кових і практи них висновків

ЕЛЕМЕНТИ МАТЕМАТИЧНОЇ 
СТАТИСТИКИ§  1 7 .  

 простіть вира  acosacos2a.

À Á Ã Ä

sin4a cos4a ін а 
 відповідь

 становіть відповідність мі  рівнянням 1– ) та твер-
д енням про йо о корені –Д).

івняння в рд ння про ор ні 
рівняння
À рівняння не має 

дійсних коренів
2 Á сума коренів рів-

няння дорівн є 
3 сума коренів рівнян-

ня дорівн є –
4 Ã добуток коренів рів-

няння дорівн є 
Ä добуток коренів рів-

няння дорівн є 

 найдіть õ0 ó0, де õ0  ó0) – ро в я ок системи рівнянь 

 найдіть мен ий корінь рівняння 2(2õ)  2 0, õ)  3.

1. Óявлення про 
математичну 
статистику

Математична статистика – розділ математики, у 
якому вив ають методи збирання, систематизації, об
робки та дослідження статисти них даних для нау
кових і практи них висновків

домо  молод их класів, на ива ть 

Математична статистика
якому вив ають методи збирання, систематизації, об
робки та дослідження статисти них даних для нау
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атинське слово  перекладається як ан, ано
ви .

атематична статистика тісно пов я ана  теоріє  ймовір-
ностей. бидві ці математичні дисципліни вивча ть випад-
кові події. Теорія ймовірностей на основі математичної мо-
делі робить висновки про реальні процеси, а математична 
статистика встановл є властивості математичної моделі, ви-
ходячи і спостере ень на основі статистичних даних.

ивча чи рі ні масові яви а, до-
слідники проводять спеціальні ста-
тистичні дослід ення. ер им 
етапом статистичних дослід ень є 

етап бору інформації, статистичних даних.
Нехай потрібно вивчити деяку сукупність об єктів від-

носно деякої о наки. Наприклад, як о ро лядати роботу 
продавця, то мо на дослід увати йо о аванта еність про-
тя ом одини, видкість обслу овування клієнта, тип клі-
єнта то о. о ляда чи учнів та учениць деяко о 11- о 
класу, мо на дослід увати їх ріст, масу, ро мір в уття, се-
редн  успі ність то о.

Ãенеральна сукупність – це сукупність усіх об єктів, 
що підлягають дослідженню

я  н ральної пно і, тобто число об єктів дослі-
д ення, мо е бути досить великим, а іноді й нескінченним1. 
Наприклад, практично немо ливо виміряти ріст усіх оди-
надцятикласників країни або ро мір їх в уття. ле ці дані 
потрібні, наприклад, в уттєвій фабриці, яка хоче мати ін-
формаці  про кількість в уття ко но о ро міру, яке треба 
по ити.

 подібних випадках найкра им способом дослід ення є 
ви ір ові по р ння:  енеральної сукупності виби-
ра ть її деяку частину – ви ір  та дослід у ть її.

Âибіркоþ називають сукупність об єктів, вибраних ви
падковим ином з генеральної сукупності

бся  вибірки а вичай істотно мен ий, ні  обся  ене-
ральної сукупності.

етод математи ного дослідження, який полягає у 
тому, що на основі дослідження вибірки роблять ви
сновок про всю генеральну сукупність, називають ви-
бірковим методом

1 асто буває немо ливо дослідити всі об єкти енеральної су-
купності.

2. Ãенеральна 
сукупність і вибірка

Ãенеральна сукупність – це сукупність усіх об єктів, 
що підлягають дослідженню

редн  успі ність то о.

я  н ральної пно і

Ãенеральна сукупність
що підлягають дослідженню

Âибіркоþ називають сукупність об єктів, вибраних ви
падковим ином з генеральної сукупності

ра ть її деяку частину – 

бся  вибірки а вичай істотно мен ий, ні  обся  ене-

Âибіркоþ
падковим ином з генеральної сукупності

етод математи ного дослідження, який полягає у 
тому, що на основі дослідження вибірки роблять ви
сновок про всю генеральну сукупність, називають ви-
бірковим методом

ральної сукупності.

етод математи ного дослідження, який полягає у 
тому, що на основі дослідження вибірки роблять ви
сновок про всю генеральну сукупність, називають 
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Для то о об у ре ультаті астосування вибірково о методу 
отримати хоро і оцінки енеральної сукупності, потрібно, 

об вибірка була р пр з н а ивно , тобто об вона досить 
повно представляла о наки енеральної сукупності, о вивча-

ться. мово  абе печення репре ентативної вибірки є до-
тримання випадковості відбору, тобто об єкти енеральної су-
купності повинні мати однакові ймовірності потрапити у 
вибірку.

Дру им етапом статистичних дослі-
д ень є системати ація отриманих 
даних вибірки), тобто подання ви-
бірки у ручному для подаль их 
дій ви ляді.

Приклад   сі одинадцятикласники деяко о району пи-
сали одну й ту саму перевірочну контрольну роботу  матема-
тики а текстом районно о управління освіти. ибірку склали 
30 навмання обраних робіт цих одинадцятикласників. Нехай 
вибрані одинадцятикласники отримали такі оцінки.

4 3 10 6

2 6 1 4 11 10 12

10 11 4 6 3 2

Дані цієї вибірки мо на системати увати в таб лиц  а 
кількіст  набраних балів.

триманий бал 
за контрольну 

роботу
1 2 3 4 6 10 11 12

Кількість у нів 1 2 2 3 2 3 4 4 3 3 2 1

Дані вибірки мо на тако  системати увати а рівнями на-
вчальних дося нень.

Рівень 
нав альних 
досягнень

очатковий 
рівень 

1–3 бали)

ередній 
рівень 
–  балів)

Достатній 
рівень 
–  балів)

исокий 
рівень 
(10–12 
балів)

Кількість 
у нів 11 6

пераці  ро та ування випадкових величин вибірки а 
принципом неспадання на ива ть ран ванням вибірки. 

т е, після ран ування ко не наступне число вибірки не 
мен е а попереднє.

3. Ñистематизація 
і ранæування 
вибірки

Приклад   сі одинадцятикласники деяко о району пи-
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Приклад    ре ультаті ран ування вибірки, ро лянутої 
у прикладі 1, матимемо:

1    3  3                    
 10  10  10  11  11  1 .

Третім етапом статистичних дослі-
д ень є оцін вання числових ха-
рактеристик вибірки, які е на и-
ва ть ви ір ові ара ри и и. 

о лянемо деякі  них.

Ðозмах вибірки R – це різниця між найбільшим і най
меншим зна енням випадкової вели ини у вибірці

Для вибірки, ро лянутої у прикладах 1– , отримаємо 
R 12 – 1  11.

Мода вибірки Мо – це зна ення випадкової вели ини, 
що трапляється у вибірці най астіше

Для вибірки, ро лянутої у прикладах 1– , є дві моди, це 
оцінки  і . о на аписати Ìî1  , Ìî2  .

Медіана вибірки Ме – це серединне зна ення ранжо
ваної вибірки

едіана ділить ран овану вибірку на дві рівні а кіль-
кіст  частини. к о у вибірці непарна кількість випадкових 
величин, то її медіано  є число, яке стоїть посередині. На-
приклад, у ран ованій вибірці:

1   3  3  3    ,

о складається   випадкових величин, медіано  є число 3. 
о на аписати Ìå  3.

к о у вибірці парне число випадкових величин, то йо о 
медіана – середнє арифметичне двох чисел, о стоять посере-
дині. Наприклад, у ран ованій вибірці:

 3         ,

о складається   випадкових величин, медіана – це середнє 
арифметичне чисел  і , о стоять посередині ряду. т е, 

Ñереднє значення вибірки х– – це середнє ари ме
ти не всіх її зна ень õ , õ2, õ3, , õn

т е, середнє начення вибірки, ро лянутої у прикладах 
1– , находимо так:

Приклад    ре ультаті ран ування вибірки, ро лянутої 

4. Âибіркові 
характеристики

Ðозмах вибірки R – це різниця між найбільшим і най
меншим зна енням випадкової вели ини у вибірці

о лянемо деякі  них.

Для вибірки, ро лянутої у прикладах 1– , отримаємо 

Ðозмах вибірки R
меншим зна енням випадкової вели ини у вибірці

Мода вибірки Мо – це зна ення випадкової вели ини, 
що трапляється у вибірці най астіше

R 12 – 1 

Для вибірки, ро лянутої у прикладах 1– , є дві моди, це 

Мода вибірки Мо
що трапляється у вибірці най астіше

Медіана вибірки Ме – це серединне зна ення ранжо
ваної вибірки

оцінки  і . о на аписати 

едіана д

Медіана вибірки Ме
ваної вибірки

Ñереднє значення вибірки х–Ñереднє значення вибірки х–Ñереднє значення вибірки х – це середнє ари ме
ти не всіх її зна ень õ , õ2, õ3, , õn

т е, середнє начення вибірки, ро лянутої у прикладах 

Ñереднє значення вибірки х
ти не всіх її зна ень 
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  точніст  до сотих).

е ультати статистичних дослід ень 
після обробки мо на подати в наоч-
 ній і компактній формах.
Нехай дані вибірки системати овано в 
таб лиц , де в пер ому рядку ро мі-

ено начення випадкової величини 
õ, а у дру ому – відповідні їм частоти n.

олі оном а о  на ива ть ламану ліні , відрі ки якої 
послідовно сполуча ть точки  координатами õ1  n1), 
(õ2  n2), ..., õk  nk), де õі – начення випадкової величини, 
nі – відповідні їм частоти.

Приклад    ви ляді таб лиці системати овано дані ви-
бірки ïðî ро мір в уття 30 дівчат 11- о класу.

Розмір взуття, õ 34 3 36 3 3 3 40

астота, n 2 2 10 3 1

обудуємо полі он частот мал. 1 .1).

ал. 1 .1

и в е наєте, як подавати ре ультати статистичних до-
слід ень у ви ляді рафіків, істо рам, кру ових діа рам. е 
мо на робити а допомо о  про рамних асобів, наприклад, 
астосував и про раму Excel  офісно о пакета від компанії 

Microsoft або анало ічні.
На мал нку 1 .  обра ено істо раму ро поділу кіль-

кості учнів але но від отримано о бала, а на мал нку 1 .3 – 

5. Ãрафічне 
зобраæення 
інформації про 
вибірку

Приклад    ви ляді таб лиці системати овано дані ви-
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кру ову діа раму ро поділу кількості учнів але но від рівня 
навчальних дося нень. істо раму та кру ову діа раму побу-
довано а допомо о  про рами Excel.

  

              ал. 1 .                     ал. 1 .3

         
         

          
          

       

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  Дано енеральну сукупність і  30 об єктів:

 1  11   13  1   11  1  1  0  1  1  1  0  
 1  1  0  3   1  1  0  1      13.
творіть вибірку цієї енеральної сукупності:

1)  усіх об єктів, о стоять на парних місцях
)  п яти об єктів поспіль, почина чи  тринадцято о

3)  об єктів, у ятих чере  два, почина чи  третьо о
)  ести об єктів поспіль, почина чи  номера, який 

відповідає номеру ва о о прі ви а у класному урналі.

 Дано енеральну сукупність і  0 об єктів:
 1  1  1  30   1   1  

13  1    0  3  1  1  11  1
3  1  0    1  1  1  13  1

 1  1  30   13  1   1  .
творіть вибірку цієї енеральної сукупності:

1)  усіх об єктів, о стоять на непарних місцях
)  семи об єктів поспіль, почина чи  дванадцято о

3)  об єктів, у ятих чере  три, почина чи  дру о о
)  п яти об єктів поспіль, почина чи  номера літери в ук -

раїнській абетці, яка відповідає пер ій літері ва о о імені.

         
         

          
          

       

  
 1  11   13  1   11  1  1  0  1  1  1  0  
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 трілець у п яти серіях по 10 пострілів у ко ній влучив 
у мі ень таку кількість ра ів:     . найдіть для 
цієї вибірки:
1) ро мах      ) моду  
3) медіану     ) середнє начення.

 аскетболістка в десяти серіях по  кидків у ко ній 
влучила в ко ик таку кількість ра ів:  3   3  3  1   
3   . найдіть для цієї вибірки:
1) ро мах      ) моду  
3) медіану     ) середнє начення.

  1) роведіть ран ування енеральної сукупності 
об єк тів адачі 1 .1.
) найдіть медіану цієї енеральної сукупності.

 1) роведіть ран ування енеральної сукупності об єктів 
адачі 1 . .
) найдіть медіану цієї енеральної сукупності.

 1) аповніть таб лиц  а даними адачі 1 . .

Кількість влу ень у серії 1 2 3 4

Кількість серій

) обудуйте полі он частот а отриманими даними.

 1) аповніть таб лиц  а даними адачі 1 .3.

Кількість влу ень у серії 6

Кількість серій

) обудуйте полі он частот а отриманими даними.

  таб лиці подано кількість медалей, о добули українсь-
  кі спортсмени та спортсменки на літніх олімпійських і рах.

Рік 
олімпіади Золоті рібні ронзові сього

1 2 12 23

2000 3 10 10 23

2004 22

00 1

2012 6 1

2016 2 4 11

а даними таб лиці побудуйте істо раму кількості олотих 
медалей, о добули українські спортсмени та спортсменки.

 а даними таб лиці адачі 1 .  побудуйте істо раму кіль-
кості срібних медалей, о добули українські спортсмени.
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 ридумайте вибірку  п яти елементів, медіано  якої 
є число .

 ридумайте вибірку і  семи елементів, медіано  якої є 
число .

 о мах деякої вибірки дорівн є , а її найбіль ий 
елемент дорівн є 1 . ому дорівн є наймен ий елемент 
вибірки

 о мах деякої вибірки дорівн є 13, а її наймен ий 
елемент дорівн є 10. ому дорівн є найбіль ий еле-
мент вибірки

  а даними таб лиці адачі 1 .  побудуйте кру ову 
діа раму кількості брон ових медалей, о добули укра-
їнські спортсмени та спортсменки.

 а даними таб лиці адачі 1 .  побудуйте кру ову діа-
раму а альної кількості медалей, о добули україн-

ські спортсмени та спортсменки.

 ридумайте вибірку і  семи елементів, модо  якої є 
число , а медіано  – число .

 ридумайте вибірку  п яти елементів, модо  якої є 
число 10, а медіано  – число .

 ибірка, середнє начення якої дорівн є , , склада-
ється і  чисел  à  1   à. найдіть:
1) à     ) медіану цієї вибірки.

 ибірка, середнє начення якої дорівн є 10, , склада-
ється і  чисел b   1  3b  10. найдіть:
1) b      ) медіану цієї вибірки.

 На телефонній станції спостері а ть а кількіст  не-
правильних єднань протя ом хвилини. е ультати спо-
стере ень системати овано в таб лиц .

Кількість неправильних 
 з єднань протягом хвилини, õ 0 1 2 3 4

Кількість хвилин, n 4 10 11 12 3

найдіть для випадкової величини õ:
1) середнє начення     ) моду     3) медіану.

 На аводі спостері а ть а кількіст  бракованих де-
талей õ, ви отовлених робітником протя ом міни. е-
ультати спостере ень системати овано в таб лиц .

Кількість бракованих  деталей 
протягом зміни, õ 0 1 2 3

Кількість змін, n 4 4
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найдіть для випадкової величини õ:
1) середнє начення     ) моду    3) медіану.

 ридумайте вибірку, о складається і  цілих чисел, 
медіано  якої є число , .

 ( ра и н  завдання ) 
1)  Ді найтеся оцінки, отримані учнями та ученицями ва-

о о класу під час останньої контрольної роботи  мате-
матики. а допомо о  комп терної про рами побудуйте 
істо раму а цими даними.
)  истемати уйте отримані дані а рівнями навчальних 

дося нень. а допомо о  комп терної про рами побу-
дуйте кру ову діа раму а цими даними.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
  ма а ині всі меблі прода ться в ро ібраному ви-

ляді. окупець мо е амовити складання меблів на дому, 
вартість яко о становить 1   від вартості куплених меблів. 
кільки ро ей економить родина идорчуків, як о вони 
беруть афу вартіст  3 0 рн самостійно

 истема наві ації, вбудована у спинку літаково о 
крісла, інформує паса ирів про те, о політ проходить на 
висоті 0 000 футів. бчисліть висоту польоту в кілометрах. 

ва айте, о 1 фут дорівн є 30,  см.

 ідомо, о 0,1x > 0,111. кому наченн  мо е до-
рівн вати õ

À Á Ã Ä
0 2 12 22 42

 о в я іть рівняння 1 õ  .

À Á Ã Ä

0 1

 найдіть начення вира у .

À Á Ã Ä
–3 –1 0 2 4

 ідомо, о 0,1x > 0,111. кому наченн  мо е до-
рівн вати õ

À Á Ã Ä
0 2 12 22 42

 о в я іть рівняння 1 õ  .

À Á Ã Ä

0 1

 найдіть начення вира у .

À Á Ã Ä
–3 –1 0 2 4

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü! Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
Завдання 
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 охідна якої  функцій не існує в точці 0

À Á Ã Ä

 sinx  tgx x2  4

 Дано . найдіть f 0).

À Á Ã Ä

4 3 6

 начення яко о  вира ів наймен е

À Á Ã Ä

0,13 0,1 0,1 0,13, 0,14

 становіть відповідність мі  числовим вира ом 1– ) та 
наченням цьо о числово о вира у –Д).
и лови  вираз на ння и лово о 

âèðàçó

À 2

Á 3

 4

Ã 

Ä 6

2

3

4

 бчисліть °30 °30 1 °.
  ухляді є чорні та білі кульки, рі ниця мі  кількіст  

яких дорівн є . мовірність витя нути навмання білу кульку 
і  ухляди дорівн є 0,3. кільки чорних кульок у ухляді

омашня самостійна робота  

о н  завдання ма  по о ири варіан и відповіді  
р д я и  ли  один  правильним  рі ь правильни  ва

ріан  відповіді.

 . бчисліть .
 30     12     1      1

  танц вальному уртку аймається  наків і  дівчат. 
кількома способами мо на сформувати танц вальну 

пару і  цьо о уртка для участі в конкурсі

ріан  відповіді

 
 

 

 охідна якої  функцій не існує в точці 0

À Á Ã Ä

 sinx  tgx x2  4

 Дано . найдіть f 0).

À Á Ã Ä

4 3 6

 начення яко о  вира ів наймен е

À Á Ã Ä

0,13 0,1 0,1 0,13, 0,14

 становіть відповідність мі  числовим вира ом 1– ) та 
наченням цьо о числово о вира у –Д).
и лови  вираз на ння и лово о 

âèðàçó

À 2

Á 3

 4

Ã 

Ä 6

2

3

4

 бчисліть °30 °30 1 °.
  ухляді є чорні та білі кульки, рі ниця мі  кількіст  

яких дорівн є . мовірність витя нути навмання білу кульку 
і  ухляди дорівн є 0,3. кільки чорних кульок у ухляді
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 64     14     36     

 найдіть ро мах вибірки   1     .

 3                    

 4. аскетбольна команда складається і  1  дівчат. кіль-
кома способами мо на вибрати капітан у цієї команди 
та її аступниц

 132     144     66     12

  скрині ле ать  білих хустинок, 3 червоні й 1 строката. 
ка ймовірність витя нути навмання і скрині білу хустинку

                1

 На якому  мал нків правильно побудовано полі он 
частот а даними: 3       3    

À Á Ã

 . уло опитано 00 ителів деяко о міста, серед яких 
3  вка али про те, о користу ться нтернетом. кільки 
прибли но ителів міста аявили б про те, о користу-

ться нтернетом, якби було опитано 1000 ителів

 30     0     00     30

 кільки рі них непарних чотирицифрових чисел мо на 
скласти і  цифр 0, , , , як о в ко ному і  чисел усі 
цифри рі ні

 16     4            12

  натуральних чисел від 1 до 1  навмання вибира ть 
одне. ка ймовірність то о, о це число просте або є 
діль  ником числа 1

               

  кількома способами мо на ро ділити  рі них цу-
керок мі  трьома дітьми, як о ко на дитина отримує 
по дві цукерки

 66         360     0

 4
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  я ику  білих і  чорні кульки. Навмання вибираємо 
три  них. ка ймовірність то о, о серед них  білі 
кульки і одна чорна

                   

 ідомо, о біатлоністка влучає у мі ень під час трену-
вання  імовірніст , біль о  а 0, , але мен о  ні  0, . 
кільки прибли но мало бути виконано пострілів під час 

тренування, як о біатлоністка робила  промахи
 40     11     12      21

Завдання для перевірки знань до  –

 . бчисліть: 1)     2) Ð3 Ð2.
 2. На тарілці  яблук і 3 ру і. кількома способами  

тарілки мо на в яти:
1) один фрукт      ) одне яблуко та одну ру у

 трілець у семи серіях   пострілів у ко ній влучив у 
мі ень таку кількість ра ів:    3    3. найдіть 
для цієї вибірки:
1) ро мах    ) моду    3) медіану    ) середнє начення.

 4. На полі ро мі ено 10 точок. кільки прямих мо на 
провести чере  ці точки

  я ику  синіх і  червоних олівці. ка ймовірність 
витя нути навмання  я ика:
1) синій олівець      ) червоний олівець

 аскетболіст у 0 серіях по 10 кидків у ко ній влучив у 
ко ик таку кількість ра ів: 3      3       

 3       3  .
1) аповніть таблиц  а цими даними.

Кількість влу ень у серії 2 3 4 6

Кількість серій

) обудуйте полі он частот а отриманими даними.

 . уло перевірено 00 деталей,  яких  виявилися бра-
кованими.
1) ко  є відносна частота появи бракованої деталі
) кільки прибли но бракованих деталей буде в партії  

1 0 деталей

   натуральних чисел від 1 до 0 навмання вибира ть одне. 
ка ймовірність то о, о це число не є дільником числа 0

 
 2
 
 2

 4
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 .  ва і  червоних і  білих троянд. ибира ть нав-
мання три  них. ка ймовірність то о, о:
1) дві троянди червоні та одна біла  
) серед троянд є як червоні, так і білі

Дода ові завдання

  кільки рі них непарних п ятицифрових чисел мо на 
скласти і  цифр 0, 1, , , , як о цифри в числі не пов-
тор ться

  ідомо, о стрілець  лука влучає у 10   імовір-
ніст , біль о  а 0, , але мен о  ні  0, . кільки 
прибли но мо ло бути виконано пострілів під час трену-
вання, як о стрілець робив  промахи

Ніна Опанасівна Âірченко  народила я 
  ро і  р а ь і  о ла і  До
ор ізи о ма ма и ни  на  про

ор а а дри ви ої ма ма и и 
  одна з н а а ьо  іно   ві і  я а ді ала 

мі народн  визнання в ал зі ма ма и ної 
ізи и  про и  и ви  ля  випав 

на її дол    ро і її ло заар овано з 
полі и ни  мо ивів а зі лано до  

а а  ар  іна пана івна ла рі
но  д н о  м ані о ма ма и но о 

а ль  иїв ь о о нів р и  ім ні 
 в н а Д  нині  ім ні ара а 
в н а  а   ро ів пров ла вона  

а ь и  а ора  ідно о и ір  л  
а ори н  зламали її  і пі ля а а орі ної роз

л и з ма ма и о  вона   ро і поновл  нав ання 
в нів р и і    ро а  ви ладала ма ма и  

а ізи   ола  раїни  а пі ля за ін ння а піран ри 
і за и    ро і андида ь ої ди р а ії пра вала 
ви ла да м в Д    ро  по ина  пра ва и і до і пра

  иїв ь ом  полі ні ном  ін и і нині  
 

ам  іна пана івна ір н о ала ор аніза ором низ и 
ромад ь и  іні іа ив одо ві ові ння пам я і одно о з на

визна ні и  раїн ь и  ма ма и ів и а ла рав а  
  і народні он р н ії ім   рав а  від ри я  

 ро і пам я ни а рав ові на ри орії   
іна пана івна а а о разів відзна ала я д р авними на

ородами в о ла і на и і ні и а ромад ь ої діяльно
і  она  л ном на ово о овари ва ім  ара а в н а  

м ри ан ь о о  в ралі ь о о  ль і ь о о  дин рзь
о о  ондон ь о о і раїн ь о о ма ма и ни  ова

ри в  оро ів ь и  про ор  іна пана івна одно а но  і 
а ор о  і роїн  п р ої з ни  раїн и в і орії  про 
н ї зня о до м н альни  ільм ма  

она повн на н р ії а на н ння
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  Р З  :

  згадаєте деякі 
основні еометричні 
тіла прямокутний 
паралелепіпед, куб, 
піраміду)

  дізнаєтеся ïðî 
мно о ранники, при му

  навчитеся будувати 
обра ення 

ви е а начених тіл, їх 
елементів і найпрості их 
перері ів  обчисл вати 
основні елементи 
а начених тіл, пло і 

їх бічних і повних 
поверхонь.

Р З  
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МНОГОГРАННИКИ. 
ПРИЗМА

 стереометрії вивчатимемо фі ури у просторі, які прий нято 
на ивати ілами або ом ри ними ілами). еомет ричне 
тіло мо на уявити як об єднання частини простору, ай нятої 
фі ичним тілом, та поверхні, яка обме ує ц  частину простору.

ротя ом навчання у колі ро лядатимемо два види ео-
метричних тіл: мно о ранни и і іла о р ання.

 попередніх класах ви в е о на-
йомилися  прямокутним парале-
лепіпедом, кубом, пірамідо . сі 

ці тіла є прикладами мно о ранників.

Многогранником називають тіло, поверхня якого скла
 дається зі скін енної кількості плоских многокутників

На мал нку 1.1 мно о ранник, поверхня яко о склада-
ється  трапецій ABCD і AKLD  трикутників ABK і CLD
та паралело рама BKLC. но окутники, які обме у ть мно-
о ранник, на ива ть ранями, їх сторони – ðåáðàìè, а кінці 

ðåáåð – в р инами мно о ранника. ранями мно о ранника, 
обра ено о на мал нку 1.1, є мно окутники ABCD, AKLD, 

ABK, CLD, BKLC  ребрами – відрі ки AB, BC, CD, DA, BK, 
CL, AK, KL і LD  вер инами – точки A, B, C, D, K і L.

но о ранники бува ть оп лі та н оп лі. Найпрості і 
мно о ранники – опуклі. но о ранник на ива ть îïóêëèì, 
як о він ро мі ений по один бік від пло ини ко ної йо о 
рані. На мал нку 1.1 обра ено опуклий мно о ранник. а-

ува имо, о всі рані опукло о мно о ранника є опуклими 
мно окутниками. На мал нку 1.  обра ено неопуклий мно-
о ранник. ло ина a, якій нале ить рань ABCD цьо о 

мно о ранника, ро биває йо о на дві частини.

ал. 1.1

   

           ал. 1.

МНОГОГРАННИКИ. 
ПРИЗМА§  1 .  

1. Многогранники

Многогранником називають тіло, поверхня якого скла
 дається зі скін енної кількості плоских многокутників

ці тіла є прикладами мно о ранників.

На мал нку 1.1 мно о ранник, поверхня яко о склада-

Многогранником
 дається зі скін енної кількості плоских многокутників

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

ал. 1.3

к о поверхн  мно о ранника ро рі ати по деяких йо о 
реб  рах і ро орнути у пло ину однієї  йо о раней, то отри-
маємо роз ор  дано о мно о ранника. 

к о куб ро рі ати по ребрах AB, CD, A1B1, C1D1, AD, 
AA1, A1D1, то отримаємо йо о ро ортку мал. 1.3).

ло а пов р ні мно о ранни а – це сума пло  усіх йо о 
раней. ло а поверхні мно о ранника дорівн є пло і ро -
ортки цьо о мно о ранника.

 курсі кільної еометрії ро лядатимемо найпрості і 
мно о ранники: при ми і піраміди.

дин  найпрості их мно о ран-
ників – ïðèçìà.  деякими видами 
при м прямо  при мо , паралеле-

піпедом, кубом) ви о найомилися в попередніх класах. ри-
кладами при ми є коробка -під в уття, ку ов ванта івки, 

ести ранний олівець то о.

Призмоþ називають многогранник, у якого дві грані 
рівні їх називають основами  та їх відповідні сторони 
паралельні, а інші грані бі ні  – паралелограми, у 
кожного з яких дві протилежні сторони є сторонами 
основ  

ри му прийнято на ивати а на во  її основ, так на 
 мал нку 1.  обра ено при    му ABCDA1B1C1D1. а о нако  
паралельності пло ин маємо властивість при ми: о нови 
призми парал льні. рані при ми, 
які не є ранями основ, на ива ть 
і ними ранями призми, а сторони 

бічних раней, які не нале ать ос-
новам, – і ними р рами призми. 
На мал нку 1.  паралело рами 
AA1D1D, AÀ1B1 , BB1C1C і CC1D1D – 
бічні рані при ми  AA1, BB1, CC1 і
DD1 – бічні ребра при ми. ро у-
міло, о в і і ні р ра призми 
рівні а парал льні.

2. Призма

Призмоþ називають многогранник, у якого дві грані 
рівні їх називають основами  та їх відповідні сторони 
паралельні, а інші грані бі ні  – паралелограми, у 
кожного з яких дві протилежні сторони є сторонами 
основ  

ести ранний олівець то о.

Призмоþ
рівні їх називають 
паралельні, а інші грані бі ні  – паралелограми, у 

ал. 1.
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Призму називають п кутною, якщо її основою є 
п кутник

На мал нку 1.  обра ено чотирикутну при му.

Перпендикуляр, проведений з деякої то ки однієї ос
нови до площини іншої основи, називають висотоþ
призми

На мал нку 1. : C1K – висота при ми ABCDA1B1C1D1.

ідрізок, що сполу ає дві вершини призми, які не на
лежать одній грані, називають діагоналлþ призми  

На мал нку 1. : C1A – діа ональ при ми ABCDA1B1C1D1.

Призму називають прямоþ, якщо її бі ні ребра пер
пендикулярні до основ, у протилежному випадку 
призму називають похилоþ

На мал нку 1.  обра ено похилу чотирикутну при му, а 
на мал нку 1.  – пряму трикутну при му. ро уміло, о 
і ні рані прямої призми  прямо ни и  а ви о а прямої 

призми дорівн  її і ном  р р .

Пряму призму називають правильноþ, якщо її ос
нови – правильні многокутники

На мал нку 1.  обра ено правильну чотирикутну при му 
ABCDA1B1C1D1.  правильній при мі всі бічні рані – рівні 
прямокутники.

Площеþ повної поверхні призми називають суму 
площ усіх її граней, а площеþ бічної поверхні 
призми – суму площ її бі них граней

       

          ал. 1.                       ал. 1.

Призму називають п кутною, якщо її основою є 
кутник

Призму називають 
п кутник

Перпендикуляр, проведений з деякої то ки однієї ос
нови до площини іншої основи, називають висотоþ
призми

На мал нку 1.  обра ено чотирикутну при му.

Перпендикуляр, проведений з деякої то ки однієї ос
нови до площини іншої основи, називають 
призми

ідрізок, що сполу ає дві вершини призми, які не на
лежать одній грані, називають діагоналлþ призми  

На мал нку 1. : 

ідрізок, що сполу ає дві вершини призми, які не на
лежать одній грані, називають 

Призму називають прямоþ, якщо її бі ні ребра пер
пендикулярні до основ, у протилежному випадку 
призму називають похилоþ

На мал нку 1. : 

Призму називають 
пендикулярні до основ, у протилежному випадку 
призму називають 

Пряму призму називають правильноþ, якщо її ос
нови – правильні многокутники

призми дорівн  її і ном  р р

Пряму
нови – правильні многокутники

Площеþ повної поверхні призми називають суму 
площ усіх її граней, а площеþ бічної поверхні 
призми – суму площ її бі них граней

прямокутники.

Площеþ повної поверхні призми
площ усіх її граней, а 
призми

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

ло а Sповн повної поверхні при ми вира ається сумо  
пло і Sбічн її бічної поверхні та пло  Sосн основ при ми а 
формуло :

Sповн Sбічн  2Sосн.

Теорема про пло у бічної поверхні прямої при ми). 
Площа бі ної поверхні прямої призми дорівнює до
бутку периметра основи на висоту призми, тобто на 
довжину її бі ного ребра

Доведення. Нехай a1, a2, ..., an – сторони основи, а l – 
дов ина бічно о ребра прямої при ми. рахову чи, о всі 
бічні рані прямокутники, маємо:

Sбічн a1l  a2l ... anl  (a1 a2  ... an)l Pl,

äå P a1 a2  ... an – периметр основи. 
Зада а  основі прямої при ми ле ить прямокутний 
трикутник  катетами 3 см і  см. найти дов ину ді а оналі 

рані при ми, о містить іпотену у 
трикутника, як о висота при ми до-
рівн є 1  см.

о в я ання. 1) Нехай ABCA1B1C1 – 
адана трикутна при ма, AC  3 см, 

BC   см, Ñ  0°, BB1  1  см 
мал. 1. ). 

)  {  ( Ñ  0°):  

  см).
3)  { 1À ( B  0°): 1

13 см).

ідповідь. 13 см.

Зада а   основі прямої при ми ле ить рівнобічна тра-
пеція, біль а основа якої дорівн є 11 см, бічна сторона – 
 см, а кути при основі 0°. найти пло у бічної поверхні 

при ми, як о її висота дорівн є мен ій основі трапеції.
о в я ання. 1) Нехай ABCDA1B1C1D1 – адана чотири-

кутна при ма,   11 см, ÀD BC   см, A B  60°
мал. 1. ).
) иконаємо планіметричний мал нок трапеції ABCD, о 

ле ить в основі при ми мал. 1. ), та проведемо в ній ви-
соти DK і CL.

3) {ÀDK: À , ÀK  6cos60°  3 см)  анало ічно 

BL  3 см).

Теорема про пло у бічної поверхні прямої при ми). 
Площа бі ної поверхні прямої призми дорівнює до
бутку периметра основи на висоту призми, тобто на 
довжину її бі ного ребра

Теорема про пло у бічної поверхні прямої при ми). 
Площа бі ної поверхні прямої призми дорівнює до
бутку периметра основи на висоту призми, тобто на 

Зада а 

ал. 1.

Зада а   основі прямої при

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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            ал. 1.                    ал. 1.

4) KDCL – прямокутник, тому DC KL AB – 2ÀK  11 –
–   3   см).
) исота BB1 при ми а умово  дорівн є мен ій основі 

трапеції, тобто DÑ. т е, BB1   см).
6) Sбічн Pl, P  11         см), l   см). 
) Sбічн      1 0 см2).

ідповідь. 1 0 см2.

Зада а  ічне ребро похилої при ми дорівн є 1  см і 
утвор є  пло ино  основи кут 0°. найти висоту при ми.

о в я ання. 1) скільки мно окутник, о ле ить в ос-
нові при ми, не має начення, використаємо мал нок 1. . 
а умово  CC1  1  см, C1K – висота при ми.

2) CK – проекція C1C на пло ину основи ABC. Тому C1CK – 
кут, о утвор є бічне ребро CC1  пло ино  основи ABC, 
а умово  C1CK  60°.

3)  {CC1K ( K  0°): C , C1K CC1sin60°

 16  см).

ідповідь.  см.

ід час ро в я ування деяких ео-
метричних адач, пов я а них  
мно о ранниками, корисно вміти 
будувати на мал нку п р різи мно-

о ранника рі ними пло инами.
о  ро умі ть під поняттям перері у мно о ранника

і но  пло ино  мно о ранника будемо на ивати будь-яку 
пло ину, по обидва боки від якої є точки дано о мно о ранника. 
ічна пло ина перетинає рані мно о ранника по відрі ках. 

но окутник, сторонами яко о є ці відрі ки, на ива ть 
п р різом мно о ранни а.

На мал нку 1.10 чотирикутник KLMN є перері ом три-
кутної піраміди QABC.

            ал. 1.                    ал. 1.            ал. 1.                    ал. 1.

Зада а  ічне ребро похилої при ми дорівн є 1  см і 

3. Поняття перерізу 
многогранника

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

аува имо, о в адачах січну 
пло ину ада ть одним  відомих 
вам способів: або трьома точками, 

о не ле ать на одній прямій, або 
прямо  і точко , о не ле ить на 
ній, або двома прямими, о перети-
на ться. Для побудови перері у до-
статньо побудувати точки перетину 
січної пло ини  ребрами мно о-
ранника, після чо о провести від-

рі ки, о сполуча ть ко ні дві по-
будовані точки, о нале ать одній і 
тій самій рані.

Далі ро лянемо найпрості і 
перері и при ми.

ерері  при ми, який проходить 
чере  два бічних ребра, о не нале-

ать одній рані, на ива ть діа о
нальним п р різом.

На мал нку 1.11 ÀÀ1C1C – діа-
ональний перері  прямої при ми. 
ей перері  є прямокутником, 

одна і сторін яко о – діа ональ ос-
нови ÀC, а ін а – бічне ребро ÀÀ1. 

 похилій при мі діа ональним пе-
рері ом є паралело рам.

ноді в адачах потрібно не тіль-
  ки побудувати перері , а й найти 
йо о пло у чи периметр або вико-
ристати перері   ін о  мето .

Зада а   основі прямої при ми ле ить ромб і стороно  
 см і острим кутом 60°. найти пло у діа онально о пере-

рі у при ми, одніє  і сторін яко о є біль а діа ональ 
ромба, як о бічне ребро при ми дорівн є  см.

о в я ання.  1) Нехай ABCDA1B1C1D1 – при ма, в основі 
якої ле ить ромб ABCD, AB   см, A  60°, AC – біль а 
діа ональ ромба мал. 1.11). Тоді ACC1A1 – діа ональний пе-
рері , пло у яко о потрібно найти. CC1  см а умово ).
2) ADC  1 0° – 60°  120°.
3)  {ADC а теоремо  косинусів:
AC2 AD2 DC2 – 2      D  

 см).
) Тоді  см2).

ідповідь.  см2.

4. Побудова 
перерізів призми

ал. 1.11

Зада а   основі прямої при ми ле ить ромб і стороно  

ал. 1.10

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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асто в адачах ро ляда ть перері и при ми, о проходять 
чере  сторону основи при ми і перетина ть бічні ребра при ми.

Зада а   основі прямої при ми ле ить рівносторонній 
трикутник, сторона яко о дорівн є  см. ере  сторону три-
кутника проведено перері , який утвор є кут 30°  пло-

ино  основи і перетинає бічне ребро в йо о середині. 
найти пло у повної поверхні при ми.
о в я ання. 1) Нехай ABCA1B1C1 – 

трикутна при ма, основа якої – рівно-
сторонній трикутник ABC, AB   см 
мал. 1.1 ).
) ере  сторону AB основи трикут-

ника проведено перері  ABK, де K – 
середина ребра CC1.
3) роведемо у {ABC медіану CM, яка 
є тако  висото  цьо о трикутника  

 см).

) скільки CM AB і CM є проекціє  
KM на пло ину ABC, то а теоремо  
про три перпендикуляри матимемо: KM AB.
Тоді KMC – кут, о утвор є перері   пло ино  основи. 
а умово  KMC  30°.
)  {KMC ( C  0°): M , KC  2       tg30°

 см).

) скільки K – середина CC1, то CC1  2KC       см).
) Sповн Sбічн  2Sосн.

) Sосн  см2).

) Sбічн Pl  3       см2).

10) Тоді Sповн          см2).

ідповідь.    см2.

в лід визна ив призм  я  ом ри н  
і р  о мі и ь я мі  двома рівними 

і парал льними пло инами о новами  
а і ними ранями  парал ло рамами
в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  

 иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а  
а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані

   ан лі ь и  ма ма и  р  лор 
 дав а  визна ння призми   мно о ранни   я о о 

в і рані  о рім дво  парал льні одні  прямі

Зада а   основі прямої при ми ле ить рівносторонній 

ал. 1.1

в лід визна ив призм  я  ом ри н  
і р  о мі и ь я мі  двома рівними 

і парал льними пло инами о новами  
а і ними ранями  парал ло рамами
в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  

 иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а  
а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані

   ан лі ь и  ма ма и  р  лор 
 дав а  визна ння призми   мно о ранни   я о о 

в і рані  о рім дво  парал льні одні  прямі

 иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а  
а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані
 иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а   иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а  
а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма раніа  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма раніа  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма раніа  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані

   ан лі ь и  ма ма и  р  лор 
а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані

 дав а  визна ння призми   мно о ранни   я о о 
в і рані  о рім дво  парал льні одні  прямі

а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані
   ан лі ь и  ма ма и  р  лор 

 дав а  визна ння призми   мно о ранни   я о о 
в і рані  о рім дво  парал льні одні  прямі

а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма раніа  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані
   ан лі ь и  ма ма и  р  лор 

 дав а  визна ння призми   мно о ранни   я о о 
в і рані  о рім дво  парал льні одні  прямів і рані  о рім дво  парал льні одні  прямів і рані  о рім дво  парал льні одні  прямів і рані  о рім дво  парал льні одні  прямів і рані  о рім дво  парал льні одні  прямів і рані  о рім дво  парал льні одні  прямів і рані  о рім дво  парал льні одні  прямів і рані  о рім дво  парал льні одні  прямі

 дав а  визна ння призми   мно о ранни   я о о  дав а  визна ння призми   мно о ранни   я о о 

а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані

в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  
а і ними ранями  парал ло рамами

 иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а   иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а   иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а   иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а  
в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  

а і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамами
в рні ь ва  о в лід ви ори ов вав рмін пло ина  я  

а і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамамиа і ними ранями  парал ло рамами

 иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а  
а  і в н і ін нної  о м ної її а ини  зо р ма рані
 иро ом  н і роз ляда и її н о м н  в і  напрям а  

À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ( но ) Наведіть приклади мно о ранників  навко-

ли ньо о середови а. кі  них опуклі, а які – не-
опуклі

 ( но ) Наведіть приклади тіл  на-
вколи ньо о середови а, о ма ть 
форму при ми.

 ка іть рані, ребра та вер ини 
мно о ранника, обра ено о на ма-
л нку 1.13.

 ка іть рані, ребра та вер ини 
мно о ранника, обра ено о на ма-
л нку 1.1 .

 кільки ребер і раней у чотири-
кутній при мі

 кільки ребер і раней у п ятикутній 
при мі

  при мі пло а основи дорівн є 
 см2, а пло а бічної поверхні – 

1  см2. найдіть пло у повної по-
верхні при ми.

  при мі пло а бічної поверхні дорівн є 10 см2, а пло а 
основи –  см2. найдіть пло у повної поверхні при ми.

  трикутній при мі пло а основи дорівн є  см2, а 
пло і бічних раней –  см2, 1  см2 і 1  см2. найдіть 
пло у повної поверхні при ми.

  чотирикутній при мі пло а основи дорівн є 1  см2, а 
пло а ко ної  бічних раней –  см2. найдіть пло у 
повної поверхні при ми.

        
      

         
        

        
           

n        
            

        
         

         
       

         
   

  
ли ньо о середови а. кі  них опуклі, а які – не-
опуклі

ал. 1.13

ал. 1.1
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  ку наймен у кількість: 1) ребер мо е мати мно-
о ранник  ) раней мо е мати мно о ранник

 и існує мно о ранник, у яко о кількість вер ин до-
рівн є кількості раней   ра і по итивної відповіді на-
мал йте йо о.

 и начте, скільки сторін має мно окутник, о ле ить 
в основі при ми, як о в цієї при ми 11 раней.

 ри ма має  раней. кільки сторін має мно окутник, 
о ле ить в основі при ми

 кий мно окутник ле ить в основі при ми, як о вона 
має 1  ребер

 кий мно окутник ле ить в основі при ми, як о вона 
має 1  ребер

  цирку використову ть тумбу для тварин, о має 
форму правильної трикутної при ми, сторона основи якої 
дорівн є 0 см, а висота – 0 см. отрібно пофарбувати 
бічну поверхн  цієї при ми. кільки фарби буде викори-
стано, як о на 1 дм2 поверхні витрача ть 3  фарби

 дним  елементів дитячо о майданчика є правильна 
естикутна при ма, сторона основи якої дорівн є 0 см, 

а висота – 0 см. отрібно пофарбувати бічну поверхн  
цієї при ми. кільки фарби буде використано, як о на 
1 дм2 поверхні витрача ть 3  фарби

  правильній трикутній при мі сторона основи дорівн є 
 см, а діа ональ бічної рані –  см. найдіть пло у 

бічної поверхні при ми.

 сново  прямої при ми є прямокутний трикутник  ка-
тетами  см і  см. найдіть пло у бічної поверхні 
при ми, як о її висота дорівн є  см.

 сново  прямої при ми є прямокутник і сторонами  см 
і  см. найдіть висоту при ми, як о пло а її повної 
поверхні дорівн є 1  см2.

  правильній чотирикутній при мі сторона основи до-
рівн є  см, а пло а повної поверхні при ми дорівн є 

0 см2. найдіть висоту при ми.

 ічне ребро похилої при ми дорівн є  см і утвор є  
пло ино  основи кут 30°. найдіть висоту при ми.

 исота похилої при ми дорівн є  см. найдіть бічне 
ребро при ми, як о воно утвор є  пло ино  основи 
кут 0°.
  правильній чотирикутній при мі сторона основи до-
рівн є  см, а бічне ребро – 3 см. найдіть пло у діа о-
нально о перері у цієї при ми.
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  чотирикутній при мі осново  є прямокутник і сторо-
нами  см і 1  см. найдіть пло у діа онально о пере-
рі у при ми, як о її бічне ребро дорівн є 10 см.

  и існує при ма, у якої: 
1)  ребер     ) 101 ребро

 и існує при ма, у якої: 
1)  ребер     )  ребра

 але підприємство випускає подарункові коробки у ви-
ляді при ми, осново  якої є ромб  діа оналями  см і 

10 см. ло а повної поверхні при ми дорівн є 0 см2. 
найдіть висоту цієї коробки.

 Для бері ання картоплі потрібно ви отовити короб і  
кри ко  у формі при ми авви ки 0,  м. сново  
при ми є рівнобічна трапеція  основами 0,  м, 0,  м і 
бічно  стороно  0,  м. кільки фанери надобиться для 
ви отовлення короба  ідповідь окру літь до десятих 
квадратних метрів.

  основі прямої при ми ле ить рівнобедрений три-
кутник  осново   см і бічно  стороно   см. ере  ос-
нову цьо о трикутника проведено перері , який утвор є 
кут °  пло ино  основи і перетинає бічне ребро. 
найдіть пло у цьо о перері у.

  основі прямої при ми ле ить рівносторонній три-
кутник і стороно   дм. ере  сторону цьо о трикутника 
проведено перері , о утвор є  пло ино  основи кут 0°
і перетинає бічне ребро. найдіть пло у цьо о перері у.

  основі прямої при ми ле ить ромб  острим кутом 
60° і пло е   см2. найдіть пло у бічної поверхні 
цієї при ми, як о діа ональ бічної рані нахилена до 
пло ини основи під кутом 0°.
  правильній чотирикутній при мі діа ональ основи до-
рівн є  см. найдіть пло у бічної поверхні цієї при ми, 
як о діа ональ при ми утвор є  пло ино  основи кут °.
  основі прямої при ми ле ить прямокутник, сторони 
яко о відносяться як 1 : . ло а бічної поверхні при ми 
дорівн є 0 см2, а повної поверхні – 1  см2. найдіть 
висоту при ми.

 снова прямої при ми – ромб  острим кутом 30°. 
ло а повної поверхні при ми дорівн є 33 см2, а пло а 

її бічної поверхні –  см2. найдіть висоту при ми.

  основі похилої при ми ле ить рівносторонній три-

кутник і стороно   см. дна  вер ин верхньої ос-
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нови при ми проектується в центр ни ньої основи. 
найдіть висоту при ми, як о її бічне ребро дорівн є 

10 см.

  основі похилої при ми ле ить квадрат і стороно  
10 см. дна  вер ин верхньої основи при ми проекту-
ється в середину сторони ни ньої основи. найдіть 
дов ину бічно о ребра при ми, як о її висота дорівн є 
1  см. 

  основі прямої при ми ле ить рівнобічна трапеція, ос-
нови якої дорівн ть 1 см і  см, а бічна сторона – 
0 см. найдіть пло у повної поверхні при ми, як о її 

бічне ребро дорівн є висоті основи.

  основі прямої при ми ле ить прямокутна трапеція  
мен о  осново   см та бічними сторонами 1  см і 0 см. 
найдіть пло у повної поверхні при ми, як о її бічне 

ребро дорівн є мен ій діа оналі основи.

  найдіть відно ення пло і наймен о о діа ональ-
но о перері у правильної естикутної при ми до пло і 
йо о найбіль о о діа онально о перері у.

  основі прямої при ми ле ить ромб  кутом 0°. най-
діть відно ення пло і біль о о діа онально о перері у 
при ми до пло і мен о о діа онально о перері у цієї 
при ми. 

 сново  прямої при ми є ромб, пло а яко о дорівн є 
Q, а мен а діа ональ – d. іль а діа ональ при ми на-
хилена до пло ини основи під кутом . найдіть пло у 
бічної поверхні при ми.

 ло а основи правильної трикутної при ми дорівн є 
S , а діа ональ бічної рані утвор є  осново  кут a. 
найдіть пло у бічної поверхні при ми.

 Діа оналі правильної естикутної при ми дорівн ть 
1  см і 1  см. найдіть пло у бічної поверхні цієї 
при ми.

  похилій при мі проведено пе-
рері , перпендикулярний до бічних 
ребер, о перетинає всі бічні ребра 
мал. 1.1 ). Доведіть, о бічну по-
верхн  при ми Sбічн мо на найти 
а формуло  Sбічн Pï  l, де Pï – пе-

риметр перері у, l – дов ина біч-
но о ребра при ми.

  похилій трикутній при мі дві бічні рані в аємно пер-
пендикулярні. х спільне бічне ребро находиться на від-

  

ал. 1.1
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стані 3 см і  см від двох ін их бічних ребер. най діть 
дов ину бічно о ребра при ми, як о пло а її бічної по-
верхні дорівн є 1 0 см2.

 ебро похилої трикутної при ми дорівн є  см. Дві 
бічні рані при ми в аємно перпендикулярні, а їх спільне 
бічне ребро находиться на відстані  см і 1  см від 
двох ін их бічних ребер. найдіть пло у бічної поверхні 
при ми.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 Дру і ер ій і вітлана ведуть доровий спосіб иття та 

проводять кілька ра ів на ти день ле коатлетичне тренування, 
пробі а чи по колу радіуса 0 м, причому ер ій пробі ає  кіл, 
а вітлана –  кіл. видкість бі у ер ія – 1  км од, віт-
лани – 1  км од. то  дру ів витрачає біль е часу на трену-
вання і на скільки  ідповідь дайте  точніст  до секунди.)

 отрібно пофарбувати стел  у двох кімнатах: одна  
них квадратної форми і стороно   м, а ін а – прямокутна 
 ро мірами  м і  м. Для фарбування 1 м2 стелі потрібно 
0  фарби. арба продається в банках по ,  к . ку най-

мен у кількість банок фарби слід для цьо о купити

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

 кільки ребер, раней, вер ин має прямокутний пара-
лелепіпед

 найдіть пло у поверхні куба, ребро яко о дорівн є: 
1)  дм       )  см.

 найдіть пло у повної поверхні прямокутно о парале-
лепіпеда, виміри яко о дорівн ть: 
1) 3 см,  см і  см       ) 1 дм,  см і 0 мм.

 ерпендикуляр, проведений  деякої точки до пло ини, 
дорівн є  см, а похила – 1  см. найдіть проекці  цієї 
похилої на пло ину.

À Á Ã Ä

 см  см  см 13 см
ін а 

відповідь

 ерпендикуляр, проведений  деякої точки до пло ини, 
дорівн є  см, а похила – 1  см. найдіть проекці  цієї 
похилої на пло ину.

À Á Ã Ä

 см  см  см 13 см
ін а 

відповідь

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



11

 ри якому наченні m вектори (m  1  – ) і   ) 
перпендикулярні

À Á Ã Ä
0 1 2 3 4

 На скільки відсотків біль иться пло а прямокутника, 
як о дві йо о паралельні сторони біль ити на 10 , а дві 
ін і – на 0 

À Á Ã Ä
на 10 на 1  на 0 на 30 на 3  

 MN – діаметр кола, а MK – хорда, яка дорівн є поло-
вині діаметра. найдіть величину кута KNM.

À Á Ã Ä
1 ° 30° ° 60° °

 На мал нку обра ено куб  ABCDA1B1C1D1. До ко но о 
початку речення 1– ) доберіть йо о акінчення –Д) так, 

об утворилося правильне тверд ення.

Ïî÷àòîê 
р ння

а ін ння 
р ння

ряма AC... À ...перпендикулярна 
до пло ини ABC.

2 ряма BB1... Á ...паралельна пло ині 
ABC.

3 ряма DC1... ...нале ить пло ині 
ABC.

4 ряма B1D1... Ã ...має  пло ино  
ABC ли е дві спільні 
точки.

Ä ...утвор є  пло и-
но  ABC кут °.

 торони прямокутно о трикутника утвор ть арифме-
тичну про ресі . найдіть тан енс мен о о остро о кута 
цьо о трикутника.

ПАРАЛЕЛЕПІПЕД

 попередніх класах ви о найомилися  прямокутним па-
ралелепіпедом і кубом. бидва ці тіла є видами парал л пі
ïåäà. о лянемо паралелепіпед детальні е. 

ПАРАЛЕЛЕПІПЕД§  2 .  
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Паралелепіпедом називають приз
  му, основою якої є паралелограм

 паралелепіпеда всі рані паралело рами. 
скільки паралелепіпед є при мо , то всі властивості 

при ми справд у ться і для паралелепіпеда.
аралелепіпед, бічні ребра яко о перпендикулярні до пло-

ини основи, на ива ть прямим парал л піп дом. о о бічні 
рані – прямокутники. На мал нку .1 обра ено прямий 

паралелепіпед. 

       
           ал. .1                     ал. .

к о бічні ребра паралелепіпеда не перпендикулярні до 
пло ини основи, то паралелепіпед на ива ть ïîõèëèì. На 
мал нку .  обра ено похилий паралелепіпед.

рані паралелепіпеда, які не ма ть спільних вер ин, на-
ива ть про ил ними ранями. На мал нку .  протиле -

ними ранями є рані ABCD і A1B1C1D1, ABB1A1 і DCC1D1, 
AA1D1D і BB1C1C.

о лянемо вла иво і парал л піп да.

Теорема 1 властивість протиле них раней парале-
лепіпеда). Протилежні грані паралелепіпеда пара
лельні та рівні

Доведення. 1) о лянемо паралелепіпед ABCDA1B1C1D1, 
обра ений на мал нку . . рані ABCD і A1B1C1D1 цьо о 

паралелепіпеда паралельні та рівні, оскільки є основами па-
ралелепіпеда.
) окладемо паралелепіпед, наприклад, на рань AA1D1D. 

Тоді рані AA1D1D і BB1C1C є основами паралелепіпеда. 
 тому вони паралельні та рівні.

3) нало ічно доводимо, о паралельними і рівними є рані 
AA1B1B і DD1C1C. 

Теорема  властивість діа оналей паралелепіпеда). 
іа гоналі паралелепіпеда перетинаються і то кою пе

ретину діляться навпіл

Паралелепіпедом називають приз
  му, основою якої є паралелограм

 паралелепіпеда всі рані паралело рами. 

Паралелепіпедом
  му, основою якої є паралелограм1. Паралелепіпед

Теорема 1 властивість протиле них раней парале-
лепіпеда). Протилежні грані паралелепіпеда пара
лельні та рівні

о лянемо 

Теорема 1 властивість протиле них раней парале-
лепіпеда). 
лельні та рівні

Теорема  властивість діа оналей паралелепіпеда). 
іа гоналі паралелепіпеда перетинаються і то кою пе

ретину діляться навпіл

AA1B1

Теорема  властивість діа оналей паралелепіпеда). 
іа гоналі паралелепіпеда перетинаються і то кою пе

ретину діляться навпіл
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Доведення. 1) о лянемо будь-які дві діа оналі паралеле-
піпеда, наприклад A1C і B1D мал. .3).
) скільки AB CD і AB A1B1, 

òî CD A1B1. Тому прямі CD і 
A1B1 ле ать в одній пло ині. 
3) скільки AB CD і AB A1B1, 
òî A1B1 CD.
4) A1B1 CD і A1B1 CD. а о -
нако  чотирикутник A1B1CD є па-
ралело рамом. о о діа оналі A1C 
і B1D перетина ться в точці O і 
ціє  точко  діляться навпіл.
) нало ічно доводять, о діа о-

налі A1C і AC1 перетина ться в точці O яка є середино  
A1C). я точка ділить навпіл і діа ональ AC1. Так само 
 міркуємо і одо діа оналей A1C і BD1.
) т е, усі чотири діа оналі паралело рама перетина ться 

в одній точці і ціє  точко  діляться навпіл. 
Зада а сново  прямо о паралелепіпеда є ромб і сто-
роно   см і тупим кутом 1 0°. найти дов ину біль ої 
 діа оналі паралелепіпеда, як о йо о висота дорівн є  см. 

о в я ання. 1) Нехай на мал н-
  ку .  обра ено прямий паралеле-
піпед ABCDA1B1C1D1, ABCD – ромб, 
AB BC   см, ABC  120°.
) скільки AC є біль о  діа о-

налл  ромба, то A1C є біль о  діа о-
налл  паралелепіпеда.
3)  {ABC а теоремо  косинусів:
AC2 AB2 BC2 –   AB  BC  B  

 см).
)  {AA1C ( A  0°): 

 см).

ідповідь. 1  см.

Зада а торони основи прямо о паралелепіпеда дорів-
н ть 10 см і 1  см, а одна  діа оналей основи 1 см. 
іль а діа ональ паралелепіпеда дорівн є  см. найти 

пло у бічної поверхні паралелепіпеда.
о в я ання. 1) Нехай a  10 см і b  1  см – сторони ос-

нови, d1  1 см – діа ональ основи. а властивіст  діа о-
налей паралело рама: d1

2 d2
2  2(a2 b2), відки d2

2  2(102 

 1 2) – 212  d2  см). скільки 1, то біль о  
діа оналл  паралелепіпеда є та, проекціє  якої на пло ину 
основи є діа ональ основи ав дов ки 1 см.

ал. .3

Зада а 

ал. .

Зада а 
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2) AC  1 см, A1C   см мал. . ). 

 {AA1C ( A  0°):  см).
3) скільки прямий паралелепіпед є видом прямої при ми, 
то пло у бічної поверхні Sбічн прямо о паралелепіпеда 
мо на найти а формуло : Sбічн Pl, де P – периметр ос-
нови, l – дов ина бічно о ребра. аємо: P  2(10  1 ) 
  см), Sбічн    0  10 0 см2).
ідповідь. 10 0 см2.

Прямокутним паралелепіпедом
називають прямий паралелепіпед, 
основою якого є прямокутник

аува имо, о всі рані прямокутно о паралелепіпеда є 
прямокутниками, усі дво ранні кути – прямими. 

Дов ини трьох ребер прямокутно о паралелепіпеда, які 
виходять  однієї вер ини, на ива ть вимірами або ліні
ними вимірами) прямо но о парал л піп да.

На мал нку .  AB a, AD b, 
AA1 c – виміри прямокутно о паралелепі-
педа ABCDA1B1C1D1. ро уміло, о в 
цьому прямокутному паралелепіпеді чо-
тири ребра ма ть дов ину a, чотири – 
дов ину b і чотири – дов ину c. 

На практиці, оворячи про ро міри 
кімнати, о має форму прямокутно о па-
ралелепіпеда, амість слова виміри  при-
родно використовувати слова дов ина , 

ирина  та висота . ро уміло, о 
дов ина, ирина та висота кімнати і є її вимірами.  деяких 
адачах будемо і для прямокутно о паралелепіпеда вико-

ристовувати терміни дов ина , ирина  та висота .
о лянемо теорему, яка пов я ує діа ональ прямокутно о 

паралелепіпеда  йо о лінійними вимірами.

Теорема 3 формула для обчислення дов ини діа о-
налі прямокутно о паралелепіпеда). Квадрат діагоналі 
прямокутного паралелепіпеда дорівнює сумі квадратів 
трьох його вимірів

Доведення. 1) Нехай ABCDA1B1C1D1 – прямокутний па-
ралелепіпед мал. . ), AB a, AD b, AA1 c, B1D d.
)  {ABD ( A  0°): BD2 a2 b2.

3) BB1 AA1 c. 
)  {BB1D ( B  0°): B1D2 BD2 BB1

2 a2 b2 c 2.
т е, d2 a2 b2 c2. 

Прямокутним паралелепіпедом
називають прямий паралелепіпед, 
основою якого є прямокутник

Прямокутним паралелепіпедом
називають прямий паралелепіпед, 
основою якого є прямокутник

2. Прямокутний 
паралелепіпед

ал. .

Теорема 3 формула для обчислення дов ини діа о-
налі прямокутно о паралелепіпеда). Квадрат діагоналі 
прямокутного паралелепіпеда дорівнює сумі квадратів 
трьох його вимірів

паралелепіпеда  йо о лінійними вимірами.

Теорема 3 формула для обчислення дов ини діа о-
налі прямокутно о паралелепіпеда). 
прямокутного паралелепіпеда дорівнює сумі квадратів 
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аува имо, о ця теорема є просторовим анало ом плані-
метричної теореми іфа ора.

Наслідок. сі отири діагоналі прямокутного пара
лелепіпеда рівні

Прямокутний паралелепіпед, усі три виміри якого 
рівні, називають кубом

сі рані куба – рівні квадрати.

Зада а Довести, о пло у повної поверхні Sповн пря-
мокутно о паралелепіпеда мо на находити а формуло  
Sповн  2(ab  ac  bc), де a, b, c – виміри прямокутно о пара-
лелепіпеда.

Доведення. ло а повної поверхні прямокутно о парале-
лепіпеда складається  двох прямокутників, дов ини 
сторін яких a і b мал. . ), двох прямокутників, дов ини 
сторін яких a і c, та двох прямокутників, дов ини сторін 
яких b і c. Тому 

Sповн  2ab 2ac 2bc  Sповн  2(ab  ac  bc). 

Зада а Дов ини основи прямокутно о паралелепіпеда 

äîрівн ть 3 см і  см, а діа ональ –  см. найти пло у 
повної поверхні паралелепіпеда.

о в я ання. 

1)  a  3 см, b   см, d  см. аємо: a2  b2  c2  d2  

   c2  d 2 – (a2  b2)  c2 ( )2 – (32 2)  c2  c   см).
2)  Sповн  2(ab  ac  bc)  3    3      )   см2).

ідповідь.  см2.

        
         

       
       

      
        

      
    

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ( но ) Наведіть приклади тіл  навколи ньо о сере-

дови а, о ма ть форму: 
1) паралелепіпеда           ) куба.

Наслідок. сі отири діагоналі прямокутного пара
лелепіпеда рівні

метричної теореми іфа ора.

Наслідок.
лелепіпеда рівні

Прямокутний паралелепіпед, усі три виміри якого 
рівні, називають кубом

сі рані куба – рівні квадрати.

Прямокутний паралелепіпед, усі три виміри якого 
рівні, називають 

Зада а 

Зада а 

        
         

       
       

      
        

      
    

  
дови а, о ма ть форму: 
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 и є паралелепіпедом чотирикутна при ма, в основі якої 
ле ить чотирикутник, усі сторони яко о відповідно до-
рівн ть:
1) 3 см,  см, 3 см і  см     )  см,  см,  см і  см

 и є паралелепіпедом чотирикутна при ма, в основі якої 
ле ить чотирикутник, усі сторони яко о відповідно до-
рівн ть:
1)  см,  см,  см і  см     ) 3 см,  см, 3 см і  см

 и є паралелепіпедом чотирикутна при ма, в основі якої ле-
ить чотирикутник, усі кути яко о відповідно дорівн ть:

1) 20°, 1 0°, 0° і 1 0°       ) 1 0°, 0°, 0° і 0°
 и є паралелепіпедом чотирикутна при ма, в основі якої 
ле ить чотирикутник, усі кути яко о відповідно дорів-
н ть:
1) 0°, 110°, 0° і 100°       ) 130°, 0°, 130° і 0°

  На аводі випуска ть набори кубиків. До набору 
входить по 10 кубиків червоно о, елено о, синьо о і 

овто о кольорів. кільки пластмаси ко но о кольору 
надобиться для одно о тако о набору, як о ребро кубика 

дорівн є  см

ідома в усьому світі і ра ка кубик у-
біка має ребро авдов ки ,  см. найдіть 
пло у поверхні кубика убіка.

 торони основи прямокутно о паралеле-
піпеда дорівн ть  см і  см, а діа о-
наль –  см. найдіть пло у бічної 
поверхні паралелепіпеда.

 торона основи прямокутно о паралелепіпеда і йо о ви-
сота дорівн ть по  дм, а діа ональ – 3 дм. найдіть 
пло у бічної поверхні паралелепіпеда.

 торони основи прямокутно о паралелепіпеда дорів-
н ть  см і 1  см, а висота – 10 см. найдіть пло у: 
1) діа онально о перері у паралелепіпеда
) повної поверхні паралелепіпеда.

 торони основи прямокутно о паралелепіпеда дорів-
н ть  см і 1  см, а висота –  см. найдіть пло у: 
1) діа онально о перері у паралелепіпеда
) повної поверхні паралелепіпеда.

 сново  прямо о паралелепіпеда є паралело рам і сто-
ронами 3 см і  см та тупим кутом 1 0°. найдіть висоту 
паралелепіпеда, як о біль а діа ональ паралелепіпеда 
нахилена до пло ини основи під кутом °.
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 сново  прямо о паралелепіпеда є ромб і стороно  
4  см і острим кутом 0°. ен а діа ональ паралелепі-
педа нахилена до пло ини основи під кутом 30°. най-
діть висоту паралелепіпеда.

 найдіть виміри прямокутно о паралелепіпеда, як о 
вони відносяться як  : 3 : , а сума всіх йо о ребер до-
рівн є  см.

 найдіть виміри прямокутно о паралелепіпеда, як о 
сума всіх йо о ребер дорівн є  см, а виміри відно-
сяться як 1 : 3 : .

 ло а діа онально о перері у прямокутно о паралеле-
піпеда дорівн є 1  см2, а бічне ребро – 3 см. найдіть 
дов ину діа оналі паралелепіпеда.

 ло а діа онально о перері у прямокутно о паралеле-
піпеда дорівн є 0 см2, а діа ональ основи – 1  см. най-
діть дов ину діа оналі паралелепіпеда.

 торони основи прямокутно о паралелепіпеда дорів-
н ть  см і  см. овна поверхня паралелепіпеда до-
рівн є 1  см2. найдіть: 
1) пло у бічної поверхні паралелепіпеда  
) висоту паралелепіпеда.

 сново  прямокутно о паралелепіпеда є квадрат і сто-
роно   см. ло а повної поверхні паралелепіпеда до-
рівн є 11  см2. найдіть: 
1) пло у бічної поверхні паралелепіпеда  
) висоту паралелепіпеда.

  сново  прямо о паралелепіпеда є квадрат. Діа о-
наль паралелепіпеда дорівн є  см, а діа ональ бічної 

рані – 2  см. найдіть:
1) сторону основи паралелепіпеда
) висоту паралелепіпеда

3) пло у бічної поверхні паралелепіпеда
) пло у повної поверхні паралелепіпеда
) пло у діа онально о перері у.

 сново  прямо о паралелепіпеда є квадрат. Діа ональ 
бічної рані паралелепіпеда дорівн є  см, а діа ональ 
паралелепіпеда – 10 см. найдіть:
1) сторону основи паралелепіпеда
) висоту паралелепіпеда

3) пло у бічної поверхні паралелепіпеда
) пло у повної поверхні паралелепіпеда
) пло у діа онально о перері у паралелепіпеда.
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 найдіть пло у повної поверхні прямокутно о парале-
лепіпеда, як о йо о діа ональ біль а а лінійні виміри 
на  см,  см і 1 см.

 Діа ональ прямокутно о паралелепіпеда біль а а сто-
рони основи на 1 см і  см, а висота паралелепіпеда 
дорів  н є 3 см. найдіть пло у повної поверхні парале-
лепіпеда.

 торони основи прямо о паралелепіпеда дорівн ть 
3 см і  см, а тупий кут 1 0°. ло а мен о о  діа о-
нальних перері ів паралелепіпеда дорівн є 0 см2. най-
діть пло у: 
1) біль о о діа онально о перері у паралелепіпеда  
) бічної поверхні паралелепіпеда.

 сново  прямо о паралелепіпеда є ромб  острим 
кутом 0° і стороно   см. ло а біль о о  діа о-
нальних перері ів паралелепіпеда дорівн є 0  см2. 
найдіть пло у: 

1) мен о о діа онально о перері у паралелепіпеда  
) бічної поверхні паралелепіпеда. 

 Деталь, обра ену на мал нку 
. , треба пофарбувати усі дво-
ранні кути деталі – прямі). 
кільки для цьо о потрібно 

фарби, як о на 1 дм2 поверхні 
витрача ть 3  фарби

 Деталь, обра ену на мал нку 
. , треба пофарбувати усі дво-
ранні кути деталі – прямі). 
кільки для цьо о потрібно 

фарби, як о на 1 дм2 поверхні 
витрача ть 3,   фарби  

 сново  прямо о паралелепі-
педа є ромб  острим кутом 0°
і мен о  діа оналл   см. 
іль а діа ональ паралелепі-

педа нахилена до пло ини ос-
нови під кутом 30°. найдіть 
пло у бічної поверхні паралеле-
піпеда.

 торони основи прямо о паралелепіпеда дорівн ть 
3 см і  см, а кут мі  ними 1 0°. ен а діа ональ пара-
лелепіпеда дорівн є біль ій діа оналі основи. найдіть 
пло у бічної поверхні паралелепіпеда.

ал. .

ал. .
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  сново  прямо о паралелепіпеда є ромб, одна  діа-
оналей яко о дорівн є йо о стороні. ічне ребро парале-

лепіпеда дорівн є  см. найдіть пло у бічної 
поверхні паралелепіпеда, як о пло а йо о повної по-
верхні дорівн є  см2.

 сново  прямо о паралелепіпеда є ромб  острим кутом 
30°. ічне ребро паралелепіпеда дорівн є  см, а пло а 
повної поверхні паралелепіпеда – 1  см2. найдіть 
пло у бічної поверхні паралелепіпеда.

 сново  прямо о паралелепіпеда є паралело рам  о-
стрим кутом 30° і пло е  10 см2. ло і бічних раней 
паралелепіпеда дорівн ть 3  см2 і  см2. найдіть ви-
соту паралелепіпеда.

 сново  прямо о паралелепіпеда є ромб, пло а яко о 
1  см2. ло і діа ональних перері ів паралелепіпеда до-
рівн ть 0 см2 і 30 см2. найдіть висоту паралелепіпеда.

 ічне ребро AA1 похило о паралелепіпеда ABCDA1B1C1D1

утвор є рівні острі кути  ребрами AB і AD цьо о пара-
лелепіпеда. A1K – висота паралелепіпеда. Доведіть, о 
точка K нале ить бісектрисі кута BAD.

 сново  похило о паралелепіпеда є ромб  острим ку -
том 0°. ічне ребро, о виходить  вер ини цьо о кута, 
утвор є і сторонами кута кути по °. найдіть висоту 
паралелепіпеда, як о йо о бічне ребро дорівн є 3  см.

 сново  похило о паралелепіпеда є квадрат, а бічне ребро 
утвор є і сторонами основи рівні кути по 0°. найдіть ви-
соту паралелепіпеда, як о йо о бічне ребро дорівн є  см.

 Діа оналі раней прямокутно о паралелепіпеда дорів-
н ть  см,  см і  см. найдіть дов ину діа оналі па-
ралелепіпеда.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
  ма а ині є три види плитки для підло и:

ид плитки іна однієї плитки

вадратна плитка і стороно   дм  рн

литка, о має дов ину  дм і ирину 1 дм 13 рн

вадратна плитка і стороно  3 дм 0 рн

 кухні, дов ина якої  м, а ирина 3 м, потрібно покрити 
підло у плитко . ку плитку кра е придбати, об атрати 
на покриття підло и були наймен і  бчисліть ці витрати.
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 ідомо, о 1 а лісу очи ує а рік 1  000 000 м3 повітря. 
кільки кубічних метрів повітря очистить а рік ліс пло е : 

1)  а      ) 3 км2

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
  точки A до пло ини a проведено перпендикуляр AK і 
похилу AM. найдіть:
1) AM, як о AK   см, MK   см
2) AK, як о MK   см, AM  1  см.

  точки O – точки перетину діа оналей квадрата ABCD
до йо о пло ини побудовано перпендикуляр OK. най-
діть OK, як о AB   см, AK  3 см.

 рямі AB і CD паралельні див. мал.). 
найдіть радусну міру кута AMC.

À Á Ã Ä
60° 0° 0° ° 0°

 рямі a і b паралельні у просторі. 
ряма ñ перетинає пряму a. к мо уть 

бути ро та овані прямі b і ñ

À Á Ã Ä

пере-
тина-
тися

перетина-
тися або 

бути пара-
лельними

бути 
мимо-

бі ними

перетина-
тися або 

бути мимо-
бі ними

бути пара-
лельними або 

мимобі -
ними

 ри яких наченнях m і n вектори (m  1  –3) і  –3  n) 
колінеарні

À Á Ã Ä

m  –3, 
n  

m  3, 
n  –

m  –3, 
n  –

m  3, 
n  

ін а
відповідь

 ри якому наченні x відстань мі  точками A(x   – ) і 
B 0  –1  –1) дорівн є 

À Á Ã Ä

x  2 x  –2 x   або 
x  –2

x  0 або 
x  2

немає таких 
начень x

 рямі AB і CD паралельні див. мал.). 
найдіть радусну міру кута AMC.

À Á Ã Ä
60° 0° 0° ° 0°

 рямі a і b паралельні у просторі. 
ряма ñ перетинає пряму a. к мо уть 

бути ро та овані прямі b і ñ

À Á Ã Ä

пере-
тина-
тися

перетина-
тися або 

бути пара-
лельними

бути 
мимо-

бі ними

перетина-
тися або 

бути мимо-
бі ними

бути пара-
лельними або 

мимобі -
ними

 ри яких наченнях m і n вектори (m  1  –3) і  –3  n) 
колінеарні

À Á Ã Ä

m  –3, 
n  

m  3, 
n  –

m  –3, 
n  –

m  3, 
n  

ін а
відповідь

 ри якому наченні x відстань мі  точками A(x   – ) і 
B 0  –1  –1) дорівн є 

À Á Ã Ä

x  2 x  –2 x   або 
x  –2

x  0 або 
x  2

немає таких 
начень x

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 становіть відповідність мі  властивіст  правильно о 
мно окутника 1– ) та кількіст  йо о сторін –Д).

ла иві ь іль і ь 
орін

внутрі ній кут дорівн є 
13 °

À

2 овні ній кут дорівн є 30° Á
3 овні ній кут на 100° мен-

ий, ні  внутрі ній
10

4 кількість діа оналей дорів-
н є 3

Ã 11

Ä 12

 торони основи прямої трикутної при ми 10 см, 1  см і 
1 см. ло а перері у, проведено о чере  бічне ребро і 

мен у висоту основи, дорівн є  см2. найдіть дов ину 
бічно о ребра при ми у см).

ПІРАМІДА

 попередніх класах вам у е траплялася піраміда. о -
лянемо це еометричне тіло детальні е.

Пірамідоþ називають многогран
 ник, у якого одна з граней – до

вільний многокутник її називають основоþ , а інші 
грані – трикутники зі спільною вершиною

На мал нку 3.1 обра ено піраміду, осново  якої є мно-
окутник ABCDE. рані і спільно  вер ино , про які 

йдеться в о наченні піраміди, – трикутники ABP, BCP, CDP, 
DEP і AEP. і рані на ива ть і ними 
ранями піраміди. х спільну точку – 

точку P – на ива ть в р ино  піраміди. 
іраміду, обра ену на мал нку 3.1, на-

ива ть пірамідо  PABCDE. ебра піра-
міди, які сполуча ть вер ину піраміди  
вер инами основи піраміди, на ива ть 
і ними р рами піраміди. На ма-

л нку 3.1 відрі ки PA, PB, PC, PD і PE – 
бічні ребра піраміди.

 становіть відповідність мі  властивіст  правильно о 
мно окутника 1– ) та кількіст  йо о сторін –Д).

ла иві ь іль і ь 
орін

внутрі ній кут дорівн є 
13 °

À

2 овні ній кут дорівн є 30° Á
3 овні ній кут на 100° мен-

ий, ні  внутрі ній
10

4 кількість діа оналей дорів-
н є 3

Ã 11

Ä 12

 торони основи прямої трикутної при ми 10 см, 1  см і 
1 см. ло а перері у, проведено о чере  бічне ребро і 

мен у висоту основи, дорівн є  см2. найдіть дов ину 
бічно о ребра при ми у см).

ПІРАМІДА§  3 .  

Пірамідоþ називають многогран
 ник, у якого одна з граней – до

вільний многокутник її називають основоþ , а інші 
грані – трикутники зі спільною вершиною

Пірамідоþ
 ник, у якого одна з граней – до

вільний многокутник її називають 

1. Піраміда

ал. 3.1

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

Піраміду називають п кутноþ, якщо її основою є 
п кутник  рикутну піраміду називають також тетрае
дром

На мал нку 3.1 обра ено п ятикутну піраміду.

Перпендикуляр, проведений з вершини піраміди до 
площини основи, називають висотоþ піраміди  

На мал нку 3.1 відрі ок PK є висото  піраміди, точка 
K – о нова ви о и.

Площа повної поверхні піраміди дорівнює сумі площ 
усіх її граней, а площа бічної поверхні піраміди – 
сумі площ її бі них граней  

ло а Sповн повної поверхні піраміди вира ається чере  
пло у Sбічн її бічної поверхні та пло у Sосн основи піраміди 
формуло :

Sповн Sбічн Sосн.

Зада а  сі плоскі кути при вер ині 
тетраедра по 30°. най ти пло у бічної
поверхні цьо о тетраедра, як о йо о 
бічні ребра дорівн ть  см, 3 см і  см.

о в я ання. 1) На мал нку 3.  
обра ено тетраедр PABC. а умово : 
APB BPC APC  30°, PA   см, 

PB  3 см, PC   см.

2) Sбічн  SPAB SPBC SPAC   

   sin APB     sin BPC 

     sin APC  sin30°    3  3      ) ,  см2).

ідповідь. ,  см2.

Зада а Довести, о коли в піраміді 
виконується одна  двох таких умов: 
усі бічні ребра утвор ть  пло ино  
основи рівні кути або дов ини всіх 
бічних ребер рівні, то осново  висоти 
піраміди є центр кола, описано о 
навколо основи піраміди.
Доведення. 1) Нехай PA1A2...An – а-
дана піраміда, точка K – основа висоти 
PK мал. 3.3).

Піраміду називають п кутноþ, якщо її основою є 
кутник  рикутну піраміду називають також тетрае

дром

РОЗДІЛ 1

Піраміду називають 
п кутник  рикутну піраміду називають також тетрае
дром

Перпендикуляр, проведений з вершини піраміди до 
площини основи, називають висотоþ піраміди  

На мал нку 3.1 відрі ок 

Перпендикуляр, проведений з вершини піраміди до 
площини основи, називають 

Площа повної поверхні піраміди дорівнює сумі площ 
усіх її граней, а площа бічної поверхні піраміди – 
сумі площ її бі них граней  

K – о нова ви о и

Площа повної поверхні піраміди
усіх її граней, а 
сумі площ її бі них граней  

ал. 3.

Зада а  сі плоскі кути при вер ині 

ал. 3.3

Зада а 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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2) A1K – ïðоекція бічно о ребра A1P на пло ину основи, 
тому PA1K – кут, о утвор є бічне ребро PA1  пло ино  
основи. нало ічно PA2K – кут, о утвор є бічне ребро 
PA2  пло и но  основи, ..., PAnK – кут, о утвор є бічне 
ðåáðî PAn  пло ино  основи.
3) к о PA1K PA2K  ... PAnK, то {PA1K 

{PA2K  ... {PAnK а катетом і протиле ним острим 
кутом). к о PA1 PA2  ... PAn, то {PA1K {PA2K  ... 

{PAnK а катетом і іпотену о ).  обох випадках мати-
мемо висновок про те, о KA1 KA2  ... KAn.
) т е, точка K нале ить пло ині основи піраміди і рів-

новіддалена від усіх вер ин основи. Тому точка K – центр 
кола, описано о навколо основи. 

Зада а о не  бічних ребер тетраедра дорівн є см. 

сново  піраміди є трикутник і сторонами  см,  см і 
 см. найти висоту піраміди.
о в я ання. 1) Нехай PABC – те-

траедр мал. 3. ), який адано в умові 

адачі, PA PB PC  см, 

AB AC   см, BC   см, PK – висота 
тетраедра.
) скільки всі бічні ребра тетраедра 

рівні, то точка K – центр кола, опи -
сано о навколо трикутника ABC, 
AK R – радіус кола.

3) икористаємо формулу , де a, b, c – сторони три-

кутника, S – йо о пло а.
) ло у трикутника мо на найти а формуло  ерона: 

, де  – півпериметр три-

кутника. аємо:

 см),  см2).

) Тоді  см).

)  {APK ( K  0°): 

 см).

ідповідь. ,  см.

Зада а 

ал. 3.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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РОЗДІЛ 1

Піраміду називають правильноþ, 
якщо її основою є правильний много
кутник, а основа висоти піраміди збіга
  ється із центром цього многокутника

На адаємо, о центром правильно о 
мно окутника на ива ть центр описано о 
навколо ньо о або вписано о в ньо о) 
кола. На мал нку 3.  обра ено пра-
вильну трикутну піраміду, а на ма-
л нку 3.  – правильну чотирикутну пі-
раміду. исота ко ної піраміди – відрі ок 
PK, точка K – центр правильно о мно о-
кутника, о ле ить в основі піраміди.

і  правильної піраміди на ива ть 
пряму, яка містить її висоту.

скільки AK BK CK DK мал. 3. ), 
òî {PKA   {PKB {PKC {PKD а 
двома катетами), тому PA PB PC

PD. т е,

і і ні р ра правильної піраміди 
рівні

скільки AB BC CD DA, то 
{PAB {PBC {PCD {PDA а трьома 
сторонами). т е, 

і і ні рані правильної піраміди  рівні рівно др ні 
ри ни и

исоту бі ної грані правильної піраміди, проведену з 
її вершини, називають апофемоþ піраміди

На мал нку 3.  PM – висота бічної рані PAC, PM – одна 
 апофем піраміди. ро уміло, о всі апофеми правильної пі-

раміди рівні мі  собо . к о піраміда не є правильно , то 
апофем вона не має.

Теорема 1 про пло у бічної поверхні правильної пі-
раміди). Площа бі ної поверхні правильної піраміди 
дорівнює добутку півпериметра основи на апо ему

Доведення. Нехай у правильній ï-кутній піраміді сторона 
основи дорівн є a, а апофема – l.

Тоді Sбічн . скільки an P – ïåриметр 

основи, то  – півпериметр основи. т е, Sбічн pl. 

Піраміду називають правильноþ, 
якщо її основою є правильний много
кутник, а основа висоти піраміди збіга
  ється із центром цього многокутника

Піраміду
якщо її основою є правильний много
кутник, а основа висоти піраміди збіга

2. Правильна 
піраміда

ал. 3.

ал. 3.

і і ні р ра правильної піраміди 
рівні

PD. т е,

скільки 

і і ні р ра правильної піраміди 
рівні

і і ні рані правильної піраміди  рівні рівно др ні 
ри ни и

сторонами). т е, 

і і ні рані правильної піраміди  рівні рівно др ні 
ри ни и

исоту бі ної грані правильної піраміди, проведену з 
її вершини, називають апофемоþ піраміди

На мал нку 3.  

ри ни и

исоту бі ної грані правильної піраміди, проведену з 
її вершини, називають 

Теорема 1 про пло у бічної поверхні правильної пі-
раміди). Площа бі ної поверхні правильної піраміди 
дорівнює добутку півпериметра основи на апо ему

апофем вона не має.

Теорема 1 про пло у бічної поверхні правильної пі-
раміди). 
дорівнює добутку півпериметра основи на апо ему

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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Зада а найти пло у повної поверхні правильної чоти-
рикутної піраміди, сторона основи якої дорівн є  см, а ви-
сота –  см.

о в я ання. 1) На мал нку 3.  
обра ено правильну чотирикутну 

піраміду PABCD, AD   см – сторона 
 основи, яка є квад ратом, PK   см – 
висота піраміди.
2) Sповн Sбічн Sосн.
3) Sосн AD2  62  3  см2).
4) PM – висота і медіана {PDC. с -
кіль   ки M – середина CD, а K – сере-
дина AC, то KM – середня лінія трикутника ACD. Тому 

 см).

)  {PKM ( K  0°):  см).

6) Sбічн pl  0 см2).

) Sповн  60  36   см2).
ідповідь.  см2.

о лянемо найпрості і перері и 
піраміди.

ерері  піраміди, який проходить 
чере  два бічних ребра, о не нале-

ать одній рані, на ива ть діа ональним п р різом.
На мал нку 3.  BPD – діа ональ-

 ний перері  чотирикутної піраміди 
PABCD. Діа ональні перері и піра-
міди – трикутники, одніє   вер ин 
яких є вер ина піраміди, а проти-
ле на їй сторона – діа ональ основи.

Зада а найти периметр діа о-
нально о перері у правильної чотири-
кутної піраміди, сторона основи якої 

дорівн є  см, а бічне ребро –  см.
о в я ання. 1) Нехай PABCD – правильна чотирикутна 

піраміда мал. 3. ), PAC – її діа ональний перері . 
) а умово  AD DC   см, PA PC   см.

3)  {ADC ( D  0°):

 см).

) Тоді периметр перері у P  10      см).
ідповідь.  см.

Зада а 

ал. 3.

3. Побудова 
перерізів піраміди

ал. 3.

Зада а 
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РОЗДІЛ 1

асто в адачах ро ляда ть перері и піраміди, о прохо-
дять чере  сторону основи піраміди і перетина ть бічні ребра 
піраміди.

Зада а  правильній трикутній піраміді, сторона основи 
якої дорівн є см, чере  сторону основи перпендикулярно 
до бічно о ребра проведено перері . найти пло у цьо о 
 перері у, як о він утвор є і  пло ино  основи піраміди 
кут 30°.

о в я ання. 1) роведемо у пра-
вильній піраміді PABC  осново  ABC 
висоту BM бічної рані BPC мал. 3. ).
2) {BMC {AMC а двома сторонами 
й кутом мі  ними), тому AMC

BMC  0°.
3) а о нако  перпендикулярності пря-
 мої та пло ини ABM) PC. Тому 
ABM – перері , пло у яко о треба 
найти.

4) CN – висота основи піраміди, CN AB, 
тому а теоремо  про три перпендику-
ляри MN AB.
) а о нако  перпендикулярності прямої та пло ини 

маємо MNC) AB, тому MNC – кут, о утвор є перері  
і  пло и но  основи. а умово  MNC  30°.

6) .

)  {CBN:  см).
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  Накресліть п ятикутну піраміду QABCDM  вер ино  

в точці Q. ка іть її основу, бічні рані, бічні ребра.

 Накресліть чотирикутну піраміду TKLMN  вер ино  в 
точці T. ка іть її основу, бічні рані, бічні ребра.

 кільки раней і скільки ребер має семикутна піраміда

 кільки раней і скільки ребер має естикутна піраміда

 найдіть пло у бічної поверхні правильної чотирикутної 
піраміди, як о пло а однієї бічної рані піраміди до-
рівн є 1  см2.

 найдіть пло у бічної поверхні правильної трикутної пі-
раміди, як о пло а однієї бічної рані дорівн є 0 см2.

 ериметр основи правильної піраміди дорівн є 10 см, а 
апофема – 3 см. найдіть пло у бічної поверхні цієї пі-
раміди.

 пофема правильної піраміди дорівн є  см, а периметр 
основи – 0 см. найдіть пло у бічної поверхні цієї піра-
міди.

 ло а повної поверхні піраміди дорівн є 0 см2, а 
пло а її бічної поверхні – 00 см2. найдіть пло у ос-
нови піраміди.

 ло а основи піраміди дорівн є 1  см2, а пло а бічної 
по верхні – 30 см2. найдіть пло у повної поверхні піра-
міди.
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РОЗДІЛ 1

  ×и існує піраміда, у якої кількість ребер дорівн є: 
1) 13      ) 1      3) 011      ) 01

 и існує піраміда, у якої кількість ребер дорівн є: 
1) 1      ) 13      3) 00      ) 00

 торона основи правильної восьмикутної піраміди до-
рівн є  см, а апофема –  см. найдіть пло у бічної 
поверхні піраміди.

 пофема правильної естикутної піраміди дорівн є 
 см, а сторона основи –  см. найдіть пло у бічної по-

верхні піраміди.

 пофема правильної трикутної піраміди дорівн є  см, 
а сторона основи –  см. найдіть пло у повної поверхні 
піраміди.

 торона основи правильної чотирикутної піраміди до-
рівн є  см, а апофема – 3 см. найдіть пло у повної 
поверхні піраміди.

 Намет являє собо  правильну чотирикутну піраміду, 
усі вісім ребер якої дорівн ть по  м. кільки ква-
дратних метрів тканини треба для по иття тако о на-
мету  ідповідь окру літь до десятих квадратних метрів.)

іраміда ефферта – і ра ка, о 
являє собо  тетраедр, усі ребра 
яко о дорівн ть по  см. бчис-
літь пло у повної поверхні цієї 
і ра ки. ідповідь окру літь до де-
сятих квадратних сантиметрів.)

 найдіть суму плоских кутів чоти-
рикутної піраміди.

 найдіть суму плоских кутів трикутної піраміди.

 торона основи правильної трикутної піраміди дорівн є 
 см, а висота –  см. найдіть пло у перері у піраміди, 
о проходить чере  її висоту і бічне ребро.

 торона основи правильної чотирикутної піраміди до-
рівн є 3  см, а висота –  см. найдіть пло у діа о-
нально о перері у цієї піраміди.

 ічне ребро правильної трикутної піраміди дорівн є 
4  см і утвор є  пло ино  основи кут °. найдіть 
висоту піраміди та сторону її основи.

 ічне ребро правильної чотирикутної піраміди дорівн є 
4  см і утвор є  пло ино  основи кут 0°. найдіть 
висоту піраміди і сторону її основи.
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 сново  піраміди є прямокутник і сторонами  см і 
 см, а осново  висоти піраміди є точка перетину діа о-

налей цьо о прямокутника. 
1)  Доведіть, о всі бічні ребра піраміди рівні мі  собо .
)  найдіть висоту піраміди, як о її бічне ребро до-

рівн є 13 см.

 сново  піраміди є ромб  діа оналями 3  см і 1  см, а 
осново  висоти піраміди є точка перетину діа оналей 
ромба. найдіть бічні ребра піраміди, як о її висота до-
рівн є 1  см.

 іраміда еопса у ипті ара  
являє собо  правильну чотирикутну 
піраміду, сторона основи якої при-
бли но дорівн є 300 м, а бічне 
ребро –  м. найдіть висоту піра-
міди еопса  точніст  до десятих 
метра.

 іраміда ефрена в ипті ара  являє собо  правильну 
чотирикутну піраміду, сторона основи якої прибли но до-
рівн є 10,  м, а висота – 13 ,  м. найдіть дов ину біч-
но о ребра піраміди ефрена  точніст  до десятих метра.

   правильній трикутній піраміді бічне ребро до-
рівн є 4  см і утвор є  пло ино  основи кут 0°. 
найдіть пло у основи піраміди та її апофему.

  правильній чотирикутній піраміді бічне ребро до-
рівн є  см і утвор є  пло ино  основи кут °. 
най діть пло у основи піраміди та її апофему.

  правильній чотирикутній піраміді бічні рані утвор ть 
і  пло ино  основи кути 30°. найдіть пло у повної по-

верхні піраміди, як о апофема піраміди дорівн є  см. 

  правильній трикутній піраміді бічні рані утвор ть 
 пло ино  основи кути 0°. найдіть пло у повної 

 по  верх   ні піраміди, як о сторона основи піраміди до-
рів н є  см.

 сново  піраміди є рівнобедрений трикутник  осново  
 см і бічно  стороно   см. ічні рані піраміди, о 

містять бічні сторони рівнобедрено о трикутника, пер-
пендикулярні до основи, а третя – нахилена до основи 
під кутом 0°. найдіть висоту піраміди.

 сново  піраміди є рівносторонній трикутник і сто-
роно   см. Дві бічні рані піраміди перпендикулярні до 
пло ини основи, а третя – нахилена до пло ини основи 
під кутом 30°. найдіть висоту піраміди.
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  правильній трикутній піраміді пло а бічної поверхні 
дорівн є  см2, а плоский кут при вер ині – 0°. най-
діть пло у основи піраміди.

  правильній чотирикутній піраміді пло а бічної по-

верхні дорівн є 24  см2, а плоский кут при вер ині – 
60°. найдіть пло у основи піраміди.

 сново  піраміди є трикутник і сторонами 13 см, 1  см 
і 1  см. сі бічні ребра піраміди нахилені до пло ини 
основи під одним і тим самим кутом. найдіть дов ини 
бічних ребер піраміди, як о її висота дорівн є 1 ,  см.

 сново  піраміди є трикутник і сторонами  см, 13 см 

і 1  см. сі бічні ребра піраміди дорівн ть по 12  см. 

най діть висоту піраміди.

 Доведіть, о коли в піраміді виконується одна  
двох таких умов: усі бічні рані утвор ть і  пло ино  
основи рівні кути або дов ини висот усіх бічних раней 
рівні, то осново  висоти піраміди є центр кола, вписа-
но о в основу піраміди.

 сново  піраміди є прямокутний трикутник  катетами 
 см і  см. сі бічні рані піраміди утвор ть і  пло-
ино  основи кути по °. найдіть пло у повної по-

верхні піраміди.

 сново  піраміди є трикутник і сторонами 11 см,  см 
і 30 см. исоти всіх бічних раней рівні мі  собо , а ви-
сота піраміди дорівн є 3 см. найдіть пло у повної по-
верхні піраміди.

 сново  піраміди є ромб  діа оналями 0 см і 30 см. 
исоти всіх бічних раней піраміди дорівн ть по 13 см. 
най діть дов ину висоти піраміди.

 сново  піраміди є рівнобедрений трикутник  осново  
 см і бічно  стороно   см. ічна рань піраміди, о 

містить основу рівнобедрено о трикутника, перпендику-
лярна до пло ини основи, а дві ін і – нахилені під 
кутом °. найдіть висоту піраміди.

 сново  піраміди є рівносторонній трикутник і сто-
роно   см. дна  бічних раней піраміди перпендику-
лярна до пло ини основи, а дві ін і – нахилені під 
кутом 0°. найдіть висоту піраміди.

 найдіть бічну поверхн  правильної трикутної піра-
міди, сторона основи якої дорівн є  см, як о пло ина, 
яка проходить чере  сторону основи і середину висоти пі-
раміди, нахилена до пло ини основи під кутом 0°.
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  правильній трикутній піраміді сторона основи дорівн є 
 см, а плоский кут при вер ині 0°. ере  одну і сторін 

основи перпендикулярно до протиле но о бічно о ребра 
проведено перері . найдіть пло у цьо о перері у.

  правильній чотирикутній піраміді кут нахилу бічно о 
ребра до пло ини основи дорівн є 0°. найдіть тан енс 
кута нахилу бічної рані до пло ини основи.

  правильній трикутній піраміді кут, о утвор є бічна 
рань і  пло ино  основи, дорівн є °. найдіть тан-
енс кута, о утвор є бічне ребро і  пло ино  основи.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 кільна ділянка має форму прямокутника, ро міри 

яко о 10 м і 1  м. осередині неї учні та учениці коли ро -
били квітник так, о навколо ньо о утворилася дорі ка од-
накової ирини. найдіть ирину дорі ки, як о пло а 
квітника становить 1  м2. 

 об по тукатурити стіни кімнати, потрібно купити 
суху сумі  і  ро рахунку  мі ків сумі і на  м2 поверхні 
стін. ирина кімнати становить 3,3 м, дов ина –  м, а ви-
сота – ,  м. імната має одні двері та одне вікно. ирина 
дверей – 0,  м, висота –  м  ирина вікна –  м, висота – 
1,  м. кільки мі ків сухої сумі і слід купити, як о стіни 
потрібно по тукатурити повніст , від підло и до стелі

 ідомо, о пряма b перпендикулярна до пло ини a, 
пло ина a паралельна прямій c. ким мо е бути в аємне 
ро мі ення прямих b і c

À
паралельні 

або перетина ться
Ã

паралельні або 
мимобі ні

Á перетина ться або мимобі ні Ä перетина ться

мимобі ні

 дна  основ трапеції на  см мен а, ні  ін а, а середня 
лінія трапеції дорівн є  см. найдіть дов ину біль ої ос-
нови трапеції.

À Á Ã Ä

 см  см  см  см 10 см

 ідомо, о пряма b перпендикулярна до пло ини a, 
пло ина a паралельна прямій c. ким мо е бути в аємне 
ро мі ення прямих b і c

À
паралельні 

або перетина ться
Ã

паралельні або 
мимобі ні

Á перетина ться або мимобі ні Ä перетина ться

мимобі ні

 дна  основ трапеції на  см мен а, ні  ін а, а середня 
лінія трапеції дорівн є  см. найдіть дов ину біль ої ос-
нови трапеції.

À Á Ã Ä

 см  см  см  см 10 см

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 найдіть пло у рівнобедрено о трикутника, бічна сто-
рона яко о дорівн є 1  см, а висота – 1  см.

À Á Ã Ä

1 0 см2 1 ,  см2  см2 0 см2 ін а відповідь

 найдіть координати вектора , який дорівн є рі ниці 

векторів , як о B –1   3), C 0  1  –3), A – до-
вільна точка простору.

À 1  –1  – ) Ã –1  –1  )

Á –1  3  0) Ä немо ливо найти

–1  1  )

 дна  основ трапеції на 1  см 
біль а а ін у, а периметр трапеції 
дорівн є  см див. мал.). Діа о-
наль трапеції ділить острий кут 
навпіл. становіть відповідність мі  
відрі ком 1– ) та йо о дов ино  

–Д).

ідрізо  Дов ина

мен а основа трапеції À  см

2 біль а основа трапеції Á 10 см

3 висота трапеції 1  см 

4 середня лінія трапеції Ã 0 см

Ä  см

  рівнобедреному трикутнику ABC  осново  AB бісек-
триса кута A перетинає сторону BC у точці N, ANC  3°. 
най діть мен ий  кутів трикутника у радусах).

ПРАВИЛЬНІ
МНОГОГРАННИКИ

 попередніх класах ви в е вивчали поняття правильно о 
мно о ни а. На адаємо, о у планіметрії правильним 
мно окутником на ива ть мно окутник, у яко о всі сторони 
рівні та всі кути рівні.  стереометрії анало ічно ро ляда ть 
правильні мно о ранни и.

ПРАВИЛЬНІ
МНОГОГРАННИКИ§  4 .  
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пуклий многогранник нази
вають правильним, якщо всі його 
грані – рівні правильні многокут
ники, а в кожній вершині много
гранника сходиться одна й та 
сама кількість ребер

рикладом правильно о мно о ранника є куб. сі йо о 
рані – рівні квадрати, і в ко ній  восьми вер ин сходиться 

по три ребра.
к вам відомо  попередніх класів, існує нескінченно ба-

ато видів правильних мно окутників. е випливає  то о, 
о кількість сторін правильно о мно окутника мо е бути 

будь-яким натуральним числом, не мен им ні  3. роте 
видів правильних мно о ранників усьо о п ять: правильни  
òåòðàåäð, êóá, îêòàåäð, äîäåêàåäð, і о а др мал. .1). 

            

равильни              а др      Дод а др     о а др
òåòðàåäð

ал. .1

исло вер ин, ребер, раней ко но о  правильних мно-
о ранників подано в таб лиці, яка системати ує вла иво і 

правильни  мно о ранни ів.

а
зв

а
 

п
р
а
в
и
л
ьн

ог
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м
н
ог

ог
р
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н

í
è
ê
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 у
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 в
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1 равильний 
тетраедр 3 3 4 4 6 1 0°

2 уб 4 3 6 12 0°
3 ктаедр 3 4 6 12 240°
4 Додекаедр 3 12 20 30 324°

косаедр 3 20 12 30 300°

пуклий многогранник нази
вають правильним, якщо всі його 
грані – рівні правильні многокут
ники, а в кожній вершині много
гранника сходиться одна й та 
сама кількість ребер

вають 
грані – рівні правильні многокут

1. Означення 
та властивості 
правильних 
многогранників
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РОЗДІЛ 1

Тако  до властивостей правильних мно о ранників мо на 
віднести таку:

і дво ранні и о но о з правильни  мно о ранни ів  
я і вор ні двома ранями зі пільним р ром  рівні

 природі, техніці, практичній діяльності л дини трапля-
ться об єкти, о ма ть форму правильних мно о ранників. 
орму куба ма ть кристали кухонної солі, деякі алма и, ди-

тячі і ра ки. н і алма и кристалі у ться у формі октаедрів, 
а кристали алі но о колчедану ма ть форму додекаедра.

Зада а найти висоти правиль-
но о тетраедра, ребро яко о до-
рівн є a.

о в я ання. 1) скільки пра-
вильний тетраедр є видом пра-

вильної трикут  ної піраміди, то осново  висоти є центр ос-
нови. На мал нку .  о бра ено 
правильний тетраедр PABC  ребром a.
2) KB – радіус кола, описано о навколо 
правильно о трикутника і стороно  a, 

.

3)  {PKB ( K  0°): 

.

) нало ічно мо на обчислити ін і 
висоти правильно о тетраедра, які тако  будуть дорівн -

вати .

ідповідь. .

Зада а найти кут мі  діа оналями двох раней куба, 
о ма ть спільну точку.
о в я ання. 1) Нехай ABCDA1B1C1D1 – 

куб мал. .3). найдемо кут, наприклад, 
мі  діа оналями DA1 і DC1.
) получимо точки A1 і C1. сі сто-

рони трикутника A1C1D є діа оналями 
рівних квадратів, тому A1D A1C1

C1D. 
3) т е, {A1C1D – рівносторонній, 
тому A1DC1  60°.

ідповідь. 60°.

2. Ðозв’язування 
задач із правильними 
многогранниками

Зада а 

ал. .3

Зада а 

ал. .
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Зада а найти пло у повної поверхні ікосаедра, ребро 
яко о дорівн є a.

о в я ання. 1) сі рані ікосаедра – рівні рівносторонні 
трикутники. скільки сторона цьо о трикутника дорівн є 

a, то йо о пло а дорівн є .

) сіх раней в ікосаедра 0. Тому пло а повної поверхні

Sповн .

ідповідь  .

ння про правильні мно о ранни и мі
и ь я в о анні   ни і в ліда 
а ала  по а  в лід ановл  

і н вання и  мно о ранни ів і по аз  я  ї  мо на  впи а и 
 р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о
ранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  ін
и  н  і н
Д я і відомо і про мно о ранни и мали  давні и лі 
ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  

п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  
я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и 
а др  ра др і дод а др  о іль и о а др і і о
а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  
  до н  

        
     О   

    

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  найдіть пло у повної поверхні октаедра, як о 

пло а однієї рані дорівн є  дм2.

 найдіть пло у повної поверхні куба, як о пло а однієї 
рані дорівн є  см2.

  найдіть пло у повної поверхні куба, як о йо о 
ребро дорівн є  см.

 найдіть пло у повної поверхні правильно о тетраедра, 
ребро яко о дорівн є  см.

 найдіть діа ональ куба, ребро яко о дорівн є 1 дм.

Зада а 

ння про правильні мно о ранни и мі
и ь я в о анні   ни і в ліда 
а ала  по а  в лід ановл  

і н вання и  мно о ранни ів і по аз  я  ї  мо на  впи а и 
 р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о
ранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  ін
и  н  і н
Д я і відомо і про мно о ранни и мали  давні и лі 
ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  

п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  
я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и 
а др  ра др і дод а др  о іль и о а др і і о
а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  
  до н  

ранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  ін
 р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о
ранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  інранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  інранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  інранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  ін
и  н  і н

ранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  ін
и  н  і ни  н  і ни  н  і н
Д я і відомо і про мно о ранни и мали  давні и лі 
ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  

и  н  і ни  н  і ни  н  і н

ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  
п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  
я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и 

а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  
а др  ра др і дод а др  о іль и о а др і і оа др  ра др і дод а др  о іль и о а др і і оа др  ра др і дод а др  о іль и о а др і і о

я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и 
п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  

ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  
п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  п я и правильни  мно о ранни ів припи  і а ор  дна  

ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  
Д я і відомо і про мно о ранни и мали  давні и лі Д я і відомо і про мно о ранни и мали  давні и лі Д я і відомо і про мно о ранни и мали  давні и лі 
и  н  і н

ранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  ін
 р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о

і н вання и  мно о ранни ів і по аз  я  ї  мо на  впи а и 
 р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о

і н вання и  мно о ранни ів і по аз  я  ї  мо на  впи а и і н вання и  мно о ранни ів і по аз  я  ї  мо на  впи а и і н вання и  мно о ранни ів і по аз  я  ї  мо на  впи а и 
 р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о
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 р   по ім доводи ь  о  рім п я и правильни  мно о
ранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  інранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  інранни ів  про я і д  мова в ьом  пара ра і підр ни а  ін

я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и я  ло в ановл но пізні  і а ор мі  зна и іль и 
а др  ра др і дод а др  о іль и о а др і і о
а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  
а др  ра др і дод а др  о іль и о а др і і о
а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  
а др  ра др і дод а др  о іль и о а др і і о
а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  

ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  ип  Давньо р ь и  ма ма и  ро л   по дов  

а др ло  імовірно  від ри о ли  ом ін ь им  
  до н    до н    до н    до н  

À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...

        
     О   

    

  
пло а однієї рані дорівн є  дм
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РОЗДІЛ 1

 найдіть пло у рані куба, як о діа ональ цієї рані до-
рівн є  см.

 ло а повної поверхні октаедра дорівн є  см2. най-
діть дов ину ребра октаедра.

 ло а повної поверхні ікосаедра дорівн є  см2. 
найдіть дов ину ребра ікосаедра.

  ебро куба дорівн є  см. ло а повної поверхні 
додекаедра дорівн є пло і повної поверхні куба. най-
діть пло у однієї рані додекаедра.

 ло а однієї рані додекаедра дорівн є  дм2. ло а 
повної поверхні додекаедра дорівн є пло і повної по-
верхні куба. найдіть дов ину ребра куба.

 найдіть суму всіх плоских кутів при всіх вер инах 
ікосаедра.

 найдіть суму всіх плоских кутів при всіх вер инах ок-
таедра.

 PABC – правильний тетраедр, точка O – центр рані 
ABC, точки A1, B1, C1 – середини ребер PA, PB і PC від-
повідно. Доведіть, о PA1B1C1 тако  правильний те-
траедр.

  кубі ABCDA1B1C1D1 центр верхньої основи точка P
сполучена  вер инами A, B, C і D. Доведіть, о 
PABCD – правильна піраміда.

 ебро октаедра дорівн є a. найдіть відстань мі  про-
тиле ними вер инами октаедра.

 исота правильно о тетраедра дорівн є . найдіть 
ребро правильно о тетраедра.

  найдіть дво ранні кути правильно о тетраедра.

 найдіть кути, о утвор ть бічні ребра правиль-
но о тетраедра і  пло ино  основи.

   1) Доведіть, о центри раней октаедра є вер инами 
куба. 

 ) найдіть ребро куба, як о ребро октаедра дорівн є a.

 1) Доведіть, о центри раней куба є вер инами октаедра. 
 ) найдіть ребро октаедра, як о ребро куба дорівн є a.

 ( ра и на діяльні ь.) упіть два пакети соку одна-
ково о об єму: один, о має форму прямокутно о парале-
лепіпеда, ін ий – правильно о тетраедра. иконайте 
відповідні обчислення та встановіть, на який  пакетів 
для соку витратили мен е матеріалу.
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Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 Для якісно о виро ування однієї рослини буряка по-

трібна пло а, о має форму квадрата і стороно  30 см. 
кільки рослин буряка мо на виростити на ороді квадратної 

форми і стороно  31,  м

 дно о рулону палер вистачає для обкле вання сму и 
від підло и до стелі ав ир ки 1,  м. кільки рулонів 

палер потрібно купити для обкле вання прямокутної кім-
нати ро мірами 3,  м  ,  м

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

 найдіть дов ину кола, радіус яко о дорівн є: 
1) 3 дм       )  см.

 найдіть пло у кру а, радіус яко о дорівн є: 
1)  см       )  дм.

  колі, радіус яко о дорівн є 13 см, проведено хорду ав-
дов ки  см. найдіть відстань від центра кола до хорди.

 Діа ональ прямокутника дорівн є 1  см. найдіть 
мен у сторону прямокутника, як о діа оналі перетина-

ться під кутом 0°.

À Á Ã Ä

 см  см  см  см
 ви начити 
 немо ливо

  правильній чотирикутній при мі діа ональ основи до-
рівн є  см, а бічне ребро –  см. найдіть пло у бічної 
поверхні при ми.

À Á Ã Ä

1 0 см2 40  см2 160  см2 0 см2 ін а відповідь

 кий кут утвор ть вектори –1   ) і  0  )

À Á Ã Ä

0° 30° ° 60° 0°

 Діа ональ прямокутника дорівн є 1  см. найдіть 
мен у сторону прямокутника, як о діа оналі перетина-

ться під кутом 0°.

À Á Ã Ä

 см  см  см  см
 ви начити 
 немо ливо

  правильній чотирикутній при мі діа ональ основи до-
рівн є  см, а бічне ребро –  см. найдіть пло у бічної 
поверхні при ми.

À Á Ã Ä

1 0 см2 40  см2 160  см2 0 см2 ін а відповідь

 кий кут утвор ть вектори –1   ) і  0  )

À Á Ã Ä

0° 30° ° 60° 0°

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



212212

РОЗДІЛ 1

 торона AB ромба ABCD нале ить пло ині a, а сторона 
CD не нале ить пло ині a. к ро та ована пряма CD від-
носно пло ини a

À Á Ã Ä

паралельна 
або 

 перетинає

перпенди-
кулярна

пара-
лельна

перетинає 
або перпен-
дикулярна

перетинає

 На мал нку обра ено прямокутний 
паралелепіпед ABCDA1B1C1D1, у яко о 
сторони основи AB  3, AD  , а висота 
BB1  1 . становіть відповідність мі  е-
ометрично  величино  1– ) та її чис-
ловим наченням –Д).

ом ри на в ли ина ×èñëîâå 
зна ння

діа ональ паралелепіпеда À 1

2 пло а діа онально о 
 перері у паралелепіпеда

Á 144

3 сума дов ин усіх ребер 
 паралелепіпеда

4 пло а повної поверхні 
 паралелепіпеда

Ã 60

Ä 13

 снова рівнобедрено о трикутника відноситься до йо о 
висоти, проведеної до основи, як 3 : , бічна сторона три-
кутника дорівн є 0 см. найдіть периметр трикутника 
у см).

омашня самостійна робота  

о н  завдання ма  по о ири варіан и відповіді  
р д я и  ли  один  правильним  рі ь правильни  ва

ріан  відповіді.

 .  при мі пло а бічної поверхні дорівн є  см2, а 
пло а повної поверхні – 3  см2. найдіть пло у основи.

 0 см2     1  см2      см2      см2

 дин  кутів чотирикутника, о є осново  паралелепі-
педа, дорівн є 100°. кому наченн  мо е дорівн вати 
ін ий кут цьо о чотирикутника

 120°       110°       0°       0°

ріан  відповіді

 
пло а повної поверхні – 3  см
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 ло а бічної поверхні правильної естикутної піраміди 
дорівн є 30 см2. найдіть пло у однієї бічної рані цієї 
піраміди.

  см2       см2      1 0 см2   3 см2

 4. исота похилої при ми дорівн є  см. найдіть бічне 
ребро при ми, як о воно утвор є  пло ино  основи 
кут °.

 см      см     1  см      см

 торони основи прямокутно о паралелепіпеда дорів-
н ть  см і 1  см, а висота –  см. найдіть пло у діа-
онально о перері у паралелепіпеда.
 0 см2       см2    см2     13  см2

 пофема правильної чотирикутної піраміди дорівн є 
 см, а сторона основи –  см. найдіть пло у повної по-

верхні піраміди.
 0 см2      1  см2   
  см2     0  1 ) см2

 .  правильній трикутній при мі медіана основи дорівн є 
см. найдіть пло у бічної поверхні цієї при ми, як о 

діа ональ бічної рані утвор є  висото  кут °.
 1  см2     3  см2      см2      см2

 сново  піраміди є рівнобедрений трикутник  осново  
 см і бічно  стороно   см. ічні рані піраміди, о 

містять бічні сторони рівнобедрено о трикутника, пер-
пендикулярні до основи, а третя нахилена до пло ини 
основи під кутом 0°. найдіть висоту піраміди.

  см     см       см     см

 найдіть суму всіх плоских кутів при всіх вер инах пра-
вильно о тетраедра.

 10 0°      1 0°       0°       1 00°
  найдіть відно ення пло і найбіль о о діа ональ-

но о перері у правильної естикутної при ми до пло і 
йо о основи, як о висота при ми дорівн є стороні ос-
нови.

                

 сново  прямо о паралелепіпеда є ромб, пло а яко о 
дорівн є  см2. ло і діа ональних перері ів паралеле-
піпеда дорівн ть 30 см2 і 0 см2. найдіть висоту пара-
лелепіпеда.

  см       3 см        см        см

 4
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РОЗДІЛ 1

 сново  піраміди є прямокутний трикутник  катетами 
3 см і  см. сі бічні рані піраміди нахилені до пло-

ини основи під кутом 0°. найдіть пло у повної по-
верхні піраміди.

 1  см2     12 см2      см2     0 см2

Завдання для перевірки знань до  –

 .  при мі пло а бічної поверхні дорівн є  см2, а 
пло а основи – 1  см2. найдіть пло у повної поверхні 
при ми.

 и є паралелепіпедом чотирикутна при ма, в основі якої 
ле ить чотирикутник, кути яко о відповідно дорів-
н ть:
1) 30°, 1 0°, 30°, 1 0°      ) 0°, 1 0°, 30°, 1 0°

 найдіть пло у бічної поверхні правильної п ятикутної 
піраміди, як о пло а однієї бічної рані дорівн є  см2.

 4. ічне ребро похилої при ми дорівн є  см і утвор є 
 пло ино  основи кут 0°. найдіть висоту при ми.

 торони основи прямокутно о паралелепіпеда дорів-
н ть  см і  см, а висота –  см. найдіть пло у:
1) діа онально о перері у паралелепіпеда
) повної поверхні паралелепіпеда.

 пофема правильної трикутної піраміди дорівн є  см, а 
сторона основи –  см. найдіть пло у повної поверхні 
піраміди.

 .  правильній чотирикутній при мі діа ональ основи до-
рівн є см. найдіть пло у бічної поверхні цієї 
при ми, як о діа ональ при ми утвор є  бічним ребром 
кут °.

 8. сново  прямо о паралелепіпеда є паралело рам  тупим 
кутом 1 0° і пло е  1  см2. ло і бічних раней парале-
лепіпеда дорівн ть 0 см2 і  см2. найдіть висоту па-
ралелепіпеда.

Дода ові завдання

 . ебро куба дорівн є  см. ло а повної поверхні куба 
дорівн є пло і повної поверхні октаедра. найдіть 
пло у однієї рані октаедра.

  сново  піраміди є ромб  діа оналями 1  см і 1  см. 
сі бічні рані піраміди утвор ть  пло ино  основи 

кути по °. найдіть пло у повної поверхні піраміди.

 
пло а основи – 1  см

 

 4

 

 8
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ÎÁÅÐÒÀÍÍß

  Р З  :

  згадаєте еометричні тіла: 
циліндр, конус, кул

  дізнаєтеся про тіла 
обертання, перері и 
ви е аданих тіл

  навчитеся будувати 
обра ення циліндра, 

конуса та кулі, їх 
елементів і найпрості их 
перері ів  обчисл вати 
основні елементи циліндра, 
конуса та кулі.

Р З  
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РОЗДІЛ 

ТІЛА ОБЕРТАННЯ. 
ЦИЛІНДР

 кількох попередніх пара рафах ви ро лянули один  
видів еометричних тіл – мно о ранник. н им видом еоме-
тричних тіл, які вивча ть у кільному курсі еометрії, є 

іло о р ання  иліндр  он  ля
початку ро лянемо а альне поняття тіл обертання.

Нехай деякий плоский опуклий 
мно окутник ABCDK обертається 
навколо нерухомої прямої, о 

містить сторону AB мал. .1). Тоді ко на точка, о нале ить 
мно окутнику, крім точок, о нале ать стороні AB, описує 
коло, центр яко о нале ить прямій AB. ри цьому весь мно о-
кутник ABCDK описує іло о р ання, пряму AB на ива ть 
ві  цьо о іла о р ання. ло ина, о проходить чере  вісь 
тіла обертання, перетинає йо о по деякій  фі урі.  фі уру на-
ива ть о ьовим п р різом. сьовим перері ом тіла обертання, 
обра ено о на мал нку .1, є мно окутник CDKK1D1C1. 

ал. .1

оверхн , утворену обертанням ламаної BCDKA навколо 
прямої AB, на ива ть пов р н  о р ання.

к о тіло обертання, о утворене обертанням мно окут-
ника ABCDK, перетнути пло ино , перпендикулярно  до 
прямої AB, то в перері і отримаємо кру , центр яко о нале-

атиме прямій AB.
Так приходимо до о начення тіла обертання у найпрості-

ому випадку), яким будемо користуватися у кільному 
курсі еометрії.

Тілом обертання називають таке тіло, яке площинами, 
перпендикулярними до деякої прямої осі обертання , 
перетинається по кругах із центрами на цій прямій

 а альному ви ляді: ілом о р ання назива ь о
м ри н  іло  вор н  о р анням д я ої пло ої і ри 
нав оло і ованої прямої  я  назива ь ві  о р ання

ТІЛА ОБЕРТАННЯ. 
ЦИЛІНДР§  5 .  

1. Тіла обертання

Тілом обертання називають таке тіло, яке площинами, 
перпендикулярними до деякої прямої осі обертання , 
перетинається по кругах із центрами на цій прямій

курсі еометрії.

Тілом обертання
перпендикулярними до деякої прямої осі обертання , 
перетинається по кругах із центрами на цій прямій
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 ал. .   ал. .3

рикладами тіл обертання, о трапля ться в побуті, є 
бочка, ді ка, д и а то о мал. . ).

Öиліндром називають геомет ри   не 
тіло, утворене обертанням прямо

кутника навколо осі, яка містить одну з його сторін
мал. .3).

На мал нку .3 прямокутник OO1A1A обертається навколо 
пря   мої, о містить сторону OO1 цьо о прямокутника, пряма 
OO1 є ві  иліндра, утворено о в ре ультаті цьо о обер-
тання. торони прямокутника OA і O1A1 опису ть рівні мі  
собо  кру и, о нале ать паралельним пло инам. і кру и 
на ива ть о новами иліндра, їх радіус – раді ом иліндра, 
діаметр – діам ром иліндра. На мал нку .3: OA і O1A1 – 
радіуси циліндра. оверхн , утворену обертанням сторони 
AA1 паралельно осі циліндра, на ива ть і но  пов р н  
иліндра. о ний відрі ок цієї поверхні а тако  йо о дов-
ину), о паралельний і дорівн є відрі ку AA1, на ива ть 
вірно иліндра. На мал нку .3: AA1, BB1, CC1 – твірні 

циліндра. ідстань мі  пло инами основ, яка дорівн є до-
в ині твірної циліндра, на ива ть ви о о  иліндра.

Зада а рямокутник, діа ональ яко о дорівн є 13 см, а 
одна і сторін на  см мен а а ін у, обертається навколо 
біль ої сторони. найти радіус і висоту отримано о циліндра.

о в я ання. 1) Нехай прямокутник AOO1A1 обертається 
навколо осі OO1, OO1 > OA мал. .3).
) Нехай OA x см), тоді OO1 x   см). а умово  

O1A  13 см. аємо x2  (x  )2  132  x2  14x – 120  0  
x2 x – 60  0  x1   см)  x2  –1  – не підходить.
3) т е, радіус циліндра OA   см, а висота AA1 OO1
    1  см).
ідповідь. адіус –  см  висота – 1  см.

Öиліндром називають геомет ри   не 
тіло, утворене обертанням прямо

кутника навколо осі, яка містить одну з його сторін
мал. .3).

Öиліндром
тіло, утворене обертанням прямо

кутника навколо осі, яка містить одну з його сторін

2. Öиліндр

Зада а 
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РОЗДІЛ 

аува имо, о природно по начати радіус циліндра лі-
теро  r, а висоту – літеро  h. Тоді відповідь до попередньої 
адачі мо на аписати так: r   см  h  1  см.

орму циліндра ма ть ба ато предметів побуту та тех-
ніки: вали, ротор і статор дви уна, батареї конденсаторів, 
труби, ба ти, д віниці, колонади то о.

ерері  циліндра пло ино , яка 
проходить чере  йо о вісь, на и-
ва ть о ьовим п р різом иліндра 
мал. . ). сьовий перері  ци-

ліндра – прямокутник, одна і сторін яко о дорівн є діа-
метру циліндра, а ін а – йо о висоті. На мал нку .  прямо-
кутник ABB1A1 – осьовий перері  циліндра, AB – діаметр 
циліндра, AA1 – твірна, о дорівн є висоті циліндра. к о 
осьовим перері ом циліндра є квадрат, то йо о іноді на и-
ва ть рівно ороннім.

Зада а Дов ина кола основи ци-
ліндра дорівн є 1  см, а діа ональ осьо-
во о перері у – 1  см. найти твірну 
циліндра.

о в я ання. 1) Нехай A1B – діа ональ 
осьово о перері у циліндра мал. . ), 
A1B  1  см. 
) о начимо радіус циліндра – r. Тоді 
а умово  r  1 , відки r  1  см, 

тому AB  2r  1  см.

3)  {AA1B ( A  0°): 

 см).

ідповідь.  см.

Зада а ідрі ок, о сполучає центр 
верхньої основи циліндра  точко  кола 
ни ньої основи, дорівн є 1  см і ут во-
 р є  пло ино  ни ньої основи кут 0°. 
найти пло у осьово о перері у ци-

ліндра.
о в я ання. 1) Нехай O1C – відрі ок, 
о сполучає центр верхньої основи – 

точку O1 –  точко  C кола ни ньої ос-
нови мал. . ), O1C  1  см а умо во ). 
OC – проекція O1C на пло ину ни ньої 
основи, тому O1CO – кут, о утвор є 
відрі ок O1C  пло ино  ни ньої ос-
нови. а умово  O1CO  60°.

3. Перерізи циліндра 
площинами 

ал. .

Зада а 

ал. .

Зада а 
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)  {OO1C ( Î  0°): 

OO1 O1   sin O1CO  12sin60°  см)

OC O1   cos O1CO  12cos60°  см).

3) AA1B1B – осьовий перері , AA1 OO1  см,
AB    AO    OC      1  см).
) Тоді пло а діа онально о перері у 

S AB  AA1  1   см2).

ідповідь.  см2.

ерері ом циліндра пло ино , яка 
паралельна пло ині основи, є кру , 

о дорівн є кру у основи циліндра 
мал. . ). Дійсно, ко на точка A2

твірної AA1 находиться від осі OO1

на відстані A2O2, о дорівн є ра-
діусу AO, оскільки AOO2A2 – прямо-
кутник.

ерері ом циліндра пло ино , па-
ралельно  осі циліндра, є прямокут-
 ник. На мал нку .  прямокутник 
AA1B1B – перері  циліндра пло и-
 но , паралельно  осі циліндра OO1. 
Дві йо о сторони: AA1 і BB1 – твірні 
циліндра, а дві ін і: AB і A1B1 – пара-
лельні та рівні хорди основ.

Зада а аралельно осі циліндра 
проведено пло ину, яка відтинає 
від кола основи ду у 0°. адіус ос-
нови циліндра дорівн є  см, а ви-
сота – 3 см. найдіть периметр 
отримано о перері у.

о в я ання. 1) Нехай ABB1A1 – перері , о адано в 
умові мал. . ), OA OB   см, AA1  3 см, AOB  60°.
) скільки OA OB, òî {AOB – рівнобедрений. OAB 

OBA  60°. Тому {AOB – рівносторонній, 

AB OA   см.
3) т е, периметр перері у P  2(AA1 AB)  2(3  4) 
 1  см).

ідповідь. 1  см.

ал. .

ал. .

Зада а 
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РОЗДІЛ 

изна ння іла о р ання рапляли я 
 в до р ь  по
  ни і а ал  в лід да  визна

ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло 
одні ї з о о орін  ро  поня я циліндричної поверхні ó 
ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н

а орів  р на з н иної ип  я и  ив   
ро пло  і ної пов р ні иліндра в а ала  в ліда н  
ла мова  її ло зна д но р ім дом

           
        

    Д     
         

      
        

         
        

         
    

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ( но.) Наведіть приклади побутових предметів, о 

ма ть форму циліндра.
 На мал нку .  обра ено циліндр, у яко о O і O1 – 
центри основ. к на ива ть відрі ок: 
1) KK1      ) O1A1      3) AB

 На мал нку .  обра ено циліндр, у 
яко о O і O1 – центри основ. к на и-
ва ть відрі ок: 
1) MM1     ) B1C1      3) OC

 На мал нку .  обра ено циліндр, у 
яко о O і O1 – центри основ, KK1   см, 
O1A1  см. найдіть дов ину відрі ка: 
1) MM1      ) OC      3) AB.

 На мал нку .  обра ено циліндр, у 
яко о O і O1 – центри основ, AB   см, 
MM1  см. найдіть дов ину відрі ка: 
1) KK1      ) B1C1      3) O1A1.

 рямокутник і сторонами  см і  см обертається навколо 
біль ої сторони. найдіть дов ини радіуса, діаметра та 
висоти утворено о циліндра.

 рямокутник і сторонами  см і  см обертається 
навколо мен ої сторони. найдіть дов ини висоти, ра-
діуса і діаметра утворено о циліндра.

изна ння іла о р ання рапляли я 
 в до р ь  по
  ни і а ал  в лід да  визна

ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло 
одні ї з о о орін  ро  поня я циліндричної поверхні ó 
ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н

а орів  р на з н иної ип  я и  ив   
ро пло  і ної пов р ні иліндра в а ала  в ліда н  
ла мова  її ло зна д но р ім дом

ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло 

ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н
а орів  р на з н иної ип  я и  ив   

ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н
а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   

ро пло  і ної пов р ні иліндра в а ала  в ліда н  
а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   

ро пло  і ної пов р ні иліндра в а ала  в ліда н  
ла мова  її ло зна д но р ім дом
ро пло  і ної пов р ні иліндра в а ала  в ліда н  
ла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім дом

а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   
ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н
одні ї з о о орін  ро  поня я одні ї з о о орін  ро  поня я одні ї з о о орін  ро  поня я 

ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло 

ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н

ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло ння иліндра  ви одя и з о р ання прямо ни а нав оло 
одні ї з о о орін  ро  поня я 
ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н
одні ї з о о орін  ро  поня я 
ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н
одні ї з о о орін  ро  поня я 
ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н

а орів  р на з н иної ип  я и  ив   
ньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом нньо о від н  о анн  з рі а ь я в одно о з о о ом н

а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   а орів  р на з н иної ип  я и  ив   

ла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім домла мова  її ло зна д но р ім дом

À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...
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ма ть форму циліндра.

ал. .
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  Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 
13 см, а йо о висота –  см. найдіть радіус циліндра.

 адіус основи циліндра дорівн є  см, а висота – 1  см. 
найдіть діа ональ осьово о перері у циліндра.

 рямокутник, діа ональ яко о дорівн є 10 см і нахи-
лена до пло ини основи під кутом 30°, є осьовим пере-
рі ом циліндра. найдіть:
1) висоту циліндра      ) радіус основи циліндра  
3) дов ину кола основи циліндра.

 рямокутник, діа ональ яко о дорівн є 1  см і нахи-
лена до пло ини основи під кутом 0°, є осьовим пере-
рі ом циліндра. найдіть:
1) радіус основи циліндра      ) висоту циліндра  
3) пло у основи циліндра.

 ло а основи циліндра дорівн є 1 см2, а діа ональ 
осьово о перері у –  см. найдіть:
1) дов ину твірної циліндра  
) пло у осьово о перері у циліндра.

 Дов ина кола основи циліндра дорівн є см, а дов-
ина твірної – 3 см. найдіть:

1) діа ональ осьово о перері у циліндра  
) пло у осьово о перері у циліндра.

 исота циліндра вдвічі біль а а йо о радіус, а пло а 
осьово о перері у циліндра дорівн є 3  см2. найдіть ра-
діус і висоту циліндра.

 ло а осьово о перері у циліндра дорівн є 3  см2. 
най діть радіус і висоту циліндра, як о вони рівні.

 ідрі ок, о сполучає центр верхньої основи  точко  

кола ни ньої основи, дорівн є см. найдіть радіус і 
висоту циліндра, як о вони рівні мі  собо .

 исота циліндра втричі біль а а йо о радіус, а від-
рі ок, о сполучає центр верхньої основи  точко  кола 

ни ньої основи, дорівн є см. найдіть радіус і ви-
соту циліндра.

  Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 
 см, а радіус основи циліндра на 11 см мен ий а ви-

соту. най діть пло у осьово о перері у циліндра.

 Діа ональ осьово о перері у циліндра на 13 см біль а 
а радіус циліндра, а йо о висота дорівн є 1  см. най-

діть пло у осьово о перері у циліндра, як о дов ина 
йо о радіуса вира ається цілим числом сантиметрів.
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  Діа ональ перері у циліндра, який паралельний йо о 
осі, дорівн є 10 см і утвор є  пло ино  основи кут 30°. 

ерері  відтинає від кола основи ду у 1 0°. найдіть:
1) висоту циліндра      ) пло у перері у циліндра  
3) радіус циліндра      ) пло у основи циліндра.

 Діа ональ перері у циліндра, який паралельний йо о 
осі, дорівн є 1  см і утвор є  пло ино  основи кут 
60°. ерері  відтинає від кола основи ду у 0°. найдіть:
1) висоту циліндра      ) пло у перері у циліндра  
3) радіус циліндра      ) дов ину кола основи.

 ерері ом циліндра пло ино , паралельно  йо о осі, є 
квадрат, о відтинає від кола основи ду у 0°. найдіть 
відстань від осі циліндра до цьо о перері у, як о висота 
циліндра дорівн є  см.

 аралельно осі циліндра на відстані 3 см від неї прове-
дено перері , який відтинає від кола ду у 0°. найдіть 
пло у отримано о перері у, як о висота циліндра до-
рівн є  см. 

 ідрі ок, о сполучає центр верхньої основи циліндра  
точко  кола ни ньої основи, дорівн є l і утвор є  
вісс  циліндра кут . найдіть пло у осьово о перері у 
циліндра.

 адіус основи циліндра дорівн є r. ідрі ок, о спо-
лучає центр верхньої основи  точко  кола ни ньої ос-
нови, утвор є  пло ино  основи кут a. найдіть пло у 
осьово о перері у циліндра.

 Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 10 см. а-
ралельно осі циліндра проведено перері , який є квадратом 
і  пло е  3  см2. найдіть дов ину кола основи циліндра.

 сьовий перері  циліндра – квадрат, діа ональ яко о до-
рівн є  см. аралельно осі циліндра проведено 
дру ий перері , діа ональ яко о дорівн є 13 см. найдіть 
пло у дру о о перері у.

  ере  твірну циліндра проведено два перері и, 
пло і яких дорівн ть  см2 і 1  см2. ут мі  пло и-
нами перері ів дорівн є 0°. найдіть пло у перері у 
циліндра, який проходить чере  дві ін і твірні даних пе-
рері ів.

 ере  твірну циліндра проведено два перері и, о утво-
р ть мі  собо  кут 1 0°. ло і цих перері ів дорів-
н ть 1  см2 і 0 см2. найдіть пло у перері у циліндра, 
який проходить чере  дві ін і твірні даних перері ів.
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 аралельно осі циліндра проведено пло ину, яка пере-
тинає основу по хорді, о стя ує ду у 0°.  центра 
ін ої основи ц  хорду видно під кутом 0°. ло а утво-
рено о перері у дорівн є см2. найдіть радіус основи 
циліндра.

 аралельно осі циліндра проведено пло ину, яка пере-
тинає основу по хорді, о стя ує ду у 1 0°.  центра 
ін ої основи ц  хорду видно під кутом 0°. найдіть ра-
діус основи циліндра, як о йо о висота дорівн є  см. 

 аралельно осі циліндра проведено перері , діа ональ 
яко о дорівн є d і утвор є  пло ино  основи кут a. 

ерері  перетинає основу по хорді, яку видно і  центра 
цієї основи під кутом . найдіть відстань від осі ци-
ліндра до пло ини перері у.

 аралельно осі циліндра проведено перері , діа ональ 
яко о утвор є  пло ино  основи кут . ерері  пере-
тинає основу по хорді, яку видно і  центра цієї основи 
під кутом a. найдіть діа ональ перері у, як о відстань 
від осі циліндра до пло ини перері у дорівн є m.

 исота циліндра дорівн є 1  см, а радіус основи –  см. 
інці відрі ка авдов ки 1  см ле ать на колах основ. 
найдіть відстань від середини відрі ка до осі циліндра.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 Для то о об ви начити діаметр 

стовбура дерева, діти виміряли дов ину 
кола стовбура дерева. она дорівн є 
3,  м. кий діаметр має стовбур  ід-
повідь окру лити до сотих метра.)

 об асіяти 1 м2 емлі, потрібно 
0  насіння а онної трави. іло рам 

тако о насіння ко тує 0 рн. кільки ко тів надобиться, 
об асіяти а онно  траво  клумбу, о має форму кру а 

діаметром 30 м

 радусні міри двох кутів паралело рама відносяться як 
 : . найдіть рі ниц  цих кутів паралело рама.

À Á Ã Ä

20° 40° 0° 100° 120°

 радусні міри двох кутів паралело рама відносяться як 
 : . найдіть рі ниц  цих кутів паралело рама.

À Á Ã Ä

20° 40° 0° 100° 120°

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 кільки сторін має правильний мно окутник, внут рі -
 ній кут яко о на 1 0° біль ий а овні ній

À Á Ã Ä

12 1 1 24

 сново  прямої при ми є прямокутний трикутник  ка-
тетами  см і 1  см. исота при ми дорівн є радіусу кола, 
вписано о в основу. найдіть пло у бічної поверхні 
при ми.

À Á Ã Ä

0 см2 1 0 см2 1  см2 0 см2 30 см2

 найдіть модуль вектора , як о –  3  ), 
0  1  ).

À Á Ã Ä

1 2 3 4
ви начити  
немо ливо

 На мал нку обра ено куб 
ABCDA1B1C1D1. становіть відповідність 
мі  аданим кутом 1– ) та йо о радус-
 но  міро  –Д).
Êóò рад на міра

мі  прямими 
A1B1 і DD1

À 0°

2 мі  прямими 
A1C1 і C1D

Á 30°

3 мі  прямо  A1D і 
пло ино  ÀBÑ

°

4 мі  пло инами 
ABA1 і CDD1

Ã 60°

Ä 0°

 Два ребра трикутної піраміди, які не ма ть спільних 
точок, дорівн ть по  см, а всі ін і ребра піраміди дорів-
н ть по  см. найдіть пло у повної поверхні піраміди 
у см2).

 кільки сторін має правильний мно окутник, внут рі -
 ній кут яко о на 1 0° біль ий а овні ній

À Á Ã Ä

12 1 1 24

 сново  прямої при ми є прямокутний трикутник  ка-
тетами  см і 1  см. исота при ми дорівн є радіусу кола, 
вписано о в основу. найдіть пло у бічної поверхні 
при ми.

À Á Ã Ä

0 см2 1 0 см2 1  см2 0 см2 30 см2

 найдіть модуль вектора , як о –  3  ), 
0  1  ).

À Á Ã Ä

1 2 3 4
ви начити  
немо ливо

 На мал нку обра ено куб 
ABCDA1B1C1D1. становіть відповідність 
мі  аданим кутом 1– ) та йо о радус-
 но  міро  –Д).
Êóò рад на міра

мі  прямими 
A1B1 і DD1

À 0°

2 мі  прямими 
A1C1 і C1D

Á 30°

3 мі  прямо  A1D і 
пло ино  ÀBÑ

°

4 мі  пло инами 
ABA1 і CDD1

Ã 60°

Ä 0°

 Два ребра трикутної піраміди, які не ма ть спільних 
точок, дорівн ть по  см, а всі ін і ребра піраміди дорів-
н ть по  см. найдіть пло у повної поверхні піраміди 
у см2).
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КОНУС

о лянемо в цьому пара рафі е одне тіло обертання – 
конус.

Êонусом називають геометри не 
тіло, утворене обертанням прямо

кутного трикутника навколо осі, що містить один з 
його катетів мал  

На мал нку .1 прямокутний 
трикутник POA  прямим кутом O
обертається навколо прямої, о 
містить катет PO цьо о трикут-
ника, пряма PO є ві  он а, 
утворено о в ре ультаті цьо о 
обертання. Точку P на ива ть 
в р ино  он а, катет PO та 
йо о дов ину) на ива ть ви о о  
он а.

н ий катет OA цьо о трикут-
ника описує кру , який на ива ть 
о ново  он а. адіус цьо о кру а 
на ива ть раді ом о нови он а, 
діаметр – діам ром о нови о
н а. На мал нку .1: OA, OB, OC – радіуси основи конуса, 
BC – її діаметр.

оверхн , утворену обертанням іпотену и PA трикут-
ника POA, на ива ть і но  пов р н  он а. о ний від-
рі ок цієї поверхні а тако  йо о дов ину), о сполучає вер-

ину конуса – точку P –  точко  кола основи, на ива ть 
вірно  он а. На мал нку .1: PA і PB – твірні конуса. 
сі твірні конуса рівні мі  собо  і нахилені до пло ини ос-

нови під одним і тим самим кутом. аува имо, о прийнято 
по начати радіус літеро  r, висоту – h, твірну – l.

Зада а рямокутний трикутник, іпотену а яко о дорів-
 н є 1  см, а катет –  см, обертається навколо цьо о катета. 
найти пло у основи утворено о конуса.
о в я ання. 1) PA l  1  см, PO h   см мал. .1). 

 {POA ( O  0°): OA r  см).
) Тоді пло а основи S r2   1 2   см2).
ідповідь. см2.

орму конуса ма ть ба ато предметів побуту і техніки: де-
талі механі мів і ма ин  конічної форми бува ть колони та 

КОНУС§  6 .  

ал. .1

Êонусом називають геометри не 
тіло, утворене обертанням прямо

кутного трикутника навколо осі, що містить один з 
його катетів мал  

Êонусом
тіло, утворене обертанням прямо

кутного трикутника навколо осі, що містить один з 

1. Êонус 

Зада а 
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дахи  форму конуса ма ть рі ні лійки, відра, намети. ред-
мети конічної форми досить ручні для пакування під час 
транспортування, оскільки вони вільно входять одна в одну.

ерері  конуса пло ино , яка 
проходить чере  йо о вісь, на и-
ва ть о ьовим п р різом он а 
мал. . ). сьовий перері  ко-

нуса – рівнобедрений трикутник, 
основа яко о – діаметр конуса, а 
бічні сторони – твірні конуса. и-
сота цьо о рівнобедрено о трикут-
ника бі ається  висото  конуса. 
На мал нку . : трикутник PBA – 
осьовий перері  конуса, AB – діа-
метр конуса, PA і PB – твірні ко-
нуса, OP – висота конуса. к о 
осьовим перері ом конуса є рівно-
сторонній трикутник, то йо о іноді 
на ива ть рівно ороннім.

Зада а Дов ина кола ос нови конуса дорівн є  см. 
най ти пло у осьово о перері у конуса, як о він є прямо-

кутним трикутником.
о в я ання. 1) Нехай PAB – осьовий перері  конуса, 
BPA  0° мал. . ).
) о начимо OB OA r. а умово  r  , тоді r   см.

3) {PBA – рівнобедрений прямокутний: 

PBO  °.

)  {POB ( O  0°): BPO  0° – °  °, тому PO
BO   см.

) S{PBA  см2).

ідповідь. 1  см2.
ерері ом конуса пло ино , паралельно  пло ині ос-

нови, є кру  мал. .3). ентр цьо о кру а – точка O1 – на-
ходиться на осі конуса.

Зада а исота конуса дорівн є 1  см, а радіус основи – 
1  см. На відстані  см від вер ини конуса проведено пе-
рері  пло ино , паралельно  основі конуса. найти радіус 
цьо о перері у.

о в я ання. 1) а умово  адачі: OA  1  см, PO  1  см, 
PO1   см мал. .3).

2. Перерізи конуса 
площинами

ал. .

Зада а 

Зада а 
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           ал. .3                      ал. .

2) {PA1O1 V {PAO а двома кутами), тоді:

  A1O1   см.

ідповідь.  см.

ерері ом конуса пло ино , яка проходить чере  вер-
ину конуса, є рівнобедрений трикутник, бічні сторони 

яко о є твірними конуса. На мал нку .  трикутник PDC – 
перері  конуса пло и  но , о проходить чере  вер ину ко-
нуса P. о о бічні сторони – твірні PD і PC конуса, а основа – 
хорда основи конуса DC.

Зада а ере  вер ину конуса проведено перері , який 
нахилений до пло ини основи під кутом 0°. найти висоту 
конуса, як о відстань від центра основи до хорди, по якій 
ïåрері  перетинає основу, дорівн є  см. 

о в я ання. 1) Нехай PCD – 
аданий перері  мал. . ).

2) {PCD – рівнобедрений, CD – 
йо о основа, проведемо PK – ви-
соту і медіану {PCD.
3) скільки PK CD і OK – про-
екція PK на пло ину основи, то 
а теоремо  про три перпенди-

куляри матимемо OK  CD.
) Тоді OK – відстань від точки 

O до хорди CD, OK  см а 
умово ).
) скільки PK CD і OK  CD, 

то пло ина OPK перпендику-
лярна до хорди CD, тому PKO – кут нахилу перері у PCD
до пло ини основи. а умово : PKO  60°.

Зада а 

ал. .
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)  {PKO ( O  0°): 

tg PKO  PO    0°     1  см).

ідповідь. 1  см.

а визна нням в ліда он  вор
ь я о р анням прямо но о ри

ни а нав оло одно о з а ів   в ліда 
від н  визна ння конічної поверхні  воно ло вв д но 
поллоні м  о о оні ни  п р різа

 а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів 
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

вина д но р ім дом

          
        

        
          

         
         

       

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  Накресліть конус, висота яко о PK, а твірна PM.

 Накресліть конус, висота яко о SK, а радіус основи KL.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а твірна – 10 см. 
най діть висоту конуса.

 исота конуса дорівн є  см, а твірна –  см. найдіть 
радіус основи конуса.

 Твірна конуса дорівн є  см і утвор є  пло ино  ос-
нови кут 30°. найдіть радіус основи та висоту конуса.

 адіус основи конуса дорівн є  см. Твірна конуса 
утвор є  пло ино  основи кут °. найдіть твірну та 
висоту конуса.

  исота конуса дорівн є  см, а твірна утвор є  ви-
сото  кут 0°. найдіть пло у осьово о перері у конуса.

 Твірна конуса дорівн є  см і утвор є  висото  кут 30°. 
найдіть пло у осьово о перері у конуса.

 Твірна конуса вдвічі дов а а висоту. кий кут утвор є 
твірна конуса  пло ино  основи

 адіус основи конуса дорівн є йо о висоті. кий кут 
утвор є твірна конуса  йо о висото

а визна нням в ліда он  вор
ь я о р анням прямо но о ри

ни а нав оло одно о з а ів   в ліда 
від н  визна ння конічної поверхні  воно ло вв д но 
поллоні м  о о оні ни  п р різа

 а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів 
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

вина д но р ім домвина д но р ім дом

 а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів  а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів 
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

вина д но р ім дом
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

вина д но р ім домвина д но р ім домвина д но р ім дом
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

поллоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різа
від н  визна ння від н  визна ння від н  визна ння від н  визна ння 

 а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів  а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів  а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів  а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів 
поллоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різа

від н  визна ння від н  визна ння 
поллоні м  о о оні ни  п р різа

від н  визна ння від н  визна ння від н  визна ння від н  визна ння від н  визна ння від н  визна ння 
поллоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різаполлоні м  о о оні ни  п р різа

 а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів 
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

 а ала  в ліда мо на зна и ли  визна ння о мів 
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

вина д но р ім дом
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

вина д но р ім дом
иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло иліндра і он а  пло  пов р ні он а я  і иліндра  ло 

вина д но р ім домвина д но р ім домвина д но р ім домвина д но р ім дом

À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...
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 сьовий перері  конуса – прямокутний трикутник  і-
потену о  10 см. найдіть:
1) радіус основи конуса     
) твірну конуса  

3) висоту конуса      
) пло у осьово о перері у конуса.

 сьовий перері  конуса – правильний трикутник і сто-
роно   см. найдіть:
1) радіус основи конуса     
) твірну конуса  

3) висоту конуса      
) пло у осьово о перері у конуса.

 адіус основи конуса дорівн є  см. ере  середину ви-
соти проведено перері , перпендикулярний до йо о ви-
соти. найдіть пло у цьо о перері у.

 ере  середину висоти конуса проведено перері , пара-
лельний йо о основі. адіус утворено о в перері і кру а 
дорівн є  см. найдіть пло у основи конуса.

  ре ультаті перері у конуса пло ино , паралельно  
йо о основі, отримали фі уру пло е   см2.  якому 
відно енні перері  ділить висоту конуса, як о йо о ра-
діус дорівн є  см

  исота конуса дорівн є  см, а рі ниця твірної та 
радіуса основи –  см. найдіть периметр осьово о пере-
рі у конуса.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а йо о твірна на 
1 см біль а а висоту. найдіть периметр осьово о пере-
рі у конуса.

 рямокутний трикутник  катетами 3 см і  см оберта-
ється навколо катета. найдіть периметр осьово о пере-
рі у утворено о конуса. кільки ро в я ків має адача

 исота конуса дорівн є  см, а радіус основи – 3 см. 
ло ина, перпендикулярна до осі конуса, перетинає 

йо о бічну поверхн  по колу, дов ина яко о  см. най-
діть відстань від вер ини конуса до пло ини перері у.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а висота – 1  см. 
ло ина, паралельна основі конуса, перетинає йо о по 

кру у, пло а яко о 1  см2. найдіть відстань від вер-
ини конуса до пло ини перері у.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а йо о висота – 
 см. ере  дві твірні конуса проведено перері , який 

перетинає основу конуса по хорді, о стя ує ду у 0°. 
найдіть пло у перері у.
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 орда основи конуса дорівн є 3 см і стя ує ду у 0°. 
ере  ц  хорду і вер ину конуса проведено перері . 
найдіть йо о пло у, як о висота конуса дорівн є  см.

 Твірна конуса дорівн є  см і нахилена до пло ини 
основи під кутом 30°. ере  дві твірні конуса проведено 
пло ину під кутом 0° до пло ини основи. найдіть 
відстань від центра основи висоти конуса до хорди, по 
якій пло ина перері у перетинає пло ину основи конуса.

 исота конуса дорівн є  см і утвор є  твірно  кут 
°. ере  дві твірні конуса, о утвор ть кут 0°, про-

ведено пло ину. найдіть відстань від центра основи ко-
нуса до хорди, по якій пло ина перері у перетинає 
пло ину основи конуса.

  ло а основи конуса дорівн є S, а твірна конуса 
утвор є  висото  кут . найдіть пло у осьово о пере-
рі у конуса.

 Твірна конуса утвор є  пло ино  основи кут , а 
пло а осьово о перері у конуса дорівн є Q. найдіть 
пло у основи конуса.

 орду, о проведено в основі конуса, видно і  центра 
основи під кутом , а  вер ини конуса під кутом a. 
най діть кут нахилу твірної конуса до пло ини основи.

  основі конуса проведено хорду авдов ки a, яку видно 
і  центра основи під кутом . Твірна конуса утвор є  
пло ино  основи кут . найдіть висоту конуса.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 ідомо, о над пло е  1 км2 

елених насад ень бирається пилу 
на 0 т мен е, ні  над тако  само  
пло е  поля. На скільки мен е 
пилу міститься над  а лісонаса-
д ень, ні  над тако  само  пло е  
поля

 імната прямокутної форми 
має ро міри 3,  м ,  м.  кімнаті 
є двері ав ир ки 0 см. 
1) кільки метрів плінтуса потрібно 
купити для цієї кімнати
) кільки буде ко тувати ця по-

купка, як о один по онний метр 
плінтуса ко тує 0 рн
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Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!

 адіус кола, описано о навколо трикутника ABC, у 
 ра и біль ий а радіус кола, вписано о в цей трикутник. 
и начте вид трикутника ABC.

À Á Ã Ä

тупо-
кутний

прямо-
кутний

прямокутний 
рівнобед-

рений

правиль-
 ний

тупокутний 
рівнобед-

рений

 еред векторів 1  – ), –  – ), 0  1), 1  ) найдіть 
пару колінеарних.

À Á Ã Ä

 і  і  і  і  і 

 адіус кола, вписано о в основу правильної трикутної 
при ми, дорівн є  см, а висота при ми –  см. найдіть 
пло у бічної поверхні при ми.

À Á Ã Ä

30 см2  см2 0 см2 0 см2 1 0 см2

 Діаметр циліндра втричі біль ий а йо о висоту. най-
діть радіус циліндра, як о діа ональ йо о осьово о пере-

рі у дорівн є см.

À Á Ã Ä

 см  см  см 1  см ін а відповідь

 На мал нку прямі AK, BL і CM – 
паралельні, OK   см, KL  ,  см, 
AB   см, BC  3 см. становіть від-
повідність мі  відрі ком 1– ) та 
йо о дов ино  –Д).

ідрізо Дов ина

OA À  см

2 LM Á ,  см

3 KM  см

4 OB Ã  см

Ä 1  см
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  вер ини A прямокутника ABCD проведено перпенди-
куляр AS до йо о пло ини. найдіть у см) дов ину пер-
пендикуляра AS, як о SB  1  см, SC   см, SD  0 см.

КУЛЯ ТА СФЕРА

о лянемо е одне тіло обертання – кул .

Êулеþ називають геометри не тіло, 
утворене обертанням круга навколо 
осі, що містить його діаметр мал  

ентр кру а, який обертається, на ива ть 
н ром лі, радіус кру а – раді ом лі, 

а діаметр кру а – діам ром лі. На ма-
л нку .1: точка O – центр кулі, OA і OB – 
радіуси кулі, а AB – діаметр кулі.

Поверхню кулі називають сфероþ

ентр, радіус і діаметр кулі є тако  н
òðîì, раді ом і діам ром ри.

сі точки сфери находяться на одній і тій 
самій відстані, о дорівн є радіусу, від центра 
сфери. н і точки кулі, які не нале ать сфері, 
на ива ть вн рі німи о ами, про такі точки ка уть, о 
вони ле ать в р дині ри. нутрі ні точки кулі находяться 
від центра кулі на відстані, яка мен а а радіус.

Таким чином, приходимо е до одно о о начення сфери і 
кулі.

Ñфероþ називають поверхню, яка складається з усіх 
то ок простору, рівновіддалених від однієї і тієї самої 
то ки  ю то ку називають центром сфери, а від
стань від центра с ери до будь якої її то ки – раді-
усом сфери

Êулеþ називають геометри не тіло, що складається з 
усіх то ок простору, які знаходяться від заданої то ки 
на відстані, не більшій за дану відстань  ю то ку нази
вають центром кулі, а дану відстань – радіусом кулі

Зада а  адіус сфери дорівн є ,  см. середині чи овні 
сфери ро та ована точка A, як о вона віддалена від центра 

сфери на: 1)  см  ) 4 см  3)  см  )  см

КУЛЯ ТА СФЕРА§  7 .  

ал. .1

Êулеþ називають геометри не тіло, 
утворене обертанням круга навколо 
осі, що містить його діаметр мал  

о лянемо е одне тіло обертання – кул .

Êулеþ
утворене обертанням круга навколо 
осі, що містить його діаметр мал  

1. Êуля 
та сфера

Поверхню кулі називають сфероþ

радіуси кулі, а 

ентр, радіу

Поверхню кулі називають 

Ñфероþ називають поверхню, яка складається з усіх 
то ок простору, рівновіддалених від однієї і тієї самої 
то ки  ю то ку називають центром сфери, а від
стань від центра с ери до будь якої її то ки – раді-
усом сфери

кулі.

Ñфероþ
то ок простору, рівновіддалених від однієї і тієї самої 
то ки  ю то ку називають 

Êулеþ називають геометри не тіло, що складається з 
усіх то ок простору, які знаходяться від заданої то ки 
на відстані, не більшій за дану відстань  ю то ку нази
вають центром кулі, а дану відстань – радіусом кулі

усом сфери

Êулеþ
усіх то ок простору, які знаходяться від заданої то ки 
на відстані, не більшій за дану відстань  ю то ку нази

Зада а  адіус сфери дорівн є ,  см. середині чи овні 

  вер ини A прямокутника A прямокутника A ABCD проведено перпенди-
куляр AS до йо о пло ини. найдіть у см) дов ину пер-
пендикуляра AS, як о SB  1  см, SC   см, SD  0 см.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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о в я ання. 1), ) скільки   ,  і   , , то точка A
в ко ному випадку ро та ована всередині сфери.

3), ) скільки  > ,  і  > , , то точка A ро та ована 
овні сфери.
ідповідь . 1), ) усередині сфери  3), ) овні сфери.

орму кулі ма ть ба ато предметів побуту і техніки: м яч, 
цукерка, намистина, ялинкові і ра ки, кульки під ипника 
то о.

о лянемо в аємне ро мі ення кулі та пло ини.

ло ина a і куля мо уть або не 
мати спільних точок мал. . ), або 
мати одну спільну точку мал. .3), 
або перетинатися і мати бе ліч 
спільних точок мал. . ).

      

    ал. .              ал. .3              ал. .

Нехай OM  r – радіус кулі, а OA  d – перпендикуляр, 
проведений і  центра кулі – точки O – до пло ини a від-
стань від центра кулі до пло ини).

а) к о пло ина a і куля не ма ть спільних точок, то 
очевидно, о d > r.

б) к о пло ина a і куля ма ть одну спільну точку, то 
d r.

в) к о пло ина a і куля ма ть бе ліч спільних точок, 
d  r.

аува имо, о обернене тверд ення тако  правильне: 
як о d > r, то пло ина a і куля не ма ть спільних точок  
як о d r, то пло ина a і куля ма ть одну спільну точку  
як о d  r, то пло ина a і куля ма ть бе ліч спільних точок.

Зада а  адіус кулі дорівн є 0 мм. кільки спільних 
точок має куля  пло ино , як о відстань від центра кулі 
до пло ини дорівн є: 1)  см  )  см  3)  см

ідповідь . 1) е ліч  ) одну  3) одної.

2. Âзаємне 
розміщення кулі 
та площини

Зада а  адіус кулі дорівн є 0 мм. кільки спільних 

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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о лянемо детальні е випадки, коли пло ина і куля 
ма ть одну або бе ліч спільних точок.

кщо площина має з кулею 
с ерою  лише одну спільну 

то ку, то кажуть, що площина до-
тикається до кулі с ери

На мал нку .3 пло ина a дотикається до кулі. Точку A, 
яка є спільно  точко  пло ини і кулі, на ива ть о о  
äîòèêó. ло ина, дотична до кулі, має властивість, анало-
ічну властивості дотичної до кола.

Теорема властивість пло ини, дотичної до кулі). 
оти  на до кулі площина перпендикулярна до радіуса, 

проведеного в то ку дотику

Доведення. о лянемо пло ину a, о дотикається до 
кулі і  центром O в точці A мал. .3). Доведемо, о OA a.

рипустимо супротивне. Тоді радіус OA є похило  до пло-
ини a, і тому відстань від точки O до пло ини a мен а, 

ні  радіус кулі. відси випливає, о куля і пло ина a
ма ть бе ліч спільних точок. е приводить до протиріччя, 
оскільки а умово  пло ина a – дотична до кулі. На е 
припу ення неправильне. Тому OA a. 
Зада а До кулі, радіус якої  см, проведено дотичну 
пло ину. На цій пло ині в ято точку P, яка находиться 
на відстані 3 см від точки дотику кулі 
та пло ини. найти відстань від точки P
до центра кулі.

о в я ання. 1) Нехай куля і  цен-
тром у точці O доти кається до пло-

ини a у точці A, OA   см мал. . ).
2) P – довільна точка пло ини, така 

о AP  3 см. найдемо OP. 
3) скільки OA a, то OAP  0°. 

аємо OP 
   см).
ідповідь.  см.

к о пло ина і куля ма ть бе ліч 
спільних точок мал. . ), то ка-

уть про п р різ лі пло ино .
к о пло ина проходить чере  ді-

аметр кулі, то її на ива ть діам рально  пло ино  див. 
мал. .1). ерері ом кулі діаметрально  пло ино  є кру , 

кщо площина має з кулею 
с ерою  лише одну спільну 

то ку, то кажуть, що площина до-
тикається до кулі с ери

ма ть одну або бе ліч спільних точок.

кщо площина має з кулею 
с ерою  лише одну спільну 

то ку, то кажуть, що площина 

3. Площина, 
дотична до кулі 
(сфери)

Теорема властивість пло ини, дотичної до кулі). 
оти  на до кулі площина перпендикулярна до радіуса, 

проведеного в то ку дотику

ічну властивості дотичної до кола.

Теорема властивість пло ини, дотичної до кулі). 
оти  на до кулі площина перпендикулярна до радіуса, 

проведеного в то ку дотику

Зада а 

ал. .

4. Переріз кулі 
площиноþ

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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радіус яко о дорівн є радіусу кулі. Такий перері  на и-
ва ть в ли им р ом, а коло, о йо о обме ує, – âåëèêèì 
êîëîì.

ерері  кулі пло ино , відмінно  від діаметральної пло-
ини, є тако  кру , радіус яко о мен ий, ні  радіус кулі. 

На мал нку .  перері ом кулі пло ино  a є кру , центр 
яко о – точка A – основа перпендикуляра, проведено о і  
центра кулі O до пло ини a. адіус цьо о кру а AM, де M – 
точка, о нале ить перері у пло ини a і сферо , о об-
ме ує кул . ри цьому OM r – радіус кулі.

Зада а  Діаметр кулі дорівн є 3  см. ул  перетнуто 
пло ино  на відстані  см від центра. найти пло у утво-
рено о перері у.

о в я ання. 1) адіус кулі r  3  :   1  см).

) а мал нком . : AM  см), 
AM – радіус перері у.
3) ло а перері у S   AM2   1 2   см2).

ідповідь.  см2.

 а ала   ни а  в лід лі 
а її пов р ні приділя  порівняно мало 
ва и   вої  пра і він вів озна ння 

лі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з а
д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  

р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  
ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
орм л

          
          
         

         
         

          
         

      

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  найдіть діаметр кулі, радіус якої дорівн є: 

1) 3 дм      ) ,  см.

 бчисліть діаметр кулі, радіус якої дорівн є: 
1)  см      ) 1,  дм.

 бчисліть радіус кулі, діаметр якої дорівн є: 
1)  см      ) 1,  дм.

Зада а  Діаметр кулі дорівн є 3  см. ул  перетнуто 

 а ала   ни а  в лід лі 
а її пов р ні приділя  порівняно мало 
ва и   вої  пра і він вів озна ння 

лі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з а
д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  

р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  
ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
орм лорм л

р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  
ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  

ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
орм л
ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
орм л
ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
орм л
ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
орм лорм л
ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  

д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  
лі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з а

р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  
д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  

лі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з а
д   наводи ь на д м  о він ї  орі  за в  н  знав  

лі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з алі  а про пло  пов р ні лі а про її о м ні о о н  з а

р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  
ра а і ро л  і иліндр  наводи ь і і до ази и  
р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  р им від рив відповідні орм ли р ім д  ін  во м  

орм л

À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...

          
          
         

         
         

          
         

      

  
1) 3 дм      ) ,  см.

  

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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 найдіть радіус кулі, діаметр якої дорівн є: 
1)  дм       ) ,  см.

 адіус сфери дорівн є  см. и мо е відстань мі  двома 
деякими точками, о нале ать сфері, дорівн вати: 
1) ,1 см      )  см       3) 1  см        ) 13 см

 Діаметр сфери дорівн є 10 см. и мо е відстань мі  
двома деякими точками, о нале ать сфері, дорівн вати: 
1) 0,1 см      ) 10 см      3) 10,  см      ) 0 см

 адіус кулі дорівн є ,  см. середині, овні кулі чи на 
сферичній поверхні, о обме ує кул , находиться 
точка, віддалена від центра кулі на відстань: 

1)  см        ) ,  см     3)  см        )  см

 адіус кулі дорівн є ,  см. середині, овні кулі чи на 
сферичній поверхні, о обме ує кул , находиться 
точка, віддалена від центра кулі на відстань: 

1)  см        )  см      3) ,  см       )  см

 адіус кулі дорівн є  см. найдіть пло у велико о 
кру а кулі.

 адіус кулі дорівн є  дм. найдіть дов ину велико о 
кола цієї кулі.

  Діаметр кулі дорівн є 1  см. Точка A нале ить 
пло ині, дотичній до кулі, і находиться на відстані 
1  см від точки дотику кулі та пло ини. найдіть від-
стань від точки A до центра кулі.

 Точка B нале ить пло ині, дотичній до сфери, і нахо-
диться на відстані 1  см від точки дотику сфери і пло-

ини. найдіть діаметр сфери, як о відстань від точки B
до центра сфери дорівн є 13 см.

 ул , радіус якої  см, перетнуто пло ино  на від-
стані  см від центра кулі. найдіть дов ину кола, по 
якому пло ина перетинає поверхн  кулі.

 ул  радіуса 10 см перетнуто пло ино  на відстані 
 см від центра кулі. найдіть пло у утворено о перері у.

 A і B – точки сфери, причому AB не є діаметром сфери, 
N – середина відрі ка AB, O – центр сфери. Доведіть, о 
ON AB.

AB – діаметр сфери, M – довільна точка сфери. Дове-
діть, о AMB  0°.

  

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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 ло ина перетинає сферу. Діаметр сфери, проведений 
в одну  точок лінії перетину сфери і пло ини, дорівн є 

 см і утвор є  пло ино  кут °. найдіть відстань 
від центра сфери до пло ини перері у.

 ло ина перетинає сферу. Діаметр сфери, проведений в 
одну  точок лінії перетину сфери і пло ини, дорівн є 

 см і утвор є  пло ино  кут 0°. найдіть відстань 
від центра сфери до пло ини перері у.

 адіус кулі дорівн є  см. Точка A нале ить сфері, о 
обме ує кул . Де мо е находитися точка B усередині, 
овні кулі чи на сферичній поверхні), як о:

1) AB   см    ) AB   см   3) AB   см    ) AB  10 см
о ляньте всі мо ливі випадки.

 адіус кулі дорівн є  см. Точка P нале ить сфері, о 
обме ує кул . Де мо е находитися точка M усередині, 
овні кулі чи на сферичній поверхні), як о:

1) PM  1 см      ) PM   см  
3) PM   см      ) PM   см
о ляньте всі мо ливі випадки.

  Нехай C і D – дві деякі точки сфери. кільки великих 
кіл мо на провести чере  ці точки  о ляньте всі випадки.

 ло ина a дотикається до сфери і  центром O в точці A. 
Точка B нале ить пло ині a, OB перетинає сферу в 
точці K. найдіть дов ину відрі ка BK, як о дов ина 
велико о кола цієї сфери дорівн є 1  см, а AB   см.

 ло ина  дотикається до кулі і  центром O в точці M. 
Точка K нале ить пло ині , OK перетинає сферу, о об-
ме ує кул , у точці N. найдіть дов ину відрі ка MK, як о 
NK   см, а пло а велико о кру а кулі дорівн є  см2. 

 ере  точку сфери радіуса  см проведено пло ину 
під кутом ° до радіуса сфери  кінцем у даній точці. 
най діть дов ину кола отримано о перері у.

 адіус кулі дорівн є 1  см. ере  кінець радіуса під 
кутом 0° до ньо о проведено пло ину. найдіть пло у 
отримано о перері у.

 ер ини трикутника і сторонами  см,  см і 10 см 
ле ать на поверхні кулі, радіус якої 13 см. найдіть від-
стань від центра кулі до пло ини трикутника.

 ер ини рівносторонньо о трикутника і стороно   см 
ле ать на поверхні кулі, радіус якої  см. найдіть від-
стань від центра кулі до пло ини трикутника.
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 уля дотикається до всіх сторін рівносторонньо о трикут-
ника і стороно  1  см. найдіть радіус кулі, як о пло ина 
трикутника находиться на відстані  см від центра кулі.
 уля дотикається до всіх сторін квадрата і стороно  
1  см. найдіть радіус кулі, як о пло ина квадрата на-
ходиться на відстані  см від центра кулі.
 На відстані  см від центра кулі проведено перері  
кулі, пло а яко о в  ра и мен а, ні  пло а велико о 
кру а. найдіть радіус кулі.
 На відстані  см від центра сфери проведено перері , 
дов ина кола яко о в  ра и мен а, ні  дов ина вели-
ко о кола сфери. найдіть радіус сфери.

  ло а велико о кру а кулі дорівн є S, а пло а 

перері у кулі пло ино  – S. На якій відстані від 

центра кулі проведено перері

 ло а велико о кру а кулі дорівн є Q, а пло а пере-

рі у кулі пло ино  – Q. На якій відстані від центра 

кулі проведено перері
 уля, радіус якої 3  см, дотикається до всіх сторін рів-
нобічної трапеції  основами 3  см і 1  см. найдіть від-
стань від центра кулі до пло ини трапеції.
 уля радіуса 10 см дотикається до всіх сторін ромба, 
діа оналі яко о дорівн ть 1  см і 0 см. найдіть від-
стань від центра кулі до пло ини ромба.
 Діаметр кулі двома точками поділено на три частини у 
відно енні 1 : 1  : 13. найдіть відно ення пло  пере-
рі ів кулі, які проходять чере  ці точки перпендику-
лярно до адано о діаметра.
 адіус кулі поділено точко  A на дві частини у відно енні 
3 : , раху чи від центра. ере  точку A проведено перері  
перпендикулярно до адано о радіуса. найдіть відно ення 
пло і цьо о перері у до пло і велико о кру а кулі.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 ідно і  санітарними нормами відно ення пло і вікон 

до пло і підло и у класній кімнаті повинно бути не мен е 
ні  0, . и виконується ця норма у класній кімнаті, дов-

ина якої 1  м, а ирина становить   дов ини, як о в 
кімнаті три вікна ро міром  м 1,  м

 одина Нечепоруків планує на дачі пофарбувати і  ов-
ні ньої та внутрі ньої сторін бак і  кри ко  для води. ак 
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має форму прямої при ми авви ки 1,  м, в основі якої ле-
ить прямокутний трикутник  катетами 0,  м і 0,  м.  ма-

а ині є фарба в банках по 1 к  і ,  к . 
1) кільки квадратних метрів треба пофарбувати  Тов ино  
матеріалу мо на нехтувати.)
) кільки і яких банок фарби треба купити для фарбування 

бака, як о на 1 м2 витрачається 0,  к  фарби

Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó

 найдіть об єм куба, ребро яко о дорівн є: 
1)  см       )  дм       3) 1 м       )  см.

 найдіть об єм прямокутно о паралелепіпеда, лінійні 
виміри яко о дорівн ть:
1)  см,  см,  см        )  дм, 1  см, 1  см
3)  см, 1 дм, 1 0 мм     )  мм,  см, 0,  дм.

 найдіть дов ину кола, радіус яко о на  см мен ий, 
ні  діаметр.

À Á Ã Ä

 см 10  см  см 10 см ін а відповідь

 адіус конуса дорівн є  см, а йо о твірна на 1 см біль а 
а висоту. найдіть пло у осьово о перері у конуса.

À Á Ã Ä

30 см2 0 см2 0 см2 0 см2 1 0 см2

 сі ребра прямої трикутної при ми дорівн ть  см. 
найдіть пло у бічної поверхні при ми. 

À Á Ã Ä

1  см2  см2 3  см2  см2  см2

 На осі аплікат найдіть точку, рівновіддалену від точок 
A 0   3) і B   ).

À Á Ã Ä

0  0  ) 0  0  ) 0   0)  0  0) 0  0  – )

 найдіть дов ину кола, радіус яко о на  см мен ий, 
ні  діаметр.

À Á Ã Ä

 см 10  см  см 10 см ін а відповідь

 адіус конуса дорівн є  см, а йо о твірна на 1 см біль а 
а висоту. найдіть пло у осьово о перері у конуса.

À Á Ã Ä

30 см2 0 см2 0 см2 0 см2 1 0 см2

 сі ребра прямої трикутної при ми дорівн ть  см. 
найдіть пло у бічної поверхні при ми. 

À Á Ã Ä

1  см2  см2 3  см2  см2  см2

 На осі аплікат найдіть точку, рівновіддалену від точок 
A 0   3) і B   ).

À Á Ã Ä

0  0  ) 0  0  ) 0   0)  0  0) 0  0  – )

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 На мал нку обра ено трикут-
 ник  та точки M і N, які є від-
повідно серединами сторін  і ÀÑ
цьо о трикутника. Точка K не нале-

ить пло ині трикутника . 
становіть відповідність мі  паро  

прямих 1– ) та в аємним ро мі-
енням у просторі –Д).

ара прями за мн  розмі ння

KN і AB À перетина ться в точці K

2 MN і BC Á перетина ться в точці N

3 KM і KN перетина ться в точці M

4 KN і AC Ã мимобі ні

Ä паралельні

 снова тупокутно о рівнобедрено о трикутника дорівн є 
1  см, а радіус кола, описано о навколо цьо о трикут-
ника, – 1  см. найдіть пло у трикутника у см2).

омашня самостійна робота  

о н  завдання ма  по о ири варіан и відповіді  
р д я и  ли  один  правильним  рі ь правильни  ва

ріан  відповіді.

 . рямокутник і сторонами  см і  см обертається 
навколо біль ої сторони. найдіть діаметр утворено о 
циліндра.

  см       см       см      1  см

 адіус основи конуса дорівн є  см, а йо о висота – 
1  см. найдіть дов ину твірної конуса.

 3 см     1  см     1  см     см

 адіус сфери дорівн є  см. Точки A і B – деякі точки, 
о нале ать сфері. ко  найбіль о  мо е бути від-

стань мі  точками A і B
  см       см      1  см     3  см

 4. ло а основи циліндра дорівн є 3  см2, а діа о-
наль йо о осьово о перері у – 13 см. найдіть висоту ци-
ліндра.

  см       см       см      см

ріан  відповіді

 
навколо біль ої сторони. найдіть діаметр утворено о 
циліндра.

 

 4
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 сьовим перері ом конуса є прямокутний трикутник, і-
потену а яко о дорівн є  см. найдіть пло у осьово о 
перері у конуса.

  см2     3  см2      см2     1  см2

 феру, радіус якої  см, перетнуто пло ино  на від-
стані  см від центра сфери. найдіть дов ину кола, по 
якому перетина ться сфера і пло ина.

  см      12  см     14  см       16  см

 . ідрі ок, о сполучає центр верхньої основи циліндра 
 точко  кола ни ньої основи, дорівн є  см і ут  во-

 р є  вісс  циліндра кут °. найдіть пло у осьово о 
перері у циліндра.

 1  см2     3  см2     см2      см2

 адіус основи конуса дорівн є 1  см, а висота – 1  см. 
ло ина, перпендикулярна до осі конуса, перетинає 

йо о так, о пло а утворено о перері у дорівн є 1  см2. 
найдіть відстань від вер ини конуса до пло ини пере-

рі у.
  см       1  см       см          см

 сі вер ини прямокутно о трикутника  катетами 3 см і 
 см ле ать на поверхні кулі. ідстань від центра кулі 

до пло ини трикутника дорівн є  см. найдіть радіус 
кулі.

 ,  см      см        см         ,  см

  аралельно осі циліндра проведено пло ину, яка пе-
ретинає основу по хорді, о стя ує ду у 1 0°.  центра 
ін ої основи ц  хорду видно під прямим кутом. най-
діть радіус основи циліндра, як о йо о висота дорівн є 

см.
  см       см        см     см

 ло а основи конуса дорівн є S, а йо о твірна утвор є 
 пло ино  основи кут a. найдіть пло у осьово о пере-

рі у конуса.

             S tga

 уля, радіус якої дорівн є  см, дотикається до всіх 
сторін прямокутної трапеції  основами  см і 1  см. 
найдіть відстань від центра кулі до пло ини трапеції.
  см     3 см      см     3,  см
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Завдання для перевірки знань до  –

 . рямокутник і сторонами 3 см і  см обертається 
навколо мен ої сторони. найдіть висоту, радіус і діа-
метр утворено о циліндра.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а твірна – 13 см. 
най діть висоту конуса.

 адіус сфери дорівн є  см. и мо е відстань мі  дея-
кими двома точками, о нале ать сфері, дорівн вати:
1)  см     ) 11 см     3) 1  см     ) 1  см

 4. Дов ина кола основи циліндра дорівн є  см, а діа-
ональ осьово о перері у циліндра – 10 см. найдіть:

1) дов ину твірної циліндра
) пло у осьово о перері у циліндра.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а твірна нахи-
лена до пло ини основи під кутом 30°. найдіть:
1) висоту і твірну конуса
) пло у осьово о перері у конуса.

 ул , радіус якої 1  см, перетнуто пло ино  на від-
стані 1  см від центра кулі. найдіть пло у перері у.

 . исота конуса дорівн є 1  см, а радіус основи –  см. 
ло ина, перпендикулярна до осі конуса, перетинає 

йо о бічну поверхн  по колу, дов ина яко о  см. най-
діть відстань від вер ини конуса до пло ини перері у.

 8. аралельно осі циліндра проведено пло ину, яка пе-
ретинає основу по хорді, о стя ує ду у 0°.  центра 
ін ої основи ц  хорду видно під кутом 0°. ло а утво-

рено о перері у дорівн є см2. найдіть висоту ци-
ліндра.

Дода ові завдання

 . ер ини правильно о трикутника і стороно   см 
ле ать на поверхні кулі, пло а велико о кру а якої до-
рівн є 3  см2. найдіть відстань від центра кулі до пло-

ини трикутника.

  Твірна конуса утвор  є  йо о висото  кут a. най-
діть пло у основи конуса, як о пло а йо о осьово о пе-
рері у дорівн є S.

 
навколо мен ої сторони. найдіть висоту, радіус і діа-
метр утворено о циліндра.

 

 4

 

 8
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  Р З  :

  згадаєте поняття об єму 
еометрично о тіла, 

формули для обчислення 
об ємів прямокутно о 
паралелепіпеда та куба

  дізнаєтеся про основні 
властивості об ємів

  навчитеся находити 
об єми рані е вивчених 
тіл і пло і поверхонь тіл 
обертання.

Р З  
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ОБ М ТІЛА. 
ОБ М ПРИЗМИ ТА ПАРАЛЕЛЕПІПЕДА

 цьому пара рафі ро лянемо одне  понять, яке характе-
ри ує еометричне тіло, – поняття об єму та об єми деяких 
тіл.

оняття об єму еометрично о тіла 
вводиться анало ічно понятт  пло-
 і плоскої фі ури. Так само як 

плоска фі ура обме ує деяку частину пло ини, еометричне 
тіло обме ує деяку частину простору. о ному еометрич-
ному тілу мо на поставити у відповідність начення йо о 
о м . о на вва ати, о об єм еометрично о тіла – це ве-
личина тієї частини простору, яку обме ує це еометричне 
тіло. оняття об єму вам відомо  повсякденно о иття об єм 
пакета і  соком, пля ки  водо , об єм повітря в кімнаті). 
Тако   поняттям об єму ви о найомл валися в попередніх 
класах.

новні вла иво і о мів:
1)  о м ом ри но о іла вира а ь я дода ним 

и лом
2) рівні ом ри ні іла ма ь рівні о ми
3)  я о ом ри н  іло лад н  з іль о  іл  о 

о о о м дорівн  мі о мів и  іл
4)  одини  вимір вання о мів  о м а з р ром  

о дорівн  одини і вимір вання дов ини

Наприклад, як о а одиниц  вимір вання дов ини в яти 
1 см, то відповідно  одинице  вимір вання об єму буде 
об єм куба  ребром 1 см. Такий куб має об єм 1 см3 чита-
ється: один і ни  ан им р).

н ими одиницями вимір вання об ємів є 1 мм3, 1 дм3, 1 м3.
б єм тіла прийнято по начати літеро  V.

іла  я і ма ь рівні о ми  назива ь рівнов ли
êèìè.

посіб обчислення об єму прямо-
кутно о паралелепіпеда, як о йо о 
лінійні виміри дов ина, ирина і 
висота) вира а ться натураль-
ними числами a, b і c, ви наєте  

попередніх класів: о м прямо но о парал л піп да до
рівн  до  рьо  о о вимірів  о о V abc.

 як обчислити об єм прямокутно о паралелепіпеда, як о 
хоч один  йо о вимірів є числом дробовим або ірраціо-
нальним  ідповідь на це питання дає теорема.

ОБ М ТІЛА. 
ОБ М ПРИЗМИ ТА ПАРАЛЕЛЕПІПЕДА§  8 .  

1. Поняття об’єму

новні вла иво і о мів:
1)  о м ом ри но о іла вира а ь я дода ним 

и лом
2) рівні ом ри ні іла ма ь рівні о ми
3)  я о ом ри н  іло лад н  з іль о  іл  о 

о о о м дорівн  мі о мів и  іл
4)  одини  вимір вання о мів  о м а з р ром  

о дорівн  одини і вимір вання дов ини

класах.

новні вла иво і о мів
1)

іла  я і ма ь рівні о ми  назива ь рівнов ли
êèìè.

б єм тіла прийнято по начати літеро  

іла  я і ма ь рівні о ми  назива ь рівнов ли
êèìè.

2. Об’єм 
прямокутного 
паралелепіпеда
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Теорема 1 про об єм прямокутно о паралелепіпеда). 
б єм прямокутного паралелепіпеда дорівнює добутку 

трьох його вимірів

Доведення цієї теореми досить ромі дке і виконується 
анало ічно доведенн  теореми про пло у прямокутника, ро -
лянутої у -му класі. Тому доведення теореми про об єм пря-

мокутно о паралелепіпеда не наводимо. о лянемо наслідок 
і  цієї теореми.

Наслідок. м прямо но о парал л піп да до
рівн  до  пло і о нови на ви о

Дійсно, нехай, наприклад, рань  реб-
рами a і b є осново  прямокутно о пара-
лелепіпеда мал. .1), тоді пло а основи S
паралелепіпеда дорівн є ab, а висота h па-
ралелепіпеда дорів н є c. 

Тому V abc  Sh.
о лянемо приклади ро в я ування 

адач.

Зада а  Ñòîðони основи прямо-
кутно о паралелепіпеда дорівн ть
 см і  см, а діа ональ біль ої а 

пло е  бічної рані дорівн є 
10 см. найти об єм паралелепіпеда.

о в я ання. 
1) Нехай ABCDA1B1C1D1 – прямо-
кут ний паралелепіпед, AB   см, 
AD   см, A1D  10 см мал. . ).
)  {AA1D ( A  0°):

AA1   см).

3) аємо V    1        см3).
ідповідь.  см3.

Зада а сново  прямокутно о 
паралелепіпеда є квадрат  діа онал-
  л   см. найти об єм паралелепі-
педа, як о йо о діа ональ на  хи лена 
до пло ини основи під кутом 0°.

о в я ання. 
1) Нехай ABCDA1B1C1D1 – прямо-
кутний паралелепіпед, у яко о 
основа ABCD – квадрат, BD   см, 

B1DB  60° мал. .3).

Теорема 1 про об єм прямокутно о паралелепіпеда). 
б єм прямокутного паралелепіпеда дорівнює добутку 

трьох його вимірів

Теорема 1 про об єм прямокутно о паралелепіпеда). 
б єм прямокутного паралелепіпеда дорівнює добутку 

трьох його вимірів

Наслідок. м прямо но о парал л піп да до
рівн  до  пло і о нови на ви о

і  цієї теореми.

Дійсно, нехай, наприклад, рань  реб-

Наслідок.
рівн  до  пло і о нови на ви о

ал. .1

ал. .

Зада а  Ñòîð

ал. .3

Зада а 
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) ло а основи S  1  см2).

3)  {BB1D ( B  0°): 
BB1 BDtg B1DB 6tg60°  6  см), h  6  см.
) Тоді об єм паралелепіпеда: 

V Sh  1    10  см3).

ідповідь. 10  см3.

 1 3  р. італійський математик 
онавентура авальєрі 1 –1 ) 
апропонував один і  способів об-

числення об ємів, який отримав у подаль ому на ву прин ип 
аваль рі.

ринцип авальєрі. кщо при перетині двох тіл F
і F2 всіма площинами, паралельними деякій площині 
a, у перерізі отримують ігури з рівними площами
мал. . ), то об єми цих тіл рівні між собою

  

 ал. .  ал. .

ей принцип мо на пояснити, наприклад, так. Нехай є 
дві великі пачки друкарсько о паперу  однаково  кількіст  
арку ів. ро уміло, о об єми цих пачок рівні мі  собо . 

икладемо ці дві пачки на стіл: одну так, об вона набула 
форми прямокутно о паралелепіпеда, а дру у так, об її 
верхня частина була трохи сунута мал. . ).

б єми утворених тіл рівні, о й стверд ується прин-
ципом авальєрі. Дійсно, висота деформованої пачки не мі-
нилася і ко на пло ина, паралельна кри ці стола, пере-
тинає ко ну  пачок по прямокутниках однакової пло і.

ам авальєрі об рунтував свій принцип тако  наочними 
міркуваннями, а де о пі ні е явилося стро е доведення 
цьо о факту, яке в цьому підручнику не наводимо.

ринцип авальєрі дає мо у ви-
вести ба ато формул для обчислення 
об ємів.

Теорема  про об єм при ми). б єм призми дорівнює 
добутку площі її основи на висоту

3. Принцип Êавальєрі 

ринцип авальєрі. кщо при перетині двох тіл F
F2 всіма площинами, паралельними деякій площині 
, у перерізі отримують ігури з рівними площами
мал. . ), то об єми цих тіл рівні між собою

аваль рі

ринцип авальєрі. 
і F
aa, у перерізі отримують ігури з рівними площами

4. Об’єм призми

Теорема  про об єм при ми). б єм призми дорівнює 
добутку площі її основи на висотудобутку площі її основи на висоту
Теорема  про об єм при ми). 
добутку площі її основи на висотудобутку площі її основи на висоту
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ал. .

Доведення. Нехай дано довільну при му пряму або по-
хилу)  пло е  основи S і висото  h. Нехай на пло ині a
поруч і  дано  при  мо  ро мі ено прямокутний паралеле-
піпед  пло е  основи S і висото  h мал. . ). скільки 
висоти при ми і паралелепіпеда рівні, то ко на пло ина , 
яка перетинає при му, перетинає і паралелепіпед. сі відпо-
відні перері и ма ть рівні пло і, оскільки ці перері и рівні 
відповідним основам при ми і паралелепіпеда. а прин-
ципом авальєрі маємо висновок: об єми при ми і парале-
лепіпеда рівні мі  собо . скільки об єм паралелепіпеда 
дорівн є Sh, то об єм при ми тако  дорівн є Sh. 

Наслідок 1. м прямої призми дорівн  до  
пло і її о нови на і н  р ро
Наслідок . м по ило о парал л піп да дорівн  
до  пло і о о о нови на ви о
Наслідок 3. м прямо о парал л піп да дорівн  
до  пло і о о о нови на ви о

о лянемо приклади ро в я ування адач.

Зада а сново  похилої при ми є правильний трикутник 
і стороно   см. ічне ребро при ми дорівн є  см і нахи-

лене до пло ини основи під кутом 30°. найти об єм при ми.
о в я ання. 1) Нехай ABCA1B1C1 – адана в умові при ма, 

{ABC – правильний, AB   см, 
AA1   см, A1K h – висота 
при ми, A1AK – кут нахилу біч-
но о ребра до пло ини основи, 

A1AK 30° мал. . ).

) ло а основи S , де 

a AB – сторона основи. аємо 

S  4  см2). 

Наслідок 1. м прямої призми дорівн  до  
пло і її о нови на і н  р ро
Наслідок . м по ило о парал л піп да дорівн  
до  пло і о о о нови на ви о
Наслідок 3. м прямо о парал л піп да дорівн  
до  пло і о о о нови на ви о

дорівн є 

Наслідок 1. 
пло і її о нови на і н  р ро
Наслідок . 

Зада а 

ал. .
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3)  {AA1K ( K 0°): h A1K  3 см) а влас-

тивіст  катета, о ле ить проти кута 30°).
) аємо V Sh  4   3  12  см3).

ідповідь. 1  см3.

Зада а сново  прямо о паралелепіпеда є ромб і сто-
ðоно   см і острим кутом 0°. ен а діа ональ паралеле-
піпеда дорівн є біль ій діа оналі ромба. найти об єм 
паралелепіпеда.

о в я ання. 
1) Нехай ABCDA1B1C1D1 – аданий 
в умові паралелепіпед, ABCD – ромб, 
AB   см, BAD 60° мал. . ).
) ло а основи: 

S AB2sin BAD 2sin60°  64

32  см2).

3) {ABD – рівносторонній, BD
AB   см.
)  {ABC: ABC 120°. а теоремо  косинусів: 

AC2  AB2 + BC2 – 2 · AB · BC · cos ABC  

AC см).
) скільки BD  AC, то B1D – мен а діа ональ паралелепі-

педа, B1D AC  см. 
)  {BB1D (  0°): 

BB1  см).

) Тоді об єм V  см3).

ідповідь.  см3.

Зада а   похилій при мі проведено перері , пер  пен  ди -
кулярний до бічних ребер, о перетинає всі бічні ребра 
мал. . ). Довести, о об єм при ми 
мо на найти а формуло :

V  Sï · l,
äå Sï – пло а перері у, l – дов ина 
бічно о ребра при ми. 
Доведення. 1) ло ина перері у 
поділяє при  му на дві частини 
верхн  та ни н ). оміняємо ча-
стини місцями, сумістив и основи 
початкової при ми.

Зада а 

ал. .

ал. .

Зада а   похилій при мі проведено перері , пер  пен  ди -
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)  цьому випадку отримаємо пряму при му, об єм якої до-
рівн є об єму аданої.
3)  цій прямій при мі осново  є перері  аданої, а висото  – 
бічне ребро аданої при ми. б єм отриманої прямої при ми, 
а тому і аданої, дорівн є Sï · l. 

        
       

        
        

         
     

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ира іть у мм3:

1)  см3            )  см3 11  мм3

3)  см3  мм3      ) 3 дм3.

 ира іть у см3:
1)  дм3            )  дм3 1  см3

3) 3 дм3  см3       )  м3.

 найдіть об єм куба, ребро яко о дорівн є:
1)  см      )  дм.

 найдіть об єм куба, ребро яко о дорівн є:
1)  дм      ) 10 см.

 найдіть об єм прямокутно о паралелепіпеда, лінійні ви-
міри яко о дорівн ть:
1)  дм,  дм і  дм      ) 1  см, 0,  дм і 30 мм.

 найдіть об єм прямокутно о паралелепіпеда, лінійні ви-
міри яко о дорівн ть:
1) 3 см,  см і  см       ) 1  дм, 0,3 м і 0 см.

 найдіть об єм прямокутно о паралелепіпеда, пло а ос-
нови яко о дорівн є 30 см2, а висота – 1  см. 

 найдіть об єм прямокутно о паралелепіпеда, пло а ос-
нови яко о дорівн є  дм2, а висота –  дм. 

 б єм при ми дорівн є 00 см3, а пло а основи – 0 см2. 
найдіть висоту при ми.

 б єм при ми дорівн є 300 см3, а її висота – 1  см. 
най діть пло у основи при ми.

  торони основи прямо о паралелепіпеда дорівн ть 
 ñм і  см та утвор ть кут 0°. найдіть об єм пара-

лелепіпеда, як о йо о бічне ребро дорівн є  см.

        
       

        
        

         
     

  
1)  см
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 сново  прямо о паралелепіпеда є ромб і стороно  
 см і острим кутом 30°. найдіть об єм паралелепіпеда, 

як о йо о бічне ребро дорівн є 10 см.

 торони основи прямокутно о паралелепіпеда дорів-
н ть 3 см і  см, а діа ональ біль ої а пло е  бічної 
рані – 13 см. найдіть об єм паралелепіпеда.

 торони основи прямокутно о паралелепіпеда дорів-
н ть  см і  см, а діа ональ мен ої а пло е  бічної 
рані –  см. найдіть об єм паралелепіпеда.

 снова прямо о паралелепіпеда – ромб і стороно   см 
і кутом 0°. ен а діа ональ паралелепіпеда нахилена 
до пло ини основи під кутом °. найдіть об єм парале-
лепіпеда.

 снова прямо о паралелепіпеда – квадрат, периметр 
яко о дорівн є 0 см. найдіть об єм паралелепіпеда, 
як о діа ональ бічної рані утвор є  пло ино  основи 
кут °.
 торона основи правильної чотирикутної при ми до-
рівн є  см, а її об єм – 1 0 см3. найдіть висоту при ми.

 снова прямої при ми – трикутник  осново   см і ви-
сото , проведено  до неї, 10 см. найдіть висоту при ми, 
як о її об єм дорівн є 1 0 см3.

 ідро вмі ує прибли но 1  л. кільки відер води по-
трібно, об аповнити ванну, яка має форму прямокут-
но о паралелепіпеда  вимірами 0 см, 1 м 0 см і 0 см  

ідповідь окру літь до цілих.)

 ідро вмі ує прибли но  л. кільки відер води по-
трібно, об аповнити скляний куб  ребром 0 см  ід-
повідь окру літь до цілих.)

 ласні кімнати повинні бути ро раховані так, об на 
одно о учня було не мен е ні   м3 повітря. и мо уть 
у класній кімнаті, яка має форму прямокутно о парале-
лепіпеда  вимірами  м, ,  м і 3 м, навчатися 3 дітей 
бе  пору ення санітарних норм

 б єм куба дорівн є  см3. найдіть повну поверхн  
куба.

 овна поверхня куба дорівн є  см2. найдіть об єм куба.

 о міри це лини  см 1  см ,  см. найдіть масу 
однієї це лини, як о її устина дорівн є 1 00 к м3.

 кскаватор викопав яму у формі куба, ребро яко о до-
рівн є  м. кільки ванта івок потрібно, об виве ти 
вс  емл , як о одна ванта івка вмі ує ,  м3 емлі

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



1

О      

 іський олова вирі ив покрити асфальтом прямолі-
нійну ділянку доро и ав ир ки 1  м і авдов ки 
00 м. Тов ина асфальту на цій доро і –  см. кільки 

потрібно ма ин асфальту, як о устина асфальту до-
рівн є ,  т м3, а ванта опідйомність ма ини –  т
 кільки до ок авдов ки ,  м, ав ир ки 0 см і 
автов ки 0 мм мо на отримати і  чотирикутної балки 
авдов ки 10 м, о має в перері і прямокутник ро мі-

рами 0 см  30 см
 найдіть об єм деталі, обра еної на мал нку .  
див с. 1 ).
 найдіть об єм деталі, обра еної на мал нку .  
див. с. 1 ).
 ічне ребро прямокутно о паралелепіпеда дорівн є 

 см, а одна і сторін основи –  см. найдіть об єм 
паралелепіпеда, як о йо о діа ональ нахилена до пло-

ини основи під кутом 0°.
 ічне ребро прямокутно о паралелепіпеда дорівн є 

 см, а діа ональ основи – 0 см. найдіть об єм пара-
лелепіпеда, як о одна  діа оналей бічної рані нахилена 
до пло ини основи під кутом 30°.
 1 м3 олота ва ить прибли но 1  т. и мо е л дина 
підняти куб олота, ребро яко о 30 см
 снова прямої при ми – рівнобедрений трикутник  ос-
ново   см і периметром 1  см. найдіть об єм при ми, 
як о дві її бічні рані квадрати.
 снова прямої при ми – рівнобедрений трикутник  
бічно  стороно  10 см і периметром 3  см. найдіть 
об єм при ми, як о одна  її бічних раней – квадрат, а 
дві ін і – не є квадратами.
 б єм прямої при ми дорівн є 1  см3, а її бічне ребро – 
 см. снова при ми – прямокутний трикутник  катетом 
 см. найдіть пло у бічної поверхні при ми.

 снова прямої при ми – прямокутний трикутник  ка-
тетами  см і 1  см. найдіть пло у бічної поверхні 
при ми, як о її об єм дорівн є 0 см3.
 снова похило о паралелепіпеда – прямокутник  діа о-
налл  10 см і кутом мі  діа оналями 30°. ічне ребро 
паралелепіпеда дорівн є  см і утвор є  пло ино  
основи кут °. найдіть об єм паралелепіпеда.
 снова похило о паралелепіпеда – квадрат  діа оналл  
 см. ічне ребро паралелепіпеда дорівн є  см і утвор є
 пло ино  основи кут 0°. найдіть об єм паралелепіпеда.
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  сново  прямо о паралелепіпеда є ромб  периме-
тром 0 см і діа оналл   см. ен а діа ональ паралеле-
піпеда дорівн є 10 см. найдіть об єм паралелепіпеда.

 сново  прямо о паралелепіпеда є ромб  периметром 
0 см і діа оналл  1  см. іль а діа ональ паралелепі-

педа дорівн є 0 см. найдіть об єм паралелепіпеда.

 рофіль русла річки має форму рівнобічної трапеції, ос-
нови якої дорівн ть 1  м і  м, а висота – 3 м. вид-
кість течії дорівн є 1 м с. кий об єм води проходить 
чере  цей профіль а 1 хв

 ерері  алі нично о насипу має ви ляд рівнобічної 
трапеції, верхня основа якої дорівн є 1  м, ни ня – 

 м, а висота – ,  м. найдіть об єм 1 км насипу.

 Діа ональ прямокутно о паралелепіпеда дорівн є 1  см 
і нахилена до пло ини основи під кутом 0°. найдіть 
об єм паралелепіпеда, як о кут мі  діа оналями основи 
дорівн є 30°.
 Діа ональ прямокутно о паралелепіпеда нахилена до 
пло ини основи під кутом °. Діа ональ основи утвор є 
 одніє  і сторін основи кут 30°. найдіть об єм парале-

лепіпеда, як о йо о висота дорівн є  см.

  прямій трикутній при мі сторони основи дорівн ть 
13 см, 1 см і 0 см. ере  бічне ребро при ми та се-
редн  а дов ино  висоту основи проведено перері , 
пло а яко о дорівн є 3 см2. найдіть об єм при ми.

  прямій трикутній при мі сторони основи дорівн ть 
13 см, 1  см і 1  см. ере  бічне ребро при ми та най-
мен у а дов ино  висоту основи проведено перері , 
пло а яко о дорівн є 11  см2. найдіть об єм при ми.

 сново  прямо о паралелепіпеда є квадрат  діа оналл  
 см. найдіть об єм паралелепіпеда, як о йо о повна 

поверхня дорівн є 0 см2.

 сново  прямо о паралелепіпеда є паралело рам і сторо-
нами  см і  см та острим кутом 30°. найдіть об єм па-
ралелепіпеда, як о йо о повна поверхня дорівн є  см2.

 Діа ональ бічної рані прямокутно о паралелепіпеда до-
рівн є  см. Діа ональ паралелепіпеда утвор є  пло-

ино  цієї рані кут °, а  пло ино  основи – кут 
30°. найдіть об єм паралелепіпеда.

 Діа ональ прямокутно о паралелепіпеда дорівн є 10 см 
і утвор є  бічними ранями кути 30° і °. найдіть 
об єм паралелепіпеда.
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 сново  похилої при ми є правильний трикутник і 
ñòîроно   см. дна  вер ин верхньої основи проек-
тується в центр ни ньої. ічні ребра при ми утвор ть 
 пло ино  основи кут 0°. найдіть об єм при ми.

 сново  похилої при ми є квадрат і стороно   см. 
дна  вер ин верхньої основи проектується в центр 

ни ньої. ічні ребра при ми утвор ть  пло ино  ос-
нови кут °. найдіть об єм при ми.

  основі прямої при ми ле ить прямокутний трикутник 
 острим кутом a. Діа ональ бічної рані, о містить і-

потену у, дорівн є d і утвор є  пло ино  основи 
при ми кут . найдіть об єм при ми.

  основі прямої при ми ле ить прямокутний трикутник 
 кутом a і іпотену о  c. Діа ональ рані, о містить 

катет, приле лий до дано о кута, утвор є  пло ино  
основи кут . найдіть об єм при ми.

   основі прямої при ми ле ить рівнобедрений три-
кутник  бічно  стороно  a і кутом при вер ині . ере  
сторону основи і протиле ну вер ину ін ої основи про-
ведено перері , який утвор є  пло ино  кут . най-
діть об єм при ми.

 торона основи правильної трикутної при ми дорівн є a. 
ере  ц  сторону і середину протиле но о бічно о ребра 

проведено перері , який утвор є  пло ино  основи 
кут a. найдіть об єм при ми.

 ло і трьох раней прямокутно о паралелепіпеда до-
рівн ть 1  см2, 1 см2 і  см2. найдіть об єм прямо-
кутно о паралелепіпеда.

 ериметри трьох раней прямокутно о паралелепіпеда 
дорівн ть 1  см, 1  см і 1  см. найдіть об єм прямо-
кутно о паралелепіпеда.

  основі похилої при ми ле ить правильний трикутник 
і стороно  10 см. дна  бічних раней при ми перпен-

дикулярна до пло ини основи та являє собо  ромб, діа-
ональ яко о дорівн є 1  см. найдіть об єм при ми.

 сново  похило о паралелепіпеда є квадрат і стороно  
 см. дна  бічних раней паралелепіпеда перпендику-

лярна до пло ини основи та являє собо  паралело рам, 
периметр яко о дорівн є 0 см, а острий кут – 30°. 
найдіть об єм паралелепіпеда.

 сново  похило о паралелепіпеда є прямокутник і сто-
ронами  см і  см. дне  бічних ребер паралелепіпеда 
дорівн є  см і утвор є і  сумі ними сторонами основи 
кути по 0°. найдіть об єм паралелепіпеда.
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 сново  похило о паралелепіпеда є квадрат і стороно  
 см. дне  бічних ребер паралелепіпеда дорівн є  см і 

утвор є і  сумі ними сторонами основи кути по 0°. 
найдіть об єм паралелепіпеда.

 Дві бічні рані похилої трикутної при ми ма ть пло і 
0 см2 і 30 см2 та утвор ть кут 120°. найдіть об єм 

при ми, як о її бічне ребро дорівн є  см.

 Дві бічні рані похилої трикутної при ми ма ть пло і 
 см2 і 30 см2 та утвор ть прямий кут. найдіть об єм 

при ми, як о її бічне ребро дорівн є  см.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 Діаметр коловорота колодя я 3  см, либина колодя я 
до води ,  м. кільки ра ів треба повернути рукоятку 
коловорота, об витя ти відро  води  

 оле стадіону має форму прямокутника,  двох сторін 
до яко о примика ть півкола. Дов ина бі ової дорі ки 
навколо поля дорівн є 00 м. Дов ина ко ної  двох 
прямолінійних ділянок дорі ки дорівн є 100 м. най-
діть ирину поля стадіону.

 До кола проведено дотичну AB (B – точка дотику) та 
січну, о проходить чере  центр кола див. мал.). найдіть 
радусну міру кута BAO, як о BOT  110°.

À Á Ã Ä

10° 20° 30° 40° ін а відповідь

 Дов ина кола основи конуса дорівн є 
6  см. найдіть дов ину висоти конуса, 
як о йо о твірна дорівн є  см.

À Á Ã Ä

1 см  см 3 см  см  см

 ким числом не мо е вира атися радусна міра плос-
ко о кута при вер ині правильної чотирикутної піраміди

À Á Ã Ä

° ° 1° ° 13°

 До кола проведено дотичну AB (B – точка дотику) та 
січну, о проходить чере  центр кола див. мал.). найдіть 
радусну міру кута BAO, як о BOT  110°.

À Á Ã Ä

10° 20° 30° 40° ін а відповідь

 Дов ина кола основи конуса дорівн є 
6  см. найдіть дов ину висоти конуса, 
як о йо о твірна дорівн є  см.

À Á Ã Ä

1 см  см 3 см  см  см

 ким числом не мо е вира атися радусна міра плос-
ко о кута при вер ині правильної чотирикутної піраміди

À Á Ã Ä

° ° 1° ° 13°

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 ка  точок нале ить осі аплікат

À Á Ã Ä

3  –1  0) 0  –3  0) 0  0  –11)  0  0) –  –1  )

 Дано вектори , , . стано-
віть відповідність мі  характеристико  векторів або ре-
ультатом дії над ними 1– ) та її або йо о числовим 
наченням –Д).

ара ри и а в орів 
а о р з ль а  дії над ними

×èñëîâå 
зна ння 

модуль вектора À

2 модуль вектора Á 6
3 скалярний добуток векторів 

 і 
4 начення m, при якому век-

тори і  перпендикулярні
Ã 4

Ä 3

 торона рівносторонньо о трикутника ABC дорівн є . 
бчисліть скалярний добуток .

ОБ М 
ПІРАМІДИ

 цьому пара рафі навчимося находити об єм піраміди.
початку доведемо допомі ну теорему – лему.

ема про рівновеликість трикутних пірамід  рів-
ними висотами і рівновеликими основами). рикутні 
піраміди з рівними площами основ і рівними висотами 
мають рівні об єми

Доведення. 1) о лянемо дві трикутні піраміди, ко на  
яких має пло у основи S і висоту h. о містимо ці дві піра-
міди на деяку пло ину a мал. .1).

ал. .1

ОБ М 
ПІРАМІДИ§  9 .  

ема про рівновеликість трикутних пірамід  рів-
ними висотами і рівновеликими основами). рикутні 
піраміди з рівними площами основ і рівними висотами 
мають рівні об єми

початку доведемо допомі ну теорему – лему.

ема про рівновеликість трикутних пірамід  рів-
ними висотами і рівновеликими основами). 
піраміди з рівними площами основ і рівними висотами 

 ка  точок нале ить осі аплікат

À Á Ã Ä

3  –1  0) 0  –3  0) 0  0  –11)  0  0) –  –1  )

 Дано вектори , , . стано-
віть відповідність мі  характеристико  векторів або ре-
ультатом дії над ними 1– ) та її або йо о числовим 
наченням –Д).

ара ри и а в орів 
а о р з ль а  дії над ними

×èñëîâå 
зна ння 

модуль вектора À

2 модуль вектора Á 6
3 скалярний добуток векторів 

 і 
4 начення m, при якому век-

тори і  перпендикулярні
Ã 4

Ä 3

 торона рівносторонньо о трикутника ABC дорівн є . 
бчисліть скалярний добуток .

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



РОЗДІЛ 

) скільки висоти пірамід рівні, то ко на пло ина , пара-
лельна пло ині a, яка перетинає пер у піраміду, перетинає 
і дру у. роведемо пло ину  на відстані x від вер ини пі-
раміди.
3) Нехай в перері і пер ої піраміди отримали трикутник 
пло е  S1. о на довести, о трикутники ABC і A1B1C1

подібні робіть це самостійно). 

Тому , де l1 і l – деякі відповідні лінійні елементи 

{A1B1C1 і {ABC.

4) {PQ1B1 V {PQB, тому . ле B1Q1 і BQ – відпо-

відні лінійні елементи {A1B1C1 і {ABC.

) аємо .

) нало ічно для дру ої піраміди , де S2 – пло а 

трикутника, отримано о при перері і піраміди пло ино  .

) аємо , відки S1 S2.

) астосову чи принцип авальєрі, отримаємо рівновели-
кість ро лядуваних трикутних пірамід. 

аува имо, о дана лема справд ується для будь-яких 
пірамід  рівними висотами і рівновеликими основами, а не 
ли е для трикутних.

Теорема 1 про об єм піраміди). б єм піраміди до
рівнює третині добутку площі її основи на висоту

Доведення. 1) Доведемо спочатку ц  теорему для три-
кутної піраміди PABC, у якої пло а основи дорівн є S, а 
висота – h.
) роведемо відрі ки BB1 і CC1, 

паралельні та рівні бічному ребру 
піраміди AP мал. . ). получив-
  и відрі ками P і B1, B1 і C1, P і C1, 
B1 і C, отримаємо трикутну при му 
ABCPB1C1, об єм якої дорівн є Sh.
3) тримана при ма складається  
трьох пірамід: PABC, CPB1C1 і 
PBCB1. іраміди PABC і CPB1C1
ма ть рівні основи і висоти, а тому 
а лемо  рівновеликі.

Теорема 1 про об єм піраміди). б єм піраміди до
рівнює третині добутку площі її основи на висоту

ли е для трикутних.

Теорема 1 про об єм піраміди). 
рівнює третині добутку площі її основи на висоту

ал. .
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) і ьмемо а основи пірамід CPB1C1 і PBCB1 трикутники 
C1B1C і BCB1. і трикутники рівновеликі. исоти пірамід, 
які ро ляда ть, тако  рівні. Таким чином, піраміди CPB1C1
і PBCB1 – рівновеликі.
) т е, усі три піраміди PABC, CPB1C1 і PBCB1 – рівнове-

ликі, об єм ко ної  них дорівн є третині об єму при ми, 

òîáòî Sh. Для трикутних пірамід теорему доведено.

) о лянемо тепер n-кутну піраміду 
мал. .3). ї мо на ро бити на n – 2) 
трикутні піраміди, висота ко ної  
них дорівн є h, а пло і основ S1, S2, 
..., Sn–2.

б єм даної піраміди дорівн є сумі 
об ємів цих трикутних пірамід:

V V1 + V2 + ... + Vn–2

S1h S2h  ... Sn–2h 

(S1 S2  ... Sn–2)h Sh. 

о лянемо адачі.

Зада а  торона основи правильної трикутної піраміди 
дорівн є  см, а бічне ðåáðî утвор є  пло ино  основи 
кут °. найти об єм піраміди.

о в я ання. 1) Нехай PABC – адана в умові піраміда, де 
{ABC – правильний, BC   см, PO – висота піраміди, 

PBO  ° мал. . ).

) ло а основи S , де a BC

  см – сторона основи.

аємо S  см2).

3) скільки O – центр трикутника, то 
OB – радіус кола, описано о навколо 

основи, OB  см).

)  {POB ( O  0°, PBO  °): 
OPB 1 0° – 0°  °)  °. 

Тому {POB – рівнобедрений і PO OB  см.

) б єм піраміди V  · S · PO  1  см3).

ідповідь. 1  см3.

ал. .3

Зада а  торона основи правильної трикутної піраміди 

ал. .
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Зада а  основі піраміди ле ить квадрат. Дві бічні 
рані піраміди перпендикулярні до пло ини основи, а дві 

ін і – нахилені до неї під кутом 30°. найти об єм піраміди, 
як о середнє а дов ино  бічне ребро дорівн є  см.

о в я ання. 1) Нехай PABCD – адана в умові піраміда, 
äå ABCD – квадрат, бічні рані PAB і PAD – перпендику-
лярні до пло ини основи мал. . ).
) скільки бічні рані PAB і PAD

перпендикулярні до пло ини ос-
нови, то бічне ребро PA, по якому 
перетина ться ці рані, тако  пер-
пендикулярне до основи. Тому 
PA h – висота піраміди.
3) AD DC, тому а теоремо  про 
три перпендикуляри PD DC. 

 от е, PAD) DC. Тому PDA – 
кут, о утвор є бічна рань PDC  
пло ино  основи, PDA  30° а умово ).
) скільки {PAD – прямокутний A  0°), то PD > PA.

Тако  маємо PD PB  рівності трикутників PAD і PAB), а 
у {PDÑ PD  PC. Тому PD – середнє а дов ино  бічне 
ребро, PD   см а умово ).

)  {PAD ( A  0°): PA   см) а властивіст  ка-

тета, о дорівн є половині іпотену и): 

AD  см).

) ло а основи S AD2  ( )2   см2).

) б єм піраміди V Sh        см3).

ідповідь.  см3.

Зада а  сново  піраміди є трикутник і сторонами 
 см,  см і  см. сі бічні ребра нахилені до пло ини ос-

нови під кутом 0°. найти об єм піраміди.
о в я ання. 1) Нехай PABC – а-

дана в умові піраміда, де AB   см, 
BC   см, AC   см мал. . ).
) скільки PAO PBO PCO 
 60°, то {PAO {PBO {PCO а 

катетом і протиле ним острим ку -
том). Тому OA OB OC, а от е, 
точка O – центр описано о навколо 
{ABC кола, а AO R – радіус цьо о 
кола.
3)  {POA: PO Rtg PAO  R см).

Зада а 

ал. .

Зада а  сново  піраміди є трикутник і сторонами 

ал. .
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4) V S · PO.

) скільки R , то маємо: 

V см3).

ідповідь. 0  см3.

зпо р дньо о о и л ння о мів мно о
ранни ів і ін и  іл  в ліда н ма   

ли  порівняння о мів іл  дна   о о 
пра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз ла
да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід 
одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині 
о м  призми з а ими амими о ново  і ви о о

Для о р мо о випад  о ири ної піраміди з двома і
ними ранями  на ил ними під ом ° до о нови  о м о
и лили  др вні вавилоняни

п р  орм л  для о и л ння о м  дь я ої піраміди за
пропон вав Д мо рі  із д ри   до н   ал  прип а ь  

о її ро о о дов д ння він н  надав
ва а ь я  о п р им ро о довів орм л  для о и

л ння о м  піраміди вдо  нід ь и

        
        

       

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ло а основи піраміди дорівн є 30 см2, а висота – 

 см. найдіть об єм піраміди.

 исота піраміди дорівн є 1  см, а пло а основи – 1  см2. 
найдіть об єм піраміди.

 найдіть об єм піраміди, осново  якої є прямокутник і 
сторонами  см і  см, як о висота піраміди дорівн є  см.

 найдіть об єм піраміди, осново  якої є квадрат і сто-
роно  3 см, як о висота піраміди дорівн є  см.

 б єм піраміди дорівн є 3  см3, а висота –  см. най-
діть пло у основи.

 б єм піраміди дорівн є 0 см3, а пло а основи – 0 см2. 
найдіть висоту піраміди.

зпо р дньо о о и л ння о мів мно о
ранни ів і ін и  іл  в ліда н ма   

ли  порівняння о мів іл  дна   о о 
пра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз ла
да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід 
одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині 
о м  призми з а ими амими о ново  і ви о о

Для о р мо о випад  о ири ної піраміди з двома і
ними ранями  на ил ними під ом ° до о нови  о м о
и лили  др вні вавилоняни

п р  орм л  для о и л ння о м  дь я ої піраміди за
пропон вав Д мо рі  із д ри   до н   ал  прип а ь  

о її ро о о дов д ння він н  надав
ва а ь я  о п р им ро о довів орм л  для о и

л ння о м  піраміди вдо  нід ь ил ння о м  піраміди вдол ння о м  піраміди вдо

одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині 
да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід 
одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині 
о м  призми з а ими амими о ново  і ви о оо м  призми з а ими амими о ново  і ви о оо м  призми з а ими амими о ново  і ви о оо м  призми з а ими амими о ново  і ви о о

ними ранями  на ил ними під ом 

о м  призми з а ими амими о ново  і ви о оо м  призми з а ими амими о ново  і ви о о
Для о р мо о випад  о ири ної піраміди з двома і

ними ранями  на ил ними під ом 

о м  призми з а ими амими о ново  і ви о оо м  призми з а ими амими о ново  і ви о о

ними ранями  на ил ними під ом ними ранями  на ил ними під ом ними ранями  на ил ними під ом 
и лили  др вні вавилонянии лили  др вні вавилонянии лили  др вні вавилоняни

п р  орм л  для о и л ння о м  дь я ої піраміди зап р  орм л  для о и л ння о м  дь я ої піраміди зап р  орм л  для о и л ння о м  дь я ої піраміди за

ва а ь я  о п р им ро о довів орм л  для о и
о її ро о о дов д ння він н  надаво її ро о о дов д ння він н  надав

пропон вав Д мо рі  із д ри   до н   ал  прип а ь  пропон вав Д мо рі  із д ри   до н   ал  прип а ь  пропон вав Д мо рі  із д ри   до н   ал  прип а ь  
п р  орм л  для о и л ння о м  дь я ої піраміди зап р  орм л  для о и л ння о м  дь я ої піраміди зап р  орм л  для о и л ння о м  дь я ої піраміди за

и лили  др вні вавилонянии лили  др вні вавилонянии лили  др вні вавилонянии лили  др вні вавилонянии лили  др вні вавилоняни
ними ранями  на ил ними під ом ними ранями  на ил ними під ом 

Для о р мо о випад  о ири ної піраміди з двома іДля о р мо о випад  о ири ної піраміди з двома і
о м  призми з а ими амими о ново  і ви о о
одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині 
да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід 
пра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз ла
да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід 
пра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз ла

одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині 
да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід да ь я на ри рівнов ли і піраміди  а им ином  в лід 
пра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз лапра і рапля ь я дов д ння  о ри на призма роз ла

одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині одно а но доводи ь  о о м піраміди дорівн  р ині 

пропон вав Д мо рі  із д ри   до н   ал  прип а ь  
о її ро о о дов д ння він н  надав

пропон вав Д мо рі  із д ри   до н   ал  прип а ь  
о її ро о о дов д ння він н  надав

пропон вав Д мо рі  із д ри   до н   ал  прип а ь  
о її ро о о дов д ння він н  надаво її ро о о дов д ння він н  надаво її ро о о дов д ння він н  надаво її ро о о дов д ння він н  надаво її ро о о дов д ння він н  надав

л ння о м  піраміди вдол ння о м  піраміди вдо

À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...À ще раніøе...

        
        

       

  
 см. найдіть об єм піраміди.
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РОЗДІЛ 

  сново  піраміди є трапеція  основами 3 см і  см 
та висото   см. найдіть об єм піраміди, як о її висота 
дорівн є  см.

 сново  піраміди є ромб і стороно   см і висото   см. 
найдіть об єм піраміди, як о її висота дорівн є  см.

  торона основи правильної трикутної піраміди дорівн є 
 см, а дво ранний кут при основі піраміди – 0°. най-

діть об єм піраміди.

 торона основи правильної чотирикутної піраміди до-
рівн є  см, а дво ранний кут при основі піраміди – °. 
найдіть об єм піраміди.

 исота правильної чотирикутної піраміди дорівн є  см 
і утвор є  бічним ребром кут °. найдіть об єм піраміди.

 исота правильної трикутної піраміди дорівн є 3 см і 
утвор є  бічним ребром кут 0°. найдіть об єм піраміди.

 б єм правильної трикутної піраміди дорівн є  см3, а 
висота –  см. найдіть сторону основи піраміди.

 б єм правильної чотирикутної піраміди дорівн є 
1  см3, а висота –  см. найдіть сторону основи піраміди.

 к міниться об єм правильної піраміди, як о ко ну 
сторону основи біль ити, а висоту мен ити вдвічі

 сново  піраміди є прямокутник, а висота піраміди про-
ходить чере  одну  вер ин основи. ічні рані, о не міс-
тять висоту, нахилені до пло ини основи під кутами 30°
і °. найдіть об єм піраміди, як о висота дорівн є  см.

 сново  піраміди є квадрат, а висота піраміди прохо-
дить чере  одну  вер ин основи. найдіть об єм піраміди, 
як о її висота дорівн є  см, а бічна рань, яка не 
містить висоти, нахилена до пло ини основи під кутом 0°.
 сново  піраміди є прямокутний трикутник  катетом 
 см і радіусом описано о навколо ньо о кола  см. най-

діть об єм піраміди, як о її висота дорівн є  см.

 сново  піраміди є прямокутник, одна сторона яко о 
дорівн є 10 см, а радіус описано о навколо ньо о кола 
13 см. найдіть об єм піраміди, як о її висота дорівн є 
 см.

  сново  піраміди є прямокутник, сторони яко о 
дорівн ть 1  см і  см. о не бічне ребро піраміди 
дорівн є  см.
1)  Доведіть, о осново  висоти піраміди є точка пере-
тину діа оналей основи.
)  найдіть об єм піраміди.
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 сново  піраміди є прямокутний трикутник, катети 
яко о дорівн ть 1  см і 1  см. о не бічне ребро піра-
міди дорівн є  см.
1)  Доведіть, о осново  висоти піраміди є середина іпо-
тену и основи.
)  найдіть об єм піраміди.

 снова піраміди – прямокутний трикутник  мен им 
катетом  см і острим кутом 30°. о не бічне ребро пі-
раміди дорівн є 13 см. найдіть об єм піраміди.

 снова піраміди – прямокутник  біль о  стороно  
 см і кутом 0°, який утвор є діа ональ основи  

мен о  стороно . о не бічне ребро піраміди дорівн є 
10 см. найдіть об єм піраміди.

 ід куба  ребром 1  см пло ино , о проходить чере  
середини трьох йо о ребер, які ма ть спільну вер ину, 
відрі ано тіло. найдіть об єм відрі ано о тіла.

 б єм правильної трикутної при ми дорівн є V. ере  
сторону основи і середину протиле но о бічно о ребра про-
ведено перері . найдіть об єм піраміди, яка утворилася.

 б єм прямої при ми дорівн є V. ере  одну і  сторін 
основи і протиле ну вер ину ін ої основи проведено 
перері . найдіть об єм піраміди, яка утворилася.

  правильній чотирикутній піраміді бічне ребро до-
рівн є 10 см і утвор є  пло ино  основи кут 0°. най-
діть об єм піраміди.

  правильній трикутній піраміді бічне ребро дорівн є 

 см і утвор є  пло ино  основи кут °. найдіть 
об єм піраміди.

  правильній трикутній піраміді бічні рані утвор ть 
 пло ино  основи кути по 0°. найдіть об єм піраміди, 

як о її висота дорівн є  см.

  правильній чотирикутній піраміді бічні рані утво-
р ть  пло ино  основи кути по 30°. найдіть об єм 
піраміди, як о її висота дорівн є  см.

 іраміда ефрена в ипті ара  являє собо  правильну 
чотирикутну піраміду, сторона основи якої прибли но до-
рівн є 10,  м, а бічне ребро нахилено до пло ини основи 
під кутом °30 . найдіть прибли ний об єм цієї піраміди.

 іраміда еопса в ипті ара  являє собо  правильну 
чотирикутну піраміду, сторона основи якої прибли но до-
рівн є 30,  м, а бічна рань нахилена до пло ини основи 
під кутом 1° 0 . найдіть прибли ний об єм цієї піраміди.
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 Дво ранний кут при основі правильної трикутної піра-
міди дорівн є °, а відрі ок, о сполучає середину ви-
соти і середину апофеми, –  см. найдіть об єм 
піраміди.

 Дво ранний кут при основі правильної чотирикутної пі-
раміди дорівн є 30°, а відрі ок, о сполучає основу ви-
соти піраміди і середину апофеми, –  см. найдіть об єм 
піраміди.

  бчисліть об єм правильно о тетраедра, як о ра-
діус кола, описано о навколо йо о рані, дорівн є R. 

 ічне ребро правильної трикутної піраміди дорівн є l, а 
висота – h. найдіть об єм піраміди.

 Три бічних ребра піраміди, о виходять  однієї вер-
ини, попарно перпендикулярні та ма ть дов ини  см, 
 см і  см. найдіть об єм цієї піраміди.

  основі чотирикутної піраміди ле ить прямокутник  
діа оналл  d та кутом a, о утвор є діа ональ  одніє  
і сторін основи. сі бічні ребра піраміди ма ть дов ину l.
найдіть об єм піраміди.

  основі трикутної піраміди ле ить прямокутний три-
кутник  катетом b та протиле ним острим кутом . сі 
бічні ребра піраміди ма ть дов ину l. найдіть об єм пі-
раміди.

 сново  піраміди є трикутник і сторонами 1  см, 10 см і 
10 см. сі бічні рані піраміди нахилені до основи під 
кутом °. найдіть об єм піраміди.

 сново  піраміди є прямокутний трикутник  катетами 
 см і 1  см. исоти всіх бічних раней рівні мі  собо  і 

дорівн ть  см. найдіть об єм піраміди.

 сново  піраміди є рівнобічна трапеція  тупим кутом 
120° і діа оналл   см. я діа ональ перпендикулярна 
до бічної сторони трапеції. найдіть об єм трапеції, як о 
всі її бічні ребра дорівн ть 10 см.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 кільний психоло  рина ванівна веде доровий спосіб 

иття та долає одня доро у від дому 
точка A) до роботи точка C) на велосипеді 
мал. . ). ABCD – трапеція, у якої AD
  км, AB ,  км, CD 1,  км, висота 

трапеції дорівн є 1,  км, точки K і L – 
відповідно середини AB і CD. сі ділянки 

ляху, крім BC, асфальтовані, ділянка

  

ал. .
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BC – рунтова доро а. о асфальтованій доро і рина ванівна 
рухається і видкіст  0 км од, а по рунтовій – удвічі 
повільні е. оли рина ванівна поспі ає, то хоче дістатися 
до роботи якнай вид е, а коли має час – то найповільні е, 

об отримати фі ичне наванта ення. аповніть таб лиц  та 
допомо іть рині ванівні. 

аршрут ас у дорозі

AB  BC

AD  DC

AK  KL  LC

 рямокутна ділянка ороду  о ірками авдов ки  м
і ав ир ки 10 м. кільки відер води необхідно, об її по-
лити, як о на ко ний квадратний метр цьо о ороду по-
трібно  л води, а відро вмі ає 1 ,  л

 найдіть периметр квадрата, який рівновеликий ромбу 
і стороно   см і острим кутом 30°.

À Á Ã Ä

 см  см 1  см  см 1  см

 Точка P  – ) нале ить колу і  центром у точці O 1  ). 
найдіть радіус кола.

À Á Ã Ä

2 4 10
ін а 

відповідь

 найдіть дов ину ребра куба, пло а поверхні яко о до-
рівн є  см2.

À Á Ã Ä

 см 3 см  см  см  см

 кий  векторів колінеарний вектору –  1  0)

À Á Ã Ä

–  –  0) –   1)  –  0)   0)
одний  

наведених

 найдіть периметр квадрата, який рівновеликий ромбу 
і стороно   см і острим кутом 30°.

À Á Ã Ä

 см  см 1  см  см 1  см

 Точка P  – ) нале ить колу і  центром у точці O 1  ). 
найдіть радіус кола.

À Á Ã Ä

2 4 10
ін а 

відповідь

 найдіть дов ину ребра куба, пло а поверхні яко о до-
рівн є  см2.

À Á Ã Ä

 см 3 см  см  см  см

 кий  векторів колінеарний вектору –  1  0)

À Á Ã Ä

–  –  0) –   1)  –  0)   0)
одний  

наведених

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 становіть відповідність мі  дов инами сторін трикут-
ника 1– ) та йо о видом –Д).

Дов ини орін ид ри ни а

 см,  см,  см À рівнобедрений

2  см,  см, 10 см Á прямокутний

3  см,  см,  см рівносторонній

4  см,  см, 11 см Ã рі носторонній 
острокутний

Ä рі носторонній 
тупокутний

 аралело рам ABCD побудовано на векторах  і  як на 

сторонах. ідомо, о  ,  3,  . найдіть ра-

дусну міру кута мі  векторами  і .

ОБ МИ ТІЛ 
ОБЕРТАННЯ

 цьому пункті ро лянемо пи-
тання об єму циліндра.

Теорема про об єм циліндра). б єм циліндра до
рівнює добутку площі його основи на висоту

Доведення. 1) о містимо циліндр і  пло е  основи S і 
висото  h на пло ину a поряд і  при мо , яка має тако  
пло у основи S і висоту h мал. 10.1).

ал. 10.1  

ОБ МИ ТІЛ 
ОБЕРТАННЯ§  1 0 .  

1. Об’єм циліндра

Теорема про об єм циліндра). б єм циліндра до
рівнює добутку площі його основи на висоту

Доведення. 1) о містимо циліндр і  пло е  основи 

Теорема про об єм циліндра). 
рівнює добутку площі його основи на висоту
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) скільки висоти циліндра і при ми рівні мі  собо , то 
ко на пло ина , яка паралельна пло ині a, о перетинає 
циліндр, перетинає тако  і при му.
3) сі відповідні пло і перері ів циліндра і при ми рівні, 
оскільки ко на  них дорівн є S.
) о лядувані тіла адовольня ть усі умови принципу а-

вальєрі. Тому об єм циліндра дорівн є об єму при ми і до-
рівн є Sh. 

Наслідок. кщо радіус циліндра дорівнює r, а ви
сота – h, то об єм циліндра V r2h

о лянемо приклади ро в я ування адач.

Зада а  сьовий перері  циліндра – 
прямокутник, діа ональ яко о дорівн є 

см і утвор є  пло ино  основи кут 
30°. найти об єм циліндра.

о в я ання. 1) На мал нку 10.  о-
бра ено аданий в умові циліндр. ря-
мокутник ABCD – йо о осьовий перері , 

AC  см, CAD 30°.
)  {ACD ( D  0°): 

CD ACsin CAD sin30°  см)  
CD h – висота циліндра.

3)  {ACD: AD ACcos CAD cos30°   см). Тоді ра-

діус циліндра r  3 см).

) аємо V r2h  · 32 ·  см3).

ідповідь.  см3.

Зада а   ни ній основі циліндра про-
ведено хорду, яку видно і  центра основи 
під кутом 1 0°. ідрі ок, о сполучає 
центр верхньої основи і  середино  а-
даної хорди, дорівн є 10 см і утвор є  
пло ино  ни ньої основи кут 0°. найти 
об єм циліндра.

о в я ання. 1) На мал нку 10.3 обра-
ено аданий в умові циліндр, BOA  120°, 

K – середина AB, O1K  10 см, O1KO  60°.
)  {O1KO ( O  0°): 

OO1 O1Ksin O1KO 10sin60°  см), 
O1O h.

Наслідок. кщо радіус циліндра дорівнює r, а ви
сота – h, то об єм циліндра V r2h

рівн є 

о лянемо приклади ро в я ування адач.

Наслідок.
сота – 

ал. 10.

Зада а  сьовий перері  циліндра – 

ал. 10.3

Зада а   ни ній основі циліндра про-
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3)  {O1KO: OK O1Kcos O1KO 10cos60°   см).
) скільки K – середина AB і {AOB – рівнобедрений 

(OA  OB), то OK – медіана, бісектриса і висота {AOB: 

OKA 0°, AOK 60°.

)  {OKA ( K  0°): OA 10 см). 

т е, r  10 см.
) б єм циліндра V r2h  · 102 ·  см3).

ідповідь.  см3.

о лянемо питання наход ення 
об єму конуса.

Теорема 1 про об єм конуса). б єм конуса дорівнює 
третині добутку площі його основи на висоту

Доведення. 1) Нехай адано конус і  пло е  основи S і 
висото  h. о містимо цей конус і піраміду, у якої пло а 
основи тако  дорівн є S, а висота – h, на деякій пло ині a
мал. 10. ).

ал. 10.

) скільки висоти конуса і піраміди рівні, то ко на пло-
ина , паралельна пло ині a, яка перетинає конус, пере-

тинатиме і піраміду. роведемо пло ину  на відстані x від 
вер ини конуса.
3) Нехай у перері і конуса отримали кру  і  пло е  S1, а в 
перері і піраміди – мно окутник і  пло е  S2. ірку чи 
анало ічно міркуванням, які наведено в темі про рівновели-
кість трикутних пірамід  рівними висотами і рівновели-
кими основами, матимемо:

 і .

2. Об’єм конуса

Теорема 1 про об єм конуса). б єм конуса дорівнює 
третині добутку площі його основи на висоту

Доведення. 1) Нехай адано конус і  пло е  основи 

Теорема 1 про об єм конуса). 
третині добутку площі його основи на висоту
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відси S1 S2.
) астосову чи принцип авальєрі, матимемо рівновели-

кість аданих конуса і піраміди. 

Тому об єм конуса дорівн є Sh. 

Наслідок. кщо радіус основи конуса дорівнює r, а 
висота – h, то об єм конуса 

V r2h

о лянемо приклади наход ення об єму конуса.

Зада а  найти об єм конуса, як о 
йо о осьовим перері ом є правильний 
трикутник і стороно   см.

о в я ання. 1) Нехай {PAB – осьо-
 вий перері  конуса, PA PB AB   см 
мал. 10. ).

) Тоді радіус основи  см).

3)  {POA ( O  0°): 

 см).

) б єм конуса  см3).

ідповідь.  см3.

Зада а  ере  вер ину конуса про-
ведено пло ину, яка перетинає основу 
по хорді авдов ки  см, яку видно  
центра основи під прямим кутом. 
найти об єм конуса, як о пло а пере-

рі у дорівн є 0 см2.
о в я ання. 1) На мал нку 10.  о -

бра ено конус, у якому проведено пе-
рері  PAB, AB   см, AOB  0°, 
пло а перері у Sï  0 см2.
) о начимо OA OB r, тоді у {OAB 

( O  0°): r2 r2  2, r  см).

3) Нехай PK – висота {PAB, тоді Sï  

PK  см).

) скільки PK AB, то а теоремо  про три перпендику-
ляри OK AB. скільки {OAB – рівнобедрений OA OB), 

Наслідок. кщо радіус основи конуса дорівнює r, а 
висота – h, то об єм конуса 

V r2h

Наслідок. 
висота – 

ал. 10.

Зада а  найти об єм конуса, як о 

ал. 10.

Зада а  ере  вер ину конуса про-
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òî OK не тільки висота {OAB, а й медіана. Тому OK

 4 см) а властивіст  медіани, проведеної до іпотену и).

)  {OPK ( O  0°): h OP 3 см).

) т е, об єм конуса  32  см3).

ідповідь. 3  см3.

 курсі математично о аналі у ви-
вчається формула для обчислення 
об єму тіла а пло инами йо о па-

ралельних перері ів. На основі цієї формули мо на довести 
формулу для обчислення об єму кулі.

Теорема про об єм кулі). б єм кулі V, радіус якої 
дорівнює r, об ислюється за ормулою

Доведення аданої теореми та теореми про об єм кулі є до-
сить ромі дкими, тому в цьому підручнику не наводяться.

о лянемо адачі.

Зада а  отрібно переплавити в одну кул  дві чавунні 
кулі радіусами  см і  см. найти  точніст  до десятих 
сантиметра) радіус нової кулі.

о в я ання. 1) б єми початкових куль: 

 і .

) б єм отриманої кулі: 

.

3)  дру о о боку, а відомо  формуло  , маємо:

r3    см.

ідповідь.  ,  см.

Зада а  На відстані 3 см від центра кулі проведено пе-
рері , пло а яко о дорівн є  см2. найти об єм кулі.

о в я ання. 1) На мал нку 10.  обра ено кул  і  цен-
тром у точці O, яку перетнуто пло ино .  перері і отри-
мали кру  і  центром у точці A, OA 3 см.

3. Об’єм кулі

Теорема про об єм кулі). б єм кулі V, радіус якої 
дорівнює r, об ислюється за ормулою

формулу для обчислення об єму кулі.

Теорема про об єм кулі). 
дорівнює 

Зада а  отрібно переплавити в одну кул  дві чавунні 

Зада а  На відстані 3 см від центра кулі проведено пе-
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) ло а перері у Sï   AM2. 
 ін о о боку, а умово  адачі 

Sï   см2. аємо   AM2    
AM2   см2).
3)  {AOM ( A  0°, OM r – ра-
діус кулі) маємо:

OM   см).

) б єм кулі 

  см3).
ідповідь.  см3.

 а ала  в ліда ми зна одимо ли  
озна ння о мів иліндра і он а  о и
л ва и  о ми и  іл в лід н  вмів

Д мо рі  з д ри вмів о и л ва и о м он а ма ь  
одно а но із в ановл нням о м  піраміди  про  ро  
дов д ння орм ли для о и л ння о м  он а нал и ь 

вдо  нід ь ом  ін довів  о о м он а дорівн  р
ині о м  иліндра  о ма  а  ам  о нов  і ви о

а о  вдо  довів  о відно ння о мів он ів и илін
дрів  з рівними ви о ами дорівн  відно нн  пло  ї  о нов  
а а о   о відно ння о мів дво  он ів и иліндрів  
пло і о нов я и  рівні  дорівн  відно нн  ви о

р им орм л  для о и л ння о м  лі а м ані н  
дов д ння її  во м  ра а і ро л  і иліндр  наво
ди ь р ім д  

         
         

          
  З      

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
   найдіть об єм циліндра, у яко о пло а основи до-

рівн є 0 см2, а висота – 3 см.

  исота циліндра дорівн є  см, а пло а основи – 
10 см2. найдіть об єм циліндра.

 б єм циліндра дорівн є 0 см3, а висота – 10 см. най-
діть пло у основи.

 ло а основи циліндра дорівн є  см2, а йо о об єм – 
100 см3. найдіть висоту циліндра.

 найдіть об єм циліндра, у яко о радіус основи дорівн є 
3 см, а висота –  см. 

 а ала  в ліда ми зна одимо ли  
озна ння о мів иліндра і он а  о и
л ва и  о ми и  іл в лід н  вмів

Д мо рі  з д ри вмів о и л ва и о м он а ма ь  
одно а но із в ановл нням о м  піраміди  про  ро  
дов д ння орм ли для о и л ння о м  он а нал и ь 

вдо  нід ь ом  ін довів  о о м он а дорівн  р
ині о м  иліндра  о ма  а  ам  о нов  і ви о

а о  вдо  довів  о відно ння о мів он ів и илін
дрів  з рівними ви о ами дорівн  відно нн  пло  ї  о нов  
а а о   о відно ння о мів дво  он ів и иліндрів  
пло і о нов я и  рівні  дорівн  відно нн  ви о

р им орм л  для о и л ння о м  лі а м ані н  
дов д ння її  во м  ра а і ро л  і иліндр  наво
ди ь р ім д  ди ь р ім д  

дов д ння орм ли для о и л ння о м  он а нал и ь 
вдо  нід ь ом  ін довів  о о м он а дорівн  р

дов д ння орм ли для о и л ння о м  он а нал и ь дов д ння орм ли для о и л ння о м  он а нал и ь 
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 исота циліндра дорівн є  см, а радіус основи –  см. 
найдіть об єм циліндра.

 найдіть об єм конуса, у яко о пло а основи дорівн є 
1  см2, а висота –  см.

 исота конуса дорівн є  см, а пло а основи – 13 см2. 
найдіть об єм конуса.

 исота конуса дорівн є 1  см, а йо о об єм – 0 см3. 
най діть пло у основи.

 б єм конуса дорівн є 0 см3, а пло а йо о основи – 
0 см2. найдіть висоту конуса.

 найдіть об єм конуса, у яко о радіус основи дорівн є 
 см, а висота – 3 см.

 найдіть об єм конуса, висота яко о дорівн є  см, а 
радіус основи – 3 см.

 найдіть об єм кулі:
1) радіус якої дорівн є  см  
) діаметр якої дорівн є  дм.

 найдіть об єм кулі:
1) радіус якої дорівн є  см  
) діаметр якої дорівн є  дм.

  сьовим перері ом циліндра є прямокутник, 
пло а яко о 0 см2. адіус основи циліндра дорівн є 
 см. най діть об єм циліндра. 

 исота циліндра дорівн є  см, а пло а осьово о пере-
рі у циліндра –  см2. найдіть об єм циліндра.

 б єм циліндра дорівн є  см3, а йо о висота –  см. 
найдіть радіус основи циліндра.

 б єм циліндра дорівн є  см3, а діаметр йо о ос-
нови –  см. найдіть висоту циліндра. 

 Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 1  см, 
а висота – 1  см. найдіть об єм циліндра. 

 адіус основи циліндра дорівн є 3 см, а діа ональ 
осьово о перері у – 10 см. найдіть об єм циліндра.

 Діа оналі осьово о перері у циліндра в аємно перпен-
дикулярні, а периметр осьово о перері у дорівн є 1  см. 
найдіть об єм циліндра. 

 сьовий перері  циліндра – прямокутник, діа ональ 
яко о дорівн є  см і утвор є  пло ино  основи кут 
60°. найдіть об єм циліндра. 

 исота циліндра вдвічі біль а а радіус основи, а від-
рі ок, о сполучає центр верхньої основи  точко  кола 
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ни ньої основи, дорівн є  см. найдіть об єм ци-
ліндра. 

 адіус основи циліндра втричі біль ий а йо о висоту, 
а відрі ок, о сполучає центр верхньої основи  точко  

кола ни ньої, дорівн є  см. найдіть об єм ци-
ліндра.

  циліндричну посудину, у якій 1  м3 води, опустили 
деталь. ри цьому рівень води в посудині піднявся в 
1,  ра а. найдіть об єм деталі.

  циліндричну посудину, внутрі ній діаметр якої 0 см, 
опустили деталь. ри цьому рівень води в посудині під-
нявся на 10 см. найдіть об єм деталі  точніст  до цілих 
кубічних сантиметрів.

 втоцистерна для переве ення молока має форму ци-
ліндра. нутрі ній діаметр циліндра дорівн є 1,  м, а 
дов ина – 3,  м. кільки тонн молока мо на налити в 
таку цистерну, як о аповнити її повніст  устина мо-
лока 103  к м3)

 ід емне бен осхови е має форму циліндра, вну-
трі ній діаметр яко о ,  м, а дов ина –  м. кільки 
тонн бен ину мо е вмістити таке бен осхови е устина 
бен ину 0 к м3)

 Твірна конуса дорівн є 13 см, а радіус основи –  см. 
найдіть об єм конуса.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а твірна – 10 см. 
найдіть об єм конуса.

 Твірна конуса дорівн є  см і утвор є  висото  
кут °. найдіть об єм конуса.

 адіус основи конуса дорівн є 3 см і утвор є  твірно  
кут 0°. найдіть об єм конуса.

 сьовий перері  конуса – рівнобедрений трикутник  
кутом 1 0° при вер ині та осново  1  см. найдіть об єм 
конуса.

 сьовий перері  конуса – правильний трикутник, ви-
сота яко о дорівн є  см. найдіть об єм конуса.

 ло а основи конуса дорівн є  см2, а йо о твірна – 
 см. найдіть об єм конуса.

 Дов ина кола основи конуса дорівн є 1  см, а йо о 
твірна –  см. найдіть об єм конуса.
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 оду, о аповн вала вс  колбу, яка мала форму ко-
нуса  висото  1  см, перелили в циліндричну посудину, 
радіус основи якої дорівн є радіусу основи конуса. На 
якій висоті буде вода в циліндричній посудині

 винцевий циліндр, висота яко о 1  см, переплавили в 
конус  тако  само  осново . найдіть висоту цьо о конуса.

 ло а велико о кру а кулі дорівн є 1  см2. найдіть 
об єм кулі.

 Дов ина велико о кола кулі дорівн є 1  см. най-
діть об єм кулі.

  кулі на відстані  см від центра проведено січну пло-
ину так, о в перері і утворився кру , дов ина кола 

яко о дорівн є  см. найдіть об єм кулі.

 ерері ом кулі пло ино  на відстані  см від центра є 
кру  і  пло е   см2. найдіть об єм кулі.

 винцеву кул  переплавили в кульки, радіус яких в 
 ра и мен ий. кільки таких кульок отримали

  свинцеві кульки однаково о радіуса. кільки таких 
кульок треба в яти, об  них відлити одну кул , радіус 
якої у  ра ів біль ий а радіус даних кульок

 овні ній радіус д рал мінієвої поро нистої кулі до-
рівн є 10 см, тов ина стінок – 1 см. найдіть:
1) об єм д рал міні ,  яко о ви отовили кул
) масу кулі устина д рал міні  ,  см3)  точніст  

до рамів.

 нутрі ній радіус поро нистої чавунної кулі дорівн є 
 см, а її овні ній радіус –  см. найдіть: 

1) об єм чавуну,  яко о ви отовлено кул
) масу чавуну устина чавуну ,3 см3)  точніст  до 
рамів.

 б єм кулі дорівн є  см3. найдіть діаметр кулі.

 б єм кулі дорівн є  см3. найдіть радіус кулі.

  орда основи циліндра дорівн є  см і віддалена 
від центра цієї основи на  см. ідрі ок, о сполучає 
центр ін ої основи і  середино  хорди, утвор є  пло-

ино  основи кут 0°. найдіть об єм циліндра. 

 орда основи циліндра дорівн є  см і віддалена від 
центра цієї основи на 3 см. ідрі ок, о сполучає центр 
ін ої основи циліндра  кінцем даної хорди, утвор є  
пло ино  основи кут °. найдіть об єм циліндра. 
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  циліндричній посудині рівень води перебуває на ви-
соті 3  см. На якій висоті перебуватиме рівень води, 
як о її перелити в циліндричну посудину:
1) радіус якої у 3 ра и біль ий а радіус пер ої
) діаметр якої у  ра и мен ий ні  діаметр пер ої  

 б єми двох циліндрів рівні. адіус пер о о циліндра 
в  ра и біль ий а радіус дру о о.  скільки ра ів ви-
сота пер о о циліндра мен а ні  висота дру о о  

 Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є  см, 
а йо о висота на  см мен а ні  радіус. найдіть об єм 
циліндра.

 Діа ональ осьово о перері у циліндра на  см біль а 
а радіус циліндра, а йо о висота дорівн є  см. найдіть 

об єм циліндра. 

 Діа ональ перері у циліндра, який паралельний йо о 

осі, дорівн є  см і утвор є  пло ино  основи кут 
60°. ерері  відтинає від кола основи ду у 1 0°. найдіть 
об єм циліндра. 

 Діа ональ перері у циліндра, який паралельний йо о 
осі, дорівн є  см і утвор є  пло ино  основи кут °. 

ерері  відтинає від кола основи ду у 0°. найдіть об єм 
циліндра.

 ідрі ок, о сполучає центр верхньої основи циліндра 
 точко  кола ни ньої, утвор є  вісс  циліндра кут . 
ідстань від центра ни ньої основи до дано о відрі ка 

дорівн є m. найдіть об єм циліндра.

 ідрі ок, о сполучає центр верхньої основи циліндра 
 точко  кола ни ньої, утвор є  пло ино  основи кут a. 
ідрі ок, о сполучає центр ни ньої основи і середину 

дано о відрі ка, дорівн є l. найдіть об єм циліндра.

 исота конуса дорівн є  см, а сума твірної і радіуса 
основи дорівн є 3  см. найдіть об єм конуса.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а твірна на  см 
біль а а висоту. найдіть об єм конуса.

 ере  вер ину конуса проведено пло ину під кутом 
° до пло ини основи. я пло ина перетинає основу 

по хорді авдов ки  см, яку видно і  центра основи 
під кутом 1 0°. найдіть об єм конуса.

 ере  дві твірні конуса проведено пло ину під кутом 
60° до пло ини основи. я пло ина перетинає основу 
по хорді, яку видно і  центра основи під прямим кутом. 
найдіть об єм конуса, як о йо о висота дорівн є  см.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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 Твірна конуса утвор є  йо о висото  кут a. найдіть 
об єм конуса, як о відстань від центра основи до твірної 
конуса дорівн є d.

 Твірна конуса утвор є  пло ино  основи кут . най-
діть об єм конуса, як о відстань від центра основи до 
середини твірної дорівн є m.

 Три кулі, радіуси яких 1 дм,  дм і 3 дм, переплавили 
в одну. найдіть її радіус.

 Дві кулі, радіуси яких  см і  см, переплавили в одну. 
найдіть її радіус.

 авунний прямокутний паралелепіпед  лінійними 
ро мірами 3 см,  см і  см переплавили в кул . най-
діть її радіус  точніст  до десятих сантиметра).

 атунний куб  ребром  см переплавили в кул . най-
діть її радіус  точніст  до десятих сантиметра).

  кулі, об єм якої дорівн є  см3, проведено пе-
рері . ідрі ок, о сполучає центр кулі  точко  кола 
дано о перері у, утвор є  пло ино  перері у кут °. 
най діть пло у перері у.

 б єм кулі дорівн є  см3. ерпендикуляр, прове-

дений і  центра кулі до пло ини перері у кулі, утвор є 
кут 30°  радіусом, проведеним у точку кола перері у. 
найдіть пло у перері у.

   циліндрі паралельно осі проведено перері , о 
перетинає основу по хорді, яку видно і  центра цієї ос-
нови під прямим кутом. ло а перері у, о утворився, 

 см2, а кут нахилу діа оналі перері у до пло ини 
основи дорівн є 0°. найдіть об єм циліндра.

  циліндрі паралельно осі проведено пло ину, о пе-
ретинає основу по хорді, яку видно і  центра цієї основи 
під кутом 0°. ло а перері у, о утворився,  см2, 
а кут мі  діа оналл  перері у і твірно  циліндра до-
рівн є 0°. найдіть об єм циліндра.

 ерері , паралельний осі циліндра, перетинає йо о ос-
нову по хорді, яка дорівн є b і стя ує ду у . Діа ональ 
перері у утвор є  твірно  кут a. найдіть об єм ци-
ліндра.

 аралельно осі циліндра проведено пло ину, яка пе-
ретинає основу циліндра по хорді, о стя ує ду у . Діа-
ональ перері у дорівн є d і нахилена до пло ини 

основи під кутом a. найдіть об єм циліндра.

  

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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 ериметр осьово о перері у циліндра p. Діа ональ пе-
рері у утвор є  пло ино  основи кут a. найдіть об єм 
циліндра.

 ло а осьово о перері у циліндра дорівн є Q. Діа о-
наль перері у утвор є  твірно  кут . найдіть об єм 
циліндра.

 рямокутний трикутник  катетами  см і  см обер-
тається навколо іпотену и. найдіть об єм тіла обер-
тання.

 равильний трикутник і стороно   см обертається 
навколо однієї і  сторін. найдіть об єм тіла обертання.

 найдіть об єм конуса, твірна яко о утвор є  висото  
кут a, а периметр осьово о перері у дорівн є p.

 найдіть об єм конуса, твірна яко о утвор є  пло-
ино  основи кут , а периметр осьово о перері у конуса 

дорівн є p.

 Діаметр циліндра дорівн є йо о висоті. и поміститься 
в цьому циліндрі куля, об єм якої удвічі мен ий ні  
об єм циліндра

 торони трикутника дорівн ть 13 см, 1  см і 1  см. 

уля, об єм якої дорівн є  см3, дотикається до всіх 

сторін цьо о трикутника. найдіть відстань від центра 
кулі до пло ини трикутника.

 ер ини правильно о трикутника і стороно   см на-

ле ать кулі, об єм якої дорівн є  см3. найдіть від-

стань від центра кулі до пло ини трикутника.

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 етрансляційна ви ка спирається на 

фундамент у формі кільця. Діаметр овні -
ньо о кола дорівн є  м, а внутрі ньо о – 
1  м. бчисліть пло у фундаменту ви ки  
точніст  до десятих квадратних  метрів.

 чителька біоло ії арина ле івна а-
мовила акваріум, який має форму правильної 

естикутної при ми. кільки квадратних ме-
трів скла потрібно для ви отовлення аква-
ріума, як о сторона основи 0,  м, а висота 
1,  м  ідповідь окру літь до сотих.)

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!

  трикутнику ABC AC   см, ABC  60°. найдіть ра-
діус кола, описано о навколо трикутника.

À Á Ã Ä

 см  см  см  см 1  см

 Дано вектор –  ). найдіть дов ину вектора .

À Á Ã Ä

2 4 6 10

 На папері у клітинку обра ено трикутник ABC, вер-
ини яко о бі а ться  вер инами клітинок мал. 1). 
найдіть пло у трикутника ABC, як о клітинка є ква-

дратом і стороно  1 см.

À Á Ã Ä

 см2 0 см2 1  см2 10 см2  см2

      

            ал. 1                      ал. 

 Точка K – середина ребра AA1 прямої трикутної при ми 
ABCA1B1C1 мал. ). найдіть об єм цієї при ми, як о 
об єм піраміди KABC дорівн є 10 см3.

À Á Ã Ä

0 см3 30 см3 0 см3 1 0 см3 1 0 см3

 На мал нку 3 обра ено куб 
ABCDA1B1C1D1. становіть відповідність 
мі  паро  пря  мих 1– ) та їх в аємним 
ро мі енням –Д). ал. 3

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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ара прями за мн  розмі ння
AB1 і AB À прямі паралельні

2 A1D і DC1 Á прямі мимобі ні
3 A1B і D1C прямі перетина ться 

та утвор ть кут °
4 A1B і DC1 Ã прямі перетина ться 

та утвор ть кут 0°
Ä прямі перетина ться 

під прямим кутом

 исота правильної чотирикутної піраміди дорівн є  см, 
а бічна рань нахилена до пло ини основи під кутом 0°. 
най діть пло у повної поверхні піраміди у см2).

ПЛОЩІ ПОВЕРХОНЬ 
ТІЛ ОБЕРТАННЯ

 цьому пара рафі ро лянемо питання наход ення пло  
поверхонь тіл обертання. 

початку ро лянемо питання на-
ход ення і ної пов р ні иліндра. 
На мал нку 11.1 обра ено ци-
ліндр. к о поверхн  циліндра 

ро рі ати по твірній AB та по колах основ і ро орнути так, 
о всі твірні циліндра будуть нале ати деякій пло ині, то 

отримаємо роз ор  і ної пов р ні иліндра. а пло у 
бічної поверхні циліндра прийма ть пло у її ро ортки. о -
ортко  бічної поверхні є прямокутник ABB1A1, одна сторона 

яко о дорівн є висоті циліндра h, а ін а – дов ині кола ос-
нови, тобто r. Таким чином, пло а ро ортки бічної по-
верхні циліндра дорівн є AA1  AB 2 rh. т е,

ал. 11.1

ПЛОЩІ ПОВЕРХОНЬ 
ТІЛ ОБЕРТАННЯ§  1 1 .  

1. Площа поверхні 
циліндра

ара прями за мн  розмі ння
AB1 і AB À прямі паралельні

2 A1D і DC1 Á прямі мимобі ні
3 A1B і D1C прямі перетина ться 

та утвор ть кут °
4 A1B і DC1 Ã прямі перетина ться 

та утвор ть кут 0°
Ä прямі перетина ться 

під прямим кутом

 исота правильної чотирикутної піраміди дорівн є  см, 
а бічна рань нахилена до пло ини основи під кутом 0°. 
най діть пло у повної поверхні піраміди у см2).

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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площа бі ної поверхні циліндра Sбі н, радіус основи 
якого дорівнює r, а висота – h, об ислюється за ор
мулою

Sбі н  2 rh.

Для то о об найти пло  повної пов р ні иліндра Sповн, 
потрібно до пло і йо о бічної поверхні додати пло і двох 
йо о основ. скільки осново  є кру , пло а яко о дорівн є 
r2, то маємо

Sповн  2 rh + 2 r2  2 r(r + h

Зада а  Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 
 см і утвор є  пло ино  основи кут 0°. найти пло у 

бічної поверхні циліндра.
о в я ання. 1) На мал нку 11.  
обра ено осьовий перері  циліндра – 

прямокутник ABB1A1, діа ональ яко о 
A1B   см, A1BA  60°.
)  {A1AB ( A  0°): 

AA1  A1B sin A1BA 0°

 см).

AB A1B cos A1BA  0°  см).

3) т е, висота циліндра h  см, а радіус основи r

  см).

) Таким чином, пло а бічної поверхні циліндра Sбічн  2 rh 
 2      см2).

ідповідь.  см2.

о рі ав и і н  пов р н  он а
по одній  твірних, отримаємо 
роз ор  і ї і ної пов р ні
мал. 11.3).

а пло у бічної поверхні конуса 
прийма ть пло у її ро ортки. 
о ортко  бічної поверхні конуса 

є сектор, у яко о радіус дорівн є l, 
а дов ина ду и – r. ло а бічної 
поверхні конуса Sбічн у стільки 
ра ів мен а а пло у кру а радіуса 
l, у скільки ра ів ду а r мен а 

площа бі ної поверхні циліндра Sбі н, радіус основи 
якого дорівнює r, а висота – h, об ислюється за ор
мулою

Sбі н  2 rh.

РОЗДІЛ 

площа бі ної поверхні циліндра 
якого дорівнює 
мулою

Sповн  2 rh + 2 r2  2 r(r + h

r2, то маємо

Зада а  Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є Зада а 

ал. 11.

2. Площа поверхні 
конуса

ал. 11.3

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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а дов ину кола радіуса l, тобто а l. аємо . 

відси Sбічн rl.

т е,

площа бі ної поверхні конуса Sбі н, радіус основи 
якого дорівнює r, а твірна – l, об ислюється за ор
мулою

Sбі н rl.

Для то о об найти пло  повної пов р ні он а повн,
потрібно до пло і йо о бічної поверхні додати пло у основи. 

сново  конуса є кру  радіуса r, тому

Sповн rl r2 r(r l).

Зада а  орду, о ле ить в основі конуса, видно  йо о 
вер ини під кутом 60°, а і  центра основи – під прямим 
кутом. най ти пло у бічної поверхні конуса, як о йо о 
твірна дорівн є  см.

о в я ання. 1) На мал нку 11.  
обра ено конус, де AB – хорда основи, 
APB  60°, AOB 0°, PA PB
l   см.
)  {APB (AP PB, P  60°): PAB 

PBA  60°, тому {APB – 

рівносторонній, AB   см.
3)  {AOB  ( AOB  0°): r2 r2  62  
r см).
) Тоді Sбічн rl       1  см2).

ідповідь. 1  см2.

На відміну від бічної поверхні цилін-
д ра або конуса, сферу не мо на ро -
орнути на пло ині, і тому для на-

ход ення пло і сфери астосуємо ін ий прийом. 
о лянемо сферу радіуса r мал. 11. ). ар 

тов ини x для неї – це тіло, о міститься мі  
двома сферами  одним і тим самим центром O
та радіусами r і r x. Для пло і поверхні кулі 
прийма ть таке о начення: пло  пов р ні 

лі на ива ть раниц  об єму ару тов ини 
x до цієї тов ини, як о тов ина x прямує до 

площа бі ної поверхні конуса Sбі н, радіус основи 
якого дорівнює r, а твірна – l, об ислюється за ор
мулою

Sбі н rl.

т е,

площа бі ної поверхні конуса 
якого дорівнює 
мулою

Sповн rl r2 r(r l).

сново  конуса є кру  радіуса 

Зада а  орду, о ле ить в основі конуса, видно  йо о Зада а 

ал. 11.

3. Площа сфери

ал. 11.

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
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нуля, тобто поверхня кулі , де V  – об єм ару тов-

ини x.
найдемо V  як рі ниц  об ємів двох куль:

.

Тоді 

.

т е,

площа с ери радіуса r об ислюється за ормулою

S  4 r2

Зада а  кільки фарби треба, об пофарбувати 0 куль, 
як о радіус ко ної дорівн є  см і на 1 м2 витрача ть 
1 0  фарби  ідповідь окру літь до цілих рамів.)

о в я ання. 1) ло а поверхні однієї кулі 
S  4 r2  4   2  100  см2).

) ло а поверхонь 0 куль дорівн є 
S1  0  100  2000  см2). 

скільки 1 м2  10 000 см2, то  м2).

3) Тоді маса фарби m, яка потрібна для фарбування цих 
куль, m  0,   1 0  113 ).

ідповідь.  113 .

 а ала  в ліда ні о о н  овори ь 
 я про пло  і ної пов р ні иліндра

орм л  для її о и л ння зна ов р
ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь 

 дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и 
.

 і  амі  ро о і р ім д а о  наводи ь орм л  для 
о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им
вола  мо на запи а и  а ро о доводи ь орм л  
для о и л ння пло і пов р ні ри

площа с ери радіуса r об ислюється за ормулою

S  4 r2

т е,

площа с ери радіуса 

Зада а  кільки фарби треба, об пофарбувати 0 куль, 

 а ала  в ліда ні о о н  овори ь 
 я про пло  і ної пов р ні иліндра

орм л  для її о и л ння зна ов р
ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь 

 дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и 
.

 і  амі  ро о і р ім д а о  наводи ь орм л  для 
о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им
вола  мо на запи а и  а ро о доводи ь орм л  
для о и л ння пло і пов р ні ри

ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь 

о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  имо и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им
вола  мо на запи а и 
для о и л ння пло і пов р ні ри

 і  амі  ро о і р ім д а о  наводи ь орм л  для  і  амі  ро о і р ім д а о  наводи ь орм л  для  і  амі  ро о і р ім д а о  наводи ь орм л  для 
о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им

 і  амі  ро о і р ім д а о  наводи ь орм л  для  і  амі  ро о і р ім д а о  наводи ь орм л  для 
о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им
вола  мо на запи а и 
для о и л ння пло і пов р ні ри

о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  имо и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им
вола  мо на запи а и вола  мо на запи а и 
для о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ридля о и л ння пло і пов р ні ри
вола  мо на запи а и вола  мо на запи а и вола  мо на запи а и вола  мо на запи а и 
о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им

 і  амі  ро о і р ім д а о  наводи ь орм л  для 

 дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и  дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и  дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и 
ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь 

 дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и 
ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь ім д  я и   вої  ро о і ро л  і иліндр  наводи ь 

 дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и  дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и  дов д ння орм ли  я  пі ля п р вор нь мо на запи а и 

о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  имо и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  имо и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им
вола  мо на запи а и вола  мо на запи а и 
о и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  имо и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  имо и л ння пло і і ної пов р ні он а  я  в а ни  им
вола  мо на запи а и вола  мо на запи а и вола  мо на запи а и вола  мо на запи а и 
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 З        
          З   

        
       З    

  

Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
  ло а бічної поверхні циліндра дорівн є 0 см2, 

а пло а основи – 1  см2. найдіть пло у повної по-
верхні циліндра.

 ло а основи циліндра дорівн є  см2, а пло а бічної 
поверхні – 1  см2. найдіть пло у повної поверхні ци-
ліндра.

 ло а повної поверхні конуса дорівн є 1  см2, а пло а 
основи –  см2. найдіть пло у бічної поверхні конуса.

 ло а бічної поверхні конуса дорівн є 1  см2, а пло а 
повної поверхні – 1  см2. найдіть пло у основи. 

 найдіть пло і бічної та повної поверхонь циліндра, у 
яко о радіус основи дорівн є 3 см, а висота –  см.

 адіус основи циліндра дорівн є  см, а висота –  см. 
найдіть пло і бічної та повної поверхонь циліндра.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а твірна –  см. 
най діть пло і бічної та повної поверхонь конуса.

 найдіть пло і бічної та повної поверхонь конуса, у 
яко о радіус основи дорівн є  см, а твірна – 3 см.

 найдіть пло у поверхні кулі, радіус якої дорівн є: 
1) 3 дм      )  см.

 найдіть пло у поверхні кулі, радіус якої дорівн є: 
1)  см      )  дм.

  Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 
 см і утвор є  пло ино  основи кут 30°. найдіть 

пло у бічної поверхні циліндра.

 сьовим перері ом циліндра є квадрат  діа оналл  
 см. найдіть пло у бічної поверхні циліндра.

 Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 1  см, 
а висота – 1  см. найдіть пло у повної поверхні ци-
ліндра.

 Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 13 см, 
а радіус основи –  см. найдіть пло у повної поверхні 
циліндра.

 З        
          З   

        
       З    

  

  
а пло а основи – 1
верхні циліндра.
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 ічна поверхня циліндра дорівн є  см2, а висота – 
 см. найдіть об єм циліндра.

 ічна поверхня циліндра дорівн є 0  см2, а радіус 
основи –  см. найдіть об єм циліндра.

 Твірна конуса дорівн є  см і утвор є  пло ино  ос-
нови кут °. найдіть пло у бічної поверхні конуса.

 адіус основи конуса дорівн є  см і утвор є  твірно  
кут 0°. найдіть пло у бічної поверхні конуса.

 рямокутний трикутник  іпотену о  10 см і катетом 
 см обертається навколо цьо о катета. найдіть пло у 

повної поверхні утворено о конуса.

 рямокутний трикутник  катетами  см і  см обер-
тається навколо біль о о катета. найдіть пло у повної 
поверхні утворено о конуса. 

 сьовим перері ом конуса є прямокутний трикутник 

 іпотену о   см. найдіть пло у бічної поверхні 
конуса.

 сьовим перері ом конуса є рівносторонній трикутник 

 висото   см. найдіть пло у бічної поверхні конуса.

  скільки ра ів біль иться пло а поверхні сфери, 
як о її радіус біль ити у 3 ра и

  скільки ра ів мен иться пло а поверхні сфери, 
як о її радіус мен ити у  ра и

  якому випадку витрачається біль е фарби: на фар-
бування однієї кулі діаметра 0 дм чи на фарбування 
 куль діаметра  дм, як о матеріал усіх куль однаковий

 Діаметр онця в 00 ра ів біль ий а діаметр ісяця. 
 скільки ра ів пло а поверхні онця біль е а пло у 

поверхні ісяця

 б єм кулі дорівн є 3  см3. найдіть пло у поверхні 
сфери, яка обме ує ц  кул .

 ло а поверхні сфери дорівн є 1  см2. найдіть 
об єм кулі, яку обме ує ця сфера.

 На відстані  см від центра сфери проведено перері , 
о перетинає сферу по колу авдов ки  см. найдіть 

пло у сфери.

 ерері  кулі має пло у 3  см2 і віддалений від центра 
на  см. найдіть пло у сфери, о обме ує ц  кул .

  орда, о нале ить основі циліндра, дорівн є 
 см і стя ує ду у 1 0°. ідрі ок, о сполучає один  
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кінців хорди і  центром ін ої основи, утвор є  пло-
ино  основи кут °. найдіть пло у повної поверхні 

циліндра.

  циліндрі перпендикулярно до радіуса основи чере  
йо о середину проведено перері .  перері і утворився 
квадрат  діа оналл   см. найдіть пло у бічної по-
верхні циліндра. 

 Діа ональ прямокутника дорівн є d і утвор є і сто-
роно  кут a. найдіть пло у бічної поверхні циліндра, 
утворено о при обертанні прямокутника навколо осі, о 
проходить чере  ц  сторону.

 торона прямокутника дорівн є a і утвор є  діа о-
налл  кут . найдіть пло у повної поверхні циліндра, 
утворено о при обертанні прямокутника навколо осі, о 
проходить чере  ін у сторону.

 ідро циліндричної форми має висоту  дм, а діаметр 
дна 3  см. кільки квадратних дециметрів листово о а-
лі а потрібно для ви отовлення тако о відра, як о на 

ви слід додати   поверхні відра

 кільки квадратних метрів есті піде на ви отовлення 
труби авдов ки  м і діаметром 0 см, як о на ви до-
да ть   поверхні труби

 исота конуса відноситься до йо о діаметра як  : 3, а 
твірна конуса дорівн є 10 см. найдіть пло у повної по-
верхні конуса.

 Твірна конуса відноситься до діаметра як 13 : , а ви-
сота конуса дорівн є 10 см. найдіть пло у повної по-
верхні конуса.

 орду, о нале ить основі конуса,  йо о вер ини 
видно під кутом 0°, а і  центра основи – під прямим 
кутом. найдіть пло у бічної поверхні конуса, як о 
йо о твірна дорівн є l.

 орду, о нале ить основі конуса,  йо о вер ини 
видно під прямим кутом, а і  центра основи – під кутом 
120°. найдіть пло у бічної поверхні конуса, як о ра-
діус дорівн є  см.

 Доведіть, о повна поверхня конуса, осьовим пере-
рі ом яко о є рівносторонній трикутник, рівновелика по-
верхні сфери, побудованої на йо о висоті як на діаметрі.

 Доведіть, о повна поверхня циліндра, утворено о 
обертанням квадрата навколо однієї  йо о сторін, рівнове-
лика поверхні кулі, радіус якої дорівн є стороні квад рата.
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 ер ини квадрата і стороно   см нале ать сфері. 
най діть пло у поверхні сфери, як о відстань від 

центра сфери до пло ини квадрата дорівн є 1 см.

 ер ини рівносторонньо о трикутника і стороно  
 см нале ать сфері. ло ина трикутника ро та ована 

на відстані  см від центра сфери. найдіть пло у по-
верхні сфери.

 ло а перері у циліндра, який проведено паралельно 
йо о осі і який відтинає від кола основи ду у 1 0°, до-
рівн є Q. найдіть пло у бічної поверхні циліндра.

 ло а перері у циліндра, який проведено пара-
лельно йо о осі і який відтинає від кола основи ду у 0°, 
дорівн є M. найдіть пло у бічної поверхні циліндра.

 ічна поверхня циліндра становить половину йо о по-
в ної поверхні, а діа ональ осьово о перері у –  см. 
найдіть:

1) пло у повної поверхні циліндра  
) об єм циліндра.

 ло а бічної поверхні циліндра дорівн є пло і ос-

нови, а діа ональ осьово о перері у –  см. найдіть:
1) пло у повної поверхні циліндра  
) об єм циліндра.

 івнобедрений трикутник  осново   см і бічно  сто-
роно   см обертається навколо бічної сторони. найдіть 
пло у поверхні утворено о тіла обертання.

 рямокутний трикутник  катетами 3 см і  см оберта-
ється навколо іпотену и. найдіть пло у поверхні утво-
рено о тіла обертання.

 ут при вер ині в осьовому перері і конуса дорівн є 
120°. найдіть радусну міру центрально о кута в ро ортці 
бічної поверхні конуса. ідповідь окру літь до радусів.)

 ут при вер ині в осьовому перері і конуса дорівн є 
0°. найдіть радусну міру центрально о кута в ро ортці 

бічної поверхні конуса. ідповідь окру літь до радусів.)

  кулі по один бік від центра проведено два паралельних 
перері и, пло і яких дорівн ть  см2 і  см2. 

ідстань мі  пло инами перері ів дорівн є 13 см. най-
діть пло у поверхні сфери, о обме ує ц  кул .

  кулі по рі ні боки від центра проведено два пара-
лельних перері и, пло і яких дорівн ть  см2 і 

 см2. ідстань мі  пло инами перері ів дорівн є 1  см. 
най діть пло у поверхні сфери, о обме ує ц  кул .
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Æèòò âà ìàòåìàòèêà
 найдіть кут, утворений лініями насічок у напилка, 

обра ено о на мал нку 11. .

ал. 11.

 іниця ока, о має форму кру а, мо е мін вати свій 
діаметр але но від освітлення від 1,  мм до ,  мм. 

 скільки ра ів при цьому біль ується пло а поверхні і-
ниці

 ума радусних мір трьох кутів паралело рама дорівн є 
230°. найдіть радусну міру мен о о кута паралело рама.

À Á Ã Ä

0° 60° 10 ° 11 ° 130°

 ло а кру а дорівн є 1  см2. найдіть дов ину кола, 
о обме ує цей кру .

À Á Ã Ä

4  см  см 16  см 32  см ін а відповідь

 На мал нку обра ено куб 
ABCDA1B1C1D1. найдіть об єм 
цьо о куба, як о об єм піраміди 
D1ACD дорівн є V см3. 

À 2V см3 Ã 6V см3

Á 3V см3 Ä V см3

4V см3

 ка іть точку, відстань від 
якої до початку координат найбіль а.

À Á Ã Ä

0   3) –1  1  ) 1  –  ) –  –3  – ) –  –  )

 ума радусних мір трьох кутів паралело рама дорівн є 
230°. найдіть радусну міру мен о о кута паралело рама.

À Á Ã Ä

0° 60° 10 ° 11 ° 130°

 ло а кру а дорівн є 1  см2. найдіть дов ину кола, 
о обме ує цей кру .

À Á Ã Ä

4  см  см 16  см 32  см ін а відповідь

 На мал нку обра ено куб 
ABCDA1B1C1D1. найдіть об єм 
цьо о куба, як о об єм піраміди 
D1ACD1ACD1  дорівн є V смV смV 3. 

À 2V смV смV 3 Ã 6V смV смV 3

Á 3V смV смV 3 Ä V смV смV 3

4V смV смV 3

 ка іть точку, відстань від 
якої до початку координат найбіль а.

À Á Ã Ä

0   3) –1  1  ) 1  –  ) –  –3  – ) –  –  )

Ïåðåâiðòå ñâîþ êîìïåòåíòíiñòü!
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 На мал нку обра ено циліндр, у яко о 
радіус основи на 1 дов ий а висоту, а діа-
ональ осьово о перері у дорівн є 13. с-

тановіть відповідність мі  еометрично  
величино  1– ) та її числовим наченням 

–Д).

ом ри на в ли ина ×èñëîâå 
зна ння

пло а основи циліндра À 36

2 пло а бічної поверхні 
циліндра

Á 1 0

3 пло а повної поверхні 
циліндра

4 об єм циліндра Ã 132

Ä 60

 винцеву кул  радіуса 1 дм переплавили в  кульки 
однаково о ро міру. най діть радіуси утворених кульок 
у см).

омашня самостійна робота  

о н  завдання ма  по о ири варіан и відповіді  
р д я и  ли  один  правильним  рі ь правильни  ва

ріан  відповіді.

 . найдіть об єм прямокутно о паралелепіпеда, лінійні 
виміри яко о дорівн ть  см,  см і  см.

 1  см3     1 0 см3     1 0 см3     1 0 см3

 б єм піраміди дорівн є 1 0 см3, а пло а її основи – 
0 см2. найдіть висоту піраміди.
 3 см         см        1  см        см

 Твірна конуса дорівн є  см, а радіус йо о основи –  см. 
найдіть пло у повної поверхні конуса.
 4  см2      12  см2     16  см2     20  см2

 4. снова прямо о паралелепіпеда – ромб і стороно  
 дм і острим кутом 0°. ен а діа ональ паралелепі-

педа нахилена до пло ини основи під кутом °. най-
діть об єм паралелепіпеда.

 4  дм3      дм3     2  дм3       дм3

ріан  відповіді

 
виміри яко о дорівн ть  см,  см і  см.

 

 4
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О      

 Твірна конуса дорівн є 10 см, а пло а йо о основи – 
36  см2. найдіть об єм конуса.

  см3      см3     120  см3     36  см3

 Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є  см і 
утвор є  пло ино  основи кут 30°. найдіть пло у 
бічної поверхні циліндра.

  см2     16  см2    16  см2      16  см2

 .  прямій трикутній при мі сторони основи дорівн ть 
 см, 1  см і 0 см. ере  бічне ребро при ми і наймен у 
а дов ино  висоту основи проведено перері , пло а 

яко о дорівн є 1 см2. найдіть об єм при ми.
 0 см3      10 см3      1 ,  см3    10  см3

 исота конуса дорівн є 1  см, а радіус основи конуса на 
 см мен ий а йо о твірну. найдіть пло у бічної по-

верхні конуса.
 13  см2    216  см2     10  см2     1 0  см2

  кулі, об єм якої дорівн є  см3, проведено перері  
на відстані  см від центра кулі. найдіть пло у пере-
рі у.

 12  см2     16  см2      20  см2      24  см2

  сново  похило о паралелепіпеда є прямокутник і 
сторонами  см і  см. ічна рань, о містить мен у 
сторону основи, перпендикулярна до пло ини основи і є 
ромбом, у яко о один  кутів на 1 0° мен ий а ін ий. 
найдіть об єм паралелепіпеда.
 0 см3      0 см3       0 см3       0 см3

 сново  піраміди є прямокутний трикутник  катетом a
та протиле ним острим кутом a. сі бічні ребра піра-
міди нахилені до пло ини основи під кутом . найдіть 
об єм піраміди.

    

    

  циліндрі паралельно осі проведено перері , о пере-
тинає основу по хорді, яку видно і  центра цієї основи 
під кутом 0°. ло а перері у, о утворився,  см2, а 
кут нахилу діа оналі перері у до пло ини основи до-
рівн є 30°. найдіть об єм циліндра.

 см3      см3     см3     см3
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РОЗДІЛ 

Завдання для перевірки знань до  –

 . найдіть об єм прямокутно о паралелепіпеда, лінійні 
виміри яко о дорівн ть 3 см,  см і  см.

 б єм піраміди дорівн є 30 см3, а висота –  см. найдіть 
пло у основи піраміди.

 адіус основи конуса дорівн є  см, а твірна –  см. 
най діть пло у повної поверхні конуса.

 4. снова прямо о паралелепіпеда – ромб і стороно  
 см і тупим кутом 1 0°. іль а діа ональ паралелепі-

педа нахилена до пло ини основи під кутом 30°. най-
діть об єм паралелепіпеда.

 ло а основи конуса дорівн є 1  см2, а йо о твірна – 
 см. найдіть об єм конуса.

 Діа ональ осьово о перері у циліндра дорівн є 1  см 
і утвор є  пло ино  основи кут 0°. найдіть пло у 
бічної поверхні циліндра.

 .  кулі, об єм якої дорівн є  см3, проведено пе-

рері . ідрі ок, о сполучає центр кулі  точко  кола 
дано о перері у, утвор є  пло ино  перері у кут 0°. 
найдіть пло у перері у.

 8.  основі трикутної піраміди ле ить прямокутний три-
кутник  іпотену о  c і острим кутом a. сі бічні ребра 
піраміди нахилені до пло ини основи під кутом . най-
діть об єм піраміди.

Дода ові завдання

 . адіус основи конуса дорівн є 1  см, а твірна на  см 
біль а а висоту. найдіть пло у бічної поверхні ко-
нуса.

  сново  похило о паралелепіпеда є квадрат і сто-
роно   см. дна  бічних раней паралелепіпеда перпен-
дикулярна до пло ини основи і є ромбом, у яко о один  
кутів удвічі біль ий а ін ий. найдіть об єм паралеле-
піпеда.

 
виміри яко о дорівн ть 3 см,  см і  см.

 

 4

 

 8
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ВІДПОВІДІ ТА ВКАЗІВКИ ДО ЗАДАЧ І ВПРАВ

астина  Р   П К  З

Розділ 

   1) падна  ) роста ча.  1) роста ча  ) спад-
  на.  1)  ) .  1) 3  ) 1 .  1) 1  u)  ) 0  1  

3) 0  1  ) 1  u).  .  .  1)   ) 

 3)  3  ) 0  .  1)  3  ) 1  . 

 ка івка. скільки , 

òî . 

 1) –1  ) – .  1) 1  ) .  1  троянд. 

 00.

   1)  ) 3.  1) .  1) 3  ) –  3)  ) . 

 1) 1  ) –  3)  )  1) 0  –  ) .  1) 0  3  

) 1.  1)  ) .  1) 1  ) 3.  1) 1  ) 1  3  3) –1  

4)  1) 1  ) –1  0  3) –1  –  )  0  1. 

 0  1.  1) 1  ) 1.  1) 1  ) 1.  1) 1  –1  ) 0.
 1) 1  –1  ) 0.   0 рн.   пі улки.

 3.  1) (–u   ) –u  0 .  1)  u)  ) 0  u). 
 1) õ   ) –u  –3   3  u)  3) –u  –3)  1  u)  

) –1  1 .  1) õ I 3  ) –3  3)  3) –1  )  
4) (–u  –    u).  1)  u)  ) –u  . 

 1) (–u   ) 10  u).  1) õ I  ) õ  –3.  1) õ >  
2) õ I – .  1) õ >  ) 0  õ  1.  1) 1 J õ J  
2) õ  0.  1) õ I 1,  ) õ  3.  1) õ J 0,  ) õ > . 

õ  1. õ > .  0 J õ J 1. õ J –1 або õ I 0. 
õ I 1. õ  1.  1) 3 л  )  рн.  1) 000  

) на 0 днів.

   1) 3  ) 1  3) 1  ) .  1)  ) 1  3) –1  ) 3. 
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0

 1)   1)  ) –3. 

 1)  ) 1 . 

 1) m  n  ) m  1  3) m  n  )  1) õ  ó  

) 1  õ  3) ó  õ  )  1) 2  ) 0  .  1) 3  

) 0  23.  1) 0,  ) .  1) 0  

) –1.  1) 0  )  1)  ) 1  3)  ) .  1) 3  

)  3)  ) .  .  .  1. ка івка.   0 

     )    2 .  На  од  хв. 
 1 0 од.

   1) à > 1  ) à > 1  3) à  1  ) à  1.  1) à  1  
2) à  1  3) à > 1  ) à > 1.  –  1.  –1  .   3). 

  .  1) õ ≠ 2 k, k Z  ) 1  )   3).

 1) õ ≠ –  2 k, k Z  ) –1  0)  0  ).  1) 1  ) . 

 1)  ) 1.  1) Ìал. 1  ) мал. .  1) Ìал. 3  
) мал. .  іль е а 3,  к .  1) 3 00 л  ) вка івка. 
рахуйте, о 1 м3  1000 л.

       
            ал. 1                        ал. 

      
              ал. 3                     ал. 
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1

   1  – .  1  – .   –1).  1  1). 

 1)   1)   ) . 

) 1.  1) 0,  ) 1.  1)  ) 0.  1) 1  ) 3.  1)  
) 0.  1)  )  3) 0  ) 3.  1)   ) 0  3)  )  3. 

3) 0   )  1 . 

) 1   3)  ) 3  1.  .  1 . 

 1) 1  ) –1.  1)  ) .  1 . 

 .  1)   ) .  1)   ) .  одно о.

 дин.  1) 2  ) 3.  1) 0  ) рівняння не має 
ро в я ків.  1) 1  ) – .  1)  рн  ) 1  3 рн  
3) 1  0  рн.  1  000 к .

   1) 1  õ  3  ) õ > .  1) 1  õ   ) õ > . 
 1) õ I  ) –1  õ  0.  1) õ > –  ) 3  õ J . 
 1) –1  0)   3  ) –u  –1)   u). 
 1) (–u  –1    u)  ) –  – )  0  1).  1) 0  1  

) 3  u).  1) 3  u)  ) 0  .  1) 0  0,    u)  

) 0,01  100). õ > 100. 

õ > 10.  1) –3  – )  ) –1,  1)  (1  u). 
 1) –3  –1) 3  )  )  u).  1) 0,1  1000  

 1) 1   ) 0  0,1)  100 000  u). 

õ  . õ  .  одно о.  Два.  0  3). 
 0  ).  1) к о à  0, то 0  õ J 1  як о à  0, то 

õ > 0  як о à > 0, то õ I 1  ) як о à  0, òî  як о 

à  0, то нерівність не має ро в я ків  як о à > 0, òî 
 1) 1 1 к  130 к  ) 1  м2.   рн.

Розділ 

   1) Так  ) ні.  1) Ні  ) так.  0 м . 
 11 00 рн.
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   1) 3õ3 – õ2 –  ) 3õ   – 11.  1) õ4  3õ2 –

–  2)  – õ.      

3)  4) –2ñtg3õ + Ñ. 

3)  4) 4tg2õ + Ñ. 

2) . 

2) . s(t) 3t  t2 – 0. v(t)  t – t2 – 1. 

. . 

õ3 – 3õ2  õ – . 

õ4 – õ2  3õ  3.  –1  м с.   м.  1  . 
  хв.

   1) 1 . 

.  м  ) 1 м с2.  м  

) 0 м с2.  , .  . 

 ,  м.  ,  м.  ере   місяців. 
 1) 0  ) 3 0 .

   1) 0,  ) –1,  3) 0  .  1)  )  3) 0,  

 1)  ) 0.  1)  ) .  1)  ) , . 

 ) .  1) 0  

) ,  3) .  , .  1 , . 

   .  1) 13 00 т.  1  .

Право для безоплатного розміщення підручника в мережі Інтернет має  
Міністерство освіти і науки України http://mon.gov.ua/ та Інститут модернізації змісту освіти https://imzo.gov.ua 



3

   3  Д .   Д .  1) ,  

) ,   1) ,  

 0,3  Д .  0,  Д .  . 

 1, .  1) 0 дерев  ) 30 000 о итів  

3) 0 м3.  1 0 000 рн.

Розділ 

   1) Ні  ) так  3) ні.  1) Так  ) ні  3) ні. 
 0 м .  Наймен ий рейтин  – модель A (R  10)  

найбіль ий рейтин  – модель B (R  0).

   1 0.  0.  30.  0.  0. 
 .  1 0.  10 .  1 .  1 . 

 1) 1 0  ) .  1) 0  ) 1 .  1)  

2) .  1)  ) .  1)  ) 10.  1)  

) 1 .  .  1 0.  00.  1 .  . 
 .  0.  0.  10 0.  1 0. 
 13 .  1) 1, , 3, ,  ) 11, 1 , 13,  .  1) , 

, , ,  ) , 3, , , , , .  1) 0  ) 1 0. 
 1) 3 0  ) 1 0.  1.  0.  . 
 0.  0.  10.  .  1) 0  

) 1 0  3) 0.  1  км од.  1) 00 рн  ) 1 00 рн  
3) 1000 рн  ) 1 0 рн  ) 0 рн.

   Ні.  1) 0,  ) 0, 3  3) 0,  ) 0, 1. 
 1) 0,0  ) 0,  3) 0,  ) 0, .  1) 10 де-

талей  ) 1 00 деталей.  1)  ) 00.   або 
 кидків.  ід  до  пострілів.  1)  000 осіб. 

 0 рн.

  

2)  3)  ) .  1)  2)  3)  ) .

 1) 1  )  3) мен е ні   ) біль е а .  1)  ) 1  

3) біль е а 1  ) мен е ні  . 
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1  см.

 1)   а сніданком, 0  – а обідом, 1   – а по-
луденком  ) 00 кал.

   1) à   ) Ìå  .  1) b   ) Ìå  10. 
 1) õ–   ) Ìî 3  3) Ìå  .  1) õ–  1,  

2) Ìî  3) Ìå  .  3  рн.  1 ,  км.

ідповіді до завдань Перевірте свою компетентність

 вправи
 завдання 2 3 4 8

À Â Â Д 1- , - , 3-Д, - –0, –2
2 Д Â Â À 1-Д, - , 3- , - 20 –2
3 Â À 1- , - , 3-Д, - 3 1
4 Â À Â Д 1- , - , 3-Д, - 12 –4

Д À 1-Д, - , 3- , - 0, 1
Â 1- , - , 3- , - 0 120
Â À 1- , -Д, 3- , - 0, 0,

8 Â Â Д 1- , - , 3- , - 4 – ,
Â Â Д Â 1- , - , 3- , - – ,

Â Â 1-Д, - , 3- , - 400 –1
À Д Â 1- , - , 3- , -Д –0, 0,

Â Â À Â 1- , - , 3- , -Д 1 16
Д À Â 1-Д, - , 3- , - 1 10

Д Â Â À À 1- , - , 3-Д, - 224
À Â À Д 1- , - , 3- , - 1 2

Â Д Д 1- , - , 3- , - 6 0,
Â Â À 1- , - , 3- , - 0,1 14

ідповіді до завдань омашня самостійна робота

 завдання
 роботи 2 3 4 8

Â À Â À À Â
2 Â Â À À Â
3 Â À Â Â À Â
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астина  Р

Розділ 

   0 .  3 0 .  3  см2.  1 0 см2. 
 3 см.  10 см.  см2.  1 0 см2. 
 1) Так  ) ні.  1) Ні  ) так.  10 см.  1,  м2. 

 см2.  дм2.  см2.  см2. 
  см.   см.   см.  13 см.  13 0 см2. 

 10  см2. . . . 

 12Stga.  см2.  ка івка. ереставте міс-
цями ни н  і верхн  частини при ми, сумістив и основи. 

 10 см.  0 см2.  ер ій  на 1 хв 1 с.   банки.

   о 0,3  дм2 пластмаси ко но о кольору. 
 1 1,  см2.   см2.  1  дм2.   см.   см. 
  см.  13 см.  1)  см2  ) 3 см.  1) 0 см2  

)  см.  1)  см  )  см  3) 3  см2  ) 0 см2  )  см2. 
 1)  см  )  см  3)  см2  )   см2  

)  см2.   см2.  1  см2.  1)  см2  
) 0 см2.  1) 0 см2  ) 0 см2.   .  133 . 

 1  см2.  см2.  см2.  1 0 см2. 
  см.   см.  3 см.  см.  см. 
 вадратна плитка і стороно  3 дм  10 000 рн. 
 1)  000 000 м3  )  00 000 000 м3.

  10,  м2. 11 ,  см2.  ) 1  см. 
 0 см і 1  см. 1 ,  м. 01,  м.  см2  

 см.  0 см2   см.  36  см2.  см2. 

 см.   см.  см.   см2.  см. 

  см.  24  см2.   см2.   см. 

 ,  см.  3 см.  см2.  см2. . 

.  0,  м.   мі ків.

   3  см2.   см.  3600°. . 1 0°. . 

. . . 

. .  11 0 .  11 рулонів.
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Розділ 

   исота –  см  радіус – 3 см.  о  см. 
 о  см.  адіус –  см  висота –  см.  0 см2. 
 1 0 см2.  1)  см  )  см2  3)  см  )  см2. 
 1)  см  )  см2  3)  см  ) 1  см.   см. 
 30 см2. l2sin2 .  2r2tga.   см. 
 0 см2.  1  см2.   см2.   см.   см. 

. .  3 см.  1, 1 м. 

 1 рн.

   3  см.   см.  1  см або 1  см.   см. 
 1  см.  3 см2.  3,  см2.   см.  3 см. 

Sctg .  2 Qctg . .  . 

 На  т.  1) 1 ,  м  ) 3  рн.

   дне або бе ліч.   см.  1  см.  16  см. 
 36  см2.  1  см.   см.   см.  10 см. 

 10 см.   см. . .  3  см. 

  см.   : 1 .  1  : .  Ні.  1) ,1  м2  
2) 1, 3 к   банки по 1 к .

Розділ 

    відер.  1  відер.  Ні.   см2. 
  см3.  331  .   ма ин.   ма ини. 
 1 0.  0 дм3.  1  дм3.  см3. 

 см3.  Ні.  0 см3.   см3. 
 1  см2.  0 см2.  100 см3.  10  см3. 
 1  см3.  11  см3.  1 0 м3.   0 м3. 

43  см3. 44  см3.  30 см3.  0 см3. 
  см3.  30 см3.  см3.  см3. 

 1  см3.  см3.  cos2  sin  sin 2a.

 sin2acosatg .   .   . 

  см3.  0 см3.  см3.   см3. 
 см3.  см3.  см3.  0 см3. 

  ра ів. 3,  м.
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    см.   см.  біль иться у  ра и. 

 см3.  см3.  3  см3.  0 см3. 

 ) 0 см3.  )  см3.  см3. 

 см3.  3  см3. . .  см3. 

 см3.  см3.   см3.  01  3  м3. 

   м3.  см3.   см3. . 

.  0 см3. . 

.  1  см3.   см3.  см3. 

 кнай вид е а мар рутом AK  KL  LC – а 1 ,1 хв  най-
повільні е а мар рутом AD  DC – а 1 ,1 хв.  0 відер.

    см3.   см3.   дм3. 
1  0 см3. ,  т.  т.   см. 

 3  см. 1)  см3  ) 31  .  1)  см3  

2)  .  10 см.   см.  см3. 

 1  см3.  1)  см  ) 1  см.   1  ра ів. 
 100  см3.     1 0  см3.     1  см3. 

см3. . . 

 3  см3.   см3.  36  см3.   см3. 

. .  см. 

 см. ,  см. ,3 см.  1  см2. 

 16  см2.  см3.  см3. 

. . . 

.      ,  см3.        см3. 

.   .    Так, 

оскільки її радіус мен ий а радіус циліндра.  3 см. 
  см.  0 ,  м2.  ,  м2.
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   36  см2.   см3.   см3. 
 400  см2.  144  см2.  24  см2. 

d2sin2a.  2 a2(1  tg ). 1,  дм2. 

,  м2.   см2.  1200  см2. . 

 24  см2.   см2.  16  см2. . 

M .  1) 100  см2  ) 1  см3.  1)  см2  
2) 32  см3.  ,  см2.  1 ,  см2.  312°. 

 °.  00  см2.  1300  см2.  0°. 
   ра ів.

ідповіді до завдань Перевірте свою компетентність

 вправи
 завдання 2 3 4

Â À Д 1- , - , 3-Д, - 0,

2 À Â 1- , -Д, 3- , - 3

3 À Â 1- , -Д, 3- , -

4 À Д Â 1-Д, - , 3- , - 64

À Â 1-Д, - , 3- , -

Д Â 1- , - , 3-Д, -

Â À 1- , -Д, 3- , - 16

8 Â Â 1-Д, - , 3- , - –1

Â Â 1- , - , 3- , -Д 120

À Â Â 1- , - , 3- , - 144

À Д 1- , -Д, 3- , - ,

ідповіді до завдань омашня самостійна робота

 завдання
 роботи 2 3 4 8

Â À Â À Â À

2 Â Â À Â À Â

3 Â Â À À Â À
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ибірка 1 0
ибірковий метод 1 0
ибіркові характеристики 1
инесення спільно о мно ника 
а ду ки в пока никових рів-

няннях 1
ипадкова подія 13
ипадковий дослід 13
ідносна частота події 1 0
іро ідна подія 13
ластивості ло арифмічної 

функції 
– пока никової функції 
– степеня  дійсним пока ни-
ком 

порядкована мно ина 1 1

Ãенеральна сукупність 1 0
еометричний міст ви наче-

но о інте рала 
рафік ло арифмічної функції 

– пока никової функції 

Äесятковий ло арифм 3

лементарні події 1 0
лементи мно ини 1 0

Çаміна мінних у ло ариф-
мічних рівняннях 
– – – пока никових рівняннях 0

нте рал ви начений 
– неви начений 

Éмовірність віро ідної події 1
– немо ливої події 1

Класичне о начення ймовір-
ності 1 1

омбінаторика 1
омбінації сполучення) 130

о арифм числа 3
о арифмічна функція 

Ìатематична статистика 1
едіана вибірки 1
но ина 1 0 
ода вибірки 1

Íайпрості і ло арифмічні не-
рівності 
– – рівняння 
– пока никові нерівності 
– – рівняння 1
Натуральний ло арифм 3
Немо лива подія 13
Нерівності виду 

af(x) > ag(x) 64
– – af(x) I ag(x) 64
Нескінченні мно ини 1 1
Несумісні події 1 0

Îбчислення пло  плоских 
фі ур 10

днорідні пока никові рівнян-
ня 0

сновна властивість первіс-
ної 
– ло арифмічна тото ність 33

сновні властивості ви наче-
но о інте рала 103, 10
– – ло арифмів 33

Ïервісна 
равила наход ення пер-

вісних неви начених інте-
ралів) , 3
равило добутку 1

– суми 1
ерестановки 130
ідмно ини 1 0 
овна рупа подій 1 0
ока никова функція 
олі он частот 1 3
опарно несумісні події 1 0
оро ня мно ина 1 0
отенці вання 3
ростір елементарних подій 1 0

ПРЕДМЕТНИЙ ПОКАЖЧИК 

астина  Р   П К  З
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Ðан ування вибірки 1 1
епре ентативна вибірка 1 1
івність мно ин 1 1
івноймовірні події 1 1
івняння виду af(x) = ag(x) 1

– – af(x)  ag(x) 
– – af(x) = g(x) 
о мах вибірки 1
о мі ення 1

Ñереднє начення вибірки 1
кінченна мно ина 1 1
татистична ймовірність події 1 1
татистичні дані 1
тепінь  довільним пока ни-

ком 

умісні події 1 0

аблиця первісних неви на-
чених інте ралів) 0
Теорема про пло у криволі-
нійної трапеції 1
Теорія ймовірностей 13

Ôакторіал 1
і ичний міст ви начено о ін-

те рала 
ормула Нь тона– ейбніца 101

– переходу до ін ої основи 3

×астота події 1 0

астина  Р

Àпофема піраміди 1

Áічна поверхня конуса 
– – циліндра 1
ічні рані піраміди 1

– – при ми 1
ічні ребра піраміди 1

– – при ми 1

елике коло 3
еликий кру  3
ер ина конуса 

– піраміди 1
– мно о ранника 1 3

иміри прямокутно о паралеле-
піпеда 1

исота конуса 
– піраміди 1
– при ми 1
– циліндра 1

аємне ро мі ення кулі та 
пло ини 33

ісь конуса 
– правильної піраміди 1
– тіла обертання 1
– циліндра 1

ластивість діа оналей парале-
лепіпеда 1
– пло ини, дотичної до кулі 3
– протиле них раней парале-
лепіпеда 1

ластивості правильних мно о-
ранників 0 , 0

Ãрані мно о ранника 1 3

Äіа ональ при ми 1
Діа ональний перері  пірамі-
ди 1
– – при ми 1
Діаметр основи конуса 
– кулі 3
– сфери 3
– циліндра 1
Діаметральна пло ина 3
Додекаедр 0

косаедр 0

Кавальєрі принцип 
онус 
уб 1 , 0
уля 3

Ìно о ранник 1 3

Íеопуклі мно о ранники 1 3

Îб єм конуса 
– кулі 
– піраміди 
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– при ми 
– прямокутно о паралелепіпе-
да 
– тіла 
– циліндра 

сновні властивості об ємів 
ктаедр 0
пуклі мно о ранники 1 3
снова конуса 

– піраміди 1
снови при ми 1

– циліндра 1
сьовий перері  конуса 

– – тіла обертання 1
– – циліндра 1

Ïаралелепіпед 1
– похилий 1
– прямий 1
– прямокутний 1

ерері  кулі пло ино  3
– мно о ранника 1

іраміда 1
– n-кутна 1
– правильна 1

ло а бічної поверхні ко-
нуса 
– – – піраміди 1
– – – при ми 1
– – – циліндра 
– поверхні мно о ранника 1
– повної поверхні конуса 
– – – піраміди 1
– – – при ми 1
– – – циліндра 
– сфери 0

ло ина, дотична до кулі 3
оверхня обертання 1
равильний мно о ранник 0

– тетраедр 0

ри ма 1
– n-кутна 1
– похила 1
– правильна 1
– пряма 1

ротиле ні рані паралелепі-
педа 1

Ðадіус основи конуса 
– кулі 3
– сфери 3
– циліндра 1
ебра мно о ранника 1 3
івновеликі тіла 
о ортка бічної поверхні ко-

нуса 
– – – циліндра 
– мно о ранника 1
івносторонній конус 
івносторонній циліндр 1

Ñічна пло ина мно о ран-
ника 1
фера 3

вірна конуса 
– циліндра 1
Теорема про пло у бічної по-
верхні правильної піраміди 1
– – – – – прямої при ми 1
Тетраедр 1
Тіло обертання 1

Ôормула для обчислення діа о-
налі прямокутно о паралелепі-
педа 1

Öентр кулі 3
– сфери 3

иліндр 1
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ГРАФІК ПОКАЗНИКОВОЇ ФУНКЦІЇ

        

ОСНОВНА ЛОГАРИФМІЧНА ТОТОЖНІСТЬ

ВЛАСТИВОСТІ ЛОГАРИФМІВ
Для будь-яких дійсних a > 0, a ≠ 1 і x > 0, y > 0 викону-

ється:

 

,  

, , ,  

, , ,  , ,  

ГРАФІК ЛОГАРИФМІЧНОЇ ФУНКЦІЇ

        

ТАБЛИЦЯ ПЕРВІСНИХ
Функція  Загальний вигляд первісних , 

де C – довільна стала

0 C
1  

, 
 

  

  

 

 

ПРАВИЛА ЗНАХОДЖЕННЯ ПЕРВІСНИХ
1. ßêùî F(x) – первісна для f(x), а G(x) – первісна для 

g(x), то F(x) + G(x) – первісна для f(x) + g(x).
2. ßêùî F(x) – первісна для f(x), а k – стала, то kF(x) – 

первісна для kf(x).
3. Нехай F(x) – первісна для f(x), а k і b – деякі ста-

лі, причому . Тоді  – первісна для функції 

.
 

 ФОРМУЛА НЬЮТОНА–ЛЕЙБНІЦА

  

ПЛОЩА КРИВОЛІНІЙНОЇ ТРАПЕЦІЇ
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ЕЛЕМЕНТИ КОМБІНАТОРИКИ

Розміщення Перестановки Комбінації

КЛАСИЧНЕ ОЗНАЧЕННЯ ЙМОВІРНОСТІ
Ймовірність події A дорівнює відношенню кількості ви-

падків m, що сприяють появі події A, до кількості всіх мож-
ливих випадків n: 

.

ПРИЗМА
; .

Для прямої призми
, äå

P – периметр основи,
l – бічне ребро

ПІРАМІДА

; .

Для правильної піраміди
, äå

p – півпериметр основи,
l – апофема

ЦИЛІНДР

КОНУС

КУЛЯ. СФЕРА 

 

ЗНАЧЕННЯ СИНУСА, КОСИНУСА І ТАНГЕНСА ДЕЯКИХ КУТІВ

a 0° 30° 45° 60° 90° 120° 135° 150° 180°

0 1 0

1 0 –1

0 1
не  

існує
–1 0
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