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A SZERZOKTOL

Kedves tizenegyedikes tanulok!

Ebben a tanévben befejezitek az iskolat, és bizunk benne, hogy a
megszerzett tudias megbizhat6 alap lesz szamotokra jovGbeli szakmatok
elsajatitasahoz. Reményeink szerint ebben segiteni fog nektek ez a
tankonyv is. Ismerkedjetek meg a szerkezetével.

A tankonyv hét paragrafusra van tagolva, amelyek mindegyike pon-
tokbdl all. A pontok elméleti anyaganak tanulméanyozasa soran kulon
figyeljetek a félkovér, félkovér délt és dilt betlikkel szedett szovegré-
szekre; a konyvben igy vannak kiemelve a meghatarozasok, szabalyok
és a legfontosabb matematikai allitasok. Természetesen az elméleti részt
rendszerint gyakorlé feladatok kovetik. Ezeket gy tekinthetjik, mint
a feladat megoldasanak egyik lehetséges maddjat.

A konyvben szamos fontos tételt ismerhettek meg. Kozulik néhany
bizonyitassal egyiitt szerepel. Azokban az esetekben, amikor a bizonyi-
tas nem tartozik az iskolai tananyag keretébe, csak a tétel megfogalma-
zésat kozoljuk.

Mindegyik ponthoz 6nallé munkara ajanlott feladatok talalhatdk.
Ezek megoldasahoz csak az elméleti tananyag elsajatitasa utan kezdje-
tek. A feladatok kozott vannak egyszertiek, kozepes nehézségi fokoza-
taak és bonyolultak, mindenekel6tt azok, melyek (*)-gal vannak jeldlve.

A tananyagon kiviil a tankonyvbdl megismerhettek matematikator-
téneti érdekességeket, kiillonos tekintettel az ukran matematikusok
tevékenységére.

Sok sikert kivanunk!
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EGYEZMENYES JELEK

alap- és kozépszintd tudasnak megfelel6 feladatok
az elégséges tudasszintnek megfeleld feladatok
magas tudasszintnek megfeleld feladatok

matematikai szakkorokre és tanoéran kivili foglalkozasokra
ajanlott feladatok

< tétel bizonyitasanak és a feladat megolddsanak végét jelols
karakter

o kulcsfeladatok, amelyek eredményei felhasznalhaték maés
feladatok megoldasa soran

Léf} Elkésziiltem a leckével c. rovat

A z61d szamozasa példakat hazi feladatként, a kék szamozasuakat
szébeli feladatként ajanljuk.
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1. fejezet

Algebra és az
analizis elemei

1. §. Exponencialis és logaritmus-
fuggveny

2. §. Integral és alkalmazasa

3. §. A kombinatorika alapjai,
valoszinliségszamitas és
matematikai statisztika
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1.48.

Ebben a paragrafusban megismerkedtek barmilyen valés kitev6ji hatvany
fogalmaval. Megtudjatok, hogy mely figgvényeket neveziink exponencialis

nultok exponencialis és logaritmus egyenleteket és egyenlétienségeket
megoldani.

1. Exponencialis fliggvény és tulajdonsagai
Vizsgaljuk meg az f(x) = 2" figgvényt, ahol az x racionalis szam,
vagyis az f fliggvény értelmezési tartomanya a Q halmaz lesz.
Az 1.1 dbran az f fuggvény grafikonjanak pontjait jelolték, amelyek
valamely x egész szamoknak felelnek meg. Kiszamitjuk az f(x) = 2*

figgvény értékét valamilyen x tortszam esetén. Példaul, ha x = 2 akkor

1
2% =22 =1,41.... Ha az 1.1. dbran az f fliggvény grafikonjanak pontjai-
3 1

L. 1 3 4
hoz hozzaadjuk az x = 2’ X = 2’ x = —3 X = 5 megfelel6 pontokat,

akkor az 1.2. abran lathat6 ponthalmazt kapunk.

YA 122
[]
1 1
[ ]
° o o °® o
-2 |-11]0 1 2 [x -2 ]-110 1 2 [x
1.1. abra 1.2. abra

Az f figgvény grafikonjardl sokkal pontosabb képet kaphatunk, ha
azokat a pontokat is megjeloljik rajta, amelyek az argumentum més
racionalis értékeinek felelnek meg (1.3. abra).

Kideriil, hogy csak egy olyan, az R halmazon folytonos g fliggvény
létezik, amelynek grafikonja az f figgvény grafikonjanak minden pont-
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1. Exponencialis fliggvény és tulajdonsagai 7

jara illeszkedik. Az f fliggvény grafikonja pontjainak halmaza részhal-
maza lesz a g fliggvénygrafikon pontjai halmazanak.

A g fuggvényt 2-es alapu exponencialis fliiggvénynek nevezziik,
és a jelolése: g(x) = 2"

Hasonléan vizsgalhatjuk meg a barmilyen a alapa exponencialis
figgvényt, ahola>0ésa # 1. fgy jeloljuk: g(x) = a”.

A g fiiggvény x pontbeli értékét a pozitiv a szam valés x kitevoji
hatvanyanak nevezzik és igy jeloljik: a”.

A racionalis kitevGji hatvany nagyon sok tulajdonsaga érvényes lesz
a valés kitevdjd hatvanyra is.

Ha a > 0, b > 0 és barmilyen valds x és y-ra érvényesek a kévetkezd
egyenlGségek:

1) a*a’ =a™";

2)a*:a’ =a""";

3) (@”) =a™;

4) (ab)* =a*b";

a\* o
O

N 347 27
e, 1 -
1. feladat. Egyszeriisitsétek a kifejezést (a hi )(a a4 )

|
a2

Megoldas. Az kovetkezdt kapjuk:
(a‘ﬁ + 1) (a3ﬁ - aZﬁ) (a‘ﬁ + 1) (a‘ﬁ - 1) a®V _

a4ﬁ _azﬁ a4ﬁ _azﬁ
~ (aZﬁ—l)aZﬁ _at g _1. <
a7 — 2V a2 )
YA
. 4
YA ) l
L]
[ J
[ ]
o y,
[ ]
[ ]
1f e 1
..
X X _ >
-2 [-f1lof 11 T2 x 2 [-1]o] |1 |2 [x
1.3. abra 1.4. abra
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8 1. §. Exponencialis és logaritmusfliggvény

Vizsgaljuk meg az f(x) = a* figgvényt, ahol a >0 és a # 1.

Az exponencidlis fiigguény értelmezési tartomdnya a valés szdmok
halmaza, vagyis D(f) = R.

Az exponencialis filiggvény értékkészlete a (0; +o0) halmaz lesz, vagy-
is E(f) = (0; +00).

Az exponencidlis fiiggvénynek nincsenek zérushelyei, és a (—o0; +00)
intervallum az elGjeltartdsi intervalluma.

Ha a > 1, az exponencidlis fliggvény novekvd; ha 0 < a <1, az expo-
nencidalis fiiggvény fogyo.

Az exponencidlis fiiggvény differencialhaté. Az exponencidlis fligg-
vény derivaltjardl a 8. pontban tudhattok meg tébbet.

s & & & &

Az 1.5. és az 1.6. abrakon az exponencialis fuggvény grafikonjanak
vazlata lathaté az a > 1 és 0 < a < 1 esetében.

yA yA
y=a’,
a o, 0<a<l1
__/1 E a>1 B '1",
o 1 x o 1 x
1.5. abra 1.6. abra

Az exponencidlis figgvénynek y = a* egy fontos tulajdonsagat jegyez-
zik meg, amely az x abszolat értékének novekedésével fligg 6ssze. Ha
a>1ésx<0,akkor az y = a” fliggvény grafikonja pontjai és az abszcisz-
szatengely ko6zotti tavolsag kisebb és kisebb lesz, de soha nem lesz
nullaval egyenld. Hasonlé tulajdonsaggal rendelkezik az y = a” fliggvény
grafikonjais,ha 0 <a<1ésx>0.

2. feladat. Hatarozzatok meg az f(x) = 3" figgvény legkisebb és
legnagyobb értékét a [-4; 3] intervallumon!

Megoldds. Mivel az f fuggvény novekvl a [—4; 3] intervallumon
(1.5. abra), akkor a legkisebb értékét az x = —4 pontban, a legnagyobbat
az x = 3 pontban veszi fel. Tehat

min f(x) = f(-4) =37 = —, maxf(x)=f(3)=3" = 27.
(=431 81 [-4;3]

Felelet: L, 27. <
81
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1. Exponencialis fliggvény és tulajdonsagai 9

1. Milyen tulajdonsagokkal rendelkeznek a valos kitevéji hatvanyok?
2. Fogalmazzatok meg az exponencialis hatvanyfliggvény tulajdonsagait!
3. Abrazoljatok az y = a* fiiggvény grafikonjanak vazlatat,haa > 1;ha0 < a < 1!

‘v

|
T / GYAKORLATOK s
1.1.° Az adott figgvények koziil melyik exponencidlis:
1) y=x5 2) y=%Yx;  3)y=65 4)y=6?
1.2.° Az exponencidlis fliggvény mely tulajdonsaga alapjan allithatjuk,
hogy

3,2 2,9 1,8 1.6
o(5) <(5) 2(5) >(3)
9 9 3 3

1.3.° Allapitsatok meg, hogy az adott fiiggvények koziil melyek novekvek,
és melyek fogydk:
1)y =107 By=27 5) y=2°-3%

2y=(2]; ny=1) 6 y=12- L]

1.4.° Szerkesszétek meg az y = 3" fliggvény grafikonjat! Milyen hatdrok
kozott valtoznak a fliggvény értékei, ha x —1-t6l 3-ig bezardlag no-
vekszik?

1) , s ,
1.5.° Szerkesszétek meg az y = (g) fiiggvény grafikonjat! Milyen hata-
rok kozott valtoznak a fuggvény értékei, ha x —2-t6l 2-ig bezardlag
novekszik?

1.6.° Hasonlitsatok Ossze:
1

3 V6 T
1) 5% és 55 3)1 és (;) ; 5) (\/E) és (\/5) ;
( - -2,7 . -2,8
2) 0,3 és 0,3%% 4) 0,177 és 1; 6)\2) és (Z) !
1.7.° Hasonlitsatok 6ssze 1-gyel a kifejezés értékét!

D[4 225 9 (8% o(l) poety g

1.8.° Hasonlitsatok ossze 1-gyel a pozitiv értékét, ha:
5 2

1) ab > a?; 2) a® <a®; 3 a™>a"h  4) aV <a?
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10 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

1.9.° Hasonlitsatok ossze az m és n szdmokat, ha:

1) 0,8" < 0,8"; 3) (gj > (5) :
3 3
2) 3,2" > 32" 4) (13) < (13) !
7 7

1.10." Szamitsatok ki a kifejezés értékét:

& -8
2 B\ 2 1 2
D3 gt g ((97)°) 5 8 BT s6 s ) [(5) j |

1.11.° Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

R £ Y () X Y (o

1.12.° EgyszerUsitsétek a kifejezést:
2 23 ;242
1) (a£+2)(aﬁ—2)—(aﬁ+3) ; 2) LAl 5 +1!
(aﬁ + bﬁ)
1.13.° Egyszertsitsétek a kifejezést:
1 27 T
n )2 n )2 T, a —-a
1)(((1 +b)—(a —b)), 2)W'
1.14. Igaz-e az allitas:
1) a [-1; 2] intervallumon az y = 0,2 figgvény legnagyobb értéke
5 lesz;
2) az y=4-T fliiggvény értelmezési tartomanya a valés szamok
halmaza lesz;
3) azy=6"+5 fuggvény értékkészlete az [5; +0) intervallum lesz;

1) . -y :
4) az y =(Z) fliggvény legkisebb értéke a [-2; 2] intervallumon
16-tal egyenl6?

1 x
1.15.° Hatarozzatok meg az y =(g) fliggvény legnagyobb értékét a
[-2; 3] intervallumon!

1.16." Az y = 2" fliggvény milyen intervallumon veszi fel 16-os legnagyobb

1 2s 2 1 .
értékét, és az " legkisebbet?

117" Az y = (é) fliggvény milyen intervallumon veszi fel 27-es legna-

1 se 2 1 .
gyobb értékét, és az 9 legkisebbet?
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1. Exponencialis fiiggvény és tulajdonsagai 11

1.18." Hatarozzatok meg a fuggvény értékkészletét:

1 x
Dy=-95 2 yz(g) + B y=T-4 4y=6""
1.19.° Oldjatok meg az egyenlGtlenséget:
1) 25> —1; 2) 2¥* > _21
1

1.20.° Oldjatok meg a 2* >0 egyenlétlenséget!

1.21. Az 1.7. dbran lathaté figgvények grafikonjai koziil melyik metszi
az y = 5" fuggvény grafikonjat egynél tobb pontban?

\yn yﬂ/ YA
5 \ -
5 -5 0
X
0 5\' /- 0 -5\
a b c
1.7. abra
1.22.” Hatarozzatok meg grafikusan az egyenlet gyokeinek szamat:
1) 2" =x; 2) 2% = sin x; 3) 2% =2y
1.23.” Hatarozzatok meg grafikusan az egyenlet gyokeinek szamat:
1) 1) 1)
1) (—) =x%; 2) (—) = CcoSx; 3) (—) —4-3
3 3 3 x

1.24.” Szerkesszétek meg az y = +2°°* — 2 fuggvény grafikonjat!
1.25.* Hatarozzatok meg a fliggvények legnagyobb és legkisebb értékeit:

1)y=(1) ; 2)y=3'"""_2l
1.26.* Hatdrozzdtok meg a fiiggvények legnagyobb és legkisebb értékeit:
‘COSJC‘
1) y=6""7% 2) y=(g) +5!

’ KESZULJUNK FEL A KOVETKEZO TEMARA IR

1.27. Adjatok meg az 1; 4; 8; 16; 3i2; 6L4; J2; ¥4; $32 szdmokat a

v . . 1
kovetkezd szamok hatvanyaként: 1) 2; 2) E!
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12 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

1.28. Adjatok meg az 1; 9; 81; 2%; J27; %243 szamokat a kévetkezd
szdmok hatvanyaként: 1) 3; 2) %!
1.29. Egyszer(lsitsétek a kifejezéseket:

1) 7x+1+7x; 4) 2x+3+3.2x+2 _5.2x+1;
1-x x

2) 27 2r Y, 5) (%) +367 —6"1;

3) 3x+1 + 3x+ 3x—1; 6) 9x+1 + 32x+1!

MSMETLCS GYAKORLATOK I

1.30. Hatarozzatok meg a fiiggvények értelmezési tartoméanyat:

1) fr)=— 212 9) f(x) = 161 — 2!

x? —2x - 8;
1.31. Hatarozzatok meg a figgvények értékkészletét:
1) f(x) = 12 — 4x — 7 3) f(x) = cos x tg x!

2) f(x)=3+3x-1;

L_g'*'} SZUKSEG VAN-E AZ EXPONENCIALIS FUGGVENYEK TANULMANYOZASARA? B

Az exponencidlis fliggvény a természetben és az emberi tevékenysé-
gek soran végbemend folyamatok matematikai modellje.

Példaul a biolégusok szdmara ismert tény, hogy a baktériumok
mennyisége adott korulmények kozott egyenls id6kozonként ugyanany-
nyiszorosan noévekszik.

Ez azt jelenti, hogyha példaul ¢ = 0 id6pontban a téomegiik a volt,

akkort=2,¢t=3, ..., t =n, ... id6pontokban a tomegiik megfeleléen a?,
a’, ..., d", ... lesz. Ezért tigy tekinthet8, hogy barmely ¢ idépontban a

tomegiik o' lesz. Ellendrizhetd (végezzétek el 6nalléan), hogy az f(¢) = @'
fliggvény értéke egyenld id6kozonként ugyanannyiszorosara valtozik.
Ezért a vizsgalt folyamat leirhaté az f(¢) = o’ exponencilis fiiggvény
segitségével.
Fizikabdl tudott, hogy a radioaktiv bomlasi folyamat soran a radio-
aktiv anyag egyenld idGintervallumokban ugyanannyiszorosan fog
csokkenni.
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2. Exponencidlis egyenletek 13

Ha pénzt tesziink a bankszamlara adott szazalékos kamatra, akkor
minden évben a szamlankon 1évG 6sszeg ugyanannyiszorosan fog nove-
kedni.

Ezért ezek a folyamatok leirhaték exponencialis fuggvénnyel.

2. Exponencialis egyenletek

Vizsgaljuk meg a kovetkezd egyenleteket: 2° =8,
3x . 3x—1 — 4,

0,3 =0,3".

Ezekben az egyenletekben a valtozé csak a hatvanykitevében van. A
fenti egyenletek lehetnek példai az exponencialis egyenleteknek.

2.1. tétel. Haaz a>0¢és a+1, az a™ =a™ egyenldoség csak
akkor és csakis akkor teljesiil, ha x, = x,.

Bizonyitas. Egyértelmd, hogyha x, = x,, akkor a™ =a™.

Bebizonyitjuk, hogy az a™ =a™ egyenl8ségbdl kovetkezik az x, = x,
egyenldség is.

Feltételezziik, hogy x, # x,, vagyis x, < x, vagy x, > x,. Legyen példaul
x, <x,.

' Vi2zsgéljuk meg az y = a* fuggvényt. Ez vagy névekvd, vagy fogyd
(csokkend) fiiggvény lesz. Ekkor az x, < x, egyenl6tlenségbdl kovetkezik,
hogy az a™ <a™ (aza>1esetében)vagy a™ >a™ (a0<a<1 esetében).
Viszont feltétel szerint teljesiil az a™ = a™ egyenlbtlenség. Ellentmon-
dast kaptunk.

Hasonléan megvizsgalva az x, > x, esetet, ekkor is ellentmonddst
kapunk. Tehat az x, =x,. <«
Kovetkezmény. Haa>0és a+1, akkor az
af(x) — ag(x)
egyenlet egyenértékii az
f(x) = g(x).
egyenlettel.
Vizsgaljuk meg az exponencialis egyenletek megoldasanak példait.
1. feladat. Oldjatok meg a 2* = 8 egyenletet!
Megoldds. Az egyenlet mindkét oldalat 2-es alapra hozzuk. A ko-
vetkezG6t kapjuk:
28 = 23,
Innen x = 3.
Felelet: 3. <
2. feladat. Oldjatok meg a kovetkezd egyenletet: 3***' + 9* = 36.

Megoldds. Akovetkezét kapjuk: 3! +(3%)* = 36; 3°**' + 3% = 36.
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14 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

Kivissziik a 3% tényezét a zardjel elé: 3°*(3' +1) = 36.
A kévetkezét kapjuk: 3% -4=86; 3 =9; 3*=3% 2x=2;x=1.
Felelet: 1. <

3. feladat. Oldjatok meg a kovetkezs egyenletet: 25"+ 4 - 5°— 5 =0!

Megoldas. Mivel 25 = (5%)" = 5™ = (5%)%, ezért az adott egyenletet a
helyettesitési modszerrel célszerd megoldani.

Legyen 5" = t. Tehat az adott egyenlet igy irhaté at:

t*+4t-5=0.

Innen t =1 vagy t =-5.

Ha ¢t =1, akkor 5*= 1. Innen 5= 5% x=0.

Ha ¢t =-5, akkor 5" =—5. Mivel 5°> 0 barmilyen x esetén, ezért az
5= —b egyenletnek nincsenek gyokei.

Felelet: 0. <

4. feladat. Oldjatok meg a kévetkez6 egyenletet: 9 - 5 = 25 - 3!
x 2
DRI
3 3

‘l) - T
1. Mit mondhatunk az x, és x,-rél, ha teljesil a kbvetkez6 egyenliség:
a™ =a™, haa>0ésa+1?
2. Milyen egyenlet lesz egyenértékii a’™ =a*®, haa>0ésa#1?

5° 5%
20

Megoldds. Adott: 3%+ 5* =5+ 3*. Innen o = 3
Felelet: 2. 4

Cl /GYAKORLATOK [

2.1.° Oldjatok meg az egyenleteket:

x-1 x-1

1) 4° = 64; 5) 20 = 2n T, 9) (fj (lj =2
9 8 3

3x-7 Tx-3

2)3* =L, 6) 8 = 16: 10) (ij - (Z) ;
81 7 4
1 2-x
3)0,6% 3 =1; 7) /5% = 25; 11) 36° =(—) :
216

4) 107 =0,001; 8) 0,257 * =271,  12) 5¥ ¥ = 6% "2
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2. Exponencidlis egyenletek 15

2.2.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 0,4x2_x—6 — ]_; 4) fo e 27, 7) (gj (%) = ﬁ;
5 8 64
* -2 3. _3,
2)@) =§; 5) V2* =83; 8) 325" " =4" 2
9 2 2x+3
3) O,7x =2—; 6) (_) = 4,5x72; 9) 3* -9 _ 7 79!
49 9

2.3.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 372 + 3= 30; 3) 254 _ 2* = 120; 5) 5* +7-5""% =160;
2) 4" +472=260; 4) T +4-7°=T7; 6) 6" -4.6""'=192!
2.4.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 5°" ! + 5= 150; 3) T2 1+ 4.7 =347;

2) 28+ 27 =18; 4) 4 -3-4"% =52!
2.5.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 2% -6-2°+8=0; 3) 25°—5"-20=0;

2) 9 -6-3"-27=0; 4) 100-0,3** +91-0,3* -9 =0!
2.6.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 6 -3-6"-18=0; 2)2-4°-9-2"+4=0!
2.7.° Oldjatok meg az egyenleteket:

3

1) 2* .5 =0,1-(10* 1)%; 3) %-\/33"*1 =814;

2) 351 —6* .27 .35, 4) 4.2°°% = \/§!
2.8.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 100" = 0,01+/10; 3) 9.3 = f21;

9) 2131 =L‘62x+5; 4) W zﬂ!

36 J7

2.9.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 2+ 21 4+ 272 = 56; 3) 2.7 +7°"2 -3.7"' =354;
2) 6-5° -5 -3.5" =10; 4) 4777 -8.271 +5.2% = 228!
2.10.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 514 54 5 1= 31; 3)2x+2_2x+1+2x—1_2x—2:9;
2) 31 -2.31-4.3"2=17; 4)2.3%"'+3* ' _-5.3* =36!
2.11.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 21 -5.2" +2=0; 3)9"-6-3"1=3;
2) 5% _2.57% = 3; g2 2
2% -1 2 +1
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16 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

2.12.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 831 ~10-3* +3 = 0; 3) 8-5*1-2.5""1=0,2
5 5

+ =2!
3"-6 3"+6

2) 4575 4 7.27 = 4 4)
2.13.” Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 4-9%*71 277! =33;

2) 0,5°° % +3.0,25° * =5;

3)4-3°-5-3"1-6-32=15-9"1;

4) 2"+ 277 4 2" =3 3 4 37
2.14.” Oldjatok meg az egyenleteket:

3-x x-1
1) 6°°2 —(%) +36 2 =246;

2)5.2°1_6.2°2_7.253 = 8% 1,
3) 6% +6°1 652 =TF 8.7

2.15.” Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 41+ 417 =10; 2) 5°— 0,27t = 4!

2.16.” Oldjatok meg az egyenletet: 3** ' + 3~ * = 28!

2.17.” Oldjatok meg az egyenletet: \/4" -2 -8 = \/4 <27 -7

2.18.” Oldjatok meg az egyenletet: \/1 +3*-9* = \/4 -3-3%!
2.19.* Oldj4tok meg az egyenleteket:
1) 3-2% -5-6"+2-3% =0; 3) 7-49% +3-28" =4-167;
2) 2271 _7.10% + 2575 =0;  4) 9 +4% =2.6"
2.20.* Oldjatok meg az egyenleteket:

1)4-9"-7-12"+3-16" =0; 2) 5-2° +2.5° =7-102!

%METL@ GYAKORLATOK IS

2 +21
x-2

!

2.21. Oldjatok meg az egyenléGtlenséget: f'(x)<O0, ha f(x)=

2.22. Milyen legkisebb értéket vesz fel a kovetkezs kifejezés:
cos’ o + sin ar?
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3. Exponencidlis egyenlétlenségek 17

3. Exponencialis egyenlétlenségek

A 0,2°<25, 2°+5°>1, 7% > 2% egyenlétlenségek az exponencialis
egyenlotlenségeknek példai.

Nagyon sok exponencidlis egyenlGtlenség megoldasanak alapjat a
kovetkezd tétel adja.

3.1. tétel. Ha a > 1, akkor az a'® > a*® egyenlétlenség egyen-
értékii az f(x)> g(x) egyenlétlenséggel; ha 0 <a <1, akkor az
a’® > af™ egyenértékii az f(x) < g(x) egyenlétlenséggel.

Megvizsgalunk néhany példat az exponencialis egyenlStlenségek
megoldasara.

1. feladat. Oldjatok mega 8-2*' < 0,5 egyenlbtlenséget!
Megoldas. Adott: 2° .23t <(271)7; 2% 2< 2L,
Mivel a 2°°*% és 2' hatvanyok alapjai nagyobbak egynél, ezért az

utébbi egyenlStlenség egyenértéki a kovetkezdvel:
3x+2<1.

Ebbé] kévetkezik, hogy 3x <—1: x < —%.

Felelet: (—M;—éj. |

2. feladat. Oldjatok meg a kovetkezb egyenlétlenséget:
~ ({2
20 25)

Megoldas. 4x-(3j >(i) ;

20 25
x x x 2x
[155) =3 (3 (3
20 25 5 5

Mivel 0 < % <1, ezért az legutdbbi egyenlbtlenség egyenértékd az
x<2x; x20.

Felelet: [0; +00). <

3. feladat. Oldjatok meg a kovetkezd egyenlGtlenséget:
2241 _7.2" —4<0!

Megoldds. 2-2% -7-2" -4 <0.

Legyen 2° =t. Ekkor 2t*— Tt —4 < 0.

. 1
Megoldva ezt az egyenletet, a kévetkez6t kapjuk: 5 <t<4.

1
Innen: —5 <2 <4.
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18 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

. . . 1., . - , "
Mivel 2 > 0, ezért a 2* > 5 barmilyen x-re teljesiil. Ezért elegendd

megoldani a 2° < 4 egyenlGtlenséget.
A kovetkez6t kapjuk: 2° < 2% x < 2.
Felelet: (- 2). <

D B

1. Hozzatok fel példakat exponencialis egyenlétlenségekre!
2. Milyen egyenlétlenség lesz egyenértéki az a’® > a*™® egyenlétlenséggel, ha
a>1?hal<a<1?

i%'?/ GYAKORLATOK I

3.1.° Egyenértékiiek-e a kovetkezd egyenlStlenségek:
1) 7*H > T s 2x+4>x— 1
2) 0,9° 7" <0,9°*2 ésx’ —4<x+2;
3)a*>a’, haa>1ésx>5;
4)a*<a® ha0<a<1ésx<-3?

3.2.° Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

1) (1) > L, 3) 11" ° < 117 5) 0,3% %> 1;
2 4
2) 5° < %; 4) 0,4%°1 20,427 6) 9" <!

3.3.° Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

x 4
1) 6™ 1>6; 2)10°<0,001; 3) (2) >@j ; 4)0,2%77 < 1!

3.4." Oldjatok meg az egyenlbtlenségeket:
1 6x—x2 1 5
1) 2° 1< §; 5) (—) >(—) ;
4 4
x+2 3x? —4x
2) 2721 >(l) : 6) 125.(1) >(L) :
9 5 25
TE x-0,5
3) 0,1*°' < 1000; 7) (sin E) >/2;
1 2-x
4) (5) <216°"h; 8) 4-0,5"*"® >0,25!
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3. Exponencidlis egyenlétlenségek 19

3.5.” Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

5x% -3x
1) 3265 L 1) 4-(1) <(1) :
81 2 8
x x-1
1 b
2) 49**! <(—) ; 5 (t —) > 9%
) 7 ) | tg 3

At
7 49

3.6." Hany egész megoldasa van a kovetkezd egyenlGtlenségeknek:

1) 0,2<5°71 <125  2) %<63”‘ < 6; 3) 2<0,5°' <322
3.7." Hatarozzuk meg az egyenl6tlenségek egész megoldasainak osszegét:
1) §<3’”3<9; 2) %<22”‘<16!
3.8." Hatarozzuk meg a fliggvények értelmezési tartomanyait:
1) 7(x)= 1—(1)x; 2) f(x) = —0—!
2 32 _27

3.9." Hatarozzuk meg a fliiggvények értelmezési tartomanyait:

1) f(x) = Gj ~16; 2) f(x)=\1-6""!

3.10.° Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

1 x-1 1 x+1
1) 752 -14-7° > 5; 4) (gj +(gj > 26;
2) 9.3 +3* <36 5) 2:6* +3-6""° <650;
x x+1
3) 27+ 251+ 272> 56; 6) (5) —(ﬁj >3
4 4 16

3.11.° Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:
1) 8""% —4.3* < 45; 3) 5"+ 5% — 577> 145;

o(5) e o[ 3

3.12.” Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

1) 8% —4.3° — 45> 0; 4) 0,25 —12-0,5° +32>0;
9) 4%+ 2573~ 20 < 0 5) 62’“1—%-6"—4<0;
3) 49° —8-7* +7<0; 6) 25° +5° —30>0!
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20 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

3.13.” Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

1) 971 -2.3" ~7<0; 3) (lj —3-(1) 1250
4 2
2) 2* +22 —72>0; 4) 25" —26-5" +25<0!
3.14.” Oldjatok meg az egyenlbtlenségeket:
5% -125 16 - 4"
x" -4x+4 9x" +12x +4

3.15.” Hatarozzatok meg az egyenlStlenségek megoldasanak halmazat:

1) 3-9-3*-8>0; 3) 6" +6 " -87>0;
x+1 1-x
2) 2°77 4 21 7F < 1T, 4) (ﬁj +(§) <&
5 5 5
3.16.” Hatarozzatok meg az egyenlGtlenségek megoldasanak halmazat:
1) 3% -2.83"* > 1, 2) 47 -0,5'""* >1!

3.17.% Oldjatok meg az egyenlStlenséget: o¥ _ gt <)

3.18.% Oldjatok meg az egyenlStlenséget: 3V — g2 ¥ <8I
3.19.* Oldjatok meg az egyenlétlenségeket:

1 1 1
1)3:4"+2-9"-5-6" <0; 2) 5:25* +3-10% >2-4~!
3.20.* Oldjatok meg az egyenlétlenségeket:

1 1 1

1) 3-16*+2-81"-5-36"<0; 2) 2-49* —9-14% +7 -4~ >0!

%METLﬁ GYAKORLATOK IS

. ,,  2si +sin2 e, 1
3.21. Mivel lesz egyenlé a SO T SmA% kifejezés értéke, ha coso==?
2sino — sin 20 5
3.22. Hatérozzatok meg a 52"~ 5P Lifeiezés értékét, ha o —p = 2!
cosa + cosf 2

4. A logaritmus és tulajdonsagai

Konnyen meg lehet oldani a 2 = 4 és 2" = 8 egyenlétlenségeket. Ezek-
nek a gyokei megfelelGen a 2 és a 3 lesz.

Viszont a 2" = 5 egyenletnek a gyokét nehéz kapasbél megmondani.

Felmeril egy természetes kérdés: van-e egyaltalan gyoke ennek az
egyenldtlenségnek.
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4. Alogaritmus és tulajdonséagai 21

Vizsgaljuk meg a grafikus megoldasat. A 4.1. dbrén az y = 2" és
az y =5 fuggvények grafikonjai lathaték. Ezek metszik egymést egy
valamilyen A(x; 5) pontban. Tehat a 2°=5 egyenletnek egyetlen x,
gyoke lesz.

y=>5 yi
0 x

4.1. dbra

A 27=5 egyenlet gytkét az 5 szam 2-es alapu logaritmusanak
nevezziik, és log,5-nek jeldljiik. Igy a log,5 szdm az a hatvanykitevé lesz,
amelyre fel kell emelni a 2-t, hogy megkapjuk az 5-6s szamot. Fel lehet
irni, hogy:

210g25 — 5‘

Meghatarozas. A pozitiv b szam a alapua a >0 és a # 1 loga-
ritmusanak azt az a hatvanykitevot nevezziik, amelyre fel kell
emelni az a szamot, hogy megkapjuk a b-t.

A b szam a alapu logaritmusat a kévetkezdképpen jelolik: log b.

Példdul a log, 9 az a hatvanykitevs, amelyre fel kell emelni a 3-at,
hogy megkapjuk a 9-et. A log, 9 =2, mivel 3°=9.

Még néhany példa:

log,, 17=1, mivel 17 =17,
log,,, 1 =0, mivel 100° = 1;

1 . L1
log28 =-3, mivel 27 = .

A logaritmus meghatarozasabdl kévetkezik, hogyha a >0, a #1
és b >0, teljestil a kovetkezb egyenlGség:

aloga b — b
Ezt a logaritmus alapazonossaganak nevezziik.
Példaul 7°%° =3, 0,8°%*° =5,
Szintén a logaritmus meghatarozasabdl kovetkezik, hogyha a >0
ésa+l

log, 1=0

log a=1
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22 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

Azt a logaritmust, amelynek alapja 10, tizesalapu logaritmusnak
nevezzlk. A log, b helyett igy jeldljtik: Ig b.

Felhasznalva ezt a jelolést és az alapazonossagot, barmilyen b > 0
esetére felirhaté: 10" = b.

Vizsgaljuk meg a logaritmus legfontosabb tulajdonsagait.

4.1 tétel (a szorzat logaritmusa). Hex>0,y>0,a>0és
a#1, akkor teljesiil a kovetkez6 egyenldség:

log xy =log, x+log y

Ez roviden igy fogalmazhaté meg: a szorzat logaritmusa egyenlé a

logaritmusok dsszegével.

Bizonyitds. Megvizsgalunk két kifejezést: a'*%™ és q'°%«**'%v,
Bebizonyitjuk, hogy ezek egyenlGek.

Felhasznalva a logaritmus alapazonossagat és a hatvany tulajdon-
ségat, felirhatjuk:

1
a% ¥ = xy;

log, x+log, y log, x log, y

a
log, x+log, y

=a -a = xy.

. Ebbdl a 2.1. tétel alapjan kapjuk, hogy

Innen a%* =g

log xy =log x+log y. <

4.2tétel (a hanyados logaritmusa). Hax>0,y>0,a>0
és a £1, akkor teljesiil a kovetkezd egyenléség:

log, g log, x-log,y
y

Ez réviden igy fogalmazhaté meg: a hdnyados logaritmusa egyenld
a logaritmusok kiilonbségével.

4.3 tétel (a hatvany logaritmusa). Hex>0,a>0ésa#1,
akkor barmilyen P € R-re teljesiil a kévetkezé egyenléség:

loga::cB =B log x

4.4 tétel (az egyik alaprol attérés a masik alapra).
Haa>0,a#1,b>0,c>0,c+1, akkor teljesiil a kévetkezé egyen-
loség:

log,b

log, b=
log, a
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4. Alogaritmus és tulajdonséagai 23

1. kovetkezmény. Hea>0,a#1,b>0,b #1, akkor teljesiil
a kévetkezé egyenléség:

1

log, a

log, b=

2. kovetkezmény. Ha a>0, a#1, b >0, akkor barmilyen
B # 0-ra teljesiil a kévetkezé egyenlioség:

log ;b= %loga b

1. feladat. Oldjatok meg az egyenleteket: 1) 3°=7; 2) 4* °=9!
Megoldads. 1) A logaritmus meghatarozasabdl kévetkezik, hogy
x=log,7.

1 9+5
2) 2x— 5 =log, 9; 2x =log, 9 + 5; x=2Ba7*0

Felelet: 1) log,7; 2)

log,9+5 <
> .

2. feladat. Szamitsatok ki a kifejezés értékét: 1) 1027
2) 910g3 4—0,5!

Megoldds. 1) Alkalmazzuk a hatvany tulajdonsagait és a logarit-
mus alapazonossagat, a kovetkezot kapjuk:

10%*%%¢7 =107 - 10?7 =100-(10'¥7)* =100 - 7% = 4900.
2) Ehhez jutunk: 910g34—0,5 — (32 )10g3 4-0,5 — (32 )log34 . (32 )0,5 —
T L :3=?. <

3. feladat. Szamitsatok ki a kifejezés értékeét: log, 20 +
+log, 12 —log, 15!

Megoldds. Alkalmazva a szorzat és a hanyados logaritmusanak
képletét, a kovetkezbt kapjuk:

log,20+1og,12-1og,15 =1og,(20-12)-log,15 =

~log, 201‘512 ~log,16 = 4. <

. Mit neveziink a b szam a alapu logaritmusanak, ahol a >0, a # 1?

. Milyen egyenléséget neveziink a logaritmus alapazonossaganak?

. Fogalmazzatok meg a szorzat logaritmusanak tételét!

. Fogalmazzatok meg a hanyados logaritmusanak tételét!

. Fogalmazzatok meg a hatvany logaritmusanak tételét!

. Fogalmazzatok meg egyik alaprdl a masik alapra térténé atmenet tételét és
kovetkezményeit!

O A WON =
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24 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

A
S /GYAKORLATOK [

4.1.° Igaz -e az egyenlGség:

1) log, 4—19 =-2; 3) log,125=—; 5) logoy01 10=2;

1
3
1
2) log,;5=2; 4) log, — =4 6) 1g 0,0001 = —4?
4.2.° Hat4rozzatok meg a szdmok 2-es alapu logaritmusét:

1 1
H1; 2)2 3)32 4) 42, 5)05 6) = 7) ——;
) ) ) ) ) )8 )\/5

4.3.° Hatarozzatok meg a szdmok 3-as alapud logaritmusat:

1 1 1
1)3; 2)=; 3)1; 4)81; 5) = 6) —; T7)+/3: 8) 33!
) )3 ) ) )9 )243 ) )

8) 242!

. [ , 1 , . ,
4.4.° Hatdrozzatok meg a szdmok 3 -es alapu logaritmusat:

1
1)1; 2)2; 3)8: 4)0,25; 5) %; 6) ——; 7) V2; 8)64!

\/E ’
, , 1 , . ,
4.5.° Hatarozzéatok meg a szadmok 3 -os alapu logaritmusat:
1 3
—;  6) 3!
i3

4.6.° Hatdrozzatok meg a szdmok tizes alapt logaritmusét:

1 1
1) —; 2) —; 3) 3; 4) 81; 5
) S ) 7 ) ) )

1) 1; 3) 100; 5) 0,1; 7) 0,00001;

2) 10; 4) 1000; 6) 0,01; 8) 0,000001!
4.7.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) log, x=-1; 3) logﬁ x = 6; 5) log 9=2;

2) 10g4x:%; 4) log, x = 0; 6) log 2 =2!
4.8.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) log,x=2; 3) logozx =-3; 5) log 81=4;

2) log%x =Z; 4) log 6 =5; 6) log 11=-1!
4.9.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1-x
1
1) 6"=2; 3)0,4°=9; 5) (g) =2;
2) 5*=10; 4) 2°7% = 5; 6) 0,32 ="17!
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4. Alogaritmus és tulajdonséagai 25

4.10.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1
1) 3°=2; 2) 10* =5 3) 75 =09; 4) 0,6 %= 20!
4.11.° Szamitsatok ki:
1) 210g2 32, 2) 5log5 0,45; 3) 7210g7 2 '
4.12.° Szamitsitok ki:
1 1
1) 310ga ?; 2) 5§log5 49!
4.13.° Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:
1) log, 3 + log, 2; 3) log,, 84 —log,  12;
log. 64
2) log. 100 — log. 4; —5
) log, g, log, 4

4.14.° Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:

log.125
1)1g 8+1g 12,5; 2)log, 162 —1log,2; 3) 107—5!
g7
4.15.° Szamitsatok ki:
1) 640,510g212; 3) 61+10g65; 5) 610g%3; 7) 81710g‘23;
logz 6 log, 8-2 logg 2-3
1 2) 7 1
2 - ; 4 “ ; 6 23log25+4; 8 (_) ‘
() ol e IF
4.16." Szamitsatok ki:
1) 410g29; 3) 102+]g8; 5) 2410g2 371; 7) 81_%10g2 12!
-2logz 12 log,; 6-3 logys 9+2
1 1) ;5 1
2)| - N N N N ;
(G oy el
4.17." Szamitsatok ki:
1) log, log, ¥5; 4) log, tgg;
2) logg log,, 343; 5) log, 5 —log, 35 + log, 56;
3
1
3) log, log, 8; 6) 21g5+§1g16!
4.18.° Szamitsatok Kki:
1 b
1) log ., log, —; 3) log - tg—;
) log g%125 ) log g
2) log, log , 64; 4) 310g62+210g681!

3
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26 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

4.19." Hatarozzatok meg az x értékét, ha:

1) 10g9x=i10g916+210g95; 3)lgx=2+1g3-1g5;
1
2) log x=2log, 8 — 4 log, 2; 4) log,x = §10g3 216+ Elog3 25!

4.20." Hatarozzatok meg az x értékét, ha:

2 1
1) log, x=3log 2 + 2 log_3; 2) lgx=glg32—§lg64+1!

4.21.” Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:

log. 27 —2log. 3
1) Er 2172080, 3) log.sin” -log _49;

10g7 45+ 10g7 0,2 5 sin—

! 125+ 3log, 2

%8s & ; 4) log, cos® T log _9!
logg 1,2 - logg 12 9 coso

4.22. Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:

3lg4 +1g0,5

TS 3) log , a-log, b';
lg9-1g18 b
19625 - 8lg2

2) : 4) log; 5-log, 8!

1
§1g256—21g5

4.23.” Szamitsatok ki:

1

1) 5l loea; 4) 2.100%° "%,

) 7Rlerd e, 5) 1g(25°% %8 + 9'°8: 06y,

3) Q?logs 2+ dlogs 2, 6) 271°g153 +251°g125 —361°g196!
4.24.” Szamitsatok ki:

1) 6%10%9_@%3; 3) 10002 % 2,

2) 128t rlogid, 4) log,, 100@ + 21543 )1

4.25.” Szamitsatok ki a kifejezés értékét:
lgsinl®-1gsin2°-1gsind°-...-1gsin89° - 1gsin90°!

4.26.” Egyszertsitsétek a kifejezést: log,2-log,3-log.4-...-1g9!

4.27." Szamitsatok ki a kifejezés értékét: log,5-log,6 -log,7 - log, 32!
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5. A logaritmusfiiggvény és tulajdonséagai 27

4.28.” Szerkesszétek meg a fluggvények grafikonjait:

1) y=log,1; 3) y=5"5"; 5) y = 20,
1 loglx

2) y= 310g3(x+3); 4) y= IOlogx 10; 6) y= 3 '
log, x

2

4.29.” Szerkesszétek meg a figgvények grafikonjait:

1) y=Tos 2, 3) y =log x;
1logé(x—l) lg(xz +1)

2y=" ' 1) y=E )
3 lg(x” +1)

MSMETLG GYAKORLATOK IS

a%® +3p%5 . 2% _3p%° J a% _p%s |
a-2a"""" +b  a-b 2
4.31. Hatarozzatok meg a fliggvények extrémum pontjait:

4.30. EgyszerUsitsétek a kifejezést: (

1) f(x)=§+§; 9) F(x) = T+ o — 3o

5. A logaritmusfuggvény és tulajdonsagai

Kivalasztunk egy pozitiv a szamot, amely nem 1-gyel egyenld. Min-
den pozitiv x szamnak megfeleltethetd egy olyan y szam, amelyre igaz
lesz az y = log, x egyenldség. Az adott f(x) =log x fliggvény értelmezési
tartomanya D(f) = (0; +0) lesz.

Ezt a fuggvényt logaritmusfiiggvénynek nevezzik.

Megvizsgaljuk a logaritmusfiiggvény legfontosabb tulajdonsagait.

Y Az y=log, x fiigguénynek egyetlen zérushelye van, az x=1.
Y Az y=log x fiiggvénynek két elbjeltartdsi intervalluma van.
Ha a>1, akkor az y <0 a (0; 1) intervallumon, y > 0 az (1;+0)
intervallumon;
ha0<a<1,akkorazy<0az (1; +0) intervallumon; y >0 a (0; 1)
intervallumon.
% Az y=log xfliggvény névekvs, ha a>1, ésfogy6 a0 <a <1 esetében.
Y A logaritmusfiiggvény differencidlhaté. A logaritmus fliggvény deri-
valtjaval a 8. pontban fogtok megismerkedni.
Az 5.1. és az 5.2. abrakon a logaritmusfiiggvény van abrazolva meg-
felel6en az a > 1 és a 0 <a <1 eseteire.
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28 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

YA a>1 YA 0<a<l
1+ y =log x 1T
ot ? 0 1\§
y =log x
5.1. dbra 5.2. dbra

Az y =log x fliggvénynek egy nagyon fontos tulajdonsagaval ismer-
kedliink meg. Ha x értékét a nullahoz kézelitjik, akkor az y =log x
fuggvény pontjainak tavolsdgat az ordinatatengelyhez viszonyitva egy-
re csOkkentve a tavolsag mind jobban fog kézeliteni a nullahoz, de azzal
soha nem lesz egyenld.

1. feladat. Hasonlitsatok 6ssze a szamokat:
1) log,6 és log,7; 2)log,,6 éslog,,7; 3) log 4 és0!
4
Megoldas. 1) Mivel az y =log,x fliggvény novekvé, ezért
log, 6 <log, 7.
2) Mivel az y = log  x fliggvény fogyo, ezért log , 6 >log , 7.

3) Figyelembe véve, hogy 0 < g <1, azt kapjuk, hogy log_ 4 <log_1.
4 4

Tehat log 4 <0. <

4

2. feladat. Hatarozzatok meg a fliggvények értelmezési tartoma-
nyat:

1) f(x) =log, (x* + 3x);  2) f(x)=log,_,(16—x)!

Megoldas. 1) Mivel a logaritmusfiiggvény értelmezési tartomanya
a pozitiv szamok halmaza, ezért az adott fliggvény értelmezési tartoma-
nya az x° + 3x > 0 egyenl6tlenség megoldasa lesz.

Azt kapjuk, hogy x (x + 3) > 0; x <-3 vagy x> 0.

Tehat D(f) = (-0 —3) U(0; +0).
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5. A logaritmusfiiggvény és tulajdonséagai 29

2) Az adott figgvény értelmezési tartomanyat megkapjuk, ha meg-

16-x>0,
oldjuk a kévetkezb egyenlbtlenségrendszert: {x—4 > 0,
x—-4+1.
x <16,
4<x<b,
Innen {x >4,
5<x<16.
x #5;
Innen D(f)=(4;5)U(5;16). <«
‘p -

1. Mik a logaritmusfiiggvények?

2. Fogalmazzatok meg a logaritmusfliggvények tulajdonsagait!

3. Abrazoljatok az y = log, x logaritmusfliggvény grafikonjat,haa >1,0<a <1
esetekre!

S /GYAKORLATOK |

5.1.° Novekvd, vagy csokkend a kovetkezd fliggvény:
1) y= logl x; Dy= logo’lx; 5) y= logﬁ x;

2
3

5.2.° A logaritmusfiggvény mely tulajdonsdgara alapozva lehet kije-
lenteni, hogy:

1)1g 7>1g5; 2) log, 4 <log, . 3?
5.3.° Hasonlitsatok dssze:
1) log,,5 és log,,6; 3) log, 2 és log, 4;
3 3
1, 1 p
2) log,— és log,—; 4) log 0,7 és log_0,6!
2 3 3 2
5.4.° Hasonlitsatok ossze:
1) logO’Q\/g és log,, J2; 3) log, 6,8 és log,6,9;
3 3
2 1 b I
2) log, — és log. —; 4) 1lg= és 1lg=!
) log, 3 g7 9 ) g3 g4
5.5.° Hat4arozzdtok meg a fliggvény értelmezési tartoményat:
1) f(x) = log, (x + 1); 4) f(x) = log, , (5 — 6 — x°);
2) f(x) =log, (x* +1); 5) f(x)=21g x+ 31g(2 —x);
2
3) f(x) = log, (—x); 6) f(x) =1g(x* - 1)!
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30 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

5.6.° Hat4rozzatok meg a fliggvény értelmezési tartomanyat:
1) f(x) = log, (6 — x); 3) f(x)=1g(x+2)—21g(x + 5)!
2) f(x) = log, , (Tx— )

5.7." Hasonlitsatok Gssze a logaritmus alapjat az egyessel:

1) log, 0,5 >log_0,4; 3) log, J5 < log, \/g;
2 i b4
2) log — >log 1; 4) log — <log, —!
) log, o >log, ) log, - <log, 2
5.8." Hasonlitsatok 6ssze a logaritmus alapjat az egyessel:
2 1
1) log, 3 >log, 5; 2) log, 2 <log, V3!
5.9.° Pozitiv vagy negativ szam e:
1) log, . 0,6; 2) log, , 3; 3) log, 0,27; 4) log_3?
5.10." Hasonlitsatok 6ssze nullaval:
1 1
1) log, 5; 2) log,—; 3) log, —; 4) log 2!
3 32 3

5.11.° Hatarozzatok meg a fuggvény legnagyobb és legkisebb értékét az
adott intervallumon:

1 4 81
D y=log,x, |8 3) y=log,x, |—;—|!
)y =log,x L } )y ogg [9 16}

1
2 =log,x, | —;8|;
)y g% [16 }

5.12." Hatarozzatok meg a fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét az
adott intervallumon:

1) y = log, , B 3}; 2) y=1g x, [1; 1000]!
3
5.13." Mely intervallumon lesz az y = log,x fliggvény legnagyobb érté-

ke 3, legkisebb értéke —1?
5.14." Mely intervallumon lesz az y =log, x fliggvény legnagyobb érté-
2

ke —1, legkisebb értéke —2?
5.15.° Hasonlitsatok 6ssze:
1) log,2 és 3; 2) log, 27 és -2; 3) logﬁ 26 és 6!
5
5.16." Hasonlitsatok Ossze:

1
1) loga1 12 és 1; 2) log, 3 és —5!

5.17.° Hatarozzatok meg a fliggvény értelmezési tartomanyat:
1) f(x)=1gx*; 2) f(x) =log, tg x;
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5. A logaritmusfliggvény és tulajdonséagai 31

1 4
= S S—
3) f(x) g%’ 4) f(x) log. (10— ).

5.18." Hatarozzatok meg a fliggvény értelmezési tartomanyat:

Dfxy=log,lx1; 2)y 3) y =1g sin «!

T lg(x+3)
5.19.° Oldjatok meg grafikusan az egyenleteket:

1) log,x =3 —x; 2) log,x=x-1; 3) log,x=—x—0,5!
3

5.20.° Oldjatok meg grafikusan az egyenleteket:
1) log1x=x+é; 2) log,x=4—x!
2
5.21.° Allapitsétok meg grafikusan az egyenlet gyokeinek szamat:
1) log,x = —x; 2) log,x = —% 3) log, x =Jx !
2

5.22.° Hany gyoke van az egyenletnek:
1) 1
1) (—) =log, x; 2) log,x=—=?
2 x

5.23." Melyik két egymast kovets egész szam kozott lesz a koordinata-
egyenesen a kovetkezs kifejezés értéke:
1) log, 10; 2) log, 5; 3) log, 7; 4) log,  2?
! ,

5.24.” Melyik két egymast kovet§ egész szam ko6zott lesz a koordinata-
egyenesen a kovetkezd kifejezés értéke: 1) log, 29; 2) log, 9?7
2
5.25.* Hasonlitsatok ¢ssze:
1) log,5 és log, 4; 2)log, 1,3 és log ,1,5; 3)log, . 0,8 és log, 0,7
5.26.” Hasonlitsatok ossze:
1) logl’7 1,8 és 10g1,s 1,7; 2) logo’2 0,3 és logov3 0,2!

5.27." Hatarozzatok meg a fliggvény értelmezési tartomanyat:

1) y=1g(1 — sin x); 5) y=L+1g(3—x);
lg(x +2)
2) y =./lgcosx; 6) y=log,(x* —4x+3)+ ;;
log, (7 - x)
Y y=—- 7) y=1g6x—2°)+ ——;
Yo lga-<y Y lg(3-x)’

4) y 6-x; 8)y=log, ,(x"+x)!

=+
log, (x - 3)
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32 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

5.28." Hatarozzatok meg a fuggvény értelmezési tartomanyat:

1) y=—r—; 1) y=lg(x+8)-—>

lg(® +1) lg(-x-1)’
2) y =1g(1 + sin x); 5) y=1g(10x—x2)—;;
1g(8 — x)
3) y = /lgsinx; 6) y =log, (8+7x—x?)
5.29.* Szerkesszétek meg a fiiggvény grafikonjat:

1
1) y=M; 2) y = /log:xlog 3!

log,,x

MSMETL@ GYAKORLATOK IS

5.30. Oldjatok meg az egyenleteket:

1) Vx®+15 =x+1; 4) Jx+1+3Yx+1-6=0;

2) Jx+4+x—-4 =2 5) 3cos’x+ Tsinx—5=0;
3) Yx+¥x-2=0; 6) cos 2x—5cos x—2=0!

6. Logaritmusos egyenletek

A log, x=b tipusu egyenleteket, ahol a > 0, a # 1, legegyszeriibb
logaritmusos egyenleteknek nevezziik. Ezeket az egyenleteket a
logaritmus meghatarozasa alapjan lehet megoldani.

1. feladat. Oldjatok meg a log, (3x — 1) = 2 egyenletet!

Megoldds. A logaritmus meghatarozasa alapjan felirhat6, hogy

1
3x—1=3% Innen 3x—1=9; x=§0.

Felelet: % |

Az 1. feladat megoldhaté a kovetkez6 médon is:
log, (3x — 1) = 2 log,3,
log, (3x — 1) =log, 3%,
1
3x—1=3% x=?0.
A logaritmusos egyenletek megoldasa soran az alabbi tételt alkal-
mazzak.
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6. Logaritmusos egyenletek 33

6.1. tétel. Haa>0, a+1, akkor

log_ f(x)=log, g(x)
egyenértékii a kovetkezé rendszerek barmelyikével:

f(x) = g(x), f(x) = g(x),
f(x)>0, g(x)>0.

2. feladat. Oldjatok meg az egyenletet: g (2x — 3) = 1g (x* — 4x + 2)!

Megoldds. Az adott egyenlet egyenértékd a kovetkezd rendszerrel:

{2x—3:x2—4x+2,

2x-3>0.
. x=1,
x°—-6x+5=0, _5
Ebbl kévetkezik: 3 *=% Innenx=5.
x> —; 3
2 x>-—.
2
Felelet: 5. 4

3. feladat. Oldjatok meg az egyenletet: log, (2x — 1) + log,
(x—2)=3!

Megoldds. Az adott log, (2x — 1) + log, (x — 2) = 3 egyenlet egyenér-
tékd a kovetkezd rendszerrel:

log; (2x -1)(x - 2)) = 3,

2x-1>0,
x-2>0.
x =05,
_ _9)y_q3 2 _ _
Innen: (@x-1)(x-2)=3, 22" -5x-25=0, x=—§, Ebbdl ezt
x> 2 x> 2 2
x> 2.
kapjuk: x=5.
Felelet: 5. <

4. feladat. Oldjatok meg az egyenletet: log, x +log 2= g!

Megoldds. Mivel log, 2 =

, ezért az adott egyenlet ekvivalens
0g, X

a kovetkezg egyenlettel:

1 5
log, x + =—.
log,x 2
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34 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

. 1 5
Legyen log, x = t. Ekkor megkapjuk, hogy: ¢ +-= >
t

1
2t° -5t +2=0, t=-,
Innen { " -at 0 Tehat 2
t#0 i—9.
Ekkor az eredeti egyenlet ekvivalens lesz a kovetkezd rendszerrel:
1 1
]. =Y _ 92 =
°8:*=% TInnen: |*=2% {x V2,
log, x = 2. x=2% [¥=4.
Felelet: x/§; 4. 4
g TS
o
1. Milyen egyenletet neveznek legegyszer(ibb logaritmikus egyenletnek?
2. Milyen egyenletrendszerrel lesz egyenértéki a log f(x)= log,g(x),haa >0,
a+1?
A
S GYAKORLATOK s

6.1.° Oldjatok meg az egyenleteket:

Dlog,(x-1)=1; 4) log, (4x-8) =-2;
6

2) log, (2x + 1) = 3; 5) log, (x* — 2x— 8) = 1;

3)1g(3 —2x) = 2; 6) log, (x* +4x - 5) = —4!
2

6.2.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, (x+7) = -8; 3) log ; (x* ~5x-3)=2;
5

2) log, (2x—5) = 0,5; 4) log, (x* —5x +6) = —1!

2

6.3.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log (x + 1) =log _(4x—5);
2) log, (3x - 5) = log, (x - 3)!
6.4.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, (4x — 6) = log, (x — 2); 2) log, (x+7) =log, (2x +5)!
4 4

6.5.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, Jx - log, 1 6; 3) 2log, x +log, x —log,, x = 6,5;
X
2) log, x +log, x +log,x=11; 4) log x + 2log, x + 3log,, . x = 3;
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6. Logaritmusos egyenletek 35

1
5) log, log, (x —2) = 0; 6) log,log,log,x = E!
6.6." Oldjatok meg az egyenleteket:
1 4
1) log3—+log3§/;=g; 3)1glglg x=0!
X
3

2) log, x —log,; x +logg,, x = Z;

6.7.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) lg(x® — 2x) = 1g (2x + 12);
2) log, (x — 1) = log, (x* — x — 16);
3) log, , (x” + 8x —10) = log, _ (x — 2);
4) logﬁ,(x2 —x—2)=log (2 - x)!
6.8." Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, (9 — x%) = log, (1 — 2x);
2) Ig(x* + 2x — 3) = 1g (2% — 2)!
6.9.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, (x—3) +log,x=1;
2) log,, (4 —x) +log, (x—1)=-1;
3) 1og3’(2x -1+ logsy(x —-4)=2;
DHlgx—-1)+1g(x—-3)=1g(1,5x — 3)!
6.10.° Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log x +1log (x+6)=1;
2) log, (5 —x) +log, (3 —x) = 1;
3) log, (4x-1)+log, (x +1) =log, ; 3,5;
2 2

4) log,  (x +2) + logo’6 (6—x)= log(),6 (x + 8)!
6.11.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) logix+3log,x—4=0; 3) log, x +log 5 = 2,5;
2) log?x —log,x—2 = 0; 4 I SR
) log, x ~log, x ’ )lg(x+2)—3 lg(x+2)+1

6.12.° Oldjatok meg az egyenleteket:

1) 3logi(—x)—2log, (—x)—1=0; 3) 3 log,x + 3 log 3 = 10;

2) 2log, Jx =log? x - 6; lglijz—lg:_lzu
6.13.” Oldjatok meg az egyenleteket:

1)2 logOAx = logo,4 (25 — x); 3) 2 log, (1 —x) =log, (2,5x + 1);

2) 2 log, (—x) = log, (x + 2); 4) 2 log,x =1 +log, (x + 6)!
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36 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

6.14.” Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, , (2x" - 9x + 4) = 2 log,  (x + 2);
2) 2 log, (—x) —log, (3x + 8) = 1!
6.15.” Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, (5 —x) —log,(x — 1) =1 —log, (x + 2);
2) 2 log, (x + 1) —log, (x + 9) = log, (3x — 17)!
6.16.” Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, (2x — 1) —log, (x + 2) = 2 — log, (x + 1);
2)21g(x+1)—1g(4x—5)=1g(x—5)!
6.17.* Oldjatok meg az egyenleteket:

1) log, (2x° — Tx + 12) = 2; 3)log, ,(2x"—11x+ 16) = 2;

2)log (x+3)=2; 4)log, ,(3x"—Tx+3)=2!
6.18.* Oldjatok meg az egyenleteket:

1) logxfl(x2—5x+7):1; 2) log (x +6)=2!

%METLG GYAKORLATOK IS

6.19. Hatarozzatok meg a fliggvény derivaltjat:
2 a—
D 7)== 2) f(x) = (5~ !
X
6.20. Hatarozzatok meg a fuggvény niévekedési intervallumait és az

extrémum pontjait:

.3 f =22

x
x" -9 x2+5

1 1 ?
DI@=—xt -t 2) [ =50
6.21. Allitsatok fel az f(x) = x— §x3 fliggvény érintdjének az egyenletét

az x, = 3 abszcisszaju pontban!

7. Logaritmusos egyenlétlenségek
Nagyon sok logaritmusos egyenlGtlenség megoldasa az alabbi tételen
alapul.

7.1.tétel. Haa>1, akkor alog f(x)>log g(x)egyenlitlenség
egyenértékii a kovetkezé rendszerrel:

f(x) > g(x),
g(x)>0.
Ha 0<a <1, akkor alog f(x)>log g(x) egyenlétlenség egyen-
értékii a kévetkezb rendszerrel:

f(x) < g(x),
f(x)>0.
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7. Logaritmusos egyenlétlenségek 37

1. feladat. Oldjatok meg a log,x > 3 egyenl6tlenséget!
Megoldds. Mivel 3 =log, 2°, ezért felirhaté:

log, x> log, 2°.
Ez az egyenl6tlenség egyenértéki a kovetkezével: x > 2%, Innen x > 8.
Felelet: (8;+). «
2. feladat. Oldjatok meg a log,, x >1 egyenlStlenséget!
Megoldas. A kévetkezét kaptuk: log, ; x >log,, ;0,3.
x<0,3,

Ez az egyenl6tlenség egyenértékd a kovetkezd rendszerrel: { 0
x>0.

Felelet: (0;0,3]. <
3. feladat. Oldjatok mega log, (8x —4) <log, (x —2) egyenlétlen-
2 2
séget!
Megoldds. Ez az egyenlGtlenség egyenértékd a kovetkez6 rendszer-
rel:

3x—4>x-2,
x-2>0.
{x>1,
Innen x> 2.
x> 2
Felelet: (2;+). <
'l) TS

Melyik egyenl6tlenség-rendszerrel lesz egyeneértéki a log, f(x)> log, g(x)
egyenl6tlenség, haa >1?ha0<a<1?

S /GYAKORLATOK L

7.1.° Oldjatok meg az egyenl6tlenségeket:

1) log,, x <log,, 9; 5) log, (x +5) <log, 8;
7 7

2) log,, x> log,, 12; 6) log, (2x — 3) > log, 7;

3) logo’sx > logo’8 14; 7) log, (x —4) >log, 2;
9 9

4) log, x <log, 15; 8) 1g(1 + 3x) <1g 16!

7.2.° Oldjatok meg az egyenlStlenségeket:
1) I1gx<lg4; 3) log,, (x — 8) > log,, 3;
6
2) logE x> logé ;; 4) log . (4x — 6) <log . 10;
6 6

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



38 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

5) log, (2—x) <log, 2; 6) log, ,(2x + 1) > log, , 5!
11 5 ’ ’
7.3.° Oldjatok meg az egyenlStlenségeket:
1) log, x> 2; 5) log, (5x + 1) > 4;
2) log, x<-1; 6) logoy6 (x—2)<2;
3) log, x<5; 7) log,(2x-1)<3;
2
4) log, x>1; 8) log,, (2x +1)>-2!
3
7.4.° Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:
1) log, x <-1; 3)lgx<5; 5) log, (2x-3)>-2;
7 3
2) log, x> 2; 4) log, x> -3; 6) log, (5x +6)< 2!
6
7.5." Hany egész megoldasa van az egyenlGtlenségnek:
1) logo’% (3x—5)>-3; 2) log, (7T—x) < 3?
7.6." Hatarozzatok meg az egyenlGtlenség egész megoldasait:
1) log, (1 —x)>-1; 2) log,; (x+1)<0,5!

7.7.° Hatarozzatok meg az egyenlStlenség megoldasanak halmazat:
1) Ig(2x+3)>1g(x—1);
2) log, 2x <log, (x + 1);
3) loga2 2x—-1)> logov2 (3x— 4);
4) 10g0’4 (x*-3)< logov4 (x+ 3);
5) log,, (x* —2x —3)<log,; (9 - x);
6) log, (x* + x + 831)<log, (10x +11)!
3 3
7.8.7 Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:
1) log, (2x — 3) <log, (x + 1);

2) logoy6 (3 —2x)> 10g0,6(5x— 2);
3) lg(x* - 2) >1g(4x + 3);
4) log,, (10 - 2x) >log,, (x* — x — 2)!
7.9.” Hatarozzatok meg az egyenlStlenség megoldasanak halmazat:
1) log, (x® -4x+3)<1;
2) log,;(x* +x) > -1;
3) log, , (x* + 10x + 25) > 0;
4) log, (x* —8x)<2;
5) log, ,(x* + x —12) >log, ; (6x - 6);
6) lg(x% — x)<lg(3x — 3)!
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7. Logaritmusos egyenlétlenségek 39

7.10.” Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

1) log, (x* =bx +17) > 0; 4) log,, (x* —2x +1)>0;
3
2) log, (x* —6x +8)<0,5; 5) log, (6 — 2x) < log, (x* — 2x — 3);
3 3
3) log, s (x* +3x) >-2; 6) log,, (x* —3x—4)>log,, (x+1)!

7.11.” Oldjatok meg az egyenlbtlenségeket:

Dlgx+1g(x—3)>1;

2) log, (x+2)+1log, x < -1;

3 3

3) log,x + log, (x + 4) < 5;

4) log,,(x —5)+1log,, (x—2)>-1;

5) log, (5x +8) +log,(x+1)<1-log,3;

6) log,(1-x) +1log,(-5x—2)>2log,2+1!
7.12.” Oldjatok meg az egyenlbtlenségeket:

1) log,(—x)+1log,(1-x)<1;

2) logy,(x—1)+log,,(x+3)=>-1;

3) log,(x—-2)+log,(x-10)>2;

4) log, x +log,(8x - 8)>1+2log, 2!
7.13.” Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

1) logj,x<1; 4) logi x+2log, x-8<0;
4 4
2) logix>4; 5) log>x —5log,x+6>0;
3
3)lg’x+31lgx—4<0; 6) 2logix—5loglx+2>0!
9 9
7.14.” Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:
1) logi, x>9; 3) 2logZx—log, x-1<0;
2) 1g°x-21gx-3>0; 4) log; , x —log,,x -2<0!

MSMETL@ GYAKORLATOK IS

7.15. Hatarozzatok meg az f(x) = x* — 3x* + 1 fiiggvény legnagyobb és
legkisebb értékét a [-2; 1] intervallumon!

7.16. Az f(x) = x* — x* — 2x fiiggvény mely pontjaban htizott érintdje alkot
. 3 ..
az abszcisszatengellyel o = In szoget?

7.17. Irjatok fel az y = 2> — x + 2 fiiggvény azon érintdjének egyenletét,
amely parhuzamos az x + y + 2 = 0 egyenessel!
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40 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

8. Az exponencialis és a logaritmusfuggvények
derivaltjai

Létezik-e olyan fiiggvény, amelynek derivaltja sajat magaval lesz
egyenl6? Erre a kérdésre egyszerd valaszolni. Példaul a nullfiggvény
rendelkezik ezzel a tulajdonsaggal.

Létezik-e olyan f fliggvény, amely az R halmazon van értelmezve,
nullfiiggvénnyel nem azonos, és barmely x € R-re teljesil az f’(x) = f(x)
egyenldség? Erre a kérdésre mar nem egyértelmd a felelet.

Az f(x) = a" figgvények kozott 1étezik egy olyan egyetlen fliggvény,
hogy f’(x) = f(x) barmilyen x € R-re teljesiil. Ennek a fliggvénynek az

alapja egy olyan szam lesz, amelyet e betiivel jelolnek, és a fliggvény az
f(x) =¢". Tehat

(ex)l — ex

Megallapitottak, hogy ez az e irracionalis szam, ami felirhat6 végte-

len nem periodikus tizedes tort alakban:
e=2,71828182845... .

Az f(x) = e" fuggvényt exponensnek nevezzik.

A logaritmust, amelynek az alapja e, természetes logaritmusnak
nevezzlk, és In a-val jeldljiik, vagyis log a =In a.

Bebizonyithatd, hogy az f(x) = a* exponencialis figgvény derivaltja
a‘ln a lesz.

Tehat, ha a >0, a # 1, akkor

(@) =a“Iln a

Az 5. pontban mar megjegyeztiik, hogy az f(x) = log_x figgvény diffe-
rencialhatd.
Bebizonyithaté, hogy

(log, x)' =

xIlna

Ebbdl kovetkezik:

(Inx)’ = 1
x

1. feladat. Hatarozzatok meg a kiévetkezs fliggvények derivalt-
jait:
x4
Dy=e'(—4x); 2)y=x"-3" 3)y=—!

Inx
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8. Az exponencidlis és a logaritmusfliggvények derivaltjai 41

Megoldds. 1) Alkalmazzuk a két fiiggvény szorzata derivaltjardl
sz016 tételt, a kovetkez6t kapjuk:

Yy =(%) - (x* —4x)+(x° —4x) - " =

=e"(x? —4x)+ (2x —4)e* = e* (x* —2x —4).

2) Adott:
y’:(x3)'~3x+(3")’-x3:3x2~3x+3"1n3~x3:3xx2(3+x1n3).
3 1
, Y nx—( roL 4 4x° - lInx ——-x
3) Adott: y' = &) “i‘z(“) * _x
n° x In®x

4x®*lnx-x* 2*lnx-1)
= 3 = > .4
In" x In"x

2. feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = e" + x figgvény érintdjének
egyenletét az x, = 0 abszcisszaju pontban!

Megoldds. Adott, hogy f(x,) = 1. Meghatarozzuk az f fliggvény
derivaltjat az x, = 0 pontban: f’(x)=e" +1. Innen f’(x,) =2. Ekkor a
keresett egyenlet az y = 2x + 1 lesz.

Felelet:y=2x+1.4

3. feladat. Hatarozzuk meg az f(x) = x In x fliggvény névekedési
és fogyasi intervallumait és extrémumpontjait!

Megoldas. Adott:

f'(x)=(x) -Inx+(nx) -x= lnx+l-x =Inx+1.
x

Megvizsgaljuk az f’(x) elgjelét a D(f) = (0; +0) intervallumon.
+
Az f’'(x)>0,halnx>-1. Innen x>l. Hasonlbéan o~—1
e \ e/

p 1
meghatarozzuk, hogy f’(x)<0 ha 0 <x < o 8.1. abra

1
Azt kaptuk, hogy az f fliggvény néveked6 a [—; +OO)

e

. , , 1. 1 ,
intervallumon, és fogyé a [O; —} intervallumon, x . =- (8.1. dbra). <
e e

P I

1. Milyen fuggvényt neveziink exponencialisnak?

2. Mit nevezunk természetes logaritmusnak?

3. Mivel egyenlé az y = * derivaltja? Es az y = a*-é?

4. Mivel lesz egyenld az y = In x derivaltja? Es az y = log, x-€?
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A
S /GYAKORLATOK [

8.1.° Hat4rozzatok meg a fliggvény derivaltjat:
1) y = 4¢%; 3)y=¢e"sin x; 5)y=5%
2) y =% Hy=—"0 6) y=x-3!

8.2.° Hat4rozzatok meg a fliggvény derivaltjat:
1
1) y=x%" 2)y=e‘cosx; 3)y= %; 4)y=6"
e

8.3.° Hatdrozzatok meg a figgvény derivaltjat:

1 -
1) y =log,x; 2) yzn—;c; 3)y=x"In x!
X
8.4.° Hat4rozzatok meg a fliggvény derivaltjat:
5
Dy=lgx; 2) y=-——!
Inx

8.5.° Hatarozzatok meg a fliggvény derivaltjat:

2° -3
Dy=e"+e7 2) y= !
)y )y 11
8.6." Hatarozzatok meg a figgvény derivaltjat:
5% +2
1)y=107 2) y= !
)y VY=o
8.7." Szamitsatok ki az f fliggvény derivaltjat az x, pontban:
1) f(x) =" —3x, x,=0; 3) f(x)= 2%, x, =0!
e

1
2) f(x) = Exz —-Inx, x,=4;

8.8." Szamitsatok ki az f fliggvény derivaltjat az x, pontban:
1) f(x)=e"tgx, x,=0; 3) f(x)=x-1nx, x, =3!

1 1
__1 : ==
2) f(x)—6 nx xO_G

8.9." Allitsatok fel az f fiiggvény érintdjének egyenletét az x, pontban:

1) f(@) =e", x,= 0; 3) f(x)=x-2°, x,=1;
2) f(x) =€" +sin x, x, = 0; 4) f(x)=3x+1Inx, x,=1!

8.10." Allitsatok fel az f fiiggvény érintdjének egyenletét az x, pontban:
l)f(X):lnx,xozl; 2)f(x)zzex_cosx,x0:0!
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8. Az exponencidlis és a logaritmusfliggvények derivaltjai 43

8.11.° Hatarozzatok meg a fliggvény vizszintes érintGjének egyenletét:
x 1 X X
D fx)=e"+—; 2) f(x)=(2"-7)(2"-9)!
e
8.12.° Hatarozzatok meg a fliggvény vizszintes érintdjének egyenletét
f(x) = (5" - 65) (5" + 15) egyenessel!
8.13." Allitsatok fel a kovetkezd figgvény érintdjének egyenletét:
1) az f(x) = €%, ha az érint6 parhuzamos az y = ex — 6;
2) az f(x) = 6x — In x, ha az érintd parhuzamos az y = x egyenessel!
8.14.” Hatarozzatok meg a fuggvény novekedési és fogyasi intervallu-
mait, valamint az extrémumpontjait:

1) fx) = ¢ — x; 1) f(x) = 4—" 7) f(x) = lnx—i;

2) f(x)=x"-27" 5) f(x) = x°In x; 8) f(x) = —!
Inx

3) f(x) = —; 6) f(x) =In x—x;

x
8.15.” Hatarozzatok meg a fuggvény novekedési és fogyasi intervallu-

mait, valamint az extrémumpontjait:
3

1) f(x) =33C—x; 3) f(x) = 0,52° — In x; 5) f(x)=21nx+%;
2) f(x)=xe—*;3; 4) f(x):thx; 6) ﬂx)zlnT::!

8.16.” Hat4arozzatok meg az f(x) = ¢* + x fliggvény legnagyobb és legkisebb
értékét a [-1; 1] intervallumon!

8.17.” Hatarozzatok meg az f(x) = (x— 1) e fuggvény legnagyobb és
legkisebb értékét az [1; 3] intervallumon!

8.18." Végezzétek el a fliggvény vizsgalatat, és szerkesszétek meg a
grafikonjat:
1) f(x)=xe" 2) f(x)=x"—2In !

8.19.” Végezzétek el az f(x) = ix fuggvény vizsgalatat, és szerkesszétek
meg a grafikonjat! ¢

MSMETL@ GYAKORLATOK IS
8.20. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) cos 2x=cos x — 1; 2) cos 2x = sin x!
8.21. Hatarozzatok meg a fiiggvények grafikonjainak a metszéspontjait:

1) y=1+vJx+5 és y=x; 2) y=2-2Jx+5 és y=—x!
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44 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

L@ﬁ A SZERELMEM UKRAJNA ES A MATEMATIKA BB

Ez a hazafias kijelentés a hires ukran matematikus, Mihajlo Pilipo-
vics Kravesuk akadémikus granit siremlékének talapzatan talalhaté
(lasd az 1. belsé boritélapot).

Mihajlo Kravesuk Volhinia megye Csovnici falujaban sziletett. A
lucki gimnédziumot aranyéremmel fejezte be, majd a kijevi egyetem
matematika szakan tanult, és ugyancsak Kijevben kezdett dolgozni.

Magas foka tudoméanyos eredményessége és hatékonysaga, gondol-
kod4asanak eredetisége, rugalmassaga lehetévé tette, hogy M. P. Krav-
csuk fontos tudoméanyos eredményeket érjen el az algebra és szidmelmé-
let, figgvényelmélet és matematikai analizis, differencialis- és
integralegyenletek, a valészinliségszamitas és a statisztika teriiletén.
Ismeretes, hogy tudomanyos eredményeit az amerikai tudésok is alkal-
maztak az elsd szamitégép megalkotasa soran.

A tudods aktivan részt vett az ukran tudomanyos szaknyelv megte-
remtésében, az els6k kozott kezdte tudomanyos cikkeit ukran nyelven
irni, attdl figgetlentl, hogy folyékonyan beszélt oroszul, franciaul, né-
metil, olaszul, lengyeliil és mas nyelveken is.

M. P. Kravesuk nagy figyelmet forditott az ifjusag oktatasara, az &
kezdeményezésére tartottak meg az iskolasok els6 kijevi matematikai
olimpiajat 1935-ben. Prébaljatok ki tudasotokat e verseny feladatainak
megoldasaval.

Az elso kijevi matematikai olimpia feladatai (1935)
b® —a’b-bPc+cd®

1. Szamitsatok ki a kifejezés értékét: P
—-C

b=0,19,c=0,18, d = 0,04!
2. Oldjatok meg az egyenletet: 4% V¥ 97207 = [g

+\/E,ha a:—%,

x+y=4,
(x* +y*)(x® +y*) = 280!
4. Az u,,u,,...,u, pozitiv szamok szamtani sorozatot alkotnak. Bizo-

3. Oldjatok meg az egyenletrendszert: {

nyitsatok be, hogy

1 1 1 n-1
+ ot = !
5. Legyen a és b a derékszogd haromszog befogéi, ¢ az atfogdja. Bizo-

nyitsatok be, hogy
log

a+log, ,a=2log,,a-log, ,a!

c+b c+b
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1. SZAMU FELADAT.
ELLENORIZD MAGAD TESZTELESSEL!

1. Melyik lesz az értelmezési tartoménya a kovetkezd fliggvénynek:

7
V=0 —1?

A) (—00; +00); C) (—005 ) U(T; +00);
B) (o0 1)U (1; +0); D) (=005 0) U(0; +0).

2. Az egyik 4bran az y = 3™ fuggvény grafikonja lathat6. Melyik ez az
abra?

A) B) ©) D)
y y yf y*
0 X 0 x
1 1 -1 1
o x o %

3. Mivel lesz egyenl§ a (%) (Ej = % egyenlet megoldasa?

4
A) 2; B) -2; 0)1; D) -1.
4. Oldd meg a kovetkezd egyenlétlenséget: 0,6* >0,6!
A) (-0 1); C) (—o05 —1) U (L; +o0);
B) (1; +o0); D) (-1;1).
5. Oldd meg a 3°*® +5-3""! = 86 egyenletet!
A)O; B) 1; 0) 2 D) 3.

. . . 7’ ’ rd 7z 1
6. Szamitsd ki a kifejezés értékét: log, , 25 -log, E!

A)1; B)-1; C) 5; D) -5.
7. Add meg a 3-as szamot 10 hatvanyaként!

A) 3=10"%"; C) 3=10"%%;

B) 3=10"%?; D) nem adhaté meg.
8. Mivel egyenl6 a log, 108 —log, 3 kifejezés értéke?

A)-1; B) 2; C)-3; D) 4.
9. Oldjatok meg a log,,x >log,,5 egyenl6tlenséget!

A) (-o05 5); C) (0;5)U(5; +0);

B) (5; +0); D) (0; 5).
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46 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

10. Az adott pontok koéziil melyik illeszkedik az y =log, x fliggvény
2

grafikonjahoz?
A) (2 1); B)(2-1; 0O (2; éj D) (2; 0).
11. Az a és b mely értékeire teljestiil a lg ab = 1g(—a) + 1g(—b) egyenlGség?
A)a>0,b<0; C)a<0,b<0;
B)a<0,b>0; D) nincsenek ilyen értékek.

12. Az abran az y = f(x) fuggvény grafikonja
lathatd, amely a valés szamok halma-
zan van értelmezve. Hany gyoke lesz az
In f (x) = 0 egyenletnek?

A) Egyetlen egy sem;

B) két gyoke;

C) harom gyoke;

D) nem allapithaté meg.

13. Hatarozzatok meg a logO’2 (3 — 2x) < —1 egyenlétlenség legnagyobb
egész gyokét!
A) -2; B) -1; 01, D) ilyen gyoke nem létezik.

14. Milyen lesz a log, Jx <1 egyenlétlenség megoldasanak halmaza?
A) (-5 +00);  B) (0 +00); C) (0;1)U(1; +o0); D) @.

15. Oldjatok meg a log, (x — 4) +log, (x — 1) = 1 egyenletet!

A) 0; 5; B) 0; C) 5; D) 1; 4.
16. Hasonlitsatok dssze a log, 5, log, 4, logo,2 3 kifejezések értékeit!
A) logo,2 3 <log, 4 <log,5; 0) loga2 3 <log,5 <log 4;
B) log 4 < logo,2 3 <log, 5; D) log, 5 <log 4 < logO,2 3.
17. Hatarozzatok meg az y = x’¢* fiiggvény derivaltjat!
A) y' = 3x%"; C) y' = 3x%e" + x’¢";
B) y' = 3x%" — x’e"; D) y’ =x%"In 3.

2
18. Hatarozzatok meg az y = lx— figgvény csokkenési intervallumait!
nx

A) (=05 0), (1; Vel; C) (0; Vel;
B) (0; 1), (1; Vel; D) (0; 1).
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Y

o
Az y = a*fiiggvény tulajdonsagai,haa>0,a#1

Ertelmezési tartomany R

Ertékkészlet (0; +)

Zérushelyei -

Elgjeltartasi intervallu-

mok y>0az R-en
Novekedés/ fogyas Ha a > 1, akkor a fuggvény névekvd;

ha 0 <a <1, akkor a fliggvény fogyo
Differencialhatésag Differencialhaté

Exponencialis egyenletek
Ha a>0és a#1, akkor az a™ = a™ akkor és csakis akkor teljesiil,
ha x =x,.
Ha a >0 és a # 1, akkor az o/ = a®*™ egyenlet egyenértéki az
f(x) = g(x) egyenlettel.

Exponencialis egyenl6tlenségek
Ha a > 1, akkor az a/® > af® egyenlétlenség egyenértékd az
f(x) > g(x) egyenlGtlenséggel,;
ha 0 <a <1, akkor az &/® > a*® egyenlétlenség egyenértékd az
f(x) < g(x) egyenlGtlenséggel.

A logaritmus és tulajdonsagai
A pozitiv b szam a alapu logaritmusanak, ahol a>0 és a#1 azt a
hatvanykitev6t nevezziik, amelyre fel kell emelni az a szamot, hogy
megkapjuk a b-t.
A logaritmus alapazonossaga: a'*” = b.
Ha x>0,y >0 és a# 1, akkor teljestlnek a kovetkezd egyenlfségek:
log xy =log x +log y;

log, . log, x —log, y.
Y

Ha x>0, a>0 és a+ 1, akkor barmilyen p € R esetén teljesiil a ko-
vetkezd egyenlGség: log, #=p log_ x.
Haa>0,a#1,5>0, ¢c>0, c#1, teljesiil a kovetkezl egyenlGség:

log . b
log b= %82,
log.a
Ha a>0,a#1, 56>0, b+#1, teljestl a kovetkezd egyenlGség:
1
log, b= .
log,a
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48 1. §. Exponencidlis és logaritmusfiiggvény

Haa>0, a#1, b>0, akkor barmilyen  # 0 esetén teljesil a kévet-

kezg egyenldség: log , b= %loga b.
Az y =log_x fiiggvény tulajdonsagai

Ertelmezési o:
tartomany (05 +c0)
Ertékkészlet R
Zérushelyei x=1

Ha a>1, akkor y <0 a (0; 1)
intervallumon, y > 0 az (1; +°°) intervallumon;
ha 0<a<1, akkor y <0 az (1; +o0)
intervallumon,
y >0 a (0; 1) intervallumon

ElGjeltartasi inter-
vallumok

Ha a > 1, akkor névekvd,

Novekedés / fogyas ha 0 <a <1, akkor a fliggvény fogyd

Differencialhatésag Differencialhat6

Logaritmusos egyenletek
Haa>0,a#1, akkor a log f(x) =log, g(x) alaku egyenlet egyenértékii
a kovetkez6 rendszerek egyikével: f(x)=8(), |1(x)=g(),
f(x)>0, g(x)>0.
Logaritmusos egyenlotlenségek

Ha a>1, akkor a log_f(x) >log, g(x) egyenldtlenség egyenértékd a

kévetkezd rendszerrel: f(x)> g (),
g(x)>0.
Ha 0 <a <1, akkor a log,f(x) > log_g(x) egyenlétlenség egyenértéki
< ,
a kovetkezd rendszerrel: f(x)<e(x)
f(x)>0.
Az exponencialis és a logaritmusfiiggvény derivaltjai

(ex)/ — ex
(@)Y =alna

(log, x) =
xlna

(Inx) = 1
x
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2.8.

Ebben a paragrafusban megismerkedtek egy mivelettel, amely a differen-
cialasnak a forditott miivelete, és megtanuljatok ennek a tulajdonsagait is.
Bévititek azoknak az alakzatoknak a korét, melyeknek a teriiletét meg
tudjatok hatarozni. Megismerkedtek a ,hatarozott integral” fogalmaval és
annak mértani jelentésével is.

9. Primitiv fuggvény

Mar tudjatok, hogy az adott fliggvény derivaltjanak meghatarozasat
differencidlasnak nevezzik. A forditott mdveletet, vagyis amikor a
derivaltja alapjan kell meghatarozni a fliggvényt, integralasnak ne-
vezzuk.

Meghatarozas. Az F fuggvényt, az f fliggvény primitiv
fliiggvényének (vagy roviden primitivjének) nevezzik az
I intervallumon, ha minden x € I-re teljesiil a kovetkez6 egyen-
16ség:

F'(x) = f ().

Példaul az F(x) = x° primitiv fliiggvénye lesz az f(x) = 2x fiiggvénynek
a (—00; +00) intervallumon, mivel az R halmazon teljesiil az (x%) = 2x
egyenlGség.

Gyakran azoknal a feladatoknal, amelyek a primitiv fliggvénnyel
kapcsolatosak, elhagyjak az I intervallumot. Ilyen esetekben gy tekint-
jik, hogy I = (—00; +00), igy az F'(x) = cos x a primitivje lesz az f(x) = —sin x
fliggvénynek, mivel (cos x)’ = —sin x.

Vizsgaljunk meg még egy példat. Az F(x) = Jx primitiv figgvénye

1 . .
az f(x)=—= fliggvénynek a (0; +o°) intervallumon, mivel ezen az

2/x

intervallumon teljesil a kovetkezd egyenlGség: (\/; ) = #
x

Vizsgaljuk meg az y =x* + 1 és az y = x° — 2 fiiggvényeket. Mindket-
tének ugyanaz a fliggvény lesz a derivaltja, az y = 2x. Tehat mindkét
fiiggvény, azy =x* + 1 és az y = x* — 2 is primitiv fiiggvénye az y = 2x-nek.
Természetesen mindegyik y = x* + C alaku fiiggvény, ahol a C — barmi-
lyen szam, primitiv fliggvénye az y = 2x-nek. Tehat a primitiv fliggvény
meghatarozasardl sz6l6 feladatnak végtelen sok megoldasa lesz.

Az integraldsi médszer abban rejlik, hogy az adott fiiggvénynek
meghatarozzuk minden primitivjét az adott intervallumon.
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50 2. §. Integral és alkalmazasa

Milyen kapcsolatban vannak egymassal az adott fliggvény primitiv
fliggvényei, azt a kovetkezs tétel adja meg.

9.1. tétel (a primitiv fliggvény alaptulajdonsaga). Ha az F
fliggvény primitiv fiiggvénye f-nek az I intervallumon és C tet-
szoOleges szam, akkor az

y=Fx)+C
szintén primitivje lesz az f fiiggvénynek az I intervallumon.

Az f fiiggvény barmely primitiv fiiggvénye az I intervallumon
megadhaté y = F(x) + C alakban, ahol C valamely szam.

Ha az F figgvény primitiv figgvénye f-nek az I intervallumon, akkor
az F(x) + C kifejezést, ahol C tetszlleges szam, az f primitiv figgvény
altalanos alakjanak nevezziik az I tartomanyban.

A primitiv fliggvény alaptulajdonsagabol kévetkezik, hogy barmely
két primitiv fliggvény grafikonja megkaphat6 egyiknek a méasikba tor-
ténd parhuzamos eltolasaval, amit az ordina-
tatengely mentén hajtunk végre (9.1. abra).

Az y = f(x) figgvény primitivjeinek halma-
zat az I intervallumon a hatarozatlan integ-
raljanak nevezziik, és igy jeloljik:

/ [f(x)dx

70| y %JF/C ¥ (olvasd: integral fx dx).
! A primitiv fliggvényekkel kapcsolatos fel-
9.1. abra adatok megoldasa soran célszerd a 3. belsé
boritén 1évé tablazatot hasznalni.

1. feladat. Hatirozd meg az f(x) = x° primitiv fiiggvényének alta-
lanos alakjat!

Megoldas. Alkalmazva a primitiv fuggvények tablazatat, azt kap-
6

juk, hogy az f(x) = x° egyik primitivje az F(x) = % lesz. Tehat a 9.1. té-

6
tel alapjan a primitiv fliggvény altalanos alakja az %JrC, ahol a C

tetszlleges szam lesz. «
Az 1. feladat megoldasabdl kovetkezik, hogy

6
Ix"’dx =X ic.
6

2. feladat. Az f(x)=cos x fliggvénynek hatiarozzuk meg azt a pri-

mitivjét, amelynek grafikonja illeszkedik az M (g, 3) ponthoz!
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9. Primitiv fliggvény 51

Megoldds. Alkalmazva a primitiv figgvények tablazatat, azt kap-
juk, hogy a keresett primitiv F'(x) = sin x + C alakban adhaté meg, ahol
a C valamely szam lesz. Meghatarozzuk ezt a szamot.

A feltételbdl az kovetkezik, hogy F[g) = 3. Tehat sing +C=3. Fi-
1
gyelembe véve, hogy sing = 2’ meghatarozzuk, hogy C = 2,5.
Tehat a keresett primitiv fliggvény F(x) = sin x + 2,5. <«

P S

e 1. Melyik fliggvényt nevezziik az f fliggvény primitiviének az I intervallumon?

2. Fogalmazzatok meg a primitiv fliggvény alaptulajdonsagat!
3. Mit neveziink a primitiv fliggvény altalanos alakjanak?
4. Mit nevezink hatarozatlan integralnak? hogyan jeldlik?

v

S /GYAKORLATOK [

9.1.° Allapitsatok meg, hogy az F figgvény primitivje-e f-nek:
DF(x)=3x"+x-2, f(x)=6x+ 1;
2) F(x) =x"*, f(x) =—4x"° a (0; +o0) intervallumon;
3) F(x)=sin x + 3, f(x) =cos x + 3;
4) F(x) = 5%, f(x) = 5°In 5!

9.2.° Bizonyitsatok be, hogy az F figgvény primitivje f-nek az I inter-
vallumon:
1) F(x) = x" — 2x” + 6, f(x) = 4x° — 4x, I = (—00; +0);

9) F(x)= xi f(x) = —x%, I = (~o0; 0);

3
3) F =5-3Vx, =———, I =(0;+00)!
) F(x) Jx, f(x) > (0; +00)

1 e e o . 2 . ,
9.3." Az F(x)=—; primitiv fiiggvénye-e az f(x) = -— fliggvénynek a
kovetkezd intgrvallumon: ¥

1) (05 +o0); 2) (=2; 2); 3) (=05 0]; 4) (-6; 0)?
9.4.° ° Hat4rozd meg a fliggvény primitiv fliggvényét:
1) f(x) = 5; 5) f(x)= L7 a (—o0; 0) intervallumon;
X
2) f(x) = x; 6) f(x)=+/x az [1;+) intervallumon;
3) f(x) = x5 7) f(x)=¥x a (—o0; —3) intervallumon;
4) f(x)=2% 8) f(x) =x a (0; +0) intervallumon!
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52 2. §. Integral és alkalmazasa

9.5.° Hat4rozd meg a fliggvény primitiv fliggvényét:

1) f(x) = 0; 4) f(x) = W a (0; +0) intervallumon;
2) f(x) = &% 5) f(x)= \/; a (4; +°) intervallumon,;
3) f(x)= 3i 6) f(x)= Yx a [0,5; +0) intervallumon!

9.6.° Hatarozzatok meg a primitivjét az f fliggvénynek, amelynek grafi-
konja illeszkedik az adott ponthoz:
1) f(x) =%, A (-1; 3); 3) f(x) =€", C (0; —6)!
2) f(x) = sin x, B (m; —1);

9.7." Hatarozzatok meg a primitivjét az f fliggvénynek, amelynek grafi-
konja illeszkedik az adott ponthoz:

1) f(x) =, M(l; 2)

5

m
2) f(x) = cos x, N(E’ 5),

3) f(x) = 3%, K(2; %]v

9.8.° Az I intervallumon hatarozzatok meg az f fuggvény F primitivjét,
amely az adott pontban a kévetkezs értéket veszi fel:

1) f(x)=xi2, I =(0; +c0), F@:—g;
2) f(x)=- L I=(—5;E), F@:sﬁ;

0S” X 2 2

3) f(x) = = (-9 0), F(-€")=T;

Z
1) 1) =, 1=(-=;0), F(—%):sz

8

9.9.° Az I intervallumon hatarozzatok meg az f figgvény F primitivjét,
amely az adott pontban a kévetkezd értéket veszi fel:

D f(x)— » I =(0;+), F(16) =10;

2) f() ==, =(0+0), F(1)=—2;
e
S)f(x)=2", = (~00; +0), F(5)= 1!

-
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9.10.”" A 9.2. dbran hatarozzatok meg azt a grafikont, amely az f(x) = cos 3
fiiggvény primitiviének lesz a grafikonja:

y yi yA Y1

9.2. abra

9.11. A 9.3. abran hatarozzatok meg azt a grafikont, amely az f(x) = In 2
figgvény primitivjének lesz a grafikonja:

Yy Yy Yy Yy
x
0 x 0 x 0 x 0
a b c d

9.3. abra

9.12." Az f(x) = sin® g - cos® g figgvénynek hatarozzatok meg azt a két

primitivjét, melyeknek a megfelel6 pontjai (vagyis az azonos abszcisz-
sz4ju pontok) kozotti tavolsag 2-vel lesz egyenld!

MSMETL@ GYAKORLATOK IS

9.13. Oldjatok meg az egyenléGtlenségeket:
1) log,(1,5x - 8)<1+2log,0,3;
2) log, ,(3,5-5x)>2log,,0,2-1!

9.14. Egyszer(sitsétek a kifejezést:
1) 2sin(m — o)

.
2

i
Sin[g + oc) +tgoasin(m+ o)

2cos” 3
2) La+2003(—n—0c)!
1+sin(n+ ) 2
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54 2. §. Integral és alkalmazasa

10. A primitiv fliggvény meghatarozasanak
szabalyai

A fuggvény derivaltjanak meghatarozasa soran alkalmaztatok a
differencialas szabalyait. Ebben a pontban megvizsgaljuk a primitiv
fuggvény meghatarozasanak szabéalyait.

10.1. tétel. Ha az F és a G fiiggvények megfeleléen az f és g
fiiggvények primitivjei az I intervallumon, akkor az y = F(x) + G(x)
fiiggvény az y = f(x) + g(x) fiiggvénynek lesz a primitivje.

Bizonyitds. A feltételbdl kévetkezik, hogy barmilyen x € I esetén
teljestilnek az F'(x) = f(x) és G’ (x) = g(x) egyenlGségek. Ekkor minden
x-re az I intervallumbdl igaz lesz a kovetkezd egyenldség:

Fx)+G@) =F(x)+ G (x) =f(x) + g (x).

Tehat az I intervallumon az y = F(x) + G(x) fliggvény az y = f(x) + g(x)
fliiggvénynek a primitivje lesz. <

A 10.1. tételbdl kovetkezik, hogy

[+ g(dx = [f()dx + [g(x)dx = F () + G(x) + C,
ahol C — tetszlleges szam.
Hasonléan bizonyithaté, hogy
[(F(x)- g(x))dx = [f(x)dx - [ g(x)dx = F(x) - G(x) + C.

10.2. tétel. Ha az I intervallumon az F fiiggvény primitivje
lesz az f fiiggvénynek és a k valamely szam, akkor ezen az inter-
vallumon az y = RF (x) fiiggvény primitivje lesz az y = kf(x) fiigg-
vénynek.

Most felirhatjuk.

[kf (x)dx = B[ f(x)dx = kF () + C,

ahol C — tetszbleges szam.

1. feladat. Hatarozzatok meg az f(x) = x* + cos x fiiggvény primi-
tivjének altalanos alakjat!
3
Megoldads. Az y =x* fliggvény primitivije az y = % fliggvény lesz,

az y = cos x fliggvénynek pedig az y = sin x.
3

Alkalmazva a 10.1. tételt megkapjuk, hogy az y = % +sinx fuggvény

3
lesz az adott f fliggvény primitivje. Ekkor az % +sinx + C az ffuggvény

primitivjének altalanos alakja. «
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10. A primitiv fliggvény meghatarozasanak szabalyai 55

2. feladat. Hatarozzatok meg az f(x) = 5 sin x fliggvénynek azt az
F primitivjét, amely kielégiti az F'(0) = O feltételt!

Megoldds. Az y=sin x fliggvény primitivje az y = —cos x fliggvény
lesz. Alkalmazva a 10.2. tételt megkapjuk, hogy az y = —5 cos x figgvény
lesz az y = 5 sin x primitiv fuggvénye. Ekkor 1étezik egy olyan C szim,
hogy F(x) = -5 cos x + C. Meghatarozzuk ezt a C szamot az F(0) = 0 fel-
tétel alapjan: —5cos 0 + C=0. Innen C = 5.

Felelet: F(x)=—5cosx + 5. «

3. feladat. Az anyagi pont koordinataegyenesen térténd mozga-
sdnak sebessége a v(t) = 3t* + 4t szabéllyal adhaté meg. Hatarozzatok
meg az y = s(f) mozgastérvényét, ha s(0)=3 m (az elmozdulast méte-
rekben, az 1d6t masodpercekben mérjuk).

Megoldds. Az y = s(t) fuggvény primitiv fliggvénye lesz az y = v(t)
figgvénynek a [0; +o0) intervallumon. Ekkor felirhaté:

s(t)=t*+2t> + C,
ahol C — valamely szam. Meghatarozzuk C értékét az s(0) = 3 feltétel
alapjan. Ezt kapjuk:
t* +2t2 +C =3, innen C = 3.

Tehat a keresett mozgasi torvényt a kovetkezd képlet adja meg:

s(t)=t*+2t* +3. <

P I

1. Hogyan kell meghatarozni az y = f(x) + g(x) fuggvény primitivjét?
2. Hogyan kell meghatarozni az y = kf (x) fliggvény primitivjét, ha & — valamely
szam?

v

oL /GYAKORLATOK [

10.1.° Hat4rozzatok meg a primitiv fiiggvény altaldnos alakjat:

1) f(x) =4 —2x; 5) f(x)= 8_ x%, a (-o0; 0) intervallumon;
X

2) f(x)=3x* —x + 5; 6) f(x)= A e , a (0; +00) intervallumon;

Jx
1
PR

3)f(x)=5sinx+cosx; 7) f(x)= — > a (=0; 0) intervallumon;

4) f(x)=5e" -2 3% 8) f(x)= N , a (0; +0) intervallumon!
10.2.° Hatdrozzatok meg a primitiv fuggveny altalanos alakJat:

1) f(x)=x+ 3; 2) f(x) =2+ 4x—1; 3) f(x)= —e +2°1n2;
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56 2. §. Integral és alkalmazasa

9
2

Cos X

4) f(x) =

Tom.
—3sinx, a (—E; Ej intervallumon;

5) f(x) = 54x — E, a (0; +o0) intervallumon;
X

6) f(x)= % + % , a (—=0; 0) intervallumon!
X X

10.3." Hatarozzatok meg az f fliggvénynek azt az F primitivjét az I in-
tervallumon, amely kielégiti az adott feltételt:
1) f(x)=1—-2x, I =(-00;+0), F(3)=2;
2) f(x) = 3x* — 4x, I = (=o0; +0), F(1) = 4;

3) [(@)=4-—5, I=(0;+), F(lj=1;
x 4

4) f(x) = (2 - 3x)%, I = (~o0;+0), F(1)=0!
10.4." Hatarozzatok meg az f fliggvénynek azt az F primitivjét az I in-
tervallumon, amelynek grafikonja atmegy az adott ponton:
1) f(x) =3 —6x, I =(-00;+), A(-1;0);
2) f(x) = 4x° — 6x° + 1, I = (~o0; +0), B(1; 5);
1
NPk

4) f(x) = 2 sin x, I = (=003 +09), D(g; 0)!

3) f(x)=2x - I =(0;+), C(4; 10);

10.5.° Hat4rozzatok meg az f(x) = 4x° + 4x fiiggvénynek azt az F pri-
mitivjét, amelynek egyik zérushelye —1! Hatdrozzatok meg ennek a
primitiv fliggvénynek a tobbi zérushelyét!

10.6." Az f(x) = x* — 12 fiiggvénynek hatdrozzuk meg azt az F primitivjét,
melynek egyik zérushelye a 3-as!

10.7." Az F, és F, fiiggvények az f(x) = bx"' — 3x”* — 2 fiiggvény primitiv
fiiggvényei a (-o0; +00) intervallumon. Az F, fliggvény grafikonja
atmegy az A(1; 2) ponton, az F, fliggvényé pedig a B(0; 5) ponton. Az
F, vagy az F, fliggvény grafikonja lesz-e fentebb?

10.8." Az F, és F, fiiggvények az f(x) = bx"' — 3x* — 2 fiiggvény primitiv
fiiggvényei a (-o0; +00) intervallumon. Az F, fliggvény grafikonja
atmegy az A(2; 6) ponton, az F, fliggvényé pedig a B(-1; 1) ponton.
Az F, vagy az F, fliggvény grafikonja lesz-e fentebb?

10.9.° A koordinataegyenesen mozgd anyagi pont sebessége a
v(t) = t* + 2t — 3 torvény szerint valtozik. Hatarozzatok meg a pont
koordinatait az id6 fuggvényében, ha a t = 0 kezdeti idGpontban ez a
pont a koordinata kezd&pontjaban helyezkedik el (a sebességet méter
per masodpercenkéntben mérjik)!
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11. A gérbevonalu trapéz teriilete. Hatarozott integral 57

10.10.” A test a koordinatatengelyen a v (¢) = 6¢* + 1 képlettel megadott
sebességgel mozog a t id§ fliggvényében. Hatarozzatok meg azt a
képletet, amely kifejezi a pont koordinatdit az id§ fiiggvényében, ha a
t = 3 sec id6pontban a test a koordinata-rendszer kezdépontjatél 10 m
tavolsagra lesz (a sebességet méter per masodpercenkéntben mérjiik)!

10.11.” Hatarozzatok meg az f(x) = —2x + 5 figgvénynek azt a primitivjét,
amely grafikonjanak csak egy kézos pontja lesz az y = 2 egyenessel!

10.12.” Hatarozzatok meg az f(x) = x + 1 fliggvénynek azt a primitivjét,
amely grafikonjanak csak egy k6zos pontja lesz az y = —4 egyenessel!

MSMETLG GYAKORLATOK IS

10.13. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) cos®x — cos 2x = sin x; 3) (sin x — cos x)> = 1 + sin x!

V3

2) cos2(2+ x) —cos’2n—x) = —;
2 2

10.14. Hatarozzatok meg a fliggvény értelmezési tartomanyat:
1

1) f(x) = (5-2x)3 +log, (x* + 2,5x);
2) f(x) =vV4-x* +log,,(1-x)!

11. A gorbevonalu trapéz teriilete.
Hatarozott integral

Vizsgaljuk meg az f fliggvényt, amely folytonos az [a; b] intervallu-
mon, és ezen az intervallumon nem negativ értékeket vesz fel. Az f
fliiggvény grafikonjaval és az y =0, x = a és x = b egyenesekkel hatarolt
alakzatot gorbevonalul trapéznak nevezzik.

A 11.1. 4bran a gérbevonalt trapéz példai lathatok.

11.1. abra

y
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58 2. §. Integral és alkalmazasa

Vizsgaljuk meg a goérbevonalud trapéz teriletének kiszamitasara
szolgalé tételt.

11.1. tétel. Azy =f(x) fiiggvény ésazy=0,x=a ésx=>b (a <b)
egyenesek dltal hatarolt gorbevonalu trapéz S teriiletét a kévet-
kez6 képlettel szamithatjuk ki:

S=F(b)-F(a),
ahol, F az f fiiggvény primitivje lesz az [a; b] intervallumon.

1. feladat. Hatarozzatok meg az alakzat S teriiletét, amely az
f(x) = sin x figgvény grafikonja, és amelyet az y=0, x =§ bs x="
egyenesek hatarolnak!

Megolddas. A11.2. dbran gorbevonalu trapéz lathaté, amelynek
meg kell hatarozni a teruletét.

Az f(x) = sin x fuggvény egyik primitivje a {g, g} intervallumon az
1
F(x) =—cos x lesz. Ekkor S = F(E) - F(EJ = —cos X +cost ==,
2 3 2 3 2

Felelet: —. <

1
2
Yy y=4x — x?

A
Y y = sinx %\
o

<
I [
R R
0 n T X —
3 2 0 y=0 4\«x
11.2. dbra 11.3. abra

2. feladat. Hatarozzatok meg az alakzat S teriiletét, amelyet az
f(x) = 4x — x” fliggvény grafikonja és az y = 0 egyenes hatérol!

Megoldds. Az f fliggvény grafikonja az y =0 egyenest az x, =0 és
x, =4 (11.3. dbra) pontokban metszi. Ezért az alakzat, amelynek teri-
letét meg kell hatarozni, gérbevonald trapéz lesz, amelyet az f fliggvény
ésazy=0,x=0, x=4 egyenesek hatarolnak.

Az f fuggvény egyik primitivje a [0; 4] intervallumon az F(x) =

3
= 2x? —% lesz.
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11. A gérbevonalu trapéz teriilete. Hatarozott integral 59

Ekkor

3
S:F(4)—F(0):2-42—%:%.

Felelet: 3—32 |

Meghatarozas. Legyen az F az f fliggvény primitivje az I
intervallumon, az a és b szamok, ahol a < b az I intervallumhoz
tartozik. Az F(b) - F(a) kiillonbséget az f fliggvény [a; b] interval-
lumon 1év6 hatarozott integraljanak nevezziik.

Az f figgvény [a; b] intervallumon 1évG hatarozott integraljat igy

b
jeloljitk: [F(x)dx (olv.: integrél a-tél b-ig fx dx). Tehat,

[t@)dx=F®)-F@), (1)

ahol F' — az f fliggvény tetszbleges primitivje az [a; b] intervallumon.

Példaul az F(x)=x* fiiggvény primitiv fiiggvénye az f(x)=3x>
fiiggvénynek a (—oo; +0) intervallumon. Ekkor barmilyen a és b szam-
ra vonatkozdan, ha a < b, felirhaté a kovetkez§ egyenlség:

[8x*dx = F(b)- F(a) = b* - a.

Megjegyezziik, hogy az F(b) — F(a) kiilonbség értéke fuggetlen az
f fuggvény kivalasztasatoél. Valoban, az f fliggvény minden primitivje az
I intervallumon megadhaté G(x) = F(x) + C alakban, ahol C barmilyen
szam lehet. Ekkor:
G -G@)=F®B)+C)—=(F(a)+ C)y=F(b) - F(b).
Az (1) egyenléséget Newton—Leibniz képletének nevezziik.

b
Tehat az If(x)dx hatdrozott integral Newton—Leibniz képlettel

torténd kiszamitasahoz a kovetkezGk sziikségesek:

1) meghatarozni az f fliggvény barmely F primitivjét az [a; b] inter-
vallumon;

2) kiszamitani az F értékét az x = b és x = a pontokban;

3) meghatarozni az F(b) — F(a) kiilénbséget.

A hatarozott integral kiszamitasa soran az F(b) — F'(a) kilénbséget

F(x)| -val jellik.
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60 2. §. Integral és alkalmazasa

Alkalmazva ezt a jelolést, kiszamitjuk a kovetkezd integralt:

cosxdx.

o —a

n

¢ e T 1
J.cosxdx = smx| =sin——sin0 = —.
< 0 6 2

2
3. feladat. Szamitsatok ki: J‘(x4 +x% - 2)dx.
1

Megoldas:

Felelet: BE. |
15

A Newton—Leibniz-képlet lehetSséget ad a hatarozott integral és a
gbérbevonalu trapéz y = f(x) fuggvény és y =0, x=a és x=b (a < b) egye-
nesek altal hatarolt S terulete kozotti 6sszefliggés megallapitasara.

Felhasznalva a 11.1. tételt, felirhatoé:

S = jlf(x)dx

Ez a képlet adja meg a hatarozott integral geometriai értelme-
zését.

p |
¢ 1. Milyen alakzatot neveziink gérbevonall trapéznak?

2. Milyen képlettel szamithaté ki a gérbevonalu trapéz terilete?

3. Mit neveziink hatarozott integralnak?

4. irjatok fel Newton—Leibniz képletét!

5. Miben rejlik a hatarozott integral geometriai értelmezése?
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11. A gérbevonalu trapéz teriilete. Hatarozott integral 61

i!'?/ GYAKORLATOK s

11.1.° Hat4rozzatok meg a 11.4. dbran lathatd gorbevonali trapézok
terileteit!

A
y g
ol 12 «x

a

YA
y=x°
0 1 «x

b

7y \

— Y = cosx

(=]
ola
wl|a
no|a

Ay
|
[\
—
o
[\
-
]Y

c g
7 17/
y=e'
//1
-10] 1 «x 0
d

11.4. abra
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62 2. §. Integral és alkalmazasa

11.2.° Hatdrozzatok meg a 11.5 dbran lathaté gorbevonald trapézok
teriileteit!

11.5. abra

11.3.° Szamitsitok ki a hatdrozott integral értékét:

7 3
1) dex; 4) jsinxdx; 7) Id—x,
5 0 o2 X
8 % 10
dx dx
2) | dx; 5 ; 8) | 3
) J; ) '1':(:052 x ) _!‘ xZ
4
0 100 dx 3
3) | x*dx; 6) | —=; 9) | 3*dx!
J A J
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11. A gérbevonalu trapéz teriilete. Hatarozott integral 63

11.4.° Szamitsatok ki a hatarozott integral értékét:

n

1) ].22dx; 3) Tcosxdx; 5) jl-ex dx;
_ 0

2) J;xs dx; 4) jéd—x 6) jd—x'
1 ’ 1 xt 1 X

11.5.° Szamitsatok ki a gorbevonalu trapéz teruletét, amelyet a kovet-
kez6k hatarolnak:

1)az y=x"+ 1 parabola és az y =0, x =0, x = 2 egyenesek;
2) az y =cos x cosinusid és azy=0, x = —g, x = g egyenesek;

3)azy=—x gorbe és az y =0, x =—2 egyenesek;
4d)azy= 3 2x — x” parabola és az y = 0, x=—2, x = 0 egyenesek;

1
5)az y= 2— hiperbola és azy=0, x = v x = 2 egyenesek;
X

6) az y = 2x — x” parabola és az abszcisszatengely!
11.6." Szamitsatok ki a gérbevonalt trapéz terii-

letét, amelyet a kovetkezbk hatarolnak:
) YA
1)azy=x"—1parabola ésazy=0,x=2egye- ¢ 5
nesek; NN
2)y:—xz—4x, y=0,x=-3, x=—
3) y=—§, y=0,x=-4, x=-2!
X
11.7.° Bizonyitsatok be, hogy a 11.6. abran lat- >
haté szinezett gérbevonalu trapézok tertletei 0[ 12 X
egyenlGk! . . 11.6. abra
11.8." Szamitsatok ki a hatarozott integral érté- e
két:
-2 3
1) [(@x+4)da; 1) [(4x® — 4+ 3)dx;
o 1
2) [(3x* - x)dx; 5) [(x-38)"dux;
0 -2
.
3) I(4s'1nx + 2cosx)dx; 6) J(— - x) dx!

11.9.° Szamltsatok ki a hatarozott 1ntegra1 értékét:
1) j(1 5x*)dux; 3) J.(Zx ~1)%dx;

2) I(—2+2x—3x2jdx; 4) j( +—dev
1 X
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64 2. §. Integral és alkalmazasa

11.10.” Hatarozzatok meg a kovetkez6 vonalakkal hatarolt teruletet:

Dy=x,y=4 8 y=2"+2,y=x+4;
2) y =2x% y=2x; Ny=x"+2x+1,y=x+3;
Hy=e,y=1,x=2; 10) y =—x* + 2x, y = x%
4)y=é,y:1,x:1; 1) y=x", y=x%

X

4 x
S)y=—, y=4,x=4; 12)y=e",y=e,x=0;

x
6)y=x"—4x+5,y=5; 13)y=z,x+y=8;

X

Ny=2+x—x"y=2-x; 14)y:sinx,y:cosx,x:0,x=§!

11.11.”" Hatarozzatok meg az alakzat teriiletét, melyet a kovetkezbk
hatarolnak:
1) az y = &° fiiggvény grafikonja és az y = 8, x = 1 egyenesek;
2) az y = 0,5x” parabola és az y = —x egyenes;
3) az y = 4 — x” parabola és az y = 3 egyenes;
4) az y = 6 + x — x” parabola és az y = 6 — 2x egyenes;
5)azy=x"—4x+4 és az y = 4 — x* paraboldk;

3 .. .
6) az y = — hiperbola és az y = 3, x = 3 egyenesek;
x

7) az y = e fuggvény grafikonja és az y = e, x = 0 egyenesek;
5 . ,

8) az y = — hiperbola és az x + y = 6 egyenes!
X

11.12.” Az a mely értékeinél teljesiil a kovetkez6 egyenlGtlenség:

1) [(4-2x)dx <3, ahola>0; 2) | O,2xdx>119
0

, ahola >log . 6?
no,2 8o:

logy 26
11.13.”" Az a mely E-nél nagyobb értékeinél teljesiil a kovetkezs egyen-

16tlenség: j(iz + 1) dx >1,5?
1 X
2

11.14.* Az a mely értékeinél lesz az y = x*, y = 0, x = a vonalakkal hatérolt
alakzat teriilete 9-cel egyenl6?

11.15.% Az a mely értékeinél lesz az y = 2x°, y = 0, x = a vonalakkal ha-
tarolt alakzat tertilete 8-cal egyenls?
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MSMETLG GYAKORLATOK I

11.16. Szamitsatok ki a kifejezés értékét:
1 2 3
1) (470 _20,5)(4—0,25 +(2\/§)3); 3) \/(\/g_g) _:{/[§_\/g) !

2
(Vz-3) +246.
(V6 +1)(V6-1)”
11.17. Hat4rozzatok meg az x° — 3x < 4 egyenl6tlenség egész megolda-
sainak az 6sszegét!

2)

E%@ AZ ERTELMEVEL MEGELOZTE AZ EMBERISEGET HE

Ezekkel a dicsérd szavakkal jellemzik Isaac Newtont, a hires angol
tudoést, fizikust és matematikust. A tudomanytorténet Newton mellett
egy nagy német tudést, Gottfried Wilhelm Leibnizt is szamon tartja, aki
a filoz6fiaban, a matematikaban a joggyakorlatban, a logikaban, a tor-
ténelemben és a politikatudomanyban is nagyot alkotott. A két hires
tuddésnak jelentls eredményei vannak a differencialszamitasban és az
integralszamitasban, 6k alkottak meg a derivalt és az integral fogalma-
kat.

Gottfried Wilhelm
Leibniz
(1646-1716)

Isaac Newton
(1643-1727)
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Erdemes megjegyezni, hogy Newton és Leibniz akkor alkottak meg
az elméleteiket, amikor a szdmunkra mar kézismert fogalmak még
egyaltalan nem léteztek, vagy nem voltak még pontosan értelmezve.
Prébaljatok elképzelni egy olyan matematika tankonyvet, amelyben még
nem szerepelnek a kovetkezd fogalmak: halmaz, fiiggvény, valdés szam
stb. A tobbi k6zott a ma hasznalt jeloléseket még egyaltalan nem is al-
kalmaztak. Néhanyat éppen Newtonnak és Leibniznek sikertlt kitalal-
nia, altalanositania és az igényekhez alakitania. Példaul Leibniz jelolte
a szorzasi muiveletet egy ponttal (elStte a kovetkezd szimbélumokat
hasznaltak: [_] x, *, M), az osztdsi m{iveletet kett&sponttal (elétte gyak-
ran D betlvel) jelolte, Newton alkalmazta elGszor a hatvany jelolésére

az a" képletet az n egész és tort értékekre is, az Jx jelolést altalanosi-
totta az Yx-re is. A fiiggvény kifejezést és az integral J. jelét elGszor

Leibniz munkaiban talaljuk.

Altaldban a matematika térténete két korszakra oszthaté: a derivalt
és az integral megjelenése elGttire és az azt kovetore. Newton és Leibniz
eredményei lehet6vé tették a tuddsok szamara, hogy gyorsan és konnyen
megoldhassak azokat a feladatokat, melyeket elGtte megoldhatatlanok-
nak tekintettek.
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2. SZAMU FELADAT. ELLENORIZD MAGAD TESZTELESSEL!

1. A kovetkezd fiiggvények koziil melyik lesz primitivje az f(x) = x
fliggvénynek?

4

5 5
NF@=4 B)Fx)="3 COF@=+; D) F@x)=""
2. A kovetkezb esetek koziil melyikben lesz az F fliggvény primitivje az
f figgvénynek?
A) f(x) = sin x, F(x) = cos x; C)fx)=x, F(x)=1;
B) f(x) = 2", F(x)=2"In 2; D) f(x) = cos x, F(x) = sin x.

3. A kévetkez6 fliggvények koziil melyik lesz az f(x) = 15 primitiv figg-
X
vényének altalanos alakja a (0; +o0) intervallumon?
A) —i; B) —i+c; C) —@w; D) —3i+c.
x

4. A kovetkez6 fuggvények kozil melyik lesz az f(x) = — pr1m1t1v fugg-

vénye a (—o°; —1] intervallumon?
A)F(x)=-1-1n x; C)F(x)zl—ln(—x);
B)F(x)=1lnx+1; D) F(x)=1ln (—x)—1.

5. Nevezd meg az f(x) = e — 4x° primitiv fiiggvényét a (—oo; +00) inter-

vallumon!
x+1

Ae+C, B)e—1222+C;, )% 1—x4+C; D) e —x'+ C.
x+

6. Az F fuggvény primitiv figgvénye az f(x) = x — 3 fliggvénynek. A kévet-
kezd pontok kozll melyik fog illeszkedni az F fuggvény grafikonjara,
ha F(2)=5?

A) (05 8); B) (-2; 17); C) (1; 5,5); D) (4; 4).

7. A kovetkez6 fuggvények kozill melyik lesz az f(x) = 7" fliggvény pri-

mitivje?

A) F(x)= l7x7; C) F(x) =T
B)F(x)=7InT7; D) F(x)= ™
x+1

3
8. Szémitsdtok ki az [*°dx integrélt!
0

A) 27 B)9; Q) 6; D) 3.
5
d
9. Szamitsatok ki az I—f integralt!
1X

A) 0,2; B) 0,8; C)-0,2; D) -0,8.

2
10. Szamitsatok ki az J- sinxdx integralt!

¥

A) 0; B) 1; C) 2; D) -1.
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68 2. §. Integral és alkalmazasa

11. Szamitsatok ki a rajzon lathaté szine- vk =241
zett alakzat teriiletét! 2
N 01 NS
3 1
1
B) —; D) 2. -
3 0 1 x
4 4
12. Szamitsatok ki az [ (f(x)+1)dax integral értékét, ha [ f(x)dx =2!
-1 -1
A) 3; B) 5; Q) 7; D) 9.

13. Az abran az y = f(x) fuggvény grafi- y=f(x) ¥
konja lathat6. Hatarozd meg a kovet-

kezd kifejezés értékét! 1

0 4

J'f;(x)dX—‘[f'(x)dx. /—6 0| 4\ »

-6 0

A) 0; O 1;

B) 2; D) nem allapithat6 meg.

14. Szamitsatok ki az abran lathat6 Yh y-cosx

szinezett rész teriiletét!

AL C) é;
6 2 X
1 -

B) J; D) 1. -1 of =z N

15. Hatarozzatok meg a gérbevonald trapéz teriiletét, melyet a kovetkezd
vonalak hatdrolnak: y=6x—x%, y=0,x=1, x = 3.

A) 122; B) 142; ) 142, D) 152,
3 3 3 3

16. Melyik integralnak lesz az értéke az abran lathaté besatirozott rész

tertilete?
4 x 4 x y= \/;
A) J:de, C) '([(\/; - E) dx;

B) Ix/;dx; D) i(g—\/;)dx. =10

17. Szamitsatok ki az y = %, y = 2 — x grafikonjaik altal hat4rolt sikidom
teruletét!
A) 3,5; B) 4; C) 4,5; D) 5.

18. Az a mely értékénél fogja az x = a egyenes két egyenls részre oszta-

<
Il
|8
[T\ P,

X

. 10 , , .
niaz y= 10 ésaz y=0, x=2, x=8 egyenesek altal hatarolt alakzat
X

tertletét?
A) 4; B) 5; C) 10; D) nincs ilyen értéke.
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A 2. paragrafus dsszefoglalasa 69

Y

[

Primitiv
Az F figgvényt az f figgvény primitiv fliggvényének (vagy roviden
primitiviének) nevezziik az I intervallumon, ha minden x € I esetére
teljestil a kovetkezb egyenldség: F'(x) = f(x).

A primitiv fuggvény alaptulajdonsaga
Ha az F fliggvény primitiv figgvénye az f-nek az adott I intervallu-
mon és C barmilyen szam, akkor az y = F(x) + C szintén primitivje
lesz az f figgvénynek az I intervallumon.
Az f fuggvény barmely primitiv fliggvénye az I intervallumon meg-
adhaté az y = F(x) + C alakban, ahol a C valamely szam.

Hatarozatlan integral
Hatarozatlan integralnak nevezzik az y = f(x) fliggvény primitiv
fliggvényeinek az 6sszességét az I intervallumon és If(x)dx-szel
jeloljuk.

A primitiv fuggvény meghatarozasanak szabalyai
Ha az F és a G fuggvények megfelelGen az f és g fliggvények primi-
tivjei az I intervallumon, akkor az y = F(x) + G (x) figgvény az
y = f(x) + g(x) figgvénynek lesz a primitivje.
Ha az I'intervallumon az F figgvény primitivje lesz az f fliggvénynek
és a k barmely szam, akkor ezen az intervallumon az y = kF (x)fiigg-
vény primitivje lesz az y = kf(x) figgvénynek.

A gorbevonalu trapéz teriilete
Az y=f(x) fuggvény ésazy=0, x=a és x=b (a < b) egyenesek altal
hatarolt gorbevonalu trapéz S teruletét a kovetkezd képlettel sza-
mithatjuk ki: S = F(b) — F(a), ahol az F az f fuggvény primitivje lesz
az [a; b] intervallumon.

Hatarozott integral
Legyen az F az f fuggvény primitivje az I intervallumon, az a és b

szamok, ahol a < b, az I intervallumhoz tartoznak. Az F(b) — F(a) ku-

lonbséget az f fliggvény [a; b] intervallumon 1év6 hatdrozott integralja-

b

nak nevezziik és jf(x)dx-szel jeloljiik.
Newton-Leibniz-képlet
b
Az J-f(x)dx = F(b)- F(a), ahol F barmilyen primitiv figgvénye az

f fuggvénynek az [a; b] intervallumon.
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A KOMBINATORIKA
ALAPJAI,
VALOSZINUSEGSZAMITAS /2 [0
, ES MATEMATIKAI B
STATISZTIKA

Ebben a paragrafusban megismerkedtek kulénb6z6 halmazok elemei szama-
nak kombinatorikai médszerrel térténd meghatarozasaval, amelyeket megadott
szabalyok szerint alakitanak ki; a véletlen események valésziniségének
klasszikus meghatarozasaval; megismeritek a matematikai statisztikat — azt
a tudomanyt, amely az adatok gydjtésével és annak feldolgozasaval és elem-
zésével foglalkozik.

12. Az 6sszeg és a szorzat kombinatorikai szabalyai

Az osztalytarsaitok az étkezdében hanyféleképpen tudnanak sorba
allni? Hanyféleképpen valaszthaté meg az osztalyotokban az osztalyel-
nok és a helyettese? Hanyféleképpen lehetne kiosztani a futball-vilag-
bajnoksagon az arany-, eziist- és bronzérmet?

Ezekre a kérdésekre valaszolva meg kell hatarozni, hogy az adott
szabalyok szerint hany kiilonb6z6 kombinacié 1étezik egy véges elem-
szamu halmazban. A matematikdnak azt a fejezetét, amely a hasonld
feladatok megoldasaval foglalkozik, kombinatorikanak nevezik.

A legtobb kombinatorikai feladatot két szabaly alkalmazasaval lehet
megoldani: az ésszeaddasi és a szorzasi szabdly segitségével.

Vizsgaljuk meg a kovetkezd feladatot. A turista 5 Herszon kérnyéki
és 7 karpataljai turistautvonal fel6l érdeklfdik. Allapitsuk meg, hany-
féleképpen tudja megszervezni a munkahelyi szabadsagat, ha csak egy
ilyen utazasra van ideje!

Mivel 6sszesen 5+ 7 =12 kiilonbo6z6 eset lehetséges, ezért egyet ki-
valasztani ezek koziil 12-féleképpen tud.

Tehat az 6sszes Gtvonal szamanak meghatarozasara ¢sszeadtuk a
herszoni utak szamat a karpataljai utakéval. Ezt a médszert kombina-
torikal 0sszeadasi szabalynak nevezzik.

Most térjunk vissza az Gtvonalak kivalasztasahoz. Ha a turistanak
két utazasra lesz ideje, és elGszor Herszon kérnyékére, azutan Karpat-
aljara szeretne utazni, akkor a nyaralasat 35-féleképpen toltheti el.
Valéban, ha az els6 utazasat kivalasztja Herszon térségébe, akkor ehhez
7 kilonbo6zb karpataljai itvonalat valaszthat. Mivel 5 Gtvonal kozil
valaszthatja ki a Herszon megyei utazast, ezért a parok szama (herszo-
ni utvonal; karpataljai itvonal) egyenlé 7+ 7+ 7+ 7 + 7, vagyis
7 - 5=235. Az ilyen médszert kombinatorikai szorzasi szabalynak
nevezzik.
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12. Az Osszeg és a szorzat kombinatorikai szabalyai 71

Ezt a gondolatmenetet a kévetkez6 tablazat szemlélteti.

Karpataljai itvonalak
1 2 3 4 5 6 7
L1 G 52) 1 (053) | (0;4) | (;5) | (;6) | (1,7
21 &) | (Z2) | (Z3) | (49 [ (Z5) | (6) [ (D
(1) | (352) | 33) [ (354) | (35 [ (356) | (357
41D (B2 | B3 | By [ D) | (16 [ (5D
S 1 G | (552) | (5:3) | (554) | (555) | (5;56) | (557)

Herszon kor-
nyéki utvonalak

1. feladat. Hany haromjegyd szamot lehet 6sszeallitaniaz 1, 2, 3
szamjegyekbdl ugy, hogy minden szamban a szamjegyek kiilonbozbek
legyenek?

Megoldds. Az els6 szamjegye az ilyen haromjegyd szdmnak bar-
melyik szam lehet az 1, 2 vagy 3 szambdl. Tehat 3 eset lehetséges.

Mivel ebben a haromjegy(i szamban a szamjegyeknek kiilonb6zéknek
kell lennitik, ezért barmilyen is legyen az elsG szamjegy, a masodik mar
csak a maradék két szamjegy koziil lehet az egyik. Tehat az els§ szam-
jegy mindharom lehetséges szamjegyéhez a maradék két szamjegy koziil
valaszthatunk masodik szamjegyet. A szorzési szabalyt alkalmazva azt
kapjuk, hogy az elsé két szamjegyét a haromjegyd szamnak 3 - 2=6
modszerrel lehet kivalasztani.

Mivel a haromjegyl szam minden szamjegyének kiillonb6ézének kell
lenni, ezért a szam els6 két szamjegye egyértelmilien meghatarozza a
harmadik szamjegyet is. Ezért az 1, 2, 3 szamjegyekbdl 3 - 2 - 1 = 6 kii-
16nb6z8 haromjegyd szdmot alakithatunk ki Ggy, hogy a szdAm minden
szamjegye kiilonbo6zd legyen.

Felelet: 6. 4

Az els6 feladat megoldasa soran szukség volt a 3 - 2 - 1 szorzat kisza-
mitasira. A kombinatorikdban az egymast kovetd természetes szamok
szorzatat 1-t6l n-ig igen gyakran kell meghatarozni. Ennek a szorzatnak
kiilén neve van, a ,faktorialis”, a jel6lése

nl=1-2-3-...-n
(az n!-t 4gy olvassuk, hogy en faktorialis).
Példaul: 3!=1-2-3-=6, 5!1=1-2-3-4-5=120.

2. feladat. Az informaciévédelem miatt a szamitégépeken jelsza-
vakat alkalmaznak — latin bet(k sorozatat 3-t61 5 karakterig (a jelszéban
lehetnek egyforma betik is). Hany kiillonb6z6 jelszo készithet§ a latin
abécé 26 betljének felhasznalasaval?

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



72 3. §. Akombinatorika alapjai, valészinliségszamitas és matematikai statisztika

Megoldds. Vizsgaljunk meg harom betlbdl allé kiillénbo6z6 jelsza-
vakat. Az els6 karakternek barmilyen bet(lt valaszthatunk. Tehat 26
lehetdség van. Hasonl6an a masodik és a harmadik karakter is 26-féle
lehet. Alkalmazva a szorzasi szabalyt, 26° harombet(s jelszot kaphatunk.

Hasonléan gondolkodva megéllapithaté, hogy négybetfis jelszébél 26*
lehet, 6tbet(isb8l pedig 26°.

Tehat az 6sszeadasi szabalyt alkalmazva megkapjuk, hogy az 6sszes
jelszb szama 26° + 26* + 26° lesz.

Felelet: 26°+ 26"+ 26°. <

P -

1. Hozzatok fel példakat olyan feladatokra, amelyeknek a megoldasaval a kom-
binatorika foglalkozik!
2. Mit neveziink a szam faktorialisanak? Hogyan jel6ljik?

/1
AL /GYAKORLATOK [

12.1.°A varosbdl B varosba 4 tGtvonal vezet, B varosbdl C-be pedig 3 tt
(lasd a 12.1. abrat). Hanyféleképpen lehet eljutni A varosbél C-be?

12.2.° A hegy cstcsdhoz 5 dtvonal vezet.
Hanyféleképpen tud a hegymaszé feljutni

a hegyre, és onnan le? Adjatok meg arraaz A B C
esetre is a valaszt, ha a hegymasz6 felfelé
és lefelé kiilonb6zd ttvonalon akar eljutni!

12.3.° Az étkezdében 3 elsd, 6 mésodik és 5
harmadik fogast lehet valasztani. Hanyfé-
leképpen rendelhetd egy haromfogasos ebéd
(mindegyik meniibdl csak egyet-egyet)?

12.1. dbra

12.4.° Hany otjegy( szam képezhetd az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyekbdl tgy,
hogy a szamjegyek kiilonb6zbek legyenek?
12.5.° Hany négyjegyd szam irhat6 fel az 1, 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl?

12.6.° Hany olyan haromjegy{ szam létezik, amelyekben a szdmjegyek
paratlanok?

12.7.° Vizsgaljunk meg kétbetiis szétagokat, amelyekben az elsS beti
massalhangz6, a masodik pedig maganhangz6. Hany ilyen szotag
képezhet(§ a kovetkezd sz6 betdibdl:
1) sabla; 2) sarovari?
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12.8." Akosarban 10 alma és 7 kérte van. Anti kivalaszt egy almat vagy
egy kortét. Ezutan Maxim is kivalaszt egy almat vagy egy kortét.
Melyik esetben van tobb valasztasi lehet6-
sége Maximnak: ha Anti almat valasztott, M
vagy ha kortét?

12.9." A 12.2. abran azok az ttvonalak 4 B
vannak abrazolva, melyek A varosbdl B
varosba vezetnek. Hanyféleképpen lehet
eljutni A varosbol B varosba?

12.10." A kavézéban 3 kiilonbozs salatabol,

6 huskészitménybdl és 5 desszerfélébdl 12.2. abra
lehet valasztani. Hanyféleképpen valaszt-
haté ebéd, ha két kiilonbo6zd ételfélét akarunk ebédelni?

12.11." Hanyféle 6tjegyi szdm képezhetd az 1, 2, 3, 4, 5 szdmjegyekbdl,
amelyekben a szamjegyeknek kuilonbozéeknek kell lennitk, és igy
kell kezdGdnitik:

1) 1-es szammal, 2) 34-gyel?

N

12.12." Hany négyjegyd szdmot irhatunk fel a 0, 1, 2, 3, 4, 5 szamje-
gyekkel?

12.13." Hany olyan haromjegy{ szam létezik, amelyeknek minden
szamjegye paros?

12.14." Hany olyan hétjegy( telefonszdm létezik, amely nem 0-val
kezdddik?

12.15." A pénzérmét 4-szer dobjuk fel. Hanyféle fejbésl és irdsbél allo
kiilonb6z6 sorozatot kaphatunk?

12.16." A jatékkockat 3-szor feldobjuk. Hanyféle kiilonb6z8 sorozatot
kaphatunk a dobott pontszamokb6l?

12.17." Hany haromjegy( paros szam irhaté fela 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6 szdm-
jegyek felhasznalasaval?

12.18." Hany haromjegy{ paratlan szam irhat6 fel a 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6
szamjegyek felhasznalasaval?

12.19." Hany otjegy(i kiilonboz8 szdmjegyekbdl 4116 szam irhaté fel a
0, 1, 2, 3, 4 szamjegyek felhasznalasaval?

12.20." Hany 6tjegyd kiilonbézs szamjegyekbsl 4llé paros szam irhaté
fel az 1, 2, 3, 4, 5 szamjegyek felhasznalasaval?

12.21." Hany 5-tel oszthaté 6tjegy(i szdm létezik?
12.22." Hany 25-tel oszthaté hétjegyd szam l1étezik?
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12.23.* A koényvesboltban 4 kiilonbozd kiaddsu Eneida, 3 kiilonbozd
kiadasu Natalka Poltavka és 2 kiillonb6z6 kiadasu Moszkovita boszor-
kdny c. konyv talalhat6. Ezenkiviil 5 kiilonb6z6 kényv, melyekben az
Eneida és a Natalka Poltavka is megtalalhaté, és még 6 olyan konyv,
amelyekben a Natalka Poltavka és a Moszkovita boszorkdny is meg-
talalhat6. Hanyféleképpen lehet gy bevasarolni, hogy mindharom
minek egy-egy példanyat vegylik meg?

12.24.* Hany olyan hétjegy(i szdm létezik, amelyekben a szdmjegyeknek
azonos a parossaga?

%METLG GYAKORLATOK IS

12.25. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) V2,lx+1=x-1; 4) 2Jx-2=4x-2+15;
2) 2x +/3x -2 = 3; 5) V3x+1-Jx-1=2;
3) Va® +8 +x® +8 = 6; 6) V2x +1++/x = 5!

12.26. Hatarozzatok meg az egyenlGtlenség legnagyobb egész megol-
dasat:

x*+3(3-x) -13<0!

13. Permutaciok. Variaciok. Kombinaciok

Zoli, Ilike, Jani bementek az iskolai biifébe. Hanyféleképpen tudnak
ott sorba 4llni? Erthetd, hogy 6 lehetdség lesz.

Zoli, Ilike, Jani Ilike, Jani, Zoli Jani, Zoli; Ilike

Zoli, Jani, Ilike Ilike, Zoli, Jani Jani, Ilike, Zoli

Nézziink még egy példat.

A napi érarend 7 tanérat tartalmaz. Hanyféleképpen lehet elkészi-
teni a napi érarendet, hogy mind a 7 6ra kiilonb6z8 legyen. Masképpen
fogalmazva, hany permutécidja van a 7 tanéranak?

A hasonl6 feladatokat a permutaciok szama meghatarozasanak
nevezzlk. Az n elembdl keletkez8 permutaciok szamat P -nel jeldljiik.
Barmilyen természetes n-re teljesiil a kévetkezd egyenlGség:

P =n! (1)

Tehat harom gyerek 3! = 6-féle mdédon allhat sorba, és a 7 6rabdl
készithet§ 6rarendek szama: 7! =5 040 lesz.
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1. feladat. Hanyféleképpen allhat 5 gépkocsi egymas utan sorba?
Megoldas. Ebben a feladatban az 5 elem permutacidéinak a szamat

kell meghatdrozni. Az (1) képletet alkalmazva kapjuk: P, = 5! = 120.
Felelet: 120. <

Megvizsgalunk néhany tipusfeladatot.

2. feladat. A FIFA' szabdlya szerint a futball-vildgbajnoksagon
32 csapat vesz részt. Hanyféleképpen lehetne az arany-, eziist- és bronz-
érmet kiosztani a csapatok kozott?

Megoldds. Az elsd helyezett lehet barmelyik csapat a 32 kozil, a
masodik pedig a maradék 31 csapat kozil egy, a harmadik pedig bar-
melyik a fennmaradé 30 koziil. A szorzasi szabaly alapjan a lehetséges
helyezettek sorrendje 32 - 31 - 30 =29 760.

Felelet: 29760. <

A feladat megoldéasa soran megallapitottuk, hanyféle variaci6 létezik
a 3 dobogés hely mindegyikére, ha 32 csapat kozul kell valasztani. Ezt

Az n elem k-adik osztalya 6sszes lehetséges variacidéinak szamat
Afval (vagy Vnk-vel), a francia arragement — varialni sz6 els6 betdjével
jelolik.

A gyGztes helyezettek elosztasaval kapesolatos feladat megolddsaként
kapott eredmény lehetdvé teszi a kovetkeztetés levonasat, hogy
A2 =82.31-30=29760.

Altaldnositva barmilyen természetes n és k szamra, ahol k < n, tel-
jesil a kovetkezd képlet:

Al =n(n-1)(n-2)-....(n-k+1) 2)

A meghatarozas szerint gy tekintjuk, hogy 0! = 1. Ez a megallapitas
lehetGséget ad arra, hogy a (2) képletet a kovetkezbképpen irjuk at:

n!

kE _
A"_(n—k)!

Vizsgaljuk meg a kovetkezs két feladatot. Hanyféleképpen lehet a
30-as létszam osztaly tanuléi koziil megvalasztani az osztalyfelelGst és
a helyettesét? Hanyféleképpen valaszthaté ki ebbdl az osztalybol két
ugyeletes?

! Labdartgé Szovetségek Nemzetkozi Foderdcidja
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Az els6 kérdésre a vilasz marismert: A2. Ahhoz, hogy vélaszoljunk
a masodik kérdésre is, meg kell allapitani, hogy a 30 elemd halmazbdl
hanyféleképpen valaszthat6 ki egy 2 elemd halmaz. Ilyen esetekben azt
mondjuk, hogy meg kell hatarozni a 30 elembdl a masodosztalyd kom-
binacidk szamat.

Az 6sszes lehetséges kombinacidk szdmat n elembdl k-elemig C*-val
jeldljik, a francia combinaison — kombinacié szd elsé betlije nyoman.

Tehat a naposok kivalasztasanak szamat meghatéarozo feladat igy is
megfogalmazhaté: mennyivel egyenls CZ ?

Bebizonyithaté, hogy igaz a kovetkezd képlet:

® n!

n (n-k)Ek! @)

3. feladat. Akoérvonalon megjel6ltek 8 pontot. Hany olyan harom-
szog létezik, amelynek a csicsai ezek a pontok lesznek?

Megoldds. A haromszogek keresett szama a 8 elembdl 3 kivalasz-
tasat ad6 kombindci6 szama adja. A (3) képletet alkalmazva kapjuk:
S
Felelet: 56 haromszog. <

P -

1. Milyen képlettel szamithato ki n elem permutaciéinak a szama?

2. Milyen képlettel szamithaté ki n elem k-adik osztalyu variacidinak szama?

3. Milyen képlettel szamithato ki n elem k-adik osztalyd kombinacidinak a sza-
ma?

AL /GYAKORLATOK [

13.1.° Hanyféleképpen rakhaté fel a konyvespolcra 7 kiilonb6z8 konyv?

13.2.° Az iskoldban 20 osztaly és 20 osztalyfénok van. Hanyféleképpen
oszthaté el az osztalyfénokség a 20 tanitd kozott?
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13.3.° Hanyféleképpen tiilhet be 5 személy a gépkocsiba, ha mindegyik
tudja vezetni az autét?

13.4.° A futballcsapat 11 jatékosbdl 4ll, ki kell valasztani a csapatkapi-
tanyt és helyettesét. Hanyféleképpen végezhets ez el?

13.5.° A 15 tagu bizottsdgnak meg kell vdlasztania az eln6két, a helyet-
tesét és a titkart. Hanyféleképpen lehet ezt megtenni?

13.6.° A 9. osztdlyban 12 tantdrgy van. A napi érarendben 6 6ra van.
Hanyféleképpen készithetd el a napi érarend, hogy mind a 6 éra
kiilénbo6z6 legyen?

13.7.° Az Eurépa-bajnoksag dontdjébe 16 csapat kerult. Hanyféleképpen
oszthaté ki kozottik az arany-, eziist- és bronzérem?

13.8.° Az osztélyba 32 tanulé jar. Kettesével fényképet cserélnek. Hany
fényképet osztottak szét?

13.9.° A matematikat elmélyitett szinten oktatd osztalyban 29 tanuld
tanul. Hanyféleképpen alakithaté ki egy 6ttagt csapat a matematikai
versenyre?

13.10.° Adott egy szabélyos n szog. Hany olyan négyszog létezik, amely-
nek csucsai ennek az n szognek is a cstcsai?

13.11.° A sikban 10 pont van gy elhelyezve, hogy barmelyik harom nem
fekszik egy egyenesen. Hany olyan hiromszog létezik, amelyeknek
ezek a pontok a csucsai?

13.12." Hany hatjegy( szam képezhets az 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 szdmjegyek-
bél, hogy a szamjegyek ne ismétlédjenek, és a szélsd szamok parosak
legyenek?

13.13." 20 munkés kozétt 7 kémiives van. Hanyféleképpen alakithatok
5 tagu brigadok koéziilik ugy, hogy ezekben pontosan 2 kémives
legyen?

13.14." Az iskolai sorsjegyhez 100 jegyet készitettek, amelyek koziil 12
a nyerS. Az els6 tanuld kihuzott 10 szelvényt. Hanyféle valasztési
lehetdsége van, ha pontosan 3 nyerd szelvényt akar kihtzni?

13.15.” Az egyenesen 12 pont van, a vele parhuzamos egyenesen pedig
7 pont. Hany olyan haromszog 1étezik, amelyek csticsai ezek a pontok
lesznek?

13.16.” Az egyenesnek és a kérvonalnak nincs k6z6s pontja. A kérvonalon
bejeldltek 9 piros pontot, az egyenesen pedig 15 kék pontot. Adott,
hogy egyetlen két piros pontra illeszkedd egyenes sem tartalmaz kék
pontot. Hany olyan haromszog létezik, amelyek csticsai ezek a pontok
lesznek?
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13.17. A nadrag az ingnél 30%-kal dragabb, a zakénal pedig 22%-kal
olcsobb. Hany szazalékkal olcs6bb az ing, mint a zak6?

13.18. Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:

log, 7 log; V13 , 18 .
1) 3 €1 + 498 5 3) 510?,
2) log,144 —log, 4; 4) log,7-log, 4!

14. A véletlen esemény valoszinliségének
klasszikus meghatarozasa

Ahhoz, hogy meghatarozzuk valamelyik esemény bekiévetkezésének
a valdszinlségét, nem kotelez§ kisérleteket és megfigyeléseket végezni.
Elegendd az élettapasztalatra és a jézan észre hivatkozni.

1. feladat. Egy dobozban 15 bilidrdgolyé van, amelyek 1-t6l 15-ig
vannak megszamozva. Mennyi annak a valészinlisége, hogy a véletlentil
kivalasztott goly6 sorszama a 3 tobbszorose lesz?

Megoldas. Erthets, hogy ebben a kisérletben 15 egyenlé lehetdségt
eredmény lehetséges. Ezek k6zott 5 olyan van, amely kielégiti a feltételt:
vagyis amikor a 3, 6, 9, 12, 15 sorszamu golyét hizunk. Ezért annak a

1

valdszinlisége, hogy a 3 tobbszorosét huzzuk, egyenls lesz: B = 3

Felelet: l |
3

To6bb valdszinlségszamitasi feladat megoldasa a kévetkez6 pontok
szerint irhat6 le.
o A kisérlet soran n darab egyenl§ esélyd eredményt kaphatunk.
o Megvizsgalunk valamilyen A eseményt, ami m eredménnyel jarhat.
Ezeket kedvezd eseményeknek nevezziik.

o Az A esemény P(A) valdszinlisége a kivetkezsd képlettel szamithato
ki:

Py="
n

Ezt a definiciét a klasszikus valészinliség meghatarozasanak
nevezzik.
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2. feladat. Az iskolai versenyen Marika, Szandi, Andris és Dani
lettek a gydztesek. A jarasi versenyre viszont csak két tanulé kildhetd
a gy6ztesek kozil. Olyan dontés sziiletett, hogy sorsolassal dontik majd
el a jarasi csapat 0sszeallitasat. Mennyi annak a valdszinlsége, hogy az
iskolat egy fiu és egy lany fogja képviselni?

Megoldds. A sorsolas soran ki kell valasztani egy part, amely részt
fog venni a versenyen, a kovetkezd 6 egyenld esélyd parok kozil:

1) Marika és Szandi; 4) Szandi és Andris;
2) Marika és Andris; 5) Szandi és Dani;
3) Marika és Dani; 6) Andris és Dani.

Ezek k6zo6tt a parok kozott 4 olyan van, amelyik fiabdl és lanybdl all.
Tehat annak valdszinlisége, hogy az iskolat egy fiu és egy lany képvisel-
4 2

je: —=—.
) 6 3

Felelet: 2 <

Nézziink meg még egy példat.

Legyen a dobozban 9 z6ld goly6. Mennyi annak a valdszintsége, hogy
a véletleniil kivalasztott golyé z6ld lesz? Sarga lesz?

Az adatok alapjan barmilyen golyé6t is valasztunk ki, az zold szind
lesz.

Azt az eseményt, amely az adott korilmények k6zott mindenfélekép-
pen teljesiil barmilyen kisérletnél, biztos eseménynek nevezzik.

Az ilyen esemény valdszinlségét 1-nek tekintjuk. Masképpen fogal-
mazva, ha az A biztos esemény lesz, akkor P(A) = 1.

Tehat annak valészinlisége, hogy a véletlentl kivalasztott goly6 z6ld
lesz: 1.

Mivel a dobozban nincs egyetlen sarga goly6é sem, ezért a véletlentil
kivalasztott goly6 nem lehet sarga.

Azt az eseményt, amely az adott kériilmények kozott egyetlen alka-
lommal sem teljesiilhet, lehetetlen eseménynek nevezzik.

Az ilyen esemény bekiovetkezésének a valdszinlisége 0 lesz. Masképp
fogalmazva, ha az A — lehetetlen esemény, akkor P(A) = 0.

Ahhoz, hogy meghatarozzuk a véletlen esemény valészinliségét, meg
kell szamolnunk az 6sszes lehetséges esemény szamat, és a szamunkra
kedvezd eseményekét is.

Ezek a szamitasok gyakran a kiilonb6z6 kombinacidk szamanak
meghatarozasat jelenti, amelyet egy véges halmaz elemeivel végziink
adott szabalyok szerint, ezért a kombinatorikai szabalyok alkalmazasa
eredményes mddszer lesz nagyon sok valdszinliségszamitasi feladat
megoldasanal.
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3. feladat. Az lizletben a talcan 28 alma talalhaté — 15 sarga és
13 piros. A vasarlé 3 almat vasarolt, melyeket az eladé véletlenszeriien
valasztott ki. Mennyi annak a valdszintsége, hogy a kivalasztott almak
sargak lesznek?

Megoldds. Az eladd 28 alméabél 3-at C3, médon tudja kivalasztani.
Kiszamitjuk azt az esetet, amikor ezek kozott az esetek kozott mindha-
rom alma sarga lesz. Ekkor 15 alma kozil kell 3-at kivalasztania, amit
C} médon tud elvégezni.

Tehat a véletlen esemény A valészinlisége harom sarga alma kiva-
3

lasztasa lesz, az eredmény: P(A) = %
28

!
A C' = — ™ Yépletet alkalmazva kiszamithaté, hogy P(A) = —.
(n-k)IE! 36

Felelet: i |
36

P B

Milyen képletet alkalmaznak a véletlen esemény valészinliségének klasszikus
meghatarozasara?

Cl /GYAKORLATOK [

14.1.° Annak a valészintisége, hogy hibéas elektromos cikket vasarolunk
0,007. Igaz-e, hogy barmilyen 1000 elektromos cikk ko6zott 7 hibas
van?

14.2.° Annak valészintisége, hogy célbatalalunk 75% lesz. El6fordulhat-e,
hogy 100 16vés kozul 98-ban a célt eltalaljuk?

14.3.° A fibkban 8 kék és 12 piros ceruza van. Mennyi annak a valszin-
sége, hogy a véletleniil kivalasztott targy:
1) toll lesz; 2) ceruza lesz?

14.4.° A 2, 4, 6, 8 szdmjegyekbdl haromjegy szamot képeziink. Mennyi
lesz annak a valdszinlisége, hogy a kapott szam oszthaté:
1) 5-tel; 2) 2-vel?

14.5.° Mennyi annak a valészint(isége, hogy a matematika sz6 betliinek
felcserélgetésével a literatura szét kapjuk?
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14.6.°Az {1,2,3,4,5,6,7, 8,9} halmazbdl véletlenszertien kivalasztunk
egy szamot. Mennyi lesz annak a valészinilisége, hogy:
1) 2-vel egyenld; 4) 4 tébbszorose;
2) 5-tel egyenld; 5) nem osztodik ottel;
3) paratlan; 6) 11 tobbszorose?

14.7.° Mennyi lesz annak a valdszin(isége, hogy a tandr az osztdlyotokban
fiat hiv a tablahoz felelni?

14.8.° Mennyi annak a valészintisége, hogy a véletleniil valasztott két-
jegyld szam a 11 tobbszorose?
14.9.” Egy dobozban 17 kartya van, amelyek 1-t6l 17-ig vannak szamozva.

A dobozbdél talalomra huztak egy kartyat. Mennyi annak a val6szindG-
sége, hogy erre a kartyara a kovetkezd szam van felirva:

1) 12; 3) 3 tobbszorose; 5) kétjegyl szam,;
2) paros szam,; 4) nem oszthaté 5-tel;  6) torzsszam?

14.10." Egy dobozban 15 kartya van, amelyek 1-t6] 15-ig vannak szamoz-
va. Mennyi annak a valdszintisége, hogy erre a véletlentl kivalasztott
kartyara a kovetkezd szam van felirva:

1) paratlan; 3) nem oszthaté 2-vel és 3-mal sem?
2) Osszetett szam;

14.11.° A dobozban a kék, b sarga és c piros goly6 van. Mennyi annak a
valészinlisége, hogy a véletlenil kivalasztott golyo:
1) sarga; 3) nem piros?

2) kék;

14.12." A Mikulas zsakjaban n darab pliissmaci, m cukorka és £ mandarin
van. Mennyi annak a valdszinlisége, hogy a véletlenil kivalasztott
ajandék:

1) maci; 3) nem cukorka?
2) ehetd ajandék;

14.13." A polcon 12 fiizet van, amelyek kozil 5 négyzetracsos. Mennyi
annak a valésziniisége, hogy amennyiben kivalasztunk véletlensze-
rden 2 flzetet, az négyzetracsos lesz?

14.14.” Andris 40 darabos éremgy{jteményében kiilonb6zd orszagok-
bél szarmaz6 40 darab érem van, amelyek kozott 6 ukran. Andris
véletlenszerten kivalasztott 3 érmét koziliuk. Mennyi lesz annak a
valdszintsége, hogy mindharom ukran érme lesz?

14.15.” A dobozban 12 sarga és 15 kék goly6 van. Mennyi annak a va-

16szinlisége, hogy a véletlenszerten kivalasztott 6t goly6 sarga szind
lesz?
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14.16.” 1000 darab sorsjegyet készitettek, amelyek kozott 15 nyerd.
Mennyi annak a valészinlsége, hogy a véletlenszerlen kivalasztott
harom sorsjegy nyerd6?

14.17.” A fibkban ceruzak és tollak vannak. Tudjuk, hogy ceruzabdl 12-
vel kevesebb van, mint tollb6l. Hany ceruza van a fibkban, ha annak
valdszinlisége, hogy a kivalasztott targy:

1
1) toll lesz, g-dal egyenld; 2) ceruza lesz, E-dal egyenld?

14.18." Az ajandékkészletben 12 z6ld és néhany piros lufi van. Hany
piros lufi van ebben a készletben, ha annak a valdszinlisége, hogy a
kivalasztott lufi:

1) z6ld lesz, %-del egyenld;

. 2 4
2) piros lesz, g-del egyenld?

%METL@ GYAKORLATOK IS

14.19. A pontbdl a B-be az utat az egyik turista 3 éra alatt teszi meg,
mig a masik turista a B-bdl az A-ba 6 6ra alatt. Hany 6ra mulva ta-
lalkoznak, ha egyszerre indulnak egymas felé az A és B pontokbo6l?

14.20. Végezzétek el a szamitasokat, és az eredményt irjatok fel nor-
malalakban:

3,6-10°,

12.10*

15. A matematikai statisztika alapjai

Milyen példanyszamba kell kinyomtatni a 11. osztalyos Matematika
tankonyvet?

Erdemes-e az adott politikusnak indulnia a valasztason a polgarmes-
teri poziciéért?

Hany kilogramm halat és tengeri allatot eszik meg egy év alatt az
atlagpolgar Ukrajnaban?

Erdemes-e az adott énekes koncertjére kibérelni a stadiont?

Ezekre és mas ezekhez hasonl6 kérdésekre adja meg a valaszt a
statisztika.

Meghatarozas. A statisztika (latin status — allapot) —a valo-
sag szamszeri informacidéinak megfigyelésére, 6sszegzésére,
elemzésére és modellezésére iranyul6 gyakorlati tevékenység és
tudomany.

1) (2,6-10%)-(4,5-10°); 2)
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A statisztikai elemzés a kovetkezGkbdl all:

Adatok 6sszegyUjtése

v

Adatok feldolgozasa és
benyujtasa alkalmas formaban

v

Adatok elemzése

v

Kovetkeztetések és tanacsok

Vizsgaljuk meg mindegyik részt.

Az adatok O6sszegyujtése

Mar tudjatok, hogy a rossz szokasok, a nem rendes étkezés, a kevés
mozgassal jar6 életmdd sziv- és érrendszeri betegségek kialakulasahoz
vezet. Az orvosok ilyen kovetkeztetésre jutottak. Természetesen ehhez
nem vizsgaltak meg a F6ld minden emberét.

Tudjuk, hogy a vizsgalat véletlenszerii, am tomeges jellegd volt.

A statisztikdban azokat az elemeket, amelyek alapjan a kutatasokat
végzik, mintanak nevezzik.

Ebben az esetben a minta tébb millié emberbdl all.

Sziikséges annak megjegyezése, hogy a statisztikai kovetkeztetés,
amelyet csak a minta elemeibdl vonnak le, nem lesz mindig megbizhato.
Ha példaul valamely mlvész népszerliségét vizsgaljuk, és csak azokat
az embereket kérdezzik meg, akik a koncertjeire jarnak, akkor a kapott
eredmények nem lesznek objektivek, mert 6k azért mennek el a hang-
versenyre, mert az elGado tetszik nekik. A statisztikusok azt mondjak,
hogy a mintanak reprezentativnak kell lennie (a francia représenta-
tif — jellemzd).

Tehat az orvosok, amikor a sziv-és érrendszeri betegségek kockaza-
t1 tényezG6it kutatjak, akkor kiilonb6z6 kora és foglalkozasu, nemzetiségd
stb. személyeket vizsgalnak meg.

Tehat az adatok feldolgozasanak tomegesnek és reprezentativ mintd-
ra alapulénak kell lennie. Néha a minta megegyezik a kutatas céljat
biztosité alapsokasaggal. Az ilyen kutatas péld4dja lehet a kiilsé fugget-
len tesztelés ukran nyelvbdl.
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Az adatok megadasanak moédjai

Az informaéciét (az adatok halmaza) érdemes tablazatban, grafikonon
és diagramon tarolni.

Vizsgaljunk meg néhany példat.

1. példa. Eurovizids dalfesztival — nemzetko6zi konnytizenel musor.
A kovetkez tablazatban az ukrajnai el6addk névsora és eredményeik
lathaték a 2003—2018-as évek kozott.

By Eléads o e
2003 | Olekszandr Ponomarjov 14 30
2004 | Ruszlana 1 280
2005 | Grindzsoli 19 30
2006 | Tina Karol 7 145
2007 | Verka Szergyucska 2 235
2008 | Ani Lorak 2 230
2009 | Szvitlana Loboda 12 76
2010 | Aljosa 10 108
2011 | Mika Newton 4 159
2012 | Gajtana 15 65
2013 | Zlata Ohnyevics 3 214
2014 | Marija Jaremcsuk 6 113
2015 Nem wvettek részt rajta
2016 | Dzsamala 1 534
2017 | O. Torvald 24 36
2018 | Melovin 17 130

2. példa. A 15.1. abran altalanos adatok vannak az egyes fafajok
anyaganak siirtiségérdl (a fa tomegének és a térfogatanak aranya).

3. példa. A 15.2. dbran az lathatd, hogyan valtozott a vilag veze-
tékes telefonelSfizetdinek szama az 1997—2016 években.

4. példa. A kordiagramon (15.3. abra) a vilag népességének kon-
tinensenkénti eloszlasa lathato.
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Egerfa
HEEEEEEREEEE
Szantélfa
| | | |
Balzsamfa
'§ Mamut- NN
. fonvs
S LT[ [[]
i Vasfa
& EEEEEEEEER e,
Juharfa i
EEEEEEEREEEEE .
Szilvafa
) AR EEEn
Ciprusfa
/ / / /
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4
Faanyag siiriisége (g/cm?)
15.1. abra
1,3
1,26 1,25 1,25
1,23
1,24 1,25 NG 1,20
1,2
1,20 1,18
1,14
1.1 1,14

1,01

/
/ 0,98
0,9

Eléfizet6k szama, milliard

0,79
0,7
E o o 9 = N ®» ¥ 1B’ © k ® O O o N ® ¥ 0 ©
o & & & o 9o 9 o & © 9 9 & H oA oA =2 o = o
S &5 & S S S S & & S 5 & & o © © o © o ©
- = 2 & @ @ & & 8 & & § & 8 & & & & q& «
Evek
15.2. abra
0
7,7%0,5%
Ausztralia és Ocednia 576%
W Azsia
[
W Afrika 9,7/0
Eurdpa

1 Dél-Amerika 59,5%

W Eszak-Amerika

(beleszamitva Kozép-Amerikat és a
Karibi-medence orszdgait) 16,9%

15.3. abra
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A vizsgalat targyat képezd egységek Gsszességét, halmazat alapso-
kasagnak vagy statisztikai sokasagnak nevezziik. Az alapsokasag
és a minta kozotti 0sszefliggést a 15.4. abra illusztralja.

Alapsokasag

Minta

REAK,
e » m O

15.4. abra

A statisztika legfontosabb feladata az, hogy a minta elemzésének
alapjan véleményt mondjunk az alapsokasagrdl. Az 6sszegy(Ujtott ada-
tokat analizalva kiemeliink egy vagy tobb altalanos tulajdonsagot, ami
jellemezni fogja az alapsokasagot. Ha példaul a minta szamadatokat
tartalmaz, akkor a legnagyobb és a legkisebb érték kozotti kiillonbséget
a minta terjedelmének nevezziik. A minta fontos jellemzdje lehet még
a szamtani kozép, a median és a moédusz is.

Legyenek a minta elemei az x,, x,, ..., x, szamadatok.

A jelen minta kozépértékének azt a szamot nevezzik, amely egyen-
16:

X F X, et X

x= :
n

A kovetkezl tablazat példaul az ukrajnai iskoldasok eredményeit
tartalmazza a nemzetkozi matematikai versenyen a 2009-2019 évek

kozott (a didkesapat 6-nal nem tobb személybdl all).

Ev 2009 | 2010 | 2011 | 2012 | 2013 | 2014 | 2015 | 2016 | 2017 | 2018

Ermek
szédma

6 6 6 5 5 6 6 6 5 6

Az adott mintanak a kozépértéke egyenld:

6+6+6+5+5+6+6+6+5+6_£_
10 10

x= 5,7.
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Mivel évente csak 6 érmet lehet szerezni, ezért az 5,7-es atlag arrol
tandskodik, hogy Ukrajna csapata kellGképpen helyt 4llt ezen a nem-
zetkozl megmérettetésen.

Figyeljiink arra, hogy a minta szamtani atlagat csak abban az eset-
ben lehet meghatarozni, ha az adatok szamok.

Vizsgaljunk meg egy olyan mintat, amely olyan adatokbdl all, ame-
lyeket egymassal 6ssze lehet hasonlitani. Ha az adatok szama paratlan,
akkor névekv( sorrendben felirt elemek medianjanak nevezzik a ko-
zépen all6 adatot.

Példaul nagyon sok ukrajnai egyetemen a diakok osztalyozasa nem
szammal, hanem betilikkel torténik: A, B, C, D, E, F (A — a legmagasabb
osztalyzat, F'— a legalacsonyabb osztalyzat). Példaul 9 didk a legutébbi
vizsgan szerzett érdemjegye a kovetkezd mintat adja (a jegyek sorozata):

F,F,D,D,C,C,C, B,A.
Lathat6, hogy a kozépsé elem a C bet( lesz. Tehat a minta medianja
C érdemjegy.
Ha a minta elemeinek szama paros szam, példaul:
x, Sx, Sx, Sx, Sx <X,
akkor a medianjanak az x, vagy az x, elemei koziil barmelyiket tekint-

hetjik, vagyis az adott sor két kozépss elemei kozil az egyiket.

Példaul a fenti 9 didk jegyéhez hozzaadunk még egy E érdemjegyet,

akkor a kovetkezd sorozatot kapjuk:
F,F,E,D,D,C,C,C,B, A.

Lathaté, hogy a sorozat két kézépsé eleme a D és C. Tehat az adott
minta medianja a D és C lesz.

Figyeljetek arra, hogy az adott példdaban a median meghatarozasanal
a mintaelemek nem szamok voltak.

Ha a vizsgalt adatok szamok, akkor paros elemszam esetén a novek-
v6 sorrendben 1év6 minta medianjanak tekinthetjik a két k6zépsé elem
szamtani koézepét. Ha példaul a minta négy szamot tartalmaz:

1,2,3,17,

. c 2+3 C e
akkor e minta medianjanak a % = 2,5 -t tekintjlk.
Megvizsgaljuk a mintanak még egy jellemzGjét. Az adott minta mé-
duszanak azt az elemét nevezziik, amely leggyakrabban fordul eld
benne. Ha t6bb ilyen adat is van, akkor ezek k6ziil mindegyik médusza
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lesz az adott mintanak. Ha példaul a minta hat szambdl all: 1, 2, 2, 3,
3, 3, akkor a 3 lesz ennek a mintanak a médusza.

A kovetkezd tablazat az 1993—2018 évek kozotti nemzetkézi mate-
matikaverseny éremtablazatanak ukrajnai didkok altal elért eredmé-
nyeit tartalmazza:

Aranyérmek Eziistérmek Bronzérmek Erem nélkiiliek
szdma szdma szdma szdma
38 59 44 15

Az 59-es szam azt mutatja, hogy az ukrajnai versenyzdk leggyakrab-
ban eziistérmet szereztek. Az ezlistérmek szdma lesz a fenti adatok
moédusza.

'I) |
[
1. Mit neveziink a minta terjedelmének?

2. Mit nevezlnk a minta kozépértékének?
3. Magyarazzatok meg, mi lesz a minta medianja!
4. Mit neveziink a minta méduszanak?

v

Cl /GYAKORLATOK [

15.1.° irj atok fel azoknak a didkoknak a nevét, akiket a tanit6 a legutébbi
matematikadran a hazi feladatbél feleltetett! Mi az alapsokasag és a
minta abban a statisztikai kutatdsban, amely a hazi feladat ellendr-
zésének eredményeit tartalmazza?

15.2.° A szamitdgépes program, amely a statisztikai vizsgélatot mutatja
be, valamilyen egész szdmot ad meg —128 t6] 128-ig. Otszor futtatva
ezt a programot, a gép a kévetkezl eredményeket adta meg: 62, —15,
31, 103, —22. Az adott statisztikai vizsgalatban mi az alapsokasag?
Mi a minta? Hatarozd meg a minta terjedelmét!

15.3.° Az iskolaban megkérdezték a didkokat kedvenc tantargyukrol.
Milyen statisztikai jellemzét (terjedelem, k6zépérték, median, médusz)
lehet meghatarozni az 6sszegy(jtott adatok alapjan?

15.4.° A konny(ipari cég felkérésére kutatast végeztek, amelynek ered-
ménye a ruhak méretének nemzetkozi szabvanya ( XS, S, M, L, XL,
XXL, XXXL). Milyen statisztikai jellemz6t (terjedelem, kozépérték,
medidn, médusz) lehet meghatarozni az 6sszegyijtott adatok alapjan?
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15.5.° Adott a kovetkez8 minta: 5, 6, 6, 7, 8, 8, 9, 11, 12. Hatdrozzatok
meg az adott minta terjedelmét, kozépértékét, medianjat, méduszat!
15.6.° Adott a kovetkezd minta: 2, 2, 3, 4, 4, 7, 7, 7, 9. Hatarozzatok
meg az adott minta terjedelmét, k6zépértékét, medianjat, méduszat!
15.7.° A 11. osztalyos tanuldk kozott felmérést végeztek, megkérdezve,
hogy naponta hany érat toltenek friss levegén? A felmérés eredményét
diagramban adtak meg, amely a 15.5. abran lathat6. Hatarozzatok
meg az adott minta terjedelmét, kozépértékét, medidnjat, méduszat!

=N WK ot 0

Tanulék szama

45 min 1h 1h 30 min 1 h 45 min 2h
Friss levegén tartézkodas tartama

2 h 30 min

15.5. abra

15.8." Hatdrozzatok meg a kévetkezd minta kozépértékét és medidnjat:
1,3,2,4,52, 3, 4,1, 6!

15.9." Felhaszn4lva néhany varos janudri kézéphémérsékleteinek tab-
lazatat, szamitsatok ki a minta terjedelmét, szamtani kézépértékét,
medianjat és moduszat!

Véros Hémérsék- Véros Hémérsék-
let, °C let, °C

Amszterdam 3 Moszkva -10
Athén 8 Nairobi 27
Buenos Aires 23 New York 0
Hongkong 24 Rio de Janeiro 30
Jeruzsalem 8 Réma 8
Kijev -6 Szingaptr 27
Montreal -11 Tokid 3
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15.10." Alkalmazva a napraforgémag hozaménak tablazatat, szamit-
satok ki a minta terjedelmét, szamtani kozépértékét, medidnjat és

moéduszat!
fov Terméshozam, v Terméshozam,
g/ha g/ha
2006 14 2012 17
2007 12 2013 22
2008 15 2014 19
2009 15 2015 22
2010 15 2016 22
2011 18 2017 20

15.11." Ukrajna futball-bajnoksdgéban a 2017-2018-as években a Sahtar
csapata Ukrajna bajnoka lett, 32 meccset jatszott, kétszer 5 gélt 16tt,
3-szor 4 gélt, 9-szer 3 gblt, 8-szor 2 golt, 6 -szor 1 gblt és 4 meccsen
egyetlen 1 gélt sem 16tt. Szamitsatok ki a Sahtar egy meccsen 16tt
gbljainak atlagat!

15.12." A didk a félév alatt 45 jegyet kapott, amelyek kozott 7 6tos,
22 négyes és 16 harmas volt. Szamitsatok ki a diak jegyeinek atlagat!

15.13." Az iskoldsok kiils§ fiiggetlen tesztelésén matematik4bdl a
2018-as évben az egyik tesztfeladat a kovetkez6 volt:

. , +1 .. L - (o
Hatarozzatok meg az y = x_2 figgvény értelmezési tartomanyat!
x—

A B C
(=005 2) U (2; +00) (—00; —1) U(2; +0) (—00; —2) U (=25 +0)
D E
(=005 1) U(=1; 2) U (2; +0) (=003 +o0) »

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



15. A matematikai statisztika alapjai 91

A diagramon (15.6. dbra) azoknak a E
tanuléknak a szama lathaté, akik meg- D 5%

oldotték ezt a feladatot. Hatarozzatok 14%

meg a tanulék eredményeinek mé- . 330/

duszat! A helyes valaszért 1 pont jar, a
helytelen valaszért pedig 0 pont. Sza-
mitsatok ki a szerzett pontszamok 4t-
lagos kozépértékét és a medidnjat,

10 %

amelyet a teszten részt vevd didkok 3]13%
szereztek az adott feladatra!
15.6. abra

15.14.” A telefontirsasig meg akarja
ismerni az el6fizet6k napi telefonhiva-
sainak szamat. 100 ember adatait a
diagramon (15.7. abra) dbrazoltak. Szamitsatok ki az adott minta
terjedelmét, atlagos kozépértékét, medianjat és moduszat!

Do
(==}
1

14 15 4
12
10 10

—
ot
!

—
(=)
1
o)
o)

[
1
w

Megkérdezettek szama
o

=]
!

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Hivdsok szama
15.7. abra

15.15.” A 15.8. 4bran 1évé diagramon azon kényvek szaménak adatai
vannak abrazolva, melyeket az 50 megkérdezett iskolas elolvasott egy
hénap alatt. Szamitsatok ki az adott minta terjedelmét, az atlagos
kozépértékét, medianjat és moduszat!

201 | 18

[
ot
|

ot
|

Tanulék szama
-
[=)
:

0 1 2 3 4 5 6
Elolvasott konyvek szama
15.8. abra
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%METLﬁ GYAKORLATOK I

15.16. Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:
D {le- V1) 4z 7)'
2) Y(V5-6) +{(V5-3)'!

15.17. Mivel lesz egyenlé a kifejezés értéke:
2

=

1) log,, log, ?/3_2; 3) 25 15;
12515

2) 36%10%647310,:;62; 1) \3/32/5?

2/5

15.18. Hatarozzatok meg a cos(ZOL—gj értékét, ha cos oo =-0,8 és

T
—<aoa<m!
2
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3. SZAMU FELADAT. ELLENORIZD MAGAD TESZTELESSEL!

1. Hany olyan 10-zel oszthat6 hatjegyd szamot lehet képezni, amelyeknek
a szamjegyei a kovetkezdk lesznek: 0, 1, 2, 3, 4, 57
A) 36; B) 60; C) 24; D) 120.

2. Hany haromjegyd paros szam irhat6 fel a kévetkezd szamjegyek se-
gitségével: 0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8?
A) 288; B) 405; C) 360; D) 720.

3. A kénnydatlétikai szakkorben 30 fit és 10 1any vesz részt. Hany olyan
7 tagl csapat allithaté 6ssze, amely 6t fitabdl és két lanybdl all?
A) € - Cy; C) Cy - C5
B) C3, +C2; D) Cy +CE.

4. 6 szal viragunk van. Hanyféleképpen készithet6 3 szalbdl vagy
5 szalbél all6 csokor?
A) CE.C C) A; - Ags
B) C +Cp; D) A+ A}

5. A dobozban 15 goly6 van: 10 kék és 5 zold. Mennyi a valdszintisége
annak, hogy a véletleniil kivalasztott goly6 sarga lesz?
A) 1, B) 0,5; C) 0; D) -1.

6. A dobozban 10 fehér és 5 piros goly6 van. Mennyi az a legkevesebb

szamu golyd, amelyeket, ha véletlenszeriien kivalasztunk a dobozbdl,
annak valészinlsége, hogy 2 biztosan fehér lesz koziiluk, 1-gyel lesz

egyenlg?
A) 5 golyd; B) 6 golyo; C) 7 golyo; D) 10 golyb.
7. Legyen A esemény valdszinlsége P(A). Milyen esetben lesz A biztos
esemény?
A) P(A)=0; C) P (A)>0,99;
B) P (A) > 0; D)PA)=1.

8. Annak valdszinlsége, hogy ismert sportcipémarkabdl selejtes ter-
méket vasarolunk: 0,023. Hany selejtes termék lesz 1000 par ilyen
sportcip6 kozott?

A) kevesebb, mint 23; C) egyenlé 23-mal;
B) nagyobb, mint 23; D) nem adhaté meg a valasz.

9. Az el6fizet§ a telefonalas soran elfelejtette a telefonszam masodik
szamjegyét. Mennyi annak a valdszintisége, hogy az els6 probalkozasra
fel tudja hivni az adott személyt?

A) 0,01; B)0,1; C) 0,5; D) 1.
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94 3. §. Akombinatorika alapjai, valdszinliségszamitas és matematikai statisztika

10. Az osztalyba 18 1any és 12 fit jar. Véletlenszerlen kivalasztanak egy
személyt az iskolai gytilésre. Mennyi annak a valdsziniisége, hogy a
kivalasztott tanuld fit lesz?

2 1 3 2
A) —; B) —; C) —; D) —-.
)3 )2 )5 )5

11. 20 kartyara felirtak a természetes szamokat 1-t6l 20-ig. Mennyi a
val6szinlisége annak, hogy a véletlenszerlien kivalasztott kartya nem
oszthat6 sem 4-gyel, sem 5-tel?

1 1 11 3
A) —; B) —; C) —; D) -.
) 2 ) 5 ) 20 ) 5

12. 5 kartyara felirtak a természetes szamokat 1-t6l 5-ig. Mennyi annak
a valdszinlsége, hogy a véletlenszerlien kivalasztott két kartyan 1évg
szamjegyek szorzata paratlan szam lesz?

A) 0,2; B) 0,3; C) 0,5; D) 0,25.

13. Mennyi lesz a medianja a kévetkezd mintanak: 2, 2, 3, 4, 5, 6, 13?
A) 5; B) 4; C) 3; D) 2.

14. Mennyi lesz a medidanja a kovetkezd mintanak: 10, 16, 11, 12, 14,
15, 14, 15, 12, 14, 10?
A) 13; B) 14; C) 12; D) 12,5.

15. A 2001-es népszamlalasi adatai alapjan Ukrajna lakossaganak 6sz-
szetételét a kovetkezGképpen lehet jellemezni:

Eletkor A lakossag létszama, ezer f6ben
0-9 4533,3
10-19 7308,1
20-29 6891,6
30-39 6621,2
40-49 7298,7
50-59 5245,3
60—69 55222
70-79 3740,0
80 és 1dGsebb 1060,8
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3. szamu feladat. Ellenérizd magad teszteléssel! 95

Melyik életkori csoport hatarozza meg Ukrajna lakossaga életkori
Osszetételének méduszat 2001-ben?
A) 0-9; B) 10-19; C) 40-49; D) 80 és idGsebb.

16. A 11. osztaly 25 tanuldjanak a matematikateszt javitasa utan a
hibaik szamaibdl eloszlasi tablazatot készitettek:

Hibak szama 0 1 2 3 4
Tanulék szama 5 4 6 8 2
Hatarozzatok meg a minta szamtani atlagat!
A) 2,5 B) 1,88; 0) 2; D) 1,92.
17. A 16. feladat feltétele alapjan hatdrozzatok meg az adott minta
moéduszat!
A) 0; B) §; C) 3; D) 4.

18. A pénzérme 20-szori feldobasa soran egymas utan 20-szor fejet dob-
tak. Mennyi annak valészinlisége, hogy a kévetkezd dobas is fej lesz?

A) 0,5; B) i; C) 2%; D) o.

21
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Y

o

Permutaciok
Az n elem permutacidinak szamat P -nel jel6ljtk.
Barmilyen természetes n esetére teljesiil a P =n!.

Variacio
Az n elem k-ad osztdlyu varidcidinak szamat A*-val jeléljiik.
Barmilyen természetes n és k szamra, ahol k < n, igaz lesz a kévet-

1
kezd képlet: A = —"—
(n - k)!
Kombinacioé

Az n elem k-ad osztdlyt kombinacidinak szamat C!-val jelsljiik.

Barmilyen természetes n és k szamra, ahol k < n, igaz lesz a kovet-
n!

(n-k)E!

A véletlen esemény valdésziniségének klasszikus meghatarozasa
Az A esemény P valészinlsége a kovetkez6 képlettel meghatarozha-

kezd képlet: CF =

t6: P(A) = E, ahol n — az egyenl§ lehetdségi esetek szama, amelyek
n

a kisérlet soran el6fordulhatnak, m — a kedvezd esetek szama, me-
lyeknél az A esemény bekiovetkezhet.

A matematikai statisztika alapjai
A szamadatokbdl 4116 minta terjedelmének a legnagyobb és a legki-
sebb adat kiilonbségét nevezziik.
A szamadatokbdl 4ll6 x,, x,, ..., x, minta szdmtani kézepének nevez-

. . L X X, et
ziik a kovetkez§ szamot: x = L —2 " _"n
n

A paratlan szami minta medianjanak nevezzik a névekvé sorrend-
ben leirt mintaelemek k6zéps6 elemét.

A paros szamu minta medianjanak nevezzik a névekvd sorrendben
leirt mintaelemek kozépsd két eleme koziil barmelyiket vagy a két
kozéps6 szamtani kozepét (ha a vizsgalt adatok szamok).

A minta méduszanak nevezzik azt az elemet, amely leggyakrabban
fordul el6 a mintaban.
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2. fejezet

Mértan

4. §. Soklapok
5. §. Forgastestek

6. §. A testek térfogatai.
A gomb felszine
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4§,  sokLaprok

Ebben a paragrafusban pontositjatok és bdvititek majd a soklapokrol szerzett
eddigi ismereteiteket. Uj ismeretet szereztek a hasabokrdl, a gulakrél és
ezeknek kulénb6zd alakjairol.

16. Hasab

A 16.1. abran az altalatok ismert térbeli testek lathaték. Mindegyik
alakzat, melyeknek végesek a méretei, és a feliiletekbdl, valamint a tér
bizonyos részébdl all, amelyet ezek a feltletek hatarolnak.

DOAG

16.1. abra

A soklap, a gémb, a ktp, a henger olyan testek, amelyeket geomet-
riai testeknek vagy egyszeriien csak testeknek neveziink.

A térben nem minden alakzat lesz test. Példaul az egyenes, a sik, a
lapszog ezek nem lesznek testek. Ezek az alakzatok nem végesek. A test
szigord meghatarozasa nem tartozik a tananyag keretei k6zzé.

Meghatarozas. Soklapnak (poliédernek) nevezziik azt a
testet, amelynek feliilete véges szamu soklap lesz.
A soklapok kovetkezd elemeivel mar taldlkoztatok: él és cstcs, ezeket

mar ismeritek.
A soklap két lapjat szomszédos lapoknak nevezziik, ha ezeknek a

B, c, lapoknak vankézos élik. Példaul, az ABCDA B,C D,
4,0 kocka A B,C D, és az A B BA lapok szomszédosak,
e, D, mert az A B, élik kozos (16.2. abra).
@,‘ - _\: L_Jc Legyen az M pont a soklap egyik cstcsa. A soklap
L 9 lapjanak azt a szégét, amelynek M a cstcsnal 1évo
szoge, élszognek nevezziik. Péld4aul a 16.2. dbran
16.2. abra DAB szog a kocka A csticsanal 16v6 élszoge lesz.
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16. Hasab 929

<]

A
16.3. abra 16.4. abra

A soklap AB élnél talalhaté lapszogének a poliéder két szomszédos
lapja kozotti szoget nevezzik, ha ezeknek a lapoknak AB a kozos éluk
(16.3. abra).

Azt a szakaszt, amely a poliéder két, nem egy lapjara illeszkedd
csucsait koti 6ssze, a poliéder atlojanak nevezziik. Példaul a DB, sza-
kasz az ABCDA B,C D, kocka atl6ja lesz (16.2 abra).

A soklapok lehetnek domboriak és homortak.

Meghatarozas. A sokszoget dombortunak (konvexnek) ne-
vezziilk, ha mindegyik lapja sikjahoz viszonyitva az egyik oldalan
helyezkedik el.

A kocka és a tetraéder a domboru soklapok példai. A 16.4. abran
homoru (konkav) soklapok lathatok.

A domboru poliéder minden lapja dombord sokszog lesz.

A poliéder felszinének nevezziik 6sszes lapja teruileteinek 6sszegét.

Részletesen megvizsgaljuk a szamotokra mar jol ismert poliédert — a
hasabot.

Meghatarozas. Azt a poliédert, amelynek két lapja egybe-
vago sokszog, és parhuzamos sikokban fekszik, a tobbi n lap
pedig paralelogramma, n-sz6gl hasabnak nevezziik.

Azokat a paralelogrammadkat, amelyek a meghatarozasban szerepel-
nek, a hasab oldallapjainak nevezzuk, az egybevagd n szogeket pedig a
hasab alapjainak, az alaplapok éleit — a hasab alapéleinek, azokat az
éleket, amelyek nem illeszkednek az alapokra — a hasab oldaléleinek
nevezzuik (16.5. abra).

Alaplap

~
5 K>
T~

@)

Oldallap

Q>
N
Alaplap

16.5. abra
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100 4. §. Soklapok

Mivel a hasab szomszédos oldallapjai paralelogrammak, amelyeknek
vannak kozos éleik, ezért a hasdb oldalélei egymdssal egyenlék és par-
huzamosak.

A hasab magassaganak nevezzik azt a merdlegest, amelyet az
egyik alapja barmely pontjabdl bocsatunk a masik alapjara (16.6. abra).
A hasab magassaganak hossza egyenl§ az alaplap sikjai k6zotti tavol-
saggal.

16.6. abra

Meghatarozas. A hasabot egyenesnek nevezzik, ha oldal-
élei merdlegesek az alaplapok sikjaira.

Példaul a téglatest az egyenes hasab egyik esete.

Az egyenes hasab mindegyik oldaléle a hasab magassaga is. Az egye-
nes hasab minden oldallapja téglalap.

Ha a hasab nem egyenes, akkor ferdének nevezziik.

Meghatarozas. Ahasabot szabalyosnak nevezziik, ha egye-
nes és az alaplapja szabalyos sokszog.

Példaul a kocka a szabalyos négyoldald hasab egyedi esete.
A 16.7. abran szabalyos haromoldalt és hatoldalt hasab van abra-

\ ' NP

r-----
]
]
)
]
-

16.7. abra 16.8. abra

Vizsgaljunk meg egy domboru n-szogd (n > 3) hasabot. A hasab sik-
kal valé metszete, amely két nem egy laphoz tartozé oldalélt tartalmaz,
és a hasab alapjat az atléi mentén metszi (16.8. abra). Az ilyen metsze-
tet a hasab atlometszetének nevezzik.
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16. Hasab 101

Barmilyen hasab atlémetszete paralelogramma, az egyenes hasabé
pedig téglalap.

A hasab oldalfelszinének nevezziik 6sszes oldallapja tertleteinek
az Osszegét. A hasab felszinének (Ggy is mondjak, hogy a hasab teljes
felszinének) Gsszes lapja teriileteinek az 6sszegét nevezzik.

Teljesiilni fog a kovetkezd egyenlGség:

S,=8,+28,

ahol Sf — a haséb felszinének tertilete, S — a hasab oldalfelszinének
teriillete, S — a hasab alapjanak tertilete.

16.1.tétel. Az egyenes hasdb oldalfelszinének teriilete egyen-
16 alaplapja keriiletének és a hasab oldalélének szorzataval.

Bizonyitds. Az egyenes hasdb mindegyik oldallapja téglalap,
amelynek egyik oldala az alapéle, a masik pedig a hasab oldaléle. Legyen
a, a,, ..., a — a hasab alapéleinek hossza, b — az oldalélének a hossza.
Ekkor S =ab+ab+..+ab=(a +a,+..+a)b. Mivel a zardjelben
1évG6 6sszeg a hasab alaplapjanak kertlete, ezzel a tételt bebizonyi-
tottuk. «

A 16.1. tétel eredményét érdemes képlet alakjaban felirni:

S, =P, b,

ahol P —a hasab alapjanak kertilete, b — az oldalél hossza.
A soklapok kozotti 6sszefligést, amelyekkel ebben a pontban ismer-
kediink meg, a 16.9. 4bra mutatja be.

Soklapok

Hasabok

Egyenes hasabok

Szabalyos ,
Téglatestek
hasabok cetateste

16.9. abra
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4. §. Soklapok

—
°% s
N

. Mit neveziink soklapnak?

. A soklap mely lapjait nevezzik szomszédosoknak?
. Mit neveziink a soklap lapszégének?

. Milyen soklapot neveziink domborinak?

. Mit neveziink hasabnak?

. Mit neveziink a hasab magassaganak?

. Mit neveziink egyenes hasabnak? ferde hasabnak?
. Milyen hasabot neveziink szabalyosnak?

. Mit neveziink a hasabatl6 metszetének?

10. Mit neveziink a hasab teljes felszinének? a hasab oldalfelszinének?
11. Mivel egyenl6 az egyenes hasab oldalfelszine?

O NOOThAh WN-=

©

v

S /GYAKORLATOK |

16.1.° A hasdbnak mennyi a legkisebb lapszdma? Az ilyen hasdbnak
hany: 1) cstcsa; 2) éle; 3) oldaléle van?

16.2.° A hasdbnak 12 lapja van. Milyen sokszog az alapja?
16.3.° Milyen haséb oldaléle és magassaga parhuzamos?

16.4.° Igaz e a kovetkezd allités:
1) azegyenes hasab oldaléle merdleges az alaplap barmely atlojara;
2) ha a hasab minden éle egyeld, akkor szabalyos;
3) ha az egyenes hasab minden éle egyenld, akkor szabalyos?

16.5.° Az egyenes has4b alapja egyenl§ szaru tra-
péz, amelynek egyik szoge 110° (16.10. abra).
Hatarozzatok meg a hasab oldaléleinél 1év§
lapszogek mértékeit!

16.6.° A szab4lyos négyoldalti hasab alapéle 3 cm,
magassaga 36 cm. Hatarozzatok meg a hasab ;- ~
4tloit! . .

16.7.° A szabdalyos haromoldalt hasib alapéleinek
hossza 5 cm, az oldallap atléja 13 cm. Hataroz- 16.10. abra
zatok meg a trapéz magassagat!

16.8.° Hatarozzatok meg az olyan egyenes haséb oldalfelszinét, amelynek
magassaga 6 cm, és az alapja paralelogramma, és ennek oldalhosszai
2 cm és 3 cm!
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16. Hasab 103

16.9.° Hatdrozzatok meg az olyan szabalyos hétoldald hasab alapéleit,
amelynek magassaga 10 cm, az oldalfelszine pedig 420 cm?!

16.10.° Hatérozzatok meg az olyan szabdlyos négyoldalu hasab teljes
felszinét, amelynek alapéle a, a magassaga H!

16.11.° Hatarozzatok meg a szab4lyos hdromoldald hasab teljes felszinét,
ha az alapéle a, a magassaga H!

16.12.° A ferde hasab oldaléle és alaplapja kozotti szég 30°, magassiga
10 cm! Hatarozzatok meg a hasab oldalélét!

16.13." Az ABCA,B,C, szabalyos hasab AC és BC éleinek felez6pontjai
a D és E pontok (16.11. abra). A DE egyenesre illeszkedd sik az ABC
sikkal 30°-o0s szoget alkot, és a CC, élt az F pontban metszi. Hataroz-

zatok meg a metszet teriletét, ha a hasab alapéle 12 cm!

B
1 c,
[
A—15
] 1
g
Ill ! 8 -
II,' rl'_'_'_ _'—': C
AE—
16.11. abra 16.12. abra

16.14." Az ABCDA B,C D, szabalyos hasab alapjanak AC atléjan at
sikot fektettek, amely az ABC sikkal 45°-0s szoget alkot, és a BB, élt
az M pontban metszi (16.12. 4bra). Hatarozzatok meg a keletkezett
metszet teriiletét, ha az alapéle 8 cm!

16.15." A szabalyos négyoldald hasab alapéle a, a gtla atléi az oldallappal
30°-0s szoget zarnak be. Hatarozzatok meg:
1) a hasab magassagat;
2) a hasab atléja és az alaplap kozotti szoget!

16.16." Hatarozzatok meg annak a szabalyos hatoldali gilanak az atléit,
melynek minden éle a!

16.17." Az egyenes hasab alapja rombusz, amelynek oldala a és hegyes-
szoge a. A hasab nagyobbik atléja az alaplap sikjahoz B szog alatt
hajlik. Hatarozzatok meg a hasab magassagat!
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104 4. §. Soklapok

16.18." Az egyenes hasab alapja rombusz, amelynek atléi 10 cm-rel és
16 cm-rel egyenlGk. Hatarozzatok meg a hasab alapélét, ha magas-
saga 4 cm!

16.19." Az egyenes haromoldali hasab alapélei 5 cm, 12 cm és 13 cm, a
teljes felszine 270 cm® Hat4rozzatok meg a hasab magassagat!

16.20." A szabalyos négyoldali hasab oldalfelszine 96 cm?, teljes felszi-
ne — 128 cm” Hatarozzatok meg a hasab magassagat!

16.21.° Hatarozzatok meg a szabalyos négyoldali hasab oldalfelszinét,
amelynek atléja 12 cm és az alaplap sikjahoz 30°-os szog alatt hajlik!

16.22.° A szabalyos négyoldald hasab atléja 5 cm, az oldallap atléja 4 cm.
Hatarozzatok meg a hasab oldalfelszinét!

16.23.”" Az ABC derékszogli haromszog (ACBZ =90°) az alapja az
ABCA B, C hasabnak. A CC, egyenesen at sikot fektettek, amely me-
réleges az AB egyenessel és az AB élt D pontban metszi. Hatarozzatok
meg a keletkezett metszet teriiletét, ha AD=18 cm, BD=2cm, és a
hasab magassaga 8 cm!

16.24.”" Az ABC derékszogli haromszog (ACBZ =90°) az alapja az
ABCA B, C, hasabnak. A CM szakasz az ABC haromszog oldalfelezdje.
A hasab magassaga egyenld a haromszog atfogdjaval. Hatarozzatok
meg annak a metszetnek a tertiletét, amely a CC, és CM egyeneseket
tartalmazza, ha AC =30 cm, BC =40 cm!

16.25." Az ABCA, B, C, szabélyos hasdbnak minden éle a. Hatarozzatok
meg:
1) az A, B és C, pontokra illeszkedd metszet teriiletét;
2) az adott metszet sikja és az alaplap sikja k6zotti szoget!

16.26.” Az ABCA B, C, egyenes hasabnak az alapja derékszogl harom-
sz0g (ACBZ =90°). Az AC egyenest tartalmazo sik az alaplap sikjaval
B szoget alkot, és a BB, élt a D pontban metszi. Hatarozzatok meg a
keletkezett metszet tertiletét, ha BACZ =a, BD =a!

16.27.” Az egyenes hasab alapja rombusz, amelynek hegyesszoge a, és
a rombusz nagyobbik atldja d. A rombusz alsé alapjanak kisebbik
atlojan és a fels6 alap hegyesszogének csucsan at sikot fektettek,
amely a hasab alsé alaplapjaval B széget alkot. Hatarozzatok meg:
1) a hasab magassagat;

2) a keletkezett metszet teriiletét!
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17. Paralelepipedon 105

16.28." Az ABCDA B C D, egyenes hasabnak az alapja ABCD egyenld
szaru trapéz, amelynek alapjai BC és AD, ezek megfelel6en 11 cm és
21 cm-rel lesznek egyenlGk, az oldaléle pedig 13 cm. A hasab atlémet-
szetének teriilete 180 cm?® Hatdrozzatok meg a hasab oldalfelszinét!

16.29.” A szabalyos hatoldala hasab oldallapjanak atléja 10 cm, az
oldalfelszine pedig 288 cm®. Hatirozzatok meg a hasab alapélét és
magassagat!

16.30.*A szabéalyos négyoldalt hasdb magassaga h. Két szomszédos oldal-
lapjaban meghtztak a kozos cstcsbol kiinduld atlékat. Hatarozzatok
meg a metszet teruletét, amelyet ezen a két 4tlon keresztil fektettek,
ha a koztik 1évé szog o!

16.31.% A szabdlyos haromoldald hasdb magassaga h. Két oldallapjdban
meghtztak a kozos csticsbol kiinduld atlokat, amelyek kozotti szog
o. Hatarozzatok meg a metszet teriletét, amelyet ezen a két atlon
keresztul fektettek!

MSMETLé GYAKORLATOK IS

16.32. Az egyenl( szard tompaszogld haromszog alapja 18 cm, a koré irt
kor sugara 15 cm. Hatarozzatok meg a haromszog szarait!

16.33. A rombusz nagyobbik atldja d, a hegyesszoge pedig a. Hataroz-
zatok meg:
1) a rombusz oldalat;
2) a rombusz kisebbik atléjat;
3) a rombusz teruletét;
4) a rombuszba irt kérvonal sugarat!

17. Paralelepipedon

Meghatarozas. Paralelepipedonnak nevezziik azt a hasa-
bot, amelynek alapjai paralelogrammak.
A 17.1. 4brén az ABCDA B C D, parale-
lepipedon lathaté. B, C,
A paralelepipedon barmelyik lapja para- A, ANV

lelogramma.
A paralelepipedon két nemszomszédos C
D

lapjat a paralelepipedon szemben fekvo A
lapjainak nevezzik. Példaul a 17.1. 4bran az .
AA B B és DD,C,C lapjai szemben fekv lapok. 17.1. dbra
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106 4. §. Soklapok

Mivel az AA, || DD, és A B, || D,C, (17.1. abra), ezért a sikok parhu-
zamossaganak ismertetGjele alapjan AA B, || DD,C,. Hasonl6an gondol-
kozva bebizonyithatd, hogy a paralelepipedon bdarmilyen két szemben
fekvd lapja parhuzamos sikokra illeszkedik.

A paralelepidont egyenesnek mondjuk, ha oldaléle meréleges az
alaplap sikjara. Az egyenes paralelepipedon minden oldallapja téglalap,
az alapjai pedig paralelogrammak.

Az egyenes paralelepipedont derékszogiinek (téglatestnek) nevez-
zik, ha az alapjai téglalapok.

A 17.2. abran az ABCDA B C D, derék-

B, c, szogU paralelepipedon lathatdé.
A : 7 A derékszogl paralelepipedon minden lap-
! ' 1 ja téglalap.
Sleee-- L--JC A szabélyos négyoldald hasab a derékszog(
AL D paralelepipedon egyik részesete lesz.
A paralelepipedon egy csucsbdl kiindulé
17.2. dbra

éleinek hosszait a paralelepipedon linearis
méreteinek nevezziik. A 17.2. dbran az AB,
AD és az AA, szakaszok hosszai lesznek az ABCDA B, C D, derékszogQ
paralelepipedon linearis méretei.

A derékszogl paralelepipedont kockanak nevezziik, ha linearis mé-
retei egyenldk. A kocka minden lapja négyzet.

A paralelepipedon és kulonb6zd tipusai kozottl 6sszefliggést a
17.3. abran 1év6 séma mutatja be.

Paralelepipedonok

Egyenes
paralelepipedonok

Derékszogl
paralelepipedonok

Szabalyos
négyoldala hasab

17.3. abra
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17. Paralelepipedon 107

17.1. tétel. A derékszogii paralelepipedon barmelyik atléja-
nak négyzete linedris méretei négyzeteinek az é6sszegével egyenlé.

Bizonyitas. Vizsgaljuk meg az ABCDA B C D, derékszogl para-
lelepipedon AC, 4tléjat (17.4. dbra).

Bebizonyitjuk, hogy AC? = AB® + AD* + AA’.

Mivel az ABC haromszog derékszogd
(ABCZ = 90°), ezért felirhat6, hogy: P
AC?=AB® + BC®. Ha BC = AD, akkor A —1

AC*= AB® + AD". (1) S

Az adott paralelepipedon derékszogli, B S<g--f7-- -
ezért C,C L ABC. Tehat, az ACC, haromszog i >~ D
derékszogd (ACC,Z = 90°). Ekkor az A
AC? = AC* +CC!. Mivel CC, = AA , ezért 17.4. 4bra
AC? = AC* + AA].

Figyelembe véve az (1) egyenlGséget, fel lehet irni, hogy

AC? = AB® + AD* + AA!.

A bizonyitds a harom t6bbi atléra is hasonléképpen torténik. <«

A 17.1 tételbdl kovetkezik, hogy a derékszogi paralelepipedon
atloi egyenlok.

‘v

. Mit nevezlink paralelepipedonnak?

. A paralelepipedon mely lapjai lesznek szemkdztiek?

. Milyen paralelepidont neveziink egyenesnek?

. Milyen paralelepidont neveziink derékszdgiinek?

. Mit neveziink a paralelepipedon linearis méreteinek?

. Milyen derékszogl paralelepipedont neveziink kockanak?

. Fogalmazzatok meg a derékszdgi paralelepipedon atldjanak négyzetérdl
520106 tételt!

NOOGaOhAh OWON--

vd

oL /GYAKORLATOK [

17.1.° Tekinthetjuk-e a kovetkezd allitdst a kocka meghatdrozdasanak:
,Kockanak nevezziik azt a szabalyos négyoldali hasdbot, amelynek
magassaga alapélével egyenld”?

17.2.° Bizonyitsatok be, hogy az egyenes paralelepipedonban az 4tlé-
metszet sikja merdleges az alaplap sikjara!
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108 4. §. Soklapok

17.3.° A derékszog(i paralelepipedon alapéleinek hossza 5 cm és 12 cm,
atléja az alaplap sikjahoz 60° szog alatt hajlik. Hatarozzatok meg a
paralelepipedon magassagat!

17.4.° A derékszog( paralelepipedon alapéleinek hossza 7 cm és 24 cm,
magassaga 4 cm. Hatarozzatok meg az atlometszetének a teriiletét!

17.5.° Hatarozzatok meg a derékszogli paralelepipedon testatldjat, ha
linearis méretel 2 cm, 3 cm és 6 cm!

17.6.° Hatarozzatok meg a téglatest linedris méreteit, ha az ardnyuk
1:2:2, atestatldja pedig 6 cm!

17.7.° A kocka éle a. Mivel egyenld a testatldja?

17.8.° A kocka felszine 216 cm®. Hatarozzatok meg 4tlémetszetének a
tertiletét!

17.9." Adott egy ABCDA B C D, tégla- B,
test (17.5. dbra), AB=5 cm, AD="7 cm, "
AA =12 cm. Hatarozzatok meg a kovetkezd A '
szoget:

1) a DC,| egyenes és a BCC, sik kozott;
2) a B,D egyenes és az ABB, sik kozitt! BL--:df-JC

17.10." Adott az ABCDA B,C,D, téglatest (17.5. A= D
abra), AB=5 cm, AD=7 cm, AA =12 cm.
Hatarozzatok meg a kévetkezd szoget:

1) a DC| egyenes és a A B C, sik kozott;
2) a B,D egyenes és az ABC sik kézott!
17.11.° Négy egyforma kockabél, amelyeknek az élei 1 cm, téglatestet
raktak 6ssze. Mivel egyenld ennek a téglatestnek a teljes felszine?

17.5. abra

17.12.° Az egyenes paralelepipedon alapja rombusz, amelynek hegyesszo-
ge o és kisebbik testatldja d. A paralelepipedon nagyobbik testatléja
az alaplap sikjahoz B szog alatt hajlik. Hatarozzatok meg a parale-
lepipedon oldalfelszinét!

17.13." Az egyenes paralelepipedon alapja rombusz, amelynek oldala
6 cm és szoge 60°. A paralelepipedon kisebbik testatldja egyenld
alapjanak nagyobbik atlgjaval. Hatarozzatok meg a paralelepipedon
oldalfelszinét!

17.14.” Az egyenes paralelepipedon alapélei 242 cm és 4 cm, alapjanak

egyik szoge 45°. A paralelepipedon nagyobbik testatléja 7 cm. Hata-
rozzatok meg a paralelepipedon oldalfelszinét!
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18. Agula 109

17.15.” Az egyenes paralelepipedon alapjanak oldalai 2 cm és 243 cm,
és alapjanak egyik szoge 30°. Az alapja kisebbik atléjat tartalmazé
atlometszet teriilete 8 cm®. Hatarozzatok meg a paralelepipedon tel-
jes felszinét!

17.16.” Bizonyitsatok be, hogy amikor az egyenes paralelepipedon atléi
egyenldk, akkor az ilyen paralelepipedon derékszogi lesz!

17.17." Az ABCDA B, C D, paralelepipedon ABCD alapja négyzet. Az
A, csucsa egyenl tavolsagra van az ABCD alap minden cstcsatol.
Hatarozzatok meg a paralelepipedon magassagat, ha az alapéle 8 cm,
az oldaléle pedig 6 cm!

17.18."" AzABCDA B, C D, ferde paralelepipedon ABCD alapja négyzet,
az AA BB és a CC D,D oldallapjai merSlegesek az alaplap sikjara.
Hatdrozzatok meg az AA D D lap teriiletét, ha a paralelepipedon
minden éle 8 cm!

17.19.* Az egyenes paralelepipedon alapja rombusz, 4tlémetszeteinek
tertilete S, és S,. Hatarozzatok meg a paralelepipedon oldalfelszinét!

17.20." Az egyenes paralelepipedon alapja rombusz, amelynek teriilete

S, atlometszeteinek teriilete pedig S, és S,. Hatarozzatok meg a pa-
ralelepipedon oldalélét!

MSMETL@ GYAKORLATOK IS

17.21. Hatarozzatok meg az egyenld szaru trapéz teriletét, amelynek
alapjai 23 cm és 17 cm, atl6ja pedig 25 cm!

17.22. A derékszogl trapéz kisebbik szara 10 cm, egyik szoge 45°. Ha-
tarozzatok meg ennek a trapéznak a tertiletét, ha kor irhaté bele!

18. A glila

Meghatarozas. Azt a soklapot, amelynek egy lapja n-szog,
a tobbi pedig olyan haromszo6g, amelyeknek k6zos pontjuk van,
n-oldala gulanak nevezzik.

A ko6zos cstcesal rendelkezé haromszogeket a gula oldallapjainak
nevezzik, a kozos cstucsot a gula csicsanak, a meghatarozasban szerep-
16 n-szoget pedig a gula alapjanak, ennek oldalait a gula alapéleinek,
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110 4. §. Soklapok

azokat az éleket, amelyek nem az alapra illeszkednek, a gila oldalélei-
nek nevezzik (18.1. abra).

A gﬁla
csucsa
o\a"b@
N Oldallap h
A
®
Alap ?S“*
18.1. abra 18.2. abra

A gula magassaganak azt a merdlegest nevezziik, amelyet az alap-
lap sikjara a gula csucsabdl bocsatunk (18.2. 4bra).

Megvizsgalunk egy n oldalt galat (n > 3). A gila sikkal valé metsze-
te, amely két nem egy lapon fekv§ oldalélére illeszkedik, a gula alapjat
egy atlojaban metszi (18.3. abra). Az ilyen metszetet atlometszetnek
nevezzik.

A gula atlémetszete haromszog lesz.

D
A B
N M
C

18.3. abra 18.4. abra

Meghatarozas. A gulat szabalyosnak nevezziik, ha az alap-
ja szabalyos sokszog és magassaganak talppontja e sokszog ko-
zéppontja.

A 18.4. dbran egy szabalyos ABCD gula lathaté, amelynek alapja az
ABC haromszog. Az ABC hiaromszog egyenld oldald. D csticsanak vetii-
lete az ABC haromszog sikjara a haromszog kézéppontja — az O pont.
Ennek a pontnak a meghatarozasahoz a 18.4. abran az ABC haromszog
AM és a BN oldalfelezdit huztak meg.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua
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A 18.5. dbran egy szabalyos ABCDE szabalyos négyoldala gula lat-
haté. Az ABCD négyszog négyzet, az O pont a kézéppontja, az EO sza-
kasz a gtila magassaga. Mivel a négyzet kozép-
pontja egybeesik atléinak metszéspontjaval,
ezért ezt a kovetkeztetést vonhatjuk le: a szaba-
lyos négyoldala gula cstucsanak vetiilete az
alaplap sikjara — az alapjat képez6 négyzet at-
l6inak metszéspontja.

A szabalyos haromoldalu gulat, amelynek
minden lapja egybevagd, szabalyos tetraéder-
nek nevezzik.

Vizsgaljuk meg a szabalyos gila néhany tu-
lajdonsagat!

A szabdlyos giuila minden oldaléle egyenld, a szabdlyos giila minden
oldallapja egybevdgs egyenld szartu hdromszog (bizonyitsatok be ezt
6nalléan).

A szabalyos gula apotémajanak, a gtla csticsabdl bocsatott oldal-
lapmagassagat nevezzik.

A 18.4. Abran a DM szakasz lathato, ahol az M pont a BC él felezd-
pontja. Mivel a BCD haromszog egyenls szar, az alapja BC, ezért a DM
szakasz a magassaga. Tehat a DM szakasz az ABCD szabalyos gula
apotémaja.

A 18.5. abran az EK szakasz, ahol a K pont a DC él felezépontja, az
ABCDE szabéalyos négyoldalu gila apotéma4ja.

18.5. abra

A szabdlyos giila apotémadi egymdssal egyenlék (bizonyitsatok be ezt
o6nalléan).

A gula oldalfelszinének nevezziik 6sszes oldallapja tertileteinek
Osszegét. A gula felszine (igy is mondjak, hogy a giula teljes felszine)
Osszes lapja tertiileteinek az Gsszege.

Szemmel lathato, hogy teljesil a kovetkezd egyenldség:

S,=8S +8S,
ahol, S, — a gila teljes felszine,S — a gula oldalfelszine, S, — a gila
alapterilete.

18.1. tétel. A szabdlyos gila oldalfelszine egyenlé alapja
keriiletének és apotémdjanak a félszorzataval.

Bizonyitds. Vizsgaljuk meg a szabalyos n-szogl gulat, amelynek
alapéle a, és apotémaja d. Ekkor az oldallap tertlete Ead. Az n-oldalu

gula 6sszes oldallapja egybevagd haromszogek, ezért az oldalfelszine
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112 4. §. Soklapok

1 . 1 1 4
(Eadj -n, vagyis S, = (Eadj ‘n= E(an) -d. Az an szorzat egyenl§ az

alaplap keriiletével, és ezzel a tételt be is bizonyitottuk. <«

A 18.1. tétel eredményét érdemes képletben megadni;

ahol P — a gula alapjanak kertilete, d — a szabalyos gula apotémaja.

Bebizonyithaté, hogy teljesiilnek a kévetkezo allitasok.

1) Ha a gtla oldalélei egyenld vagy egyenlé szogben hajlanak az
alaplaphoz, akkor a giila csticsanak vetiilete az alaplap sikjara az alapot
alkoto sokszog koré irt korvonaldnak a kézéppontja lesz.

Ha példaul a gala oldalélei egyenldk, és az alapja derékszogd harom-
szog, akkor csucsanak vetiilete az alaplap sikjara az atfogé felez6pontja
lesz (18.6. abra).

WA
18.6. abra 18.7. abra

2) Ha a dombort gila alapéleinél lévd lapszogei egyenldk, akkor a
gula csucsanak vettilete az alaplap sikjara az alapot alkoto sokszog beirt
korvonaldnak kézéppontja lesz.

Ha példaul a gula alapja rombusz és az alapéleknél 1évG lapszogei
egyenldk, akkor a gula cstucsanak az alaplap sikjara vald vetllete a
rombusz atlénak metszéspontja (18.7. abra).

3) Ha a dombort giila alapéleinél lévd lapszogei egyenlék o-val, akkor

a gula S, oldalfelszine a kovetkez6 képlettel szamithaté ki:

S, =—e,

cosa

ahol S — a gula alapjanak teriilete.
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18. Agula 113

. Mit neveziink gulanak?

. Mit neveziink a gula magassaganak?

. Mit neveziink a gula atldmetszetének?

. Milyen gulat neveziink szabalyosnak?

. Mit neveziink a szabalyos gula apotémajanak?

. Mit neveziink a gula felszinének? a gula oldalfelszinének?
. Mivel egyenl6 a szabalyos gula oldalfelszine?

NOoO OO OWON-

A
S /GYAKORLATOK .

18.1.° Az n-oldald guldnak hany
1) cstcsa; 2) lapja; 3) éle van?
18.2.° A gildnak legkevesebb hany lapja lehet?
18.3.° A 18.8. 4bréan az ABCS szabéalyos haromoldald gula lathaté. Raj-
zoljatok at a flizetetekbe, és abrazoljatok még:
1) a glla magassagat;
2) az SA éle és alaplapja kozotti szogét;
3) a BC élnél 1év6 lapszogének élszogét!

S S

C D
18.8. abra 18.9. abra

18.4.° A 18.9. 4bran az ABCD szabalyos négyoldali gtla lathaté. Raj-
zoljatok at a flizetetekbe, és dbrazoljatok még:
1) a gula magassagat;
2) az SC éle és az alaplapja kozotti szogét;
3) az AD élnél 1év6 lapszogének élszogét!

18.5.° A szabdlyos haromoldald guila alapéle 12 cm, oldaléle alaplapja
sikjahoz 60°-0s szégben hajlik. Hatarozzatok meg a gila magassa-
gat!
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114 4. §. Soklapok

18.6.° A szabalyos négyoldald gila magassaga 8 cm, oldaléle alaplapja
sikjahoz 45°-o0s szégben hajlik. Hatarozzatok meg a gala alapélének
hosszat!

18.7.° A szab4lyos négyoldalt gila alapéle 6 cm, a gtila magassaga 4 cm.
Hatarozzatok meg:
1) a gula apotéma4jat;
2) az alapélnél 1évé lapszogét!

18.8.° A szabalyos négyoldald gila apotémaja 2 cm, alapéle 6 cm. Ha-
tarozzatok meg:
1) a gula magassagat;
2) alapélnél 1évé lapszogét!

18.9.° A szabélyos hétoldald gula alapéle 10 cm, apotémadja 20 cm. Ha-
tarozzatok meg a gala oldalfelszinét!

18.10.° A szabélyos nyolcoldald gula cstcsnal 16vE élszoge 30°, oldaléle
2 cm. Hatédrozzatok meg a gula oldalfelszinét!

18.11.° A szabalyos 6toldal guila oldalfelszine 300 cm?®, apotémaja 15 cm.
Hatarozzatok meg a gula alapélét!

18.12.° A szabalyos négyoldalu gila mindegyik éle 10 cm. Hat4rozzatok
meg a gula teljes felszinét!

18.13.° A szabalyos haromoldaltd gtla mindegyik éle 4 cm. Hatdrozzatok
meg a gula teljes felszinét!

18.14.° Az MABCD gula alapja ABCD paralelogramma, amelynek
BD atlgja 4 cm. Az alaplap atlgjanak metszéspontja a gila magassa-
gara illeszkedik, MA oldaléle 8 cm, amely az alaplap sikjaval 45°-o0s
szoget zar be. Hatarozzatok meg a giala MD élét!

18.15.° A gtla alapja rombusz, amelynek oldala 13 cm, egyik atléja 24 cm.
A gila magassaganak talppontja az alaplap atléinak metszéspontja.
Hatarozzatok meg a gula oldaléleit, ha magassiaga 16 cm!

18.16.° A szabalyos hatoldalt gula oldaléle b, az alaplaphoz B szégben
hajlik. Hatarozzatok meg a gula atldmetszetének teriiletét, amely az
alap nagyobbik atléjara illeszkedik!

18.17.° A szabalyos négyoldalu gala alapéle a, oldaléle alaplapjanak sik-
jahoz o szégben hajlik. Hatarozzatok meg atlometszetének a teriletét!
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18. Agula 115

O—w 18.18." Bizonyitsatok be, hogy a szabélyos gtlaban:
1) az oldalélek egyenlé szégben hajlanak az alaplap sikjahoz;
2) az alaplap éleinél 1év6 lapszogek egyenlSk!

18.19.° A szabalyos haromoldalu gula alapéle a, az alapélnél 1évé lapszog

o. Hatarozzatok meg a gula oldalfelszinét!

18.20.° A szabalyos négyoldalu gila alapjanak atléja d, az alapélénél
1év6 lapszog o. Hatdrozzatok meg a gula oldalfelszinét!

18.21." A szabdlyos négyoldali gtla apotémadja 6 cm, ami az alaplap
sikjaval 60°-o0s szoget zar be. Hatarozzatok meg a gula oldalfelszinét!

18.22.° A szabéalyos négyoldalt gtula magassaga 5 cm, és az alapélnél
1év6 lapszog mértéke 45°. Hatarozzatok meg a gula oldalfelszinét!

18.23.” Az MABC gtla AB, AM és MC éleinek megfeleld felezGpontjai a
D, E és F pontok, AB=8 cm, AM =12 cm.
1) Szerkesszétek meg a gula D, E és F pontjaira illeszkedd metszetét!
2) Bizonyitsatok be, hogy a metszet téglalap!

3) Szerkesszétek meg a metszet tertiletét!

18.24.” Szerkesszétek meg a szabalyos haromoldalu gila és egy sik met-
szetét, amely magassaganak talppontjara illeszkedik, és parhuzamos
a kitérs éleivel! Hatarozzatok meg ennek a metszetnek a keriiletét,

ha a gula alapéle 9 cm, oldaléle pedig 12 cm!

18.25.” A gula alapja derékszogl haromszog, amelynek atfogdja 32 cm.
A gtla magassaga 12 cm. Hatarozzatok meg a gula oldaléleinek hosz-
szat, ha az alaplaphoz egyenld szogben hajlanak!

18.26.” A gula alapja téglalap, amelynek oldalai 6 cm és 8 cm, mindegyik
oldaléle az alaplap sikjaval 60°-os szoget zar be. Hatarozzatok meg

a gula magassigat!

18.27." A gula alapja rombusz, amelynek oldala 8 cm, egyik szoge 30°.
Mindegyik alapélénél 1évG lapszoge 45°. Hatarozzatok meg:
1) a guila oldalfelszinét;

2) a gila magassagat!

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



116 4. §. Soklapok

18.28.” A gula alapja haromszog, amelynek oldalai 5 cm, 12 cm és 13 cm,
mindegyik alapélénél 1évé lapszoge 30°. Hatarozzatok meg:
1) a gula oldalfelszinét;
2) a gula magassagat!

18.29. A gula alapja egyenld szaru trapéz, amelynek alapjai 4 cm és
16 cm, mindegyik alapélénél 1évé lapszoge 60°. Hatarozzatok meg:
1) a gula oldalfelszinét;
2) a gdla magassagat!

18.30." A gula alapja téglalap, amelynek oldalai 4 cm és 12 cm. Két ol-
dallapjanak sikja merdleges az alaplap sikjara. A nagyobbik alapélt
tartalmazé oldallap az alaplap sikjaval 45°-0s szoget zar be. Hata-
rozzatok meg:

1) a gila magassagat;
2) a gula oldalfelszinét!
18.31.” A gula alapja négyzet, amelynek oldala 12 cm. Két oldallapjanak

sikja meréleges az alaplap sikjara. Hatarozzatok meg a guala teljes
felszinét, ha a magassédga 5 cm!

%METLG GYAKORLATOK IS

18.32. Az ABCD trapéz AB és CD szarainak folytatasai az M pontban
metszik egymast, CD : CM =3 : 5, és a BC szakasz a trapéz kisebbik
alapja. A trapéz alapjainak 6sszege 26 cm. Hatarozzatok meg az AD
szakasz hosszat!

18.33. Az ABCD trapéz alapjai BC és AD szakaszok, atléi az O pontban
metszik egymast. Hatarozzatok meg a BOC és AOD haromszogek
teriileteinek aranyat, ha BC=3 cm, AD=9 cm!
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Lé‘i UKRAJNA SZEPSEGE ES ESZE I

Roxolana, Szolomia Kruselnicka, Leszja Ukrajna — a mualt egész vi-
lagon ismert ukran holgyei.

A mai ukran lanyok nem csak a politikdban és a mlvészetekben a
legjobbak, hanem a matematikai versenyeken is. A lanyok szamara
szervezett legnivosabb eurdpai matematikai versenyen (EGMO) a ko-
vetkez6 ukran iskoldasok haromszor lettek az elsGk: Szofija Dubova
(2014), Olga Sevesenko (2017) és Alina Harbuzova (2018). Megoldottak
az Osszes versenyfeladatot. Az ukran lanyok a mai napig az egyetlenek
Eurépaban, akik haromszor nyerték meg a csapatversenyt. Ezen ered-
mények alapjan az eurdpai versenybizottsag a 2019-es EGMO verseny
hazigazdajanak Kijevet jelolte ki. Meg vagyunk arrél is gy6z8dve, hogy
versenyzdink Gjra a dobogé tetejan fognak allni.

Ukrajna csapata az els6 EGMO versenyen
(Cambridge, Nagy-Britannia, 2012)
A csapat tagjai (balrél jobbra): Olena Haritonova (eziist); Julija Kravesenko
(ezlist); Marija Pavljuk (ezlist); Jaroszlava Szergyuk (eziist)
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4. SZAMU FELADAT. ELLENORIZD MAGAD TESZTELESSEL!

1. Szamitsatok ki a hasab oldalfelszinét, ha alapja paralelogramma,
amelynek oldalai 8 cm és 22 ¢cm, magassaga 15 cm!

A) 900 cm?; B) 450 cm?; C) 600 cm?; D) 2640 cm®.

2. Mivel egyenlé a szabalyos négyoldali hasab magassaga, ha alapéle
92 cm, és a gula 4tléja az alaplap sikjahoz 30° szég alatt hajlik?
A) 943 cm; B) 9v2 cm; C) 6+/3 cm; D) 6+/2 cm.

3. Az egyenes hasab alapja egyenl§ szard haromszog, amelynek szara
6 cm és a cstcsnal 1év6 szoge 120°. Az egyenld szart haromszog alapjat
tartalmazé oldallapjanak atléja az alaplap sikjdhoz 60°-0s szogben
hajlik. Hatarozzatok meg a giila magassagat!

A) 9 cm; B) 18 cm; C) 12 cm; D) 6~/3 cm.

4. Hatarozzatok meg a szabalyos négyoldalu gula oldallapjanak atléjat,
ha alapéle 6 cm, a hasab testatlgja 10 cm!

A) 4 cm; B) 242 cm; C) 8 cm; D) 43 cm.

5. Szamitsitok ki a szabalyos haromoldali hasab oldalfelszinét, ha
oldallapjai négyzetek és ezeknek az atléinak hossza 8 cm!

A) 32 cm?; B) 96 cm?; C) 64 cm?; D) 192 cm?.

6. Az egyenes hasab alapja rombusz, melynek atléi 10 cm és 24 cm.
A hasab kisebbik atléja 26 cm. Szamitsatok ki az oldalfelszinét!

A) 312 cm?; B) 624 cm?; C) 2496 cm® D) 1248 cm®.

7. A téglatest atloja V29 cm, és két linedris mérete 2 cm és 3 cm. Ha-
tarozzatok meg a téglatest harmadik linearis méretét!

A) 2 cm; B) V15 cm; C) 4 cm; D) 3v2 cm.

8. Az ABCDA B, C.D, téglatestrdl ismert, hogy AD =24 cm, CD =5 cm,
AA| =10 cm. Mivel egyenl§ az A, B,CD négyszog teriilete?

A) 100 cm?; B) 120 cm?; C) 125 cm?; D) 130 cm”

9. Szamitsatok ki a szabalyos hatoldali gula oldalfelszinét, amelynek
alapélei 8 cm, apotémaja 12 cm!

A) 288 cm?; B) 576 cm?; C) 144 cm?; D) 192 cm®.
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4. szamu feladat. Ellenérizd magad teszteléssel! 119

10. Az abran lathaté MABCD gula alapja M
négyzet, az MB oldalél merdleges a gula
alaplapjanak sikjara, a K pont a CD szakasz
felezépontja. Nevezd meg a CD éInél 1évs
lapszog élszogét!
A) MABZ; C) MKBZ; K
B) MDB/; D) MCBZ. 4 D

11. A szabalyos négyoldalt gula magassaga 12 cm, apotémaja 15 cm.
Szamitsatok ki a gala oldalfelszinét!
A) 540 cm?; B) 270 cm?; C) 1080 cm?*, D) 720 cm®

12. A szabalyos haromoldald guila alapéle 6 cm, magassaga 22 cm.
Hatarozzatok meg a gula oldalfelszinét!
A) 90 cm?; B) 45 cm?; C) 60 cm?; D) 30 cm?.

13. A szabéalyos négyoldalu guala alapéle a, atlémetszete derékszogl
haromszog. Hatarozzatok meg a gila magassagat!

ol

a a 6; D)
2

a

A)

2 3 2
; B ; C .
2 ) 2 ) 4
14. A szabalyos négyoldalu gula alapélénél 1évs lapszog mértéke a. A
magassag felez6pontjat az apotéma felezépontjaval 6sszekots szakasz
a. Hatarozzatok meg a gila magassagat!
2
A) 2asinay B) 2acosa; C) 2atgoy D) £
tga
15. A szabalyos haromoldala gula alapéle 8 cm, az oldallap sikja az alap-
lappal 30°-0s szoget zar be. Hatarozzatok meg a gula oldalfelszinét!

A) 32 em?; B) 64 cm? C) 324/3 cm?% D) 64+/3 cm>

16. A szabalyos négyoldalu gula oldaléle 8 cm, az alaplap sikjahoz 60°-os
szogben hajlik. Hatarozzatok meg a gula apotéméjat!
A) 4 cm; B) 2414 cm; C) 447 cm; D) 442 cm.

17. A gdla alapja rombusz, amelynek oldala a és az egyik szige a. Az
alapélnél 1éve lapszogek mértéke B. Hatarozzatok meg a gala oldal-

felszinét!
a®sina a®sina 1
A) ; ; C) a’sinocosP; D) —a’sinacosp.
cosf 2cosf 2
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120 4. §. Soklapok

18. A gula alapja derékszogl haromszog, amelynek befogdja b, és ezzel
a befogéval szemkozti szoge B. A gula oldalélei az alaplap sikjaval y
szoget alkotnak. Hatarozzatok meg a gula magassagat!

btgy btgy 1 1, .
A B ; C) -b tgy; D) =b tgy.
) 2cosf ) 2sinf ) 2 cosptery ) 2 sinptey

Y

Soklap
Soklapnak nevezzik azt a testet, amelynek felszine véges szamu
sokszogbdl all.
A soklapot dombortnak nevezzik, ha mindegyik lapja a sikjahoz
viszonyitva az egyik oldalan helyezkedik el.

Hasab
Az n oldali hasiabnak nevezziik azt a soklapot, amelynek két lapja
egybevago n-szog, és ezek parhuzamos sikokra illeszkednek, a tobbi
n-lap pedig paralelogramma.
A hasabot egyenesnek nevezziik, ha oldalélei merélegesek alaplap-
janak sikjara.
A hasabot szabalyosnak nevezziik, ha egyenes, és az alapja szabalyos
sokszog.
A hasab magassaganak azt a mer6legest nevezziik, amelyet az egyik
alaplap barmely pontjabdl bocsatunk a masik alaplap sikjara.

Az egyenes hasab oldalfelszine
Az egyenes hasab oldalfelszinének alaplapja kertiletének és oldal-
élének a szorzatat nevezzik.

Paralelepipedon
Paralelepipedonnak nevezziik azt a hasabot, amelynek alapjai para-
lelogrammak.
A paralelepipedont egyenesnek mondjuk, ha oldalélei mer8legesek
az alaplap sikjara.
Az egyenes paralelepipedont derékszoglinek (téglatestnek) nevezziik,
ha alapja téglalap.
A derékszogi paralelepidedon egy csicsbél kiindulé éleit a derék-
szogl paralelepipedon linearis méreteinek nevezzik.
A derékszogid paralelepidedont kockdanak nevezziik, ha a linearis
méretei egyenldk.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



A 4. paragrafus dsszefoglalasa 121

A derékszogi paralelepipedon tulajdonsagai
A derékszogd paralelepipedon barmely atléjanak négyzete linearis
méretei négyzeteinek az Gsszegével egyenld.

A gila
Azt a soklapot, amelynek egyik lapja n-szog, a toébbi lapja pedig kézos
csuccesal rendelkezé haromszogek, n oldala gulanak nevezziik.
A gtla magassaganak nevezzik a gula csticsabdl az alaplapra bocsa-
tott merGlegest.
A gulat szabalyosnak nevezzik, ha alapja szabalyos sokszog és ma-
gassaganak talppontja ennek a sokszognek a kézéppontja.
A szabalyos sokszog minden oldaléle egyenld egymassal, minden
oldallapja egybevagd egyenlGszara haromszog.
A szabalyos gula apotémajanak nevezziik a gula csticsabdl bocsatott
magassagat.

A gula oldalfelszine
A gula oldalfelszinének nevezzik Gsszes oldallapja teriileteinek az
Osszegét.
A szabalyos gula oldalfelszine alaplapja keriiletének és apotémajanak
a félszorzataval egyenld.
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5§ FORGASTESTEK

Ebben a paragrafusban részletesebben megismerkedtek a mar ismert tes-
tekkel — a hengerrel, kuippal, gdmbbel, és megismeritek a tulajdonsagaikat is.

19. A henger

Képzeljik el, hogy az OO A A téglalapot megforgatjak OO, oldala
korul (19.1. abra). A forgatas soran keletkezik egy olyan test, amelyet
hengernek nevezilink. Az O és O, kozéppontu korlapokat, amelyek az
OA és az O A oldalak forgatasa soran keletkeznek, a henger alapjai-
nak nevezziik, azt az alakzatot pedig, amely az A A oldal forgatasa
soran keletkezik, a henger oldalfelszinének mondjuk. Azok a szaka-
szok, amelyek a henger oldalfelszinét képezik, a henger alkotoéi (19.2.
abra).

Természetesen a henger 6sszes alkotdja egyenld egymassal, és me-
réleges az alaplap sikjara.

A henger magassaganak azt a merélegest nevezziik, amelyet egyik
alapjanak barmely pontjabdél bocsatunk a masik alapjanak a sikjara. A
henger magassiga egyenl6 az alkotdjaval.

Azt az egyenest, amely a henger alapjai kézéppontjaira illeszkedik,
a henger tengelyének nevezziik. A 19.2. abran az OO, egyenes a hen-
ger tengelye.

)
5 ar
1 Al /S< \ 1 /
" A henger X ' A henger
alapjai ! - alkotodi
Lo
]
S
A N \\\\A henger
q °0 v, oldal-
- felszine
19.1. abra 19.2. abra

Forgastestnek nevezziik azt a testet, amelyet valamilyen sikbeli
alakzat forgatasa altal kapunk.
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19. A henger 123

A henger a forgastestek egyik példaja.

Ha a hengert egy sikkal metsszik a tengelyén at, akkor a metszet
téglalap lesz, amelynek két oldala a henger alapjanak atmérdje, a masik
két oldala pedig a henger alkotdja (19.3. abra). Az ilyen metszetet a
henger tengelymetszetének nevezzik.

%

*K
rd ;O ~
19.3. abra 19.4. abra

A hengert a lapjaval parhuzamos sikkal metssziik (19.4. dbra). A
hengernek az alapjaval parhuzamos sikmetszete (vagy a tengelyére
meréleges sikmetszet) korlap, amely egybevagé az alaplapjaval.

Képzeljik el, hogy a hengert szétvagjuk alaplapjanak korvonala és
egy alkotéja mentén (19.5. abra), majd sikban kiteritjik. A kapott
alakzatot a henger sikba teritett palastjanak vagy egyszerlien a
henger palastjanak nevezziik. Ez két korlapbdl 411, amelyek a henger
alapjaival egyenlGk, és egy téglalapbdl, amit a henger kiteritett oldal-
felszinének nevezziik (19.6. abra).

(2

\\

19.5. abra 19.6. abra
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124 5.§. Forgastestek

Ha a henger alkotdja h, alapjanak sugara r, akkor a henger kiteritett
oldalfelszinének az oldalai h-val és 2nr-rel egyenlGek.

A henger oldalfelszinének a henger kiteritett oldalfelszinét tekintjiik.
Tehat

S, =2nrh,

ahol S — a henger oldalfelszinének tertilete, r — a henger alapjanak
sugara, h — a henger magassaganak hossza.

A henger teljes felszinének nevezziik oldalfelszine teriiletének és
két alaplapja teriileteinek az 6sszegét. Tehat

Stf= S, +28,

ahol S, ,—a henger teljes felszinének tertilete, S, —a henger alaplapjanak
teriilete.

A henger alapjanak teriilete mr. igy a kovetkez6 képletet kapjuk:

Stf= 2nrh + 2nr?

A 10. osztalyos mértanb6l mar tudjatok, hogy a koér parhuzamos
vetiilete ellipszis. Igy, amikor a hengert 4brézoljuk, az alapjanak el-
lipszist kell rajzolni. A gyakorlatban az ellipszis abrazolasdhoz érdemes
egyedi vonalzét hasznalni (19.7. abra).

19.7. abra

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



19. A henger 125

‘v

. Milyen testet neveziink hengernek?

. irjatok le, mit neveziink a henger oldalfelszinének!

. Mit neveziink a henger alapjainak? tengelyének? magassaganak?
. Milyen testet neveziink forgastestnek?

. Mit neveziink a henger tengelymetszetének?

. Milyen alakzatokbdl all a henger kiteritett felszine?

. Milyen képlettel szamithato ki a henger oldalfelszine?

. Milyen képlettel szamithato ki a henger teljes felszine?

0O NOOOGHAEWN-

|
X
oL /GYAKORLATOK [

19.1.° A henger magassaga 6 cm, alaplapjanak sugara 5 cm. Hatéroz-
zatok meg a tengely metszetének tertiletét!

19.2.° A henger tengelymetszetének teriilete 128 cm®. Hatarozzatok meg
a henger magassagat, ha az alaplapjanak sugara 4 cm!

19.3.° A henger tengelymetszetének atldja d, az alaplap sikjaval a szoget
zar be. Hatarozzatok meg:
1) a henger magassagat; 2) a henger alaplapjanak tertiletét!

19.4.° A henger alaplapjanak teriilete 49t cm? a tengelymetszet atléja
a henger alkotéjaval 30°-os szoget zar be. Hatarozzatok meg a henger
magassagat!

19.5.° Mivel egyenld a henger oldalfelszine, ha alapjanak sugara 2 cm,
magassaga 9 cm?

19.6.° Az 1 cm és 3 cm-es oldald téglalapot a nagyobbik oldala kortil
forgatjak. Hatarozzatok meg:
1) a keletkezett henger tengelymetszetének atléjat;
2) a keletkezett henger teljes felszinét!

19.7.° A 8 cm-es oldali négyzetet az egyik oldala koriil
forgatjak. Hatarozzatok meg:
1) a keletkezett henger tengelymetszetének teruletét;
2) a keletkezett henger teljes felszinét!

19.8.° Az O és O, pontok a henger als6 és felsG alapja-
nak megfeleld kozéppontjai (19.8. abra). Az A pont az
alaplapot hatarol6 kérvonal barmilyen pontja. Az O, A
szakasz hossza 6 cm, az alaplap sikjaval 60°-os szoget
alkot. Hatarozzatok meg a henger oldalfelszinét!
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126 5.§. Forgastestek

19.9.° A henger magasaga 5 cm, alaplapjanak atmérdje 24 cm. Hatéroz-
zatok meg az egyik alaplap kozéppontja és a masik alap kérvonalanak
pontja kozotti tavolsagot!

19.10.° A henger kiteritett oldalfelszinének atldja d, a kiteritett rész egyik
oldalaval o szoget alkot. Hatarozzatok meg a henger oldalfelszinét!

19.11.° A négyzet, amelynek atldja 4n cm, egy henger oldalfelszinének
kiteritett haldja. Hatarozzatok meg a henger alapteriiletét!

19.12.° Hogyan valtozik, névekszik vagy csokken, és hanyszorosara a
henger oldalfelszine, ha:
1) az alaplap sugarat k-szorosara noveljik;
2) a henger magassagat k-szorosara csokkentjik;
3) a henger magassagat k-szorosara noveljik, és az alaplap sugarat
k-szorosan csokkentjik?
Milyen fuggvény adja meg a henger oldalfelszinének fliggését:
1) az alaplapjanak sugaratoél; 2) a henger magassagatol?
19.13.° A henger alsé alaplapjan egy hir van meghtzva, amely ennek
a kornek a kozéppontjabdl 120°-0s szogben, a fels6 alaplap kozép-
pontjabdl pedig 60°-os szogben lathaté. Hatarozzatok meg a henger
oldalfelszinét, ha az adott htr hossza 6 cm!

19.14.° A henger als6 alaplapjan egy hir van meghtzva, amely ennek a
kornek a kozéppontjabdl 90°-0s szogben, a felsd alaplap kézéppontjabol
pedig 60°-os szogben lathaté. Hatarozzatok meg a henger oldalfelszi-
nét, ha alaplapjanak sugara 8 cm!

19.15.” A henger als6 alaplapjan egy htr van meghtzva, amely ennek a
kornek a kozéppontjabdl a szogben lathato. A fels6 alaplap kézéppont-
jat és ennek a hurnak az egyik végpontjat 6sszekotd szakasz az alaplap
sikjahoz B szogben hajlik. Hatarozzatok meg a henger oldalfelszinét,
ha az alsé alaplap kézéppontja az adott hurtél a tavolsagra lesz!

19.16.” A henger alsé alaplapjan egy hiar van meghiuzva, amely ennek
a kornek a kozéppontjabdl B szogben lathaté. A felsé alaplap kozép-
pontjat és ennek a hurnak a felezépontjat 6sszekoéts szakasz hossza
m, az alaplap sikjaval o szoget alkot. Hatarozzatok meg a henger
oldalfelszinét!

19.17.” A henger alapkorének sugara 10 cm, magassaga 12 cm, a ten-
gelyével parhuzamosan metszetet szerkesztettek, amely négyzet.
Hatéarozzatok meg a henger tengelye és a metszet kozotti tavolsagot!

19.18." A henger tengelyével parhuzamosan metszetet szerkesztettek,
amely az alaplap korvonalabdl ivet metsz ki, amelynek fokmértéke
o (0° <o <180°. A szakasz, amely a henger fels§ alaplapjanak ko-
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19. A henger 127

zéppontjat az alsé alaplap korvonalanak egy pontjaval kéti 6ssze, az
alaplap sikjaval B szoget zar be, az alaplap sugara R. Hatarozzatok
meg a metszet teriletét!

19.19. A henger tengelyével parhuzamosan metszetet szerkesztettek,

amely a tengelytél V3 cm-re helyezkedik el, és az alaplap kérvona-
1abol 120°-0s ivet metsz ki. Hatarozzatok meg a met-

szet teriiletét, ha atléja 10 cm-rel egyenld! /x

19.20.* Az O és O, pontok a henger alsé és felsd alapjai- \E_I/
nak megfeleld k6zéppontjai, az A pont az alsé alapjara ]
illeszkedik (19.9. 4dbra). Az OO, szakaszon felvettek E
egy B pontot tgy, hogy az AB egyenes metszi a henger '
oldalfelszinét. Szerkesszétek meg az AB egyenes és a tB
henger oldalfelszinének metszéspontjat!

19.21.* A henger alapjanak sugara 9 cm. Az OO, szakasz \._O/
felezGpontjabol, ahol az O és az O, pontok a henger als6
és fels8 alapjainak megfeleld felez6pontjai, félegyenest 19.9. abra
huztak, amely az alaplap sikjat olyan pontban metszi,
ami az alap kozéppontjatdl 12 cm-re van. Ez a félegyenes a henger
alkotdjat az alsé alaplaptodl 2 cm-re 1év6 pontban metszi. Hatarozzatok
meg a henger magassagat!

19.22." A henger magasséaga 20 cm. A henger alkot6janak felez6pontjan
at egyenest fektettek, amely az alaplapok kézéppontjait 6sszekotd
szakaszt az als6 alaplaptdl 6 cm-re 1éve pontban metszi, az alaplapot
viszont egy masik pontban fogja metszeni, amely 15 cm-re van az
als6 alaplap kozéppontjatdl. Hatarozzatok meg a henger alapjanak
sugarat!

Msméné GYAKORLATOK I

19.23. Az egyenl( szaru haromszog alapjara bocsatott magassaga h, az
oldalai kozotti szog a. Hatarozzatok meg az adott haromszogbe irt
kor kozéppontjat!

19.24. A trapéz alapjai 6 cm és 27 cm, egyik szara 13 cm. Hatarozzatok
meg az adott trapézba irt korvonal kézéppontjat!

19.25. A szabélyos hatoldald hasab alapéle 6 cm, oldalfelszine 288 cm”.
Hatarozzatok meg a hasab nagyobbik 4tl6jat!

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



128 5.§. Forgastestek

20. A kiip

Képzeljik el, hogy az AOB derékszogd haromszoget, melynek O a
derékszoge, megforgatjuk az AO oldala koril (20.1. abra). A forgatés
soran test keletkezik, amelyet kipnak neveziink. Az O kézépponta
korlapot, amelyet az OB oldal forgatasa soran kapunk, a kap alapja-
nak, az AB oldal forgasa altal keletkezett alakzatot a kap oldalfelszi-
nének nevezzik. A kup oldalfelszinét alkot6 szakaszokat a kup alko-
téinak nevezzik (20.2. abra).

A kup osszes alkotdja egyenld, és az alaplappal ugyanolyan szoget
zar be.

Osszes alkot6janak kozos végpontjat a kup csticsanak nevezzik. A
20.1. abran az A pont a kup csucsa.

A kup csuicsara és az alaplap kozéppontjara illeszkedd egyenest a
kup tengelyének nevezzik. A 20.1. abran az AO egyenes a kup tenge-
lye.

A kup magassaganak azt a merGlegest mondjuk, amelyet a kip
csucsabdl az alaplap sikjara bocsatunk. A magassag talppontja az alap-
lap kozéppontja. A kiilp magassaga a tengelyén fekszik. A 20.1. dbran
az AO szakasz a kip magassaga.

A kup, a hengerhez hasonléan, forgastest.

Ha a kupot a tengelyére illeszkedd sikkal metssziik, akkor a metszet
egyenld szard haromszog, amelynek szarai a kup alkotodi, alapja pedig
a kap alapjanak atmérdgje (20.3. 4bra). Az ilyen metszetet a kap ten-
gelymetszetének nevezzik.

Képzeljik el, hogy a kiipot alapjanak kore és valamely alkotdja men-
tén szétvagjuk (20.4. abra), majd egy sikba kiteritjik. A kapott alakza-
tot a kup kiteritett palastjanak nevezziik (20.5. abra). Ez az alappal

A
A kup
alapja
B PJ

20.1. abra 20.2. dbra

A kup
alkotdja

A kuap
oldal-
felszine
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20. Akup 129

20.3. dbra 20.4. abra 20.5. abra

egyenld korlapbdl és egy korcikkbdl all, ami a kup oldalfelszinének
kiteritett palastja.

Ha a kup alkotdja [, alaplapjanak sugara r, akkor a koércikk sugara
l-lel egyenld, és a koriv hossza 2nr. Legyen az ABK sz6g fokmértéke o

(20.5. abra). Ekkor az AB iv hossza %. Innen 2nr = %. Ebbdl kovet-

kezik:

360r
== (1)

A kup S oldalfelszine teriiletének nevezziik a kiteritett oldalfelsziné-

2
n%mw%HMﬂhmmwkmwgzig

2
gyelembe véve kapjuk: S = = 36lﬁ =nrl.

’ 360
Tehat a kap oldalfelszinét a kovetkezd képlettel szamithatjuk ki:

S =nrl,

ahol r — a kip alapjanak sugara, [ — a kap alkotdja.

A kup teljes felszinének nevezziik oldalfelszinének és alapja terii-
letének az 6sszegét. Innen:

S,=S,+8S,

ahol S — a kup teljes felszine, S — a kup alapjanak tertlete.
A kup alapjanak teriilete nr®. Igy a kévetkez6 képletet kapjuk:

_ 2
Stf— nrl + nr
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5. §. Forgastestek

‘v

. Milyen testet neveziink kupnak?

. irjétok le, mit neveziink a kup oldalfelszinének!

. Mit neveziink a kup alapjanak? tengelyének? magassaganak?
. Mit neveziink a kup tengelymetszetének?

. Milyen alakzatokbdl all a kup kiteritett felszine?

. Mit tekintenek a kup oldalfelszin-tertletének?

. Milyen képlettel szamithato ki a kap oldalfelszine?

. Milyen képlettel szamithato ki a kup teljes felszine?

0O NO O A~ WDN =

Cl /GYAKORLATOK [

20.1.° A kip magassiaga 4 cm, alkotdja 6 cm. Hatdrozzatok meg a kup
alapjanak sugarat!

20.2.° A kip alapjanak sugara 5 cm, alkotdja 13 cm. Hatérozzatok meg
a kup magassagat!

20.3.° Hatarozzatok meg a kiip alapjanak sugarit és magassagat, ha az
alkotdja 18 cm, a tengelymetszete szabalyos haromszog!

20.4.° A kap alapjanak sugara 2 cm, tengelymetszete egyenlszart ha-
romszog. Hatarozzatok meg a kip magassagat és alkotdjat!

20.5.° A ktip alapjdnak sugara 9 cm, az alkotdja és alaplapja kozotti szog
30°. Hatarozzatok meg:
1) a ktp oldalfelszinét;
2) a tengelymetszetének teruletét!

20.6.° A kup alapjanak sugara 6 cm, magasiga 8 cm. Hat4arozzatok meg:
1) a kap oldalfelszinét;
2) a kup teljes felszinét!

20.7.° A ktip magassaga H, az alkotdja és alaplapja kozotti szog o. Ha-
tarozzatok meg:
1) a tengelymetszetének teriiletét;
2) a kup oldalfelszinét!

20.8.° A kup alkotdja [, tengelymetszetének a cstcsnal 1év6 szoge a.
Hatarozzatok meg:
1) a tengelymetszetének teriiletét;
2) a kup oldalfelszinét!
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20. Akup 131

20.9.° A derékszogd haromszog 4tfogdja 8 cm, egyik szoge 30°. Ezt a h4-
romszoget a nagyobbik befogéja mentén megforgattuk. Hatarozzatok
meg a keletkezett kup oldalfelszinét!

20.10.° Hatarozzatok meg a kip tengelymetszetének tertiletét, amelyet
olyan derékszogli haromszog forgatasaval kapunk, amelynek atfogdja
17 cm, befogdja 15 cm, ha a forgatast a masik befog6 koril végezzik!

20.11.° A kip alapjanak sugara 15 cm, az alaplap kézéppontja és az
alkoté kozotti tavolsag 12 ecm. Hatarozzatok meg a kup alkotdjanak
hosszat és magassagat!

20.12." A kip magassaga 45 cm, az alaplap kézéppontja és az alkoto

ko6zottl tavolsaga 6 cm. Hatdrozzatok meg a kup teljes felszinét!

20.13." A kup alapjaban egy a hosszisagu hurt huztak, amely egy o
(0° < a0 < 180°) fokmértékd iv végpontjait koti 6ssze. A ktup alkotdja az
alaplap sikjaval B szoget zar be. Hatarozzatok meg a kip magassigat!

20.14." A kup alapjaban egy hurt huztak, amely egy a (0° < a < 180°)
fokmértékd iv végpontjait koti 6ssze. A kup alkotdja a magassaggal
B szoget zar be, a hossza m. Hatarozd meg az adott hir hosszat!

20.15." Az 5 cm és 12 cm befogéju derékszogl haromszoget az atfogdjat
tartalmazé egyenes mentén megforgattak. Hatarozzatok meg a ke-
letkezett forgastest felszinét!

20.16.” A kup két alkot6jan keresztiil fektetett sik az alaplapot egy olyan
hurban metszi, amely egy B (0° < B < 180°) fokmértékd iv végpontjait
koti 6ssze. Hatarozzatok meg a keletkezett metszet teriiletét, ha a
kup magassaga H, és a metszet sikja az alaplappal a szoget zar be!

20.17.” A kuap két alkotdja kozotti szog 60°, rajtuk keresztil sikot fektet-
tek. A sik az alaplapot olyan hurban metszi, amely egy 8 cm hosszu,
90° fokmértékd iv végpontjait koti ossze. Hatarozzatok meg a kap
oldalfelszinét!

20.18.” Az egyenld szaru hegyesszogl haromszog alapja a, az alapnal
1évG szbge a. Ez egy olyan egyenes mentén forog, amely az egyik sza-
rat tartalmazza. Hatarozzatok meg a keletkezett forgastest felszinét!

20.19.” Az egyenld szard haromszog alapja a, az alappal szemkozti szoge
a. Ez egy olyan egyenes mentén forog, amely az alapjat tartalmazza.
Hatarozzatok meg a keletkezett forgastest felszinét!
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132 5.§. Forgastestek

20.20.” A derékszogl trapéz alapjai 6 cm és 9 cm, magassaga 4 cm. Ez egy
olyan egyenes mentén forog, amely a nagyobbik alapjat tartalmazza.
Hatarozzatok meg a keletkezett forgastest felszinét!

20.21. A derékszogl trapéz alapjai 3 cm és 4 cm, hegyesszoge 45°. Ez
egy olyan egyenes mentén forog, amely a kisebbik alapjat tartalmazza.
Hatéarozzatok meg a keletkezett forgastest felszinét!

20.22.” A rombusz oldala 10 cm, hegyesszige 60°. Ez egy olyan egyenes
mentén forog, amely az egyik oldalat tartalmazza. Hatarozzatok meg
a keletkezett forgastest felszinét!

20.23.” Az egyenld szaru trapéz alapjai 10 cm és 26 cm, a szira egyen-
16 a kisebbik alapjaval. Ez egy olyan egyenes mentén forog, amely
a nagyobbik alapjat tartalmazza. Hatarozzatok meg a keletkezett
forgastest felszinét!

20.24.” A kup oldalfelszinének kiteritett haldja korcikk, amelynek sugara
12 cm, ivének fokmértéke 240°. Hatarozzatok meg a kap alapjanak
sugarat!

20.25.” A kup oldalfelszinének kiteritett haldja korcikk, amelynek su-
gara 5 cm. Hatarozzatok meg a korcikk kozépponti szogét, ha a kap
magasséga 4 cm!

20.26.” A kup két alkotdjan at sikot fektettek, amely a kap alaplapjaval
a szoget alkot. A kip alaplapja és a metszet k6zotti tavolsag a, a kip
alkotdja az alaplap sikjaval B szoget alkot. Hatarozzatok meg a kap
alapjanak sugarat!

20.27.” Az MO szakasz a kip magassaga, az MA és MB szakaszok az
alkotéi, MO =42 cm. Az O pont és az AB egyenes kozotti tavolsag
2 cm. Hatarozzatok meg az O pont és az AMB sik kozotti tavolsagot!

%METLé GYAKORLATOK IS

20.28. Az AD és CE szakaszok az ABC haromszog oldalfelezéi. Hataroz-
zatok meg az AC oldal hosszat, ha AB= 85 cm, BC = 65 cm és
AD 1 CE!

20.29. Az egyenl$ szara trapéz teriilete 3243 cm?, hegyesszoge 60°.
Hatarozzatok meg a trapéz szarat, ha ismeretes, hogy a trapézba kor
irhaté!

20.30. A gula alapja egyenld szaru haromszog, amelynek az alapjanal
1évG szoge 30°, a szara pedig 12 cm. A gila mindegyik oldaléle az
alappal 60°-0s szoget zar be. Hatarozzatok meg a giila magassagat!
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21. Agémb és a gémbfeliilet 133

21. A gomb és a gombfeliilet

Az el6z6 pontokban két forgastesttel ismerkedtetek meg: a hengerrel
és a kuppal. Van még egy forgastest, a gomb.

A 2.1. 4bran olyan test lathatd, amelyet félkor forgatasaval kapha-
tunk, ha a forgastengely az AB atméré lesz. Az ilyen testet gobmbnek
nevezzik.

Az AB atmérGje korul forgatva a kérvonalat olyan feliiletet kapunk,
amelyet gombfelszinnek neveziink (21.1. abra). A gémbfelszin az adott
gomb felszine.

C

B

21.1. dbra 21.2. dbra

Az AB szakasz felez6pontjat a gombfelszin kozéppontjanak nevezziik.
Barmelyik szakaszt, amely a gombfelszin egy pontjat a gémbfelszin
kozéppontjaval koti 6ssze, a gémbfelszin sugaranak nevezzik. Ennek
a szakasznak a hosszat a gobmb sugaranak is nevezik. A 21.2. abran az
OX szakasz a gomb sugara.

Bebizonyithatd, hogy a gombfelszin minden sugara egymdssal egyen-
16.

Mas széval, a gombfelszin minden pontja egyenld tdvolsdgra van a
gomb kozéppontjatol.

Azt a szakaszt, amely a gombfelszin két pontjat koti 6ssze és a gomb
kozéppontja is illeszkedik rd, a goémbfelszin atmérdjének nevezziik.
Ha a gombfelszin sugara r, akkor az atmérdgje 2r.

A gomb kozéppontja, sugara és atmérdje annak a gombfelszinnek a
kozéppontja, sugara és atmérdje, amely az adott gombnek a felszine lesz.

Bebizonyithatd, hogy a gomb barmely pontja és a gomb kézéppontja
kozotti tavolsag nem nagyobb a sugardndl.

A sikmértanbdl mar ismeritek a kor és az egyenes kolesonos helyze-
tét. Megvizsgaljuk a gombfelszin és a sik kolcsonos helyzetét.

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



134 5.§. Forgastestek

Legyen az adott gombfelszin sugara r, az O pont a kézéppontja, az
a sik és az O pont kozotti tavolsag d.

I. eset. Legyen d > r. Ebben az esetben a gombfelszinnek és a siknak
nincs kézos pontja (21.3. abra).

21.3. dbra 21.4. dbra

II. eset. Legyen d < r. Ebben az esetben a gémbfelszin és a sik met-
szete korvonal (21.4. abra).

Erre az 4llitasra hivatkozva levonhaté a
kovetkeztetés: ha a gomb koézéppontja és a sik
kozotti tavolsag kisebb a kor sugaranal, akkor
a gbmb és a sik metszete kor.

Ha a sik a gémb kozéppontjara illeszkedik,
akkor az igy keletkezett metszetet a gémb
nagy korének nevezzik.

ITI. eset. Legyen d = r. Ebben az esetben a
sik és a gombfelszin metszete csak egy koz0s pont

21.5. abra (21.5. abra).

Meghatarozas. Azt a sikot, amelynek a gombfelszinnel csak
egy kozos pontja van, a gombfelszin érintGsikjanak nevezziik.

Ezt a k6z6s pontot érintési pontnak nevezziik. A 21.5. dbran az
A az érintési pont.
Ezaltal igaz a kovetkez6 tétel.

21.1. tétel. A gombfelszin érintésikja merdéleges az érintési
ponthoz hiizott sugdrra.

P I

1. Mit neveziink gdmbfelszinnek? gdbmbnek?
2. Magyarazzatok meg, milyen pontot neveziink a gémbfelszin kozéppontjanak?

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



21. Agémb és a gémbfeliilet 135

. Mit neveziink a gémbfelszin sugaranak? a gémb sugaranak?

. Mit neveziink a gémbfelszin atmérdjének? a gémb atmérdjének?

. Mivel egyenlé a gdbmbfelszin sugara, ha a sugara r-rel egyenl§?

. Mi lesz a gémbfelszin és sik metszete, ha a gémbfelszin kdzéppontja és a
sik k6zotti tavolsag kisebb a gdmbfelszin sugaranal?

. Mit neveziink a gémb sugaranak?

. Mit neveziink a gémb érint6ésikjanak?

9. Milyen tulajdonséaggal rendelkezik az a sugar, amelynek az egyik végpontja

az érintésik és a gdmbfelszin kdzos pontja lesz!

o0 A~ W

o N

v

oL /GYAKORLATOK |

21.1.° Hozzatok fel olyan példdkat a mindennapi életben hasznéalt és

a természetben talalhaté targyakrél, amelyek gombfelszin (gémb)
alakuak?

21.2.° A gomb sugara J5 cm. A gombhoz tartozik-e az a pont, amely a
gomb kozéppontjatol:
1) 2 cm-re van; 2) 2,3 cm-re van?

21.3.° A C és D pontok egy O kozépponti 8 cm-es sugari gombfelszinre
illeszkednek. Hatdrozzatok meg a CD tavolsagot, ha a COD szog
derékszog!

21.4.° Az O koézéppontd gombfelszinen jelolték az A és B pontokat tgy,
hogy AB = 18 cm. Hatarozzatok meg a gobmb sugarat, ha az O pont és
az AB egyenes kozotti tavolsag 12 cm!

21.5.° Adott egy 6 cm sugaru gombfelszin és egy a sik. Milyennek kell
lennie a gémbfelszin kézéppontja és az a sik k6zotti tavolsagnak, hogy:
1) a gombfelszinnek és a siknak ne legyenek k6zos pontjai;
2) a gombfelszinnek és a siknak csak egy k6zos pontja legyen;
3) a gombfelszinnek és a siknak a metszete egy kérvonal legyen;
4) a gombfelszinnek és a siknak a metszete a lehet6 leghosszabb
korvonal legyen?

21.6.° A gombfelszin atmérdje 20 cm, kozéppontjanak tavolsdga az o
siktdl 12 cm-rel egyenlS. Vannak-e kézos pontjai az o siknak és a
gombfelszinnek?

21.7.° Hany olyan sik fektethetd, amelyek egy adott pontra illeszkednek,
és érintik a gémbfelszint, ha:
1) a pont az adott gémbfelszinre illeszkedik;
2) a pont a gémbfelszinen kiviil helyezkedik el?
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136 5.§. Forgastestek

21.8.° 1) Melyik a Fold leghosszabb szélességi kore?
2) Hatarozzatok meg a Fold egyenlitGjének hosszat, ha a Fold sugarat
6 400 km-nek tekintjik. Az eredményt ezer kilométerekre kerekitsétek!
3) Szamitsatok ki az utat, amit a telepiilésetek tesz meg egy nap alatt
a Fold forgasanak kovetkeztében!

21.9.° A gomb sugara 5 cm. Hatdrozzatok meg nagykorének a tertiletét!

O—w 21.10.° Bizonyitsatok be, hogy amikor az o sik az O, kozéppontu
kérvonalban metszi az O kézéppontd gombfelszint, akkor OO, L o!

21.11.° A gombfelszint olyan sik metszi, amely a gdmbfelszin kozéppont-
jatél 6 cm tavolsagra van. A metszésvonal hossza 16w cm. Hatarozza-
tok meg a gombfelszin sugarat!

21.12.° A 13 cm sugard gomb metszete korlap, amelynek terilete
251 cm®. Hat4rozzatok meg a gémb koézéppontja és a metsz§ sik ko-
zOttl tavolsagot!

21.13." Az R sugaru géomb atmérdjének végpontjan egy sikot fektettek,
amely ezzel az atmérdvel a szoget alkot, o # 90°. Hatarozzatok meg
a keletkezett metszet teriiletét!

21.14." Hatarozzatok meg a gombfeliilet és a sik metszésvonalanak hosz-
szat, ha a sik a k6zépponttdl 2 cm tavolsagra van, és a gomb sugara,
amelynek egyik végpontja erre a metszésvonalra illeszkedik, az adott
sikkal 30°-os szoget zar be!

21.15.° A téglalap cstcsai olyan gombfelszinre illeszkednek, amelynek
sugara 26 cm. Hatarozzatok meg a gombfelszin k6zéppontja és a tég-
lalap sikja kozotti tavolsagot, ha a téglalap oldalai 12 cm és 16 cm!

21.16.° A gbmbfelszinen A, B és C pontok vannak jellve, AB= BC=15cm,
ABCZ =120°. Hatarozzatok meg a gomb kozéppontja és az ABC sik
kozotti tavolsagot, ha a gébmb sugara 17 cm!

21.17.° Az 1 cm, v/3 cm és 2 cm oldald haromszog csticsai a gombfelszin-
re illeszkednek. Hatarozzatok meg a gomb sugarat, ha a kézéppontja

és a haromszog sikja kozott a tavolsag 43 cm!

21.18." Két k6zos kozéppontd gomb sugara 7 cm és 9 cm. Az a sik érinti
a kisebbik gomboét. Hatarozzatok meg a nagyobbik gomb és az o sik
metszetének teriiletét!

21.19.” A gémbfelszin sugara 40 cm. Az A pont a gémbfelszint érintd
sikra illeszkedik, és az érintési ponttdl 9 cm-re van. Hatarozzatok
meg a gombfelszinnek az A ponthoz legkézelebb 1év6 pontja és az A
pont kozotti tavolsagot!
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5. szamu feladat. Ellenérizd magad teszteléssel! 137

21.20.” A 112 cm sugara gombfelszin M pontjaban egy érintésikot szer-
kesztettek. Ezen a sikon jel6ltek egy K pontot, amelynek a gombfelszin
legkézelebbi pontjahoz a tavolsaga 225 cm. Hatarozzatok meg az M
és K pontok kozotti tavolsagot!

21.21.* A gombnek és az egymésra merd8leges sikoknak kozos a hurjuk,
melynek hossza 12 cm. Hatarozzatok meg a gébmboék sugarait, ha
metszeteik teriiletei 64n cm® és 100w cm®!

21.22.% A gébmbnek és az egymésra merdleges sikoknak k6zos a hirjuk.
A tavolsag a gomb koézéppontja és az egyik sik k6zott 4 cm, a masik
siktdl 5 cm. Hatarozzatok meg ezen metszetek k6zos htrjanak hosszat,
ha a gébmb sugara 52 cm!

MSMETLG GYAKORLATOK IS

21.23. Hatarozzatok meg a korvonal hosszat, amely az egyenl§ szarda
trapéz koré van irva, ha a trapéz alapjai 6 cm és 8 cm, magassaga
pedig 7 cm!

21.24. Az egyenld szard haromszog alapra bocsatott magassaga 32 cm,
beirt korének sugara 12 cm. Hatarozzatok meg a haromszog koré irt
kor sugarat!

21.25. A szabalyos négyoldala gula alapéle a, két szomszédos lapjanak
apotémai kozotti szog 60°. Hatarozzatok meg a gula oldalfelszinét!

5. SZAMU FELADAT. ELLENORIZD MAGAD TESZTELESSEL!

1. Szamitsatok ki a henger oldalfelszinét, amelynek tengelymetszete

8 cm oldalu négyzet!
A) 321 cm?; B) 641 cm?; C)128ncm®* D) 256w cm”.

2. A henger magassaga 8 cm, alapjanak sugara 5 cm. A henger tenge-
lyétdl 4 cm-re vele parhuzamosan egy sikot fektettek. Hatarozzatok
meg a keletkezett metszet tertletét!

A) 40 cm?; B) 24 cm?; C) 48 cm?; D) 64 cm?.

3. A henger magassaga 6 cm, oldalfelszine 241 cm®. Mivel egyenld alap-

janak a tertlete?
A) 41 cm?; B) 4 cm?; C) 3n cm?; D) 6m cm?.
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138 5.§. Forgastestek

4. A henger alsé alapjanak hurja ennek az alapnak a kézéppontjabol o
szogben lathaté. Az a szakasz, amely a felsé alaplap kézéppontjat az
adott hur felezépontjaval koti 6ssze, az alaplap sikjahoz B szégben haj-
lik. Hatarozzatok meg a henger oldalfelszinét, ha az alaplap sugara r!

A) 2nr? cos% tgP; C) 2nr? sin% tgP;
B) 2nr® cosatgB; D) 2nr’sinotgp.

5. A kup alkotéja az alaplap sikjaval 60° szoget zar be, a kiip magassa-
ga 93 cm. Mivel lesz egyenld a kup alkotéjanak a hossza?

93

2

6. A kup alapjanak sugara 12 cm, tengelymetszetének cstcsnal 1évG
szoge 120°. Hatarozzatok meg a kiip magassagat!

A) 63 cm; B)8Y/3 cm; C)1243 cm; D) 443 cm.

A) cm; B) 18+/3 cm; () 13,5 cm; D) 18 cm.

7. Szamitsatok ki a kup oldalfelszinét, ha alaplapjanak atmérdgje 12 cm,
alkotéja 17 cm!
A) 102n cm?  B) 204mcm?®*  C) 34w cm? D) 68n cm®.

8. A kup oldalfelszine 240n cm?® Mivel egyenlé a kip magassaga, ha
alaplapjanak sugara 12 cm?
A) 12 cm; B) 16 cm; C) 20 cm; D) 2 cm.

9. A henger alaplapjanak sugara 8 cm, a tengelyével parhuzamosan sikot
fektettek, amely az alaplapot egy hiirban metszi, és ez egy 120°-0s ivet
fog at. Hatarozzatok meg a metszet teriiletét, ha annak atlgja 16 cm!

A) 64 cm?; B) 64+/3 cm% C) 16 cm?%; D) 16+/3 cm?®.
10. A kup alapjaban egy huart fektettek, amely az alaplap kézéppontjabol

o szogben latszik, a kap cstcsabdl pedig B szoég alatt. Hatarozzatok
meg a kup oldalfelszinét, ha alaplapjanak sugara r!

2 a
o B nr COSE
A) nr?cos—sin=; C) —=;
2 2 .
Sin—
2 . O
o B r Slng
B) nr’sin—sin—; D)
2 2 . B
sin—
2
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5. szamu feladat. Ellenérizd magad teszteléssel! 139

11. A derékszogd haromszog befogdja 6 cm, a mellett 1év6 szég 30°. Ha-
tarozzatok meg annak a kupnak az oldalfelszinét, amely e hAromszog
adott befog6ja kortiili forgatasaval keletkezik!

A) 24#+/3 cm? B) 12#43 cm? C) 241 cm?; D) 12n cm?®.

12. Az dbran lathaté O kozéppontd géombben a kozépponttdl 12 cm-re
egy metszet van szerkesztve, amelynek koézéppontja O,. Hatdrozzatok
meg a gomb sugarat, ha a metszet sugara
9cm!

A) 10 cm; C) 15 cm;
B) 12 c¢m; D) 21 cm.

13. A gomb sugaranak végpontjan at egy metsze-
tet szerkesztettek, amely 45°-0s szoget zar be
vele. Hatarozzatok meg a gomb sugarat, ha a
metszet teriilete 36w cm?!

A)6v2 cm; C) 122 cm;
B) 6 cm; D) 12 cm.

14. A derékszogl haromszog atfogéja c, egyik hegyesszoge a. Hataroz-
zatok meg annak a kupnak az oldalfelszinét, amelyet a haromszog
adott széggel szemkozti befogdja korul valé forgatdsa altal kapunk!

2 TEC2

—; B) nie? sin o C)nctcosa; D) .
sino Cos
15. A kap két alkotdjan at, amelyek kozott a szog 45°, metszetet szerkesz-
tettek. Hatarozzatok meg a metszet tertletét, ha a kiip magassaga h
és az alkotoval 30°-0s szoget zar be!
2 2 2 2
hﬁ; B)h\/E; o 2h\/§; D)hﬁ.
6 6 3 3
16. Az o sik az A pontban érinti az O koézépponti gémboét. A B pont az
o sikra illeszkedik, és a gobmb kozéppontjatél 10 cm tavolsagra van.
Hatarozzatok meg az AB szakasz hosszat, ha a gomb sugara 6 cm!

A) 8 cm; B) 6 cm; C) 24/34 cm; D) 2cm.

e

A)

A)

17. A henger kiteritett oldalfelszinének atléja 45 cm, alapjanak su-
gara 2 cm. Hatarozzatok meg a henger magassagat!
A) 91 cm; B) 8m cm; C) 9 cm; D) 8 cm.

18. Az egyik henger oldalfelszine 28 cm®. Mivel egyenls a masik henger
oldalfelszine, ha az adott hengerek alapjainak sugarai egyenldk, és
a masodik henger magassaga 2-szer kisebb, mint az els6 hengeré!
A)1l4cm®, B)7cm?® C)56cm?* D) nem megéllapithaté.
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Y

A henger oldalfelszine
A henger S oldalfelszinének a henger kiteritett oldalfelszine tertile-
tét nevezzik.
S = 2nrh, ahol S — a henger oldalfelszine, r — a henger alapjanak
sugara, h — a henger magassaganak hossza.

A henger teljes felszine
Stfz S +2S , ahol S, — a henger teljes felszine, S — a henger alap-
janak tertlete.
S,= 2nrh + onr®.

A kup oldalfelszine
A kup S, oldalfelszinének nevezziik a kup kiteritett oldalfelszinének
teriiletét.
S =nrl, ahol S — a kup oldalfelszine, r — a kip alapjanak sugara,
[ — a kuap alkotéjanak hossza.

A kup teljes felszine
Stf: S +S,, ahol Stf— a kup teljes felszine, S — a kup alapjanak te-
rulete.

S, = nrl+ nre.

A gombfelszin és a sik kolcsonos helyzete
Ha a gémbfelszin kézéppontja és a sik kozotti tavolsag kisebb a gomb-
felszin sugaranal, akkor a gombfelszinnek és a siknak a metszete
korvonal.
Azt a sikot, amelynek a gémbfelszinnel csak egy k6zos pontja van, a
gombfelszin érintésikjanak nevezzik. Ezt a k6z6s pontot érintési
pontnak nevezziik. Ebben az esetben a gomb kozéppontja és a sik
kozotti tavolsag a gomb sugaraval egyenld.
A g6mb érintGsikja meréleges arra a sugarra, melynek a végpontja
az érintési pont lesz.
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6 A TESTEK TERFOGATAI. ‘a
Q. AGOMB FELSZINE N7

Ebben a paragrafusban részletesebben megismerkedtek a mar ismert
térfogat fogalmaval, megtanuljatok a soklapok és a forgastestek térfogata-
nak meghatarozasara szolgalo képleteket. Megismerkedtek a gombfelszin
meghatarozasanak madszereivel.

22. A testek térfogata.
A hasab és a gula térfogatanak képletei

Az olyan mennyiséggel, mint a térfogat, gyakran talalkoztatok a
hétkoznapi életben: az tiditédoboz térfogata, az ivegedény térfogata, az
elfogyasztott vizmennyiség térfogata vagy az lizemanyag mennyisége a
mérbeszkozon (22.1. abra). A térfogat fogalmaval mar az 5. osztalyban
megismerkedtetek. Ezenkiviil ezt a fogalmat mér sokszor alkalmaztatok,
példaul a fizika- és a kémiadrakon is.

]

GABooER]

22.1. dbra

A sikmértan elsajatitasa soran gyakran talalkoztatok mar olyan
mértani mennyiséggel, mint a teriilet fogalma. A térmértanban a test
térfogata hasonl6 a sikmértani alakzat teriiletének fogalmahoz. Eszre-
venni ezt a hasonlésagot nem nehéz, ha 6sszehasonlitjuk a sokszog te-
riletének a 8. osztalyban tanult meghatarozasaval.

Meghatarozas. Atesttérfogatanak nevezziik azt a pozitiv
mennyiséget, amely a kovetkezo tulajdonsagokkal rendelkezik:
1) az egybevago testek térfogatai egyenlok;
2) ha a test tobb mas testbo6l all, akkor térfogata egyenld e
testek térfogatainak osszegével;
3) a térfogat egységén az egységkockat értjiuk, vagyis olyan
kockat, amelynek élei a hosszmértékegységgel egyenléek.
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142 6. §. A testek térfogatai. A gémb felszine

A testek térfogatanak tanulmanyozasat a sokszogekkel kezdjik.

A soklap térfogatanak megmeérése azt jelenti, hogy ésszehasonlitjuk
a térfogatat az egységkocka térfogataval. Ennek eredményeként meg-
kapjuk a soklap térfogatanak szambeli értékét. Ez a szam azt adja meg,
hogy az adott test térfogata hanyszorosa az egységkocka térfogatanak.

Megmutatjuk, hogy a meghatarozas alapjan, hogyan szamithaté ki
példaul az 1 cm, 1 cm és 3 cm élekkel rendelkezf téglatest térfogata
(22.2. abra).

Az ilyen téglatest feldarabolhatd harom 1 cm-es éld kockara. A tér-
fogat 2. tulajdonsiga alapjan az adott téglatest térfogata egyenld harom
1 cm é14 kocka térfogataval (réviden igy irjuk fel: 3 cm®).

lecm 1cm 1cm

c=h

PUISPIpIppIpE W——

A Y
\
A Y
\
~
Y
%
1 cm
\
\
\
n

22.2. dbra 22.3. 4bra

A testek térfogatanak kiszamitasa soran érdemes képleteket alkal-
maznunk, amelyek lehet6vé teszik a térfogatuk elemeik alapjan torténd
meghatarozasat.

Ha példaul a téglatest linedris méretei a, b és ¢, akkor a V térfogat a
kévetkezd képlettel szamithato ki:

V=abc

Az ab szorzat a téglatest alapjanak S teriilete lesz, a c él pedig a h
magassaga (22.3. abra). Igy a téglatest térfogatanak képletét atirhatjuk

1gy is:

V=Sh

Ezt a képletet alkalmazhatjuk a hasab térfogatanak kiszamitasara
is.

22.1.tétel. A h magassagu és S alapteriiletd hasab V térfoga-
ta a kovetkezo képlettel szamithato ki:

V=Sh
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A testek térfogatanak meghatdarozasa bonyolult feladat. Ezért is
tekintették az 6kori Gorogorszagban a gula térfogatanak meghataroza-
sara szolgald képletet az antik tudomény legfontosabb eredményének.

22.2.tétel. A h magassagu és S alapteriletii gala V térfogata
a kovetkezo képlettel szamithato ki:

v=Lsn
3

Feladat. Az MABCD négyoldalu gula alapja ABCD téglalap. Az
AMB oldallapja merGleges az alaplap sikjara. Hatarozzatok meg a gula
térfogatat, ha AB=10 cm, BC=12 cm, MA=MB=13 cm!

Megoldds. Meghtzzuk az AMB haromszog (22.4. abra) MK magas-
sagat. Mivel AMB | ABC, ezért MK | ABC. Tehat MK az adott guila
magassaga.

Mivel MA = MB, ezért az MK szakasz az AMB haromszog oldalfele-
zGje. Ebb6l kovetkezik, hogy AK = KB =5 cm.

Az MKA derékszogl haromszégben:

MK =132 5% =12 (cm).
Az ABCD téglalap teriilete 120 cm®.
Most mar meg tudjuk hatarozni a gala V térfogatat:

1 1
V= ESABCD -MK = 3 120-12 =480 (cm®).

Felelet: 480 cm®. <«
'I) - S
(] . . . .

1. Mit nevezink a test térfogatanak?

2. Mit jelent megmérni a soklap térfogatat?

3. Milyen képlettel hatarozhaté meg a téglatest térfogata?

4. Milyen képlettel hatarozhaté meg a hasab térfogata?
5. Milyen képlettel hatarozhaté meg a gula térfogata?

Cl /GYAKORLATOK .

22.1.° Mivel egyenl§ annak a hasabnak a térfogata, amelynek alapteri-
lete 12 cm? a magassaga 5 cm?
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144 6. §. A testek térfogatai. A gémb felszine

22.2.° Hatdrozd meg a kocka térfogatét, ha 4tléja 2+/3 cm!

22.3.° Hogyan véaltozik meg a kocka térfogata, ha minden élét 3-szoro-
séra noveljik?

22.4.° Hat4rozzatok meg a szabalyos hiromoldalt hasab térfogatat, ha
minden éle a-val egyenld!

22.5.° Hatdrozzatok meg a szabalyos hatoldali hasab térfogatit, ha
minden éle a-val egyenld!

22.6.° Hatarozzatok meg a szabélyos négyoldald hasab térfogatit, amely-
nek alapéle a, és atléja az alaplaphoz a szégben hajlik!

22.7.° A szab4lyos hdromoldali hasidb magassiga h, oldallapjanak atléja
pedig az alaplap sikjaval a szoget zar be. Hatarozzatok meg a hasab
térfogatat!

22.8.° A téglatest élei ardnyosak a 2, 3 és 6 szdmokkal, atldja 14 cm.
Hatarozzatok meg a téglatest térfogatat!

22.9.° A téglatest linedris méretei 4 cm, 6 cm és 9 cm. Hatdrozzatok
meg annak a kockanak az élét, amelynek térfogata egyenld az adott
téglatest térfogataval!

22.10.° A vastti toltés keresztmetszete trapéz alaku, als6 alapja 15 m,
felsG alapja 8 m, magassaga 3,2 m. Hany kobméter f6ldre van sziikség
1 km vasuti toltés megépitéséhez?

22.11.° Az tizemcsarnokban, amely téglatest alakd, @ munkés dolgozik.
Ahhoz, hogy megfeleljen az egészségligyi kovetelményeknek, minde-
gyik munkésra szdmitva b m® levegének kell lennie. Milyen ~ magas-
sagunak kell lennie az iizemcsarnoknak, ha padléjanak teriilete S m*?

22.12.° Hatérozzatok meg a fészer térfogatat (22.5. 4bra), ha hossza
12 m, szélessége 8 m, a fal magassiga 3,5 m, a tetégerinc magassiaga
6 m (a fal vastagsagat figyelmen kivil kell hagyni)!

22.13.° Hat4rozzatok meg a gula térfogatat:

1) ha az alapja négyzet, amelynek oldala 2 cm, a gila magassaga 2 cm;

2) ha az alapja rombusz, amelynek 4tléi 2 cm és 3 cm, a gula magas-
saga 10 cm;

3) az alapja haromszog, amelynek oldala 6 cm és 9 cm, a koztuk 1évs
szog 30°, a gula magassaga pedig 12 cm!
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22.5. abra 22.6. abra

22.14.° Hatarozzatok meg a gila magassagat, ha térfogata 20 cm?,
alapteriilete pedig 15 cm®!

22.15.° A gula alapja téglalap, amelynek oldalhosszardnya 2 : 3, a gdla
magassaga b cm, térfogata 90 cm®. Hatdrozzatok meg a gila alapja-
nak keruletét!

22.16.° Hogyan valtozik meg a gtla térfogata, ha mindegyik alapélének
hosszat 3-szorosara, magassagat pedig 4-szeresére noveljik?

22.17.° A szabalyos hatoldali gdla alapéle 5 cm, oldaléle pedig 13 cm.
Hatarozzatok meg a gula térfogatat!

22.18.° A szab4lyos négyoldald gula alapéle 4 cm, az alapélénél 1év§
lapszog 60°. Hatarozzatok meg a gula térfogatat!

22.19.° A fabdl késziilt kockat, amelynek éle 12 cm, két részre vagtak: egy
haromoldala gulara és egy hétlapu testre (22.6. abra). Hatarozzatok
meg a hétlapu test térfogatat, ha a metszdsik a kocka egy csticsbol
indul6 harom felezépontjara illeszkedik!

22.20.° A szabalyos hdromoldald gila alapéle 6 cm, az oldaléle az alaplap
sikjaval 45°-0s szoget zar be. Hatarozzatok meg a gula térfogatat!

22.21.° Az egyenes hasab alapja rombusz, amelynek oldala 8 cm, szbge
pedig 60°. A hasab kisebbik atléja 17 cm. Hatarozzatok meg a gala
térfogatat!

22.22.° A téglatest atloja 12 cm és az alaplap sikjaval 30°-os szoget zar
be. Alaplapjanak atléja az egyik oldalaval 60°-os szoget zar be. Ha-
tarozzatok meg a téglatest térfogatat!

22.23.° Az egyenes hasab alapja egyenl szara trapéz, amelynek alapjai
5cm és 11 cm, az atlgja 10 cm. A hasab atléja 26 cm. Hatarozzatok
meg a hasab térfogatat!
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22.24.° A ferde hasab alapja paralelogramma, melynek oldalai 3 cm és
8 cm, szoge pedig 30°. Az oldaléle 12 cm és az alaplappal 45°-0s szoget
zar be. Hatarozzatok meg a hasab térfogatat!

22.25.° A ferde hasab alapja haromszog, amelynek oldalai 43 cm és

5 cm, a koztluk 1év6 sz6g 120°. Az oldaléle 20 cm és a hasab magassa-
gaval 60°-os szoget zar be. Hatarozzatok meg a
hasab térfogatat!

A, B,
22.26." A 22.7. dbran lithat6 ABCA B,C, egyenes V
haséb térfogata V. A Dpont az AA élfelezbpont-

ja. Hatarozzatok meg az ABCD gula térfogatat!

22.27.° Hat4rozzatok meg a szabalyos négyoldald A B
gula térfogatat, ha oldaléle b, és az alaplap
sikjaval a szoget zar be! C
22.28.° Hatarozzatok meg a szabalyos a €11 tetra- 22.7. 4bra

éder térfogatat!

22.29.° Hatarozzatok meg a szabalyos haromoldald guala térfogatat,
amelynek oldaléle b, és az alaplap sikjaval o szoget zar be!

22.30.” A szabalyos négyoldala hasab atldja d, és az oldaléllel a szoget
zar be. Hatarozzatok meg a hasab térfogatat!

22.31.” A téglatest atlgja d, és az alaplap sikjaval a szoget, az oldallap
sikjaval pedig B szoget zar be. Hatarozzatok meg a téglatest térfogatat!

22.32.” Hatarozzatok meg az ABCDEFA B C D E F, szabalyos hatoldalu
hasab térfogatat, ha az A D és A E 4tl6i megfelelen 13 cm és 12 cm!

22.33." Az ABCDA B C,D, egyenes hasab alapja ABCD rombusz. Adott,
hogy BAD/ =a, AC=d. A BD egyenesre és a C, pontra sikot fektet-
tek, amely az alaplappal B szoget zar be. Hatarozzatok meg a hasab
térfogatat!

22.34." Az ABCA B C, egyenes hasab alapja az ABC haromszog. Adva

van: ACBZ =90°, ABCZ =B, AB = c. Az A,BC sik az alaplap sikjaval
o szoget alkot. Hatarozzatok meg a hasab térfogatat!

22.35." Az ABCA B, C, ferde hasab alapja az ABC egyenl6 oldald harom-
sz0g, amelynek oldala a. Az A, cstcs egyenl6 tavolsdgra van az ABC
haromszog csucsaitél, az AA, él az alaplap sikjaval a szoget alkot.
Hatarozzatok meg a hasab térfogatat!
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22.36." Az ABCDA B C D, ferde hasab alapja ABCD négyzet, melynek

oldala a, a ferde hasab oldaléle %. A hasab A, cstcsa egyenl6 ta-

volsagra van az ABCD négyzet cstcsaitdl. Hatarozzatok meg a hasab
térfogatat!

22.37.” A gila alapja haromszog, amelynek oldalai 3+/10 cm, 3410 cm
és 6 cm. A gula mindegyik oldaléle 13 cm. Hatarozzatok meg a gala
térfogatat!

22.38.” A gula alapja 24 cm és 18 cm oldalu téglalap, és mindegyik
oldaléle 25 cm. Hatarozzatok meg a gula térfogatat!

22.39.” A gutla alapja derékszogl haromszog, amelynek befogéja a, és a
mellette 1évG szog o. Mindegyik oldaléle az alaplap sikjahoz  szogben
hajlik. Hatarozzatok meg a gula térfogatat!

22.40.” A gdla alapja egyenlGszart haromszog, amelynek a szara b. Az
alaplap szarai kozotti szog B. Mindegyik oldaléle az alaplap sikjahoz
a szogben hajlik. Hatarozzatok meg a gula térfogatat!

22.41.” A guila alapja rombusz, amelynek oldala a, egyik szége a. A guila
alapjainal 1év6 lapszogek B-val egyenlék. Hatarozzatok meg a gula
térfogatat!

22.42.” A gula alapja trapéz, amelynek parhuzamos oldalai 4 cm és
10 cm. A gula alapéleinél 1év6 lapszogek 45°-osak, a gula magassaga
25 cm. Hatérozzatok meg a gula térfogatat!

22.43." A gtla alapja haromszog, amelynek oldalai 6 cm, 25 cm és 29 cm.
A gula alapéleinél 1évéG lapszogek 60°-osak. Hatarozzatok meg a gula
térfogatat!

22.44." A gila alapja egyenld oldalti haromszog, amelynek oldala a. Két
oldallapja merdGleges az alapra, a harmadik pedig az alaplap sikjahoz
60°-0s szogben hajlik. Hatarozzatok meg a gila térfogatat!

22.45.” A gula alapja egyenld oldald haromszog, amelynek oldala a. Az
egyik oldallapja meréGleges az alapra, a masik kett6 pedig az alaplap
sikjahoz 45°-0s szogben hajlik. Hatarozzatok meg a gula térfogatat!

22.46." Az ABCDM gula alapja az ABCD négyzet. Az AMB oldallap
merdleges az alaplap sikjara, MA = MB, az M pont a CD egyenest6l
10 cm-re van. Hatarozzatok meg a gala térfogatat, ha magassaga 8 cm!
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%METLé GYAKORLATOK IS

22.47. A paralelogramma magassagai 8 cm és 12 cm, a koztik 1évs szog
60°. Hatarozzatok meg a paralelogramma teruletét!

22.48. A derékszogl trapéz nagyobbik atldja a tompaszoég csticsabdl
bocsatott magassagot 9 cm és 15 cm-es szakaszokra osztja, a trapéz
nagyobbik szara egyenlé a kisebbik alapjaval. Hatarozzatok meg a
trapéz teriiletét!

22.49. Adottak az m(3; -2; p) és n (-9; 6; —12) vektorok.

1) A p mely értéke mellett lesznek az m és n vektorok kollinearisak?

2) A p mely értéke mellett lesz az m vektor merdleges a z tengelyre?

23. Forgastestek térfogata.
A gomb felszine

A 23.1. abran 6 oldald, 12 oldala és 24 oldala szabalyos hasibok
lathaték, mindegyik alapteriilet S-sel egyenld, magassaguk h. Akkor
mindegyik hasab térfogata Sh lesz.

r-----
]

]

)

]

S -

23.1. dbra

Figyeljiik meg, hogy minél tébb az alapélek szama, annal jobban
hasonlit a hasab a hengerre. Ezek alapjan igaz lesz a kovetkez§ tétel.

23.1. tétel. Az S alapteriletii és h magassaga henger V tér-
fogata a kovetkezo6 képlettel hatarozhat6é meg:

V=Sh
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Ha a henger alapjanak sugara r, akkor a képletet a kovetkez6képpen
irhatjuk at

V=nr’h

23.2. abra

A 23.2. dbran egy 6 oldalu, 12 oldalu és egy 24 oldalu szabalyos gula
lathato, amelyek mindegyikének alapteriilete S, magassaga h. Ekkor

. 1y 1
mindegyik gula térfogata: gSh.

Figyeljétek meg, hogy minél t6bb a gula alapjanak oldalszama, annal
jobban fog a gtla kupra hasonlitani. Ebbdl a gondolatmenetbdl kiindul-
va a kovetkez6 tételt kapjuk.

23.2.tétel. Az S alapteriiletii és h magassagu kup V térfoga-
tdat a kovetkezd képlettel szamithatjuk ki:

V=1Sh
3

Ha a kup alapja r sugaru kor, az adott képletet ilyen alakban is
felirhatjuk:

1
V ==nr’h
3

A hengert6l és a kuptdl eltérfen a gobmb nem ,kozelitheté meg” sza-
balyos soklappal, ezért a gomb térfogatanak meghatarozasa masképpen
torténik. A gomb térfogatanak és felszinének meghatarozasara szolgald
képleteket elGszor a hires 6gorog matematikus, Archimédesz vezette le.

23.3.tétel. Az R sugaru gomb V térfogata a kovetkezé képlet-
tel szamithato ki:

4
V = ZaR3,
3

mig az R sugaru gémb S felszine a kévetkezé képlettel hatdroz-
haté meg:

S = 4nR?
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Feladat. Hatarozzatok meg annak a kupnak a térfogatat, amely-
nek alkotdja [, és ez az alaplap sikjaval ¢ szoget alkot!

Megoldas. A 23.3. dbran egy kup lathaté, amely-
nek alkotéja KL, a hossza [ és az alaplap sikjaval
¢ szoget zar be. Legyen az O pont a kap alapjanak ko-
zéppontja. A KLO derékszogl haromszégben meghata-
rozzuk az alaplap r sugarat és a kip h magassagat.
A kovetkezdt kapjuk:

K

r=1cos @,
h=1sin @.
1
L AV= gnr?‘h képletet alkalmazva meghatarozzuk a

23.3. abra kup térfogatat:

1
V= gnl3 cos® @sing.
1 3 2 :
Felelet: gnl cos” @sing. €
p TS
1. Milyen képlettel szamithato ki a henger térfogata?
2. Milyen képlettel szamithaté ki a kup térfogata?

3. Milyen képlettel szamithat6 ki a gdmb térfogata?
4. Milyen képlettel szamithatd ki a gémb felszine?

Cl /GYAKORLATOK [

23.1.° Hat4rozzatok meg a henger térfogatit, amelynek alaplapsugara
4 cm, magassaga 5 cm!

23.2.° Hatarozzatok meg a henger magassagat, amelynek térfogata
98n cm?, alapjanak sugara 7 cm!

23.3.° Hatérozzatok meg a henger alaplapjanak sugarat, amelynek
térfogata 2521 cm®, magassaga 7 cm!

23.4.° Hatdrozzatok meg annak a testnek a térfogatat, amelyet aza és b
oldalu téglalap forgatasaval kapnak, ha a forgatast a b oldalegyenese
koril végzik!

23.5.° A henger magassiga H, tengelymetszete pedig négyzet. Hatdroz-
zatok meg a henger térfogatat!

23.6.° A henger tengelymetszetének atlgja 20 cm, ami az alaplap sikjaval
30°-0s szoget zar be. Hatarozzatok meg a henger térfogatat!
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23.7.° A henger alakd edényt vizzel t6ltotték meg, majd egy fémtargyat
helyeztek bele. A targyat teljesen ellepte a viz. Ekkor a viz szintje az
edényben 14 cm-rel felemelkedett, de nem érte el az edény tetejét.
Hatarozzatok meg a fémtargy térfogatat, ha az edény belsd atmérdje
20 cm!

23.8.° Hat4rozzatok meg a kup térfogatat, ha alaplapjanak sugara 6 cm,
magassaga 5 cm!

23.9.° Hatarozzatok meg a kip magassagat, ha térfogata 24n cm?, alap-
lapjanak sugara 3 cm!

23.10.° A kup térfogata 50m cm®, a magassaga 6 cm. Hatarozzatok meg
a kup alapjanak sugarat!

23.11.° Egy kup alakd homokkupac alapjanak sugara 2,1 m, alkotdja
3,5 m. Hany tonna homok van a kupacban, ha 1 m® homok témege
3 t? Az eredményt egyesekre kerekitsétek!

23.12.° A kuap tengelymetszete egyenld oldald haromszog, alapjanak
sugara R. Hatarozzatok meg a kip térfogatat!

23.13.° Hatarozzatok meg a kup térfogatit, amelynek magassaga 4 cm,
alkotdja és az alaplap kozotti szog 30°!

23.14.° A derékszogd haromszog atfogdja 10 cm, egyik szoge 60°. Ha-
tarozzatok meg annak a testnek a térfogatat, amelyet e haromszog
forgatédsa altal kapunk, ha a forgatast az adott sz6g melletti befogéjat
tartalmazé egyenes mentén végezzik!

23.15.° A derékszogli hadromszog atfogdja 13 cm, egyik befogdja 5 cm.
Hatarozzatok meg annak a testnek a térfogatat, amelyet a haromszog
forgatasa altal kapunk, ha a forgatast az adott befogdjat tartalmazé
egyenes mentén végezzik!

23.16.° Hat4rozzatok meg a gomb térfogatat, amelynek sugara 3 cm!

O—w 23.17.° Bizonyitsatok be, hogy két gémb térfogata gy aranylik
egymashoz, mint sugaraik kobei!

23.18.° Hanyszorosara kell névelni a gomb sugarat, hogy a térfogata
5-sz0rosére novekedjen?

23.19.° Két gomb térfogata gy ardnylik egyméshoz, mint 8 : 125. Ha-
tarozzatok meg sugaraik aranyat!

23.20.° A gobmbfelszin sugara 5 cm. Mivel egyenl§ a teriilete?
23.21.° Hatarozzatok meg a gombfelszin sugarat, ha a teriilete 256m cm?!

23.22.° A gomb sugarat 7-szeresére novelték. Hogyan véltozik meg
felszinének a teriilete?
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23.23.° Hogyan kell megvaltoztatni a gdmb sugarat, hogy felszinének
teriilete harmadara csokkenjen?

23.24.° Két gomb térfogatainak ardnya 27 : 125. Hogyan aranylanak
egymashoz a gémbdok felszinei?

23.25.° A 10 mm atmérdjd aluminiumvezeték sulya 16,3 kg. Az aluminium
stirtisége 2600 kg/m®. Hany méter hosszu a vezeték? Az eredményt
egyesekre kerekitsétek!

23.26." Az 6lomes6 falanak vastagsaga 4 mm, bels§ 4tmérGje 33 mm. Az
6lom stirisége 11 400 kg/m®. Hany kilogramm a cs6 tomege, ha hossza
15 m? Az eredményt egyesekre kerekitsétek!

23.27.° A henger alsé lapjaban hur van htzva, ivének fokmértéke o,
0° < o < 180°. A szakasz, amely a fels6 alaplap kézéppontjat az adott
hur felezépontjaval koti 6ssze, az alaplap sikjaval B szoget alkot. Ha-
tarozzatok meg a henger térfogatat, ha magassaga m!

23.28.° A henger als6 alapjaban hur van hiizva, amely ennek a kérlapnak
a kozéppontjabol 90°-os szégben latszik, a felsé alap kézéppontjabol
pedig 60°-0s szogben. Hatarozzatok meg a henger térfogatat, ha
alaplapjanak sugara R!

23.29.” A kup tengelymetszetének csicsanal 1évs szoge o, alaplapjanak
kozéppontja és alkotdja kozotti tavolsag m. Hatarozzatok meg a kip
térfogatat!

23.30.° A kup alapjaban 1évé hur hossza a, ivének fokmértéke a,
0° < o < 180°. A kup alkotdja és alaplapja kozotti szog p. Hatarozzatok
meg a kup térfogatat!

23.31.” A kap alapjaban 1év6 hir olyan iv végpontjait koti 6ssze, amely-
nek fokmértéke 60°. A kup cstucsat a hur felez6pontjaval 6sszekotd
szakasz az alaplap sikjaval 60°-os szoget zar be. A kiip magassaga
J3 cm. Hatérozzatok meg a kup térfogatat!

23.32." A kup alakq, tele edénybdl a vizet
olyan henger alakt edénybe 6ntotték at,
amelynek magassaga 8 cm és alapjanak
atmérGje 12 cm (23.4. abra). A henger
alapjanak atmérdje 8 cm. Milyen legyen
a henger alaku edény legkisebb magas-
saga, hogy ne folyjon ki bel6le viz? 23.4. 4bra
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23.33." A szénakazal henger alaku, teteje kup alakud. Alapjanak sugara
2,5 m, magassaga 4 m, henger alaku résznek magassaga 2,2 m. A
széna striisége 30 kg/m®. Hany tonna széna van egy ilyen kazalban?
Az eredményt tizedekre kerekitsétek!

23.34.° Egy 15 cm sugaru, gomb alaku golyo6t beolvasztottak, és a kapott
fémolvadékbdl 3 cm sugard gomboket ontottek. Hany gombot ontottek?
Az olvasztés soran keletkezd fémveszteség elhanyagolhat6.

23.35." Harom fémgolyét, amelyek sugarai 3 cm, 4 cm és 5 cm beolvasz-
tottak, és az olvadékbdl egy golyét ontottek. Milyen lesz a kapott golyd
sugara? Az olvasztas soran keletkezd fémveszteség elhanyagolhatd.

23.36." A gomb nagykorlapjanak teriilete S-sel egyenld. Hatarozzatok
meg az adott gomb felszinét!

23.37." A sik a gomb kozéppontjatél 7 cm-re helyezkedik el, felszinét
korvonalban metszi, amelynek hossza 6n cm. Hatarozzatok meg a
gombfelszin teruletét!

23.38." A gomb sikmetszetének teriilete 24n cm? a metsz§ sik tavolsaga a
gomb kozéppontjatél 4 cm. Hatdrozzatok meg a gombfelszin teriletét!

23.39." Hany méter hosszi 1 m széles szoévetre van sziikség egy olyan
léggomb elkészitéséhez, amelynek sugara 2 m, ha részeinek 6sszevar-
rasanél 10% a szovetveszteség? Az eredményt tizedekre kerekitsétek!

23.40." Milyen esetben kell tobb nyersanyag: ha egy 6 cm atmérdji
gombot kell nikkelezni, vagy ha 8 darab 1 cm atmérdjd gombot nik-
keleziink be?

23.41.” A henger tengelyével parhuzamosan metszetet szerkesztettek,
a metszet sikjanak tavolsaga a henger tengelyétdl 12 cm. A metszet
atléja 105 cm, a henger alapjanak sugara 13 cm. Hatarozzatok meg
a henger térfogatat!

23.42.” A henger tengelyével parhuzamos sik alaplapjanak korébdl
egy korivet vag le, amelynek a fokmértéke a, 0° < o < 180°. A kapott
metszet atléja a henger tengelyével B szoget zar be, és d tavolsagra
van t6le. Hatarozzatok meg a henger térfogatat!

23.43.” Hat4arozzatok meg annak a testnek a térfogatat, amelyet egy
10 cm, 17 cm és 21 ecm oldali haromszog forgatasa altal kapnak, ha
a forgatast a leghosszabb oldal koriul végzik!
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154 6. §. A testek térfogatai. A gémb felszine

23.44.” Az 1 cm és 25 cm alapu egyenld szara trapézt a nagyobbik alap-
jat tartalmazoé egyenes korul forgatjak. Hatarozzatok meg a kapott
forgastest térfogatat, ha tudjuk, hogy az adott trapézba kor irhatd!

23.45.” Hatarozzatok meg annak a testnek a térfogatat, amelyet egy de-
rékszogld haromszog forgatasaval kapunk, ha a forgatast a haromszog
atfogdjat tartalmazoé egyenes koril végezziik, és adott a haromszog
befogdja és a mellette 1évE B szog!

23.46." A gomb kozéppontjanak egyik oldalan 1évé két parhuzamos met-
szet teriilete 400m cm®és 491 cm®. Hat4rozzatok meg a gémb felszinét,
ha a metszeteket tartalmazoé sikok kozotti tavolsag 9 cm!

23.47.” A gomb kozéppontjanak kiilonb6zb oldalain 1év6 két parhuzamos
metszet teriilete 9 cm®és 25n cm?. Hatérozzatok meg a gomb felszinét,
ha a metszeteket tartalmazé sikok kozotti tavolsag 8 cm!

%METLG GYAKORLATOK IS

23.48. A korbe egy ABCD négyszoget irtak. Az A szog 3-szor nagyobb,
mint a C szog, a B szog pedig 5-szor kisebb, mint az A. Hatarozzatok
meg a D szoget!

23.49. Az MKE egyenlG szara haromszogben (MK = KE) az E szog
szogfelezbje az MK oldalt a C pontban metszi. Hatarozzatok meg az
MKE haromszog szogeit, ha KCE/ = 126°!

23.50. Az 5(2; m +1; m +5) vektor hossza 2+/3. Kollinearis-e az a vek-

tor a I;(—l; m + 4; m + 2) vektorral?
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6. SZAMU FELADAT. ELLENORIZD MAGAD TESZTELESSEL!

1. A kocka élét harmadara csokkentették. Hanyszorosan csokkent a
térfogata?
A) 3-szorosan; B) 6-szorosan; C) 9-szorosan; D) 27-szeresen.

2. A kocka lapjanak atlgja a. Mivel egyenld a kocka térfogata?
3 3 3 3
A L B) £ \/5; C) & D) & \/g-
8 4 9 9
3. Szamitsatok ki a szabalyos haromoldalt hasab térfogatat, amelynek
alapéle 20 cm, magassaga 9 cm!
A) 30043 cm?® B) 300 cm?; C) 900 cm?; D) 900+/3 cm?®.

4. Szamitsatok ki a hasab térfogatat, amelynek alapja 6 cm és 4 cm-es
oldalu és 45°-0s szégd paralelogramma, a hasab magassaga

72 cm!
A) 168 cm?; B) 84 cm?; C) 56 cm?; D) 70 cm®.
5. Az egyenes hasab alapja derékszogl haromszog, amelynek atfogoja

¢, szoge 30°. Az adott szoggel szemkozti befogdt tartalmazé oldallap
atléja az alaplap sikjaval 60°-os szoget alkot. Hatarozzatok meg a

hasab térfogatat!
3 3c? \/g . 3c° \/g

a2 B) *; 0 X2 py R
16 8 16 8
6. Szamitsatok ki a gula térfogatat, ha az alapja rombusz, amelynek
10 cm és 18 cm az atldi, a gula magassaga pedig 20 cm!
A) 1800 cm?; B) 600 cm?; C) 1200 cm®; D) 300 cm?®.
7. A szabalyos négyoldalu gula alapéle a, atlometszete egyenld oldalu
haromszog. Hatarozzatok meg a gula térfogatat!
3 3 3 3
AL B) \/5; ) * \/g; D) .
3 3 6 6
8. A gula alapja téglalap, amelynek oldalai 6 cm és 8 cm. Mindegyik
oldaléle az alaplap sikjaval 60°-os szoget alkot. Hatarozzatok meg a
térfogatat!
A) 240+/3 cm® B)160cm® ~ C) 80 cm®; D) 803 cm®.
9. A gula alapja 39 cm, 39 cm és 30 cm oldali haromszog. Az alapélénél
1év6 lapszog 45°. Hatarozzatok meg a térfogatat!
A) 900 cm?; B) 600 cm?; C) 1800 cm®; D) 1200 cm®.
10. Szamitsatok ki a henger térfogatat, amelynek tengelymetszete 8 cm
oldald négyzet!
A) 641 cm?; B) 967 cm?; C)128ncm®;, D) 512n cm®.
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11. Mivel egyenl$ a henger alapjanak sugara, melynek térfogata 36 cm?,
magassaga 4 cm?

A) 9 cm; B) 3 cm; C) 6 cm; D) 243 cm.

12. A ktip magassaga 9 cm, térfogata 6m cm®. Mivel egyenld a kip alap-
janak tertlete?

A) 2 cm?%; B) 21 cm?; C) 31 cm?; D) 6 cm?

13. A henger és a kup alapjainak sugarai egyenldk, a henger magassaga
8 ¢m, a kup magassaga 6 cm. Hatarozzatok meg a henger és a kup
térfogatainak az aranyat!

A)4:3; B)1:1; C)4:1; D) 3:1.

14. A kup teljes felszine 200n cm?®, alkotéja 17 cm. Hat4rozzatok meg a
kup térfogatat!

A)960m cm®  B)320mcm?®  C)480mcm® D) 1207w cm?.

15. A kup alapjaban egy 12 cm-es hurt htztak, amely az alaplap k6zép-
pontjabdl 120°-os szogben latszik. Hatarozzatok meg a kap térfogatat,
ha alkotdja 8 cm!

6473 .

A) 6473 cm?® B) m?% C) 192t cm®;, D) 647 cm®.

3
16. Szamitsatok ki a 3 cm sugard géomb térfogatat!
A) 36n cm®; B) 91 cm?; C) 108ncm?®, D) 54m cm®.
17. Hatarozzatok meg két gombfelszin ardnyat, ha sugarai 5 cm és 10 cm!
A)1:5; B)1:2; C)1:8; D)1:4.
18. Mivel elegyenld a gombfelszin sugara, ha teriilete 100n cm?®?
A) 100 cm; B) 50 cm; C) 5 cm; D) 20 cm.
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Y

A test térfogata

A test térfogatanak azt a pozitiv szamot nevezzuk, amely a kovetke-

z6 tulajdonsaggal rendelkezik:

1) egybevagé testeknek a térfogatai egyenldk;

2) ha a test t6bb mas testbdl all, akkor a térfogata egyenld ezen tes-
tek térfogatainak az dsszegével,

3) a térfogat egysége az egységkocka térfogata, vagyis olyan kocka
térfogata, amelynek méretei a hosszegységek.

A hasab térfogata
V= Sh, ahol V — a hasab térfogata, S — a hasab alapteriilete,
h — a hasab magassaga.

A gula térfogata
y=1

3

h — a hasab magassaga.

Sh, ahol V — a hasab térfogata, S — a hasab alapteriilete,

A henger térfogata
V =nr’h, ahol V—a henger térfogata, r — a henger alapjanak sugara,
h — a henger magassaga.

A kup térfogata
V= %nrzh, ahol V — a kup térfogata, r — a kup alapjanak sugara,
h — a kiip magassaga.

A gomb térfogata
V= gnRg, ahol V—a gomb térfogata, R — a gobmb sugara.

A gomb felszine
S =4nR%h, ahol S — a gémb felszine, R — a gémb sugara.
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7 ) A MATEMATIKA
s N1 OSSZEFOGLALO ISMETLESE

24. Feladatok az algebra o0sszefoglalo ismétléséhez

A természetes szamok oszthatosaga. Oszthatésagi szabalyok

24.1. A 24,75, 83, 378, 573, 898 szamok koziil melyek oszthatdk: 1) 2-vel,;
2) 3-mal?

24.2. A 28, 85, 108, 135, 240, 396 szamok koziil melyek oszthatdk:
1) 5-tel; 2) 9-cel?

24.3. Hatarozzatok meg a kovetkezs szamok legnagyobb k6zos osztdjat:
1) 24 és 42; 2) 18 és 30; 3) 128 és 192; 4) 328 és 624!

24.4. Hatarozzatok meg a kévetkezo szamok legkisebb k6zos tobbszors-
sét: 1) 16 és 32; 2) 9 és 14; 3) 18 és 12; 4) 16 és 24!

24.5. A 400* felirasban a csillagot helyettesitsétek olyan szamjeggyel,
hogy a kapott szam a 1) 2; 2) 5; 3) 9; 4) 3 tobbszorose legyen! Vizsgal-
jatok meg az Gsszes esetet!

24.6. Két kétjegyd szam osztasakor az eredmény 9, és a maradék 8.
Mivel egyenld az osztando6?

24.7. Marika a 40. szamu lakasban él egy 6tszintes hazban. Minden
lépcs6hazban mindegyik szinten 3 lakas van, sorszamaik névekvd
sorrendben vannak feltiintetve: az els§ — balra van, a masodik kozé-
pen, a harmadik pedig jobbra.

1) Milyen a sorszama Marika 1épcs6hazanak?
2) Hanyadik szinten lakik Marika?
3) Hol van a lakasa: balra, kézépen vagy jobbra?

24.8. Milyen szam lesz az osztdja barmilyen természetes szamnak?

24.9. A kévetkez6 szamok koziil melyik oszthaté 3-mal, de nem osztédik
2-vel: 4 025, 7 540, 2 754, 6 2257

24.10. Hany kétjegyd szam létezik, amely tobbszorése az 1) 5-nek;
2) 9-nek; 3) 7-nek?

24.11. A konyveket egyenlen szét lehet osztani 12 polera vagy 8 polcra.
Hany konyv van, ha a konyvek szdma tobb mint 100, de kevesebb,
mint 1407

24.12. Az alméakat 12 csomagba vagy 16 csomagba rakhatjuk szét. Hany
almank van, ha ismeretes, hogy 80-nal tobb, de 120-nal kevesebb?
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24.13. Melyik legkisebb természetes szamot kell hozzaadni a 826 szam-
hoz, hogy a kapott 6sszeg oszthaté legyen 3-mal és 10-zel is?

24.14. A kertben almafak és meggyfak nének, almafab6l 3-szor tobb
van, mint meggyfabdl. Melyik szammal lehet egyenld a kert 6sszes
fainak a szama?

1) 18; 2) 20; 3) 21; 4) 25.

24.15. Mivel egyenld az (5n + 8) — (5 — 2n) kifejezés 7-tel val6 osztasanak

maradéka, ha n — barmilyen természetes szam?

24.16. Minden csokorban 3 piros és 4 fehér szegflinek kell lennie. Meny-
nyi az a legnagyobb csokorszam, amit 36 sz4l piros és 45 szal fehér
szegflibdl készithetiink?

24.17. Melyik egy és ugyanazt a szamjegyet kell mindegyik csillag helyére
tenni a **25** felirasban, hogy a kapott szam 6 tobbszorése legyen?

Racionalis szamok és a veliik valéo miiveletek

24.18. irjétok fel cs6kkend sorrendben a kévetkezd szamokat:
l 2 1 E 2) H 5 7 5

2z 2 L 2y
10 3° 2" 15 16~ 8 24’ 12
24.19. Hatarozzatok meg az Gsszes olyan ¢ természetes szamot, ame-
lyekre teljesil a kovetkezd egyenlGtlenség:
6 2 5
1) —<—<1; 2) <2
11 11 9 18 6
24.20. Hatarozzatok meg az Gsszes olyan x természetes szamot, ame-

. ,, p ) 22
lyekre teljesiil a kovetkez6 egyenlGtlenség: g < E!

D

24.21. Hany olyan tort 1étezik: 3
1) amelynek a nevezgje 24, és amelyek nagyobbak, mint 3’ de kiseb-

. 2
bek, mint 5;

) . . 7 .
2) amelynek a nevezgje 18, és amelyek nagyobbak, mint —, de kiseb-
bek, mint 1; g
3) amelynek a nevezdje 28, és amelyek nagyobbak, mint - de kiseb-

. 4
bek, mint ??

24.22. Két varos kozotti tavolsagot a személygépkocsi 5 6ra alatt teszi
meg, a tehergépkocsi pedig 8 6ra alatt. Melyik gépkocsi tesz meg na-
gyobb tavolsagot: a személygépkocsi 3 éra alatt, vagy a tehergépkocsi
5 6ra alatt?
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24.23. Hany olyan valédi tort 1étezik, amelynek nevezdje 12?
24.24. Hany olyan altort 1étezik, amelynek nevezdje 10?

- . 10 ,
24.25. Melyik intervallumba fog esni a I :szam:

1) (05 0,25); 2) (0,25;0,5);  3)(0,5;0,75);  4)(0,75; 1)?
24.26. Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:

3 7T 5,
y2-% p 2l 5 gl
11 7 16 24 8’ 30 20
gy 11 9. 5) 2316, 8) 2 _0,6;
16 32 4 10 7
gy 2 9. 6) 5222 9) 0,35+ 2!
15 10’ 9 7 15
24.27. Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:
1 8 27
n12.0l (827, 4) (-5,16 +5,02) - (2,5 — 4);
) 25 7 9 170 ) ( )-( )
1 1) 27
2) (9—2—-3—)—; )— i—31:13;
7 9/ 35 32 12 4 11

sfetffi ) old)(2)
16 8/\6 14 9 24 36
24.28. A kovetkezd tortek kozil melyik nem alakithaté véges tizedes
torté:
11 5 18
b 16’ ) 600’ 3 12’ 4 125?
24.29. Az egyik traktoros a mezét 12 6ra alatt veti be, a masik 8 6ra alatt.

A mez6 hanyad részét vetik be egyttt dolgozva 3 6ra alatt?
4
24.30. Az tizletben 540 kg gyliméles van, ennek 3 -e alma, a maradék

pedig korte. Hany kilogramm korte van ebben az tzletben?
24.31. Harom nap alatt 105 szamitdgépre telepitettek antivirus progra-

mot. Az els§ napon a komputerek g -ére, a masodik napon a maradék
% -ére. Hany szamitogépre telepitették fel a programot a harmadik
napon?

24.32. A 27 % kg cukrot szét kell mérni 3 kg-os csomagokba. Hany

darab teljes csomag cukrot kapnak?
24.33. Legkevesebb hany darab 0,3 1-es tiveg sziikséges 4 1 méz széton-
téséhez?
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24.34. Az egyik szobafest6 a matematika szaktantermet 48 éra alatt
festette ki, a masik 96 éra alatt. Hany 6ra alatt festik ki a szaktan-
termet, ha egyutt dolgoznak?

24.35. Két munkas egyltt dolgozva egy munkat 6 6ra alatt végez el. Az
egyik, ha egyedul dolgozik, ezt a munkat 10 6ra alatt fejezi be. Hany
6ra alatt végzi el a munkat a masodik munkas egyedul?

Aranyos mennyiségek. Szazalékszamitas

24.36. A kislany a nala 1év6 pénzért 18 egyforma flizetet tud venni. Hany
flizetet tudna vasarolni, ha: 1) a flizet ara 2-szeresére csokkenne;
2) a fuizet 1,5-szeresére dragulna?

24.37. 12 m selyembdl 8 egyforma bltzt varrtak. Hany bluzt lehet varrni
18 méter selyembdl?

24.38. Hat egyforma markol6gép egylitt dolgozva 18 6ra alatt vajt ki egy
godrot. Hany ora alatt vaj ki 4 markolégép egytitt két godrot?

24.39. Tudott, hogy 50 kg lisztbdl 70 kg kenyér suitheté. Hany kilogramm
kenyér készithet6 150 kg lisztb6l? Hany kilogramm liszt sziikséges
14 kg kenyér stutéséhez?

1 .
24.40. Uborkaval a kert g-da van bevetve, paradicsommal a 30%-a.

Melyik z6ldségbdl, uborkabél vagy paradicsombdl van nagyobb terii-
let betltetve a kertben?

24.41. A megvett fizetek 20%-a négyzetracsos, a tébbi vonalas. Hanyszor
t6bb vonalas flizet van, mint négyzetracsos?

24.42. Az 6tvozet 9%-a cink. Hany kilogramm cink van 270 kg 6tvozet-
ben?

24.43. Az aru arat elGszor 50%-kal felemelték, majd 50%-kal cs6kken-
tették. Emelkedett vagy csokkent az aru ara az eredeti arhoz képest?

24.44. Az aru arat elGszor 20%-kal csokkentették, majd 30%-kal fel-
emelték. Hogyan, és hany szdzalékkal valtozott az eredetihez képest
a kétszeres arvaltozas utan az aru ara?

24.45. A betétes 60 000 hrivnyat tett be két kiillonb6z6 szamlara. Az el-
sbre a bank évi 5% kamatot fizet, a masikra évi 7%-ot. Egy év mulva
az 5%-os kamatra betett 6sszeg 1200 hrivnyaval tébbet kamatozott,
mint a 7%-os betét. Hany hrivnyat tett be a banki tigyfél mindegyik
szamlara?
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24.46. Osszekevertek 50 szazalékos és 20 szdzalékos séoldatokat, és
600 g 30 szazalékos oldatot kaptak. Hany gramm oldatot kevertek
0ssze mindkét fajtabol?

24.47. Hany kilogramm 30 szazalékos és hany kilogramm 40 szazalékos
rézontvényt kell 6sszeolvasztani, hogy 50 kg 36 szazalékos 6ntvényt
kapjunk?

24.48. Az els6 napon a turista 16 km-t tett meg, ami a tervezett Gtvona-
lanak 40%-a. Hatarozzatok meg az utvonal hosszat!

24.49. Az ontvény 70% vasat tartalmaz. Mennyi 6ntvényt kell venni,
hogy 84 t vasat kapjunk?

24.50. A moziteremben 480 tlGhely van. A filmet 408 néz6 nézte végig.
A helyek hany szazaléka volt foglalt?

24.51. A 200 g 10%-o0s sb6oldathoz 300 g vizet ontottek. Hany szazalékos
a sétartalma a kapott oldatnak?

24.52. Az aru ara 1600 hrn-r6l 1640 hrn-ra emelkedett. Hany szazalékkal
nétt az aru ara?

24.53. Az aru ara 3 200 hrn-r6l 2 560 hrn-ra cs6kkent. Hany szazalékkal
csokkent az aru ara?

24.54. A betétes a bankba betett 60 000 hrn-t évi 10%-os kamatra.
Mennyi pénz lesz a szamlajan 2 év mulva?

Racionalis kifejezések
24.55. Az x, és x, valamilyen értékei mellett teljesiilnek a kévetkezd

egyenlGségek: x, — x, = 7, x,x, = 4. Hatarozzatok meg ugyanezen

x, és x, értékekre a kovetkezd kifejezések értékeit:
1) x,x7 — x7xy; 2) X7 +x2; 3) (x, +x,)"!

24.56. Egyszerisitsétek a tortet:

3 8 20m* 3a’b 36m°n* 39p°¢°
1) 28, gy B, ) 20m -y Sabe, PR 6) oo

126 4xz 15m 21abc 24m°n 65pq

24.57. EgyszerUsitsétek a tortet:
4a +12b 6y° -3 Ta® +Ta+7
4a 4 -8y 14a” -14

Tx—14y 5 4p® +28pq +49¢” 8) -Tx

3x -6y 49¢° - 4p* x?-9x+14’

2 3 2

x —25; 6) a —27; 9 x” —64 2!

2x+10 9a - 27 32+4x—x

MpaBo ans 6e3onnaTHOro po3milleHHs NiapyyHKKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBiTH | Hayku YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHcTUTYT MoaepHisauii amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



24, Feladatok az algebra ésszefoglald ismétléséhez 163

24.58. Egyszer(lsitsétek a kifejezést:

1) 2a+5b_2a—b; 3) 5x+6+3x+16;
ab ab 5—x x-5
x*+8x 4x-4 36-10x 2x-x",
2) 2 75 4) 2 2"
4-x 4-x (x —6) (6 -x)

24.59. Egyszer(lsitsétek a kifejezést:
1) 4n+5m_6n2+5m2; 6) 8_3a+8c;
m mn c
+2  3- +1 m’+1
2) a a; 7 m _m2 :
3a-3 ba-5 m-1 m”-1
-5 x-1 b’ -b
3) T2 8 2
x+5 x-5 2ab+a” +b a+bd
4b 3b 3 +2
4) + ; 9) —— -
3b-24 16-2b 9a° -1 3a”+a
4 2
5) —

2 2 ;
m°-36 m"-6m
24.60. Végezzétek el a szorzast:

3 2 4 6
a’ b a 17x
D) =25 3) —-Ta; B) s
b" a 7b y 34x
2 6 4 9 2
g) dm mk, 1) 202 . 2 g) SF_ 8lm
k 16 5x 9mp 56k p
24.61. Hatarozzatok meg a hanyados értékét:
14 28 45 36 21m
1) 5 e 3)—8:ﬁ; 5)35 5 >
a a m mn n
b’ b 6x” 16a°b® ( 12a )
— 4) ——:(86x7y?); 6 :
2) 6 48’ ) y® ( y) ) 33¢° 55¢°
24.62. EgyszerUsitsétek a kifejezést:
3
1) 4x+64y' x : 1) 23c+6 436_1;
x x+y 9¢" —6¢c+1 c+2
24b b-4 a® —4a+4
2) 5) "% (a-2);
b"-16 3b a+2
8 p+6k
3) ——— (m—5n); 6) (p* —36k%):
m” —25n
24.63. Egyszer(lsitsétek a kifejezést:
1)( m _1): 6m : 2)(2_2j:a+b;
m-2 mn—2n b a 2ab
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3) —— - :

x+2 3x+6.x2—6x’ m-1 m+1) 1-m?’

15a-25) a®>-5 2a-6 -4 Z_8
4)(a— - j:“ 2, 6)(2“ - )“3 !
a+b a+b a”"—4a+4 a”" —-2a) a° -4a

6x x-6 72 5)(m+1 m—l) am

Algebrai egyenletek. Algebrai egyenletrendszerek

24.64. Oldjatok meg az egyenleteket:
x+2 x+2 x®—6x+9

1 =0; 3 =1 5 0;
) x® -4 ) x+2 ) x* -9
2 - 2 - -4x 6x+8
2y X ~1_, 4 E 0 o g X, 8xF8
x+2 x“-6x+9 x+9 x+9
24.65. Oldjatok meg az egyenleteket:
2x-1 2x+1_ 4 3) -4 3x
2x+1 2x-1 1-4x° x+1  x+1’
2
2)ac+8x= 20 : 4)x+1_|_ x o 28 !
x+10 x+10 x-2 x+2 x"-4
24.66. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) &' — 1022 + 24 = 0; 2) %' — 32— 70 =0!
24.67. A b mely értékénél lesz egy megoldasa az egyenletnek:
1) 2x* +8x—b=0; 2) 5x” — bx + 20 = 0?
24.68. Oldjatok meg az egyenletrendszert:
2x+y=1, 3x -5y =6, 6x + Ty =38,
1) X+y 2) X — oYy 3) X+10y
Tx -3y =23; 6x + 5y =-3; 3x -4y =4!

24.69. Az y = kx + b egyenes az M(3; 3) és E(1; 7) pontokra illeszkedik.
Irjatok fel az egyenes egyenletét!

24.70. Oldjatok meg az egyenletrendszert:
+y=1, x+3y=1, 2 -5y =-38,
1 x+y 9 2 y 2 3) x°+xy—-5y=-3
xy = —-20; x“+2xy—-y° =-1; 4x-y=3!
24.71. Oldjatok meg grafikusan az egyenletrendszert:
— = 0’ + = —1’ 2 _ =0, = 8’
1 {y x 9 {x y 5 {x y==6 4 {xy

2x +y=-6; 2x +2y = -3; x+y=6; x+y=—6
24.72. Allapitsatok meg grafikusan az egyenletrendszer megold4sainak
szamat:
242 g, X —y=1,
IR 2) y
y+x=3; x* +y=4x!
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Szamegyenlétlenségek és tulajdonsagaik.

Linearis és masodfoku egyenlétlenségek és ezek rendszerei
24.73. Adva van: -4 <x < 2. Ertékeljéte}{ a kifejezést: 1) 3x — 1; 8 —bx!
24.74. Adva van: 2 <x <6 és 3 <y < 4. Ertékeljétek a kifejezést:

) x+y; 2)x-y; 3)xy; 4)5; 5) bx + 2y; 6) 3x — 4y!

24.75. Ertékeljétek a trapéz kozépvonalanak hosszat, amelynek alapjai
xemésyem,ha8<x<12, 7<y<14!
24.76. Hatarozzatok meg az egyenlGtlenség megoldasanak halmazat:

1) (x+2)*>0; 3) (x+2)* >0 5) Ox < —5; 7) Ox < 5;

2) (x+2)° <0; 4) (x +2) <0 6) 0x>-5;  8) 0x>5!
24.77. Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:

1) 8x+4<30-5x; 3) 0,3(8 - 3y)<3,2—0,8(y - 7);

2) 9—4x < 6x - 25; 4)x;4—x;2<4!

24.78. Hatarozzatok meg az egyenlGtlenség legnagyobb egész megol-
dasat:

1) 3x+9>b6x-T; 2) 14x* — (2x — 3)(Tx + 4)<14!
24.79. Hatarozzatok meg az egyenlGtlenség legkisebb egész megoldasat:
1) x-5<3x+8; 2) 18x* — (3x — 2)(6x + 5) < 20!

24.80. Az a mely értékeinél:
1) nincs megoldasa az x* + x — a = 0 egyenletnek;
2) legalabb egy valds gyoke van a 2x* — 16x + 5a = 0 egyenletnek?
24.81. Oldjatok meg az egyenléGtlenség-rendszereket:
Tx—-125x-3, 3x(x-3)—x(2+3x) <4,
{3x+6>8x—14; 6x2 - (2x-3)(8x+4)<1T;

5x—-10 S 2x+1
{0,6(x—6)<x+2, 6 3’

4
4x +7 > 2(x +6,5); ) 3x+1 3x -2

—4x>5- !

24.82. Hatarozzatok meg az egyenlGtlenség-rendszerek egész megol-
désait:
6x—-7<3x+17, 6x+20=>x+5, 5x—-1>2x+4,
) 2) 3)

8-2x>14-5x; 2x +2>4x —4; 6x-5<13—x!
24.83. Oldjatok meg az egyenlétlenségeket:
1) x*—6x—7<0; 6) 2x* —3x+ 1> 0;
2) x* +2x-48>0; 7) 4x* —16x <0;
3)x*+6x—5>0; 8) 4x* — 49> 0;
4) —«x*—4x—3<0; 9)2x*—x+1>0;
5) 8x% —Tx+4<0; 10) 3x% —4x+2<0!
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24.84. Hany egész megoldasa van a kovetkezd egyenlétlenségnek:
1) 20 + 8x —x* > 0; 2) 4x* -17x+4<0?
Hatvanyok és gyokok

24.85. Mivel egyenld a kifejezés értéke:
1)5%+5% 2)67-127" 3)0,08°+0,9% 4) (4-2°-10")"?
24.86. Adjatok meg tort alakban a kifejezést:

Na’+a™ 3)(a'-b")-(a-b)7?
2) mn+m’n; ) (' +y )t +yhH™
24.87. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:
12 3 _ -3 . 7

22T, 3)1002:1000°.0,01%;  5) 20 0

9 2167 - (-6)

8 7

1 3 6—14
2) | 5= - —) ; 4) (0,27%2%: 25 6) ————!
)( 3) (16 ) (0,27 ) 817°.16™"

24.88. Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:

1) -3./0,16 +0,8; 1) (3v8) +(83)’;
2) é(\/ﬁ)z—ex/%j; 5) 0,2%100 —2%/5;

2
1 9

3) 50-(—g 3) ; 6) Y-128 +3(%9) —4¥216!
24.89. A valtozé mely értékeinél van értelme a kifejezésnek:

1) v3-a; 3) Va' +1; 5) Ya-8;

2) Ja?; 4y Yx + 4; 6) Y-x22
24.90. Oldjatok meg az egyenleteket:

1) x*=T; 3)x'=9; 5) x* = 16;

2) x* = -16; 4) x° = -2; 6) x° = 5!

24.91. Hatarozzatok meg a kifejezés értékét:

3/54
1) /0,1 -/0,4; 3) 4125 . 45; 5) oo’

2) %; 4y ofor 7t g5 9, ey YT -7 T AT

24.92. EgyszerUsitsétek a kifejezést:

1) \J92°5™, ha y>0; 3) V"
2) 40,64x°y®, ha x<0, y>0; 4) 3/0,008p**n*!
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24.93. Egyszer(lsitsétek a kifejezést:
D {(VB-5)'; 3 \(v2s-7)’ - (V25 -3)";
2) {(V5-6); 2 §5-442) +3/(5-442)"

24.94. Vigyétek ki a tényez6t a gyokjel elé:

1) V18a?®; 3) Y-m'; 5) V-81a'';
2) ¥x°; 4) §ab°, ha a<0; 6) Y-p*g*!

24.95. EgyszerUsitsétek a kifejezést (a valtozok nem negativ értékeket
vesznek fel):

1) 4t 2) ¥eile?; 3) a?Ya?!
24.96. EgyszerUsitsétek a kifejezést:

1) 45 — /125 + J/405; 3) (5-7)(3+247);
2) (99 - v44)11; 1) (V14 - V11)(Vid +11)!

24.97. EgyszerUsitsétek a tortet:

Jr+1 a-3va 7-7 e -4
1 ; 2 ; 3) ——; 4) —!
) x—-1 ) a-9 ) ﬁ ) \6/;—2

24.98. Hasonlitsatok ossze:
1) J39 és 2«/@; 3) 4 és %; 5) i6 és %;
2) 0,3‘/:% és J0.4; 4) 333 és 2¥10;  6) YT és 43!

24.99. Szamitsatok ki a kifejezések értékeit:
11

_4\20
1) 53,6 . 571,2 . 51,6; 3) 7 11 . 491,1;

2
2) (87%%)" :87%; 4) 817>% .9% . 278!
24.100. EgyszerUsitsétek a tortet:
3

x—8x7 a” +p%° a-2a""b" +b
1) ——; 3) —; 5) — 55 os,

- a-b ab™ —a’b

x7" -8

2

5y3 m"® —n® 8a+1
2) 5y 2; 4) 0,5_0,5 ; 6) 2 ‘

- m+m>n” +n =

ys +y3 4a® -1

Irracionalis egyenletek

24.101. Hany gyoke van az egyenletnek:
DVx-2-Jx+3-Jx-3=0; 2)Jx-4-Yx-1-Y6-x=0?
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24.102. Oldjatok meg az egyenleteket:
1)@—\/4x2—6x—1; 4) 124+ x-2x% =2—x;
2) Va® +x—4 =/-2x; 5) Jx+5-+/8—x =1;
3)m=x+5, 6) 3x—6+x—4=4!

24.103. Oldjatok meg az egyenleteket:

1) Vx -3¥x +2=0; 3) Y4-dx+x*-Y2-x-2=0;

9) 28/x +5Yx -3=0; g |2 g 2L oq
x-1 3x

Fiiggvények és tulajdonsagaik

24.104. Hatarozzatok meg a fliggvények értelmezési tartomanyat:

D)= s 9 £ =r =T+
2) f(x )—”+14 5) f(x) = Vx5 + VB —x;

-Tx
3) f(x)=Yx+6+¥4-x; 6) f(x)=+Vx®+4x-21- _49

24.105. A 24.1. abran egy pont van abrazolva, amelyre az y = f(x) fugg-
vény illeszkedik. Az adott fliggvények kozil valaszatok ki ezt a fugg-
vényt!

Dfx)=x" 2) f(x)=%; 3) f(x)=~V1T+x; 4) f(x )—

24.106. Szerkesszétek meg az adott fuggvényt, és a felhasznaléséval
allapitsatok meg az elGjeltartasi intervallumat, névekedési és fogyasi
intervallumait:

Dy=2-x% 2y=(x+4)" 3)y=8-2x—x% 4)y=x"—2x+3.

24.107. Hatarozzatok meg a fliggvény értelmezési

x+3

tartomanyat, és szerkesszétek meg a grafikonjat: YA
x® - 8x+16 4x 16,
) fx)y=——"—; 2) f(x )— *14
4-x -4x |
24.108. Adva van: f(-4) =-2. Hatarozzatok meg az i
f(4) értékét, ha az ffiiggvény: 1) paros; 2) paratlan! i 1+
24.109. Paros vagy paratlan-e a fliggvény: —_i—m
1) f(x)=6x>-Tx"; 4) f(x)=x>+x-3;
x®+4 1 24.1. abra

2 f@="55 )@=
3)f(x)=x/6— 6 )= 4 )= D de?
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24.110. Adjatok meg az egyenes aranyossag képletét, ha adott, hogy a
grafikonja az M(3; —7) pontra illeszkedik!

. 1
24.111. Hatarozzatok meg a b értékét, ha ismeretes, hogy az y = —Ex +b

figgvény grafikonja illeszkedik az M(12; 5) pontra!

24.112. Hatarozzatok meg k értékét, ha ismeretes, hogy az y = kx— 10
fuggvény grafikonja illeszkedik az M(—4; 2)
pontra! 17

24.113. Az y = kx + b fliggvény grafikonja dsszes
pontjanak —5-tel egyenl6k az ordinatai. Hata-
rozzatok meg k és b értékeit!

[u

]Y

24.114. Adjatok meg a linearis fliggvény képle- ol 11
tét, amelynek grafikonja a 24.2. 4bran lathatdé!

24.115. Hatarozzatok meg k értékét, amelynél

az y= L2 figgvény grafikonja illeszkedik a
X

kovetkezd pontra: 1) A(-5; 8); 2) B(%; —6)! 24.2. abra
24.116. A p és q mely értékeinél illeszkedik az y = x* + px + ¢ fiiggvény
grafikonja az A(-1; 4) és B(-2; 3) pontokra?
24.117. Hatarozzatok meg az y = x° fiiggvény legnagyobb és legkisebb
értékét a kovetkezd intervallumon: 1) [0; 2]; 2) [-2; —1]; 3) [-2; 2]!
24.118. Hatarozzatok meg az y = x° fiiggvény legnagyobb és legkisebb

értékét a kovetkezd intervallumon: 1) [%, 1}; 2) [-2; —1]!

24.119. A 24.3. abran az y = kx + b linedris fliggvény grafikonja lathato.
Allapitsatok meg, melyik a helyes allitas:
DE>0,6>0; 2)k>0,b<0; 3)k<0,b>0; 4)k<0,b<0!

0‘\§
a 6

24.3. abra
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Sorozatok

24.120. Hat4rozzatok meg az (x ) szamtani sorozat kiilonbségét, ha:

Dx, =17, x,=-7; 2) x,=-3, x,, = 42!
24.121. Hatarozzatok meg az (y,) szamtani sorozat els6 tagjat, ha:
Dy,=-19,d=-2; 2)y,=13,y,,=46!

24.122. Hatdrozzatok meg a (z,) szamtani sorozat tagjanak sorszamat,
amely 3,2-vel egyenld, ha z =9,2 és d =-0,6!

24.123. Tagja-e a (b,) szdmtani sorozatnak a 24, ha b, =8 és d = 3? Ha
igen, akkor nevezzétek meg a sorszamat is!

24.124. Adott a 4,9; 4,5; 4,1; ... szamtani sorozat. Hanyadik tagtol kezdve
lesznek negativak a sorozat tagjai?

24.125. Az m mely értékénél lesznek a 3m —1, m* + 1 és m + 3 kifeje-
zések szamtani sorozat egymadst kovet§ tagjai? Hatarozzatok meg a
sorozat tagjait!

24.126. Az (a,) szamtani sorozat n-edik tagjanak képlete: a = 0,2n + 5.
Hatarozzatok meg a sorozat elsé huszonhat tagjanak Gsszegét!

24.127. Hatarozzatok meg az (a ) szamtani sorozat elsé tiz tagjanak
Osszegét, ha:

1) a, =6, a,, =45; 2) a; =34, a,, =-54

24.128. Hatarozzatok meg az 6sszes természetes szam 6sszegét, amelyek
11-nek a tébbszordsei, és nem nagyobbak 341-nél!

24.129. Hatarozzatok meg az 6sszes természetes szam Osszegét, amelyek
9-nek a tobbszorosei, és nem nagyobbak 156-n4l!

24.130. Hatarozzatok meg az Gsszes kétjegyl szam Osszegét, amelyek
tobbszorosei a 8-nak!

24.131. Hatarozzatok meg a (b ) mértani sorozat hanyadosat, ha:

1) b, =108, b, = 32; 2)b,=6,0b,=30!
24.132. Hatarozzatok meg a (c,) mértani sorozat els6 tagjat, ha c, = 40,
¢, =-320!

3 3 , . . p P
24.133. A 192 a Y 3, ... mértani sorozat tagja. Hatarozzatok meg

ennek a tagnak a sorszamat!

24.134. Milyen harom szamot kell a 48 és a 243 k6zé tenni, hogy azok
az adott szamokkal mértani sorozatot alkossanak?

24.135. Hatarozzatok meg a (b,) mértani sorozat els6 négy tagjanak
Osszegét, ha:
1) b, =280, g =5; 2) b, =2, b, =42, ¢<0!
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Trigonometrikus fliggvények

24.136. Az a mely értékeinél lehetséges a kovetkezd egyenliség:
cosx=a-—2?

24.137. Hatarozzatok meg a kifejezés legnagyobb és legkisebb értékét:

1) 1-4cosa; 2) 6 +sin”a!
24.138. Hasonlitsatok 6ssze:
1) tg 140° és tg(—140°); 3) tg%E és cos%;
2) cos 50° és sin 350°; 4) cos 5 és sin 4!
24.139. Paros vagy paratlan e a kovetkezd képlettel megadott fliggvény:
1) f(x) = 2x + sin x; 3)f(x) =tgx + x*;
tgx 2—-x)cosx
2) f(x) = £ 7 = ES20

2 ’
x" -1
24.140. Szamitsatok ki az o argumentumu trigonometrikus figgvények

értékét, ha:

2, , 3
1)cosoc=—? esg<oc<n; 2)tg0c=—\/§ es?n<oc<2n!

24.141. EgyszertUsitsétek a kifejezést:

. 1-
sing + cosQ

1) 2) sin® oo — sin® o + cos® !

1+ coso sin@

24.142. Bizonyitsatok be az azonossagot:
sin(45°+ o) —cos(45° + o)
sin(45° + o) + cos(45° + o)
sin(a — ) + 2sinPcosa ~ tg(0+P)!
cos(oe —PB) — 2sinasinf

’

24.143. EgyszerUsitsétek a kifejezést:
3
1) sin (oc + gj cos(m—a) + cos(oc + ?n) sin(2m — a);

sin(180° — o) cos(180° + a)tg (180° — o) '
sin(270° — o) tg (180° + o) cos(90° + o) '

24.144. EgyszerUsitsétek a kifejezést:

sin6o.  cos6a
+ !

.o o o
1) sin—cos—cos—; 2)
4 4 2 sin200  cos2a
24.145. Bizonyitsatok be az azonossagot:
1-cosa +sina o
—— =tg—!

1) tg20(1+ cos40) —sinda =0; 2) =
1+ coso + sina 2
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Trigonometrikus egyenletek
24.146. Oldjatok meg az egyenleteket:

1) sinbx = —l; 4) COS(JH_E) = _é;
2 4 2
2) sin(Zx—E) =-1; 5) tg7x = _ﬁ;
3 3
X \/5 X T
3 —=— 6) tg| ———|=1!
) cos6 . ) g(4 8)

24.147. Hatarozzatok meg az egyenlet legnagyobb negativ gyokét:
. ( n) V2

sin| x+—=|=—!

4 2

24.148. Hany gydke van a tg3x = /3 egyenletnek a [0; n] intervallumon?
24.149. Oldjatok meg az egyenletet:

1) 6cos’x +5sinx-7=0; 4) cos 8x—5cos 4x—2=0;

2) sin®8x + 3cos 3x = 3; 5) ——+5tgx—-11=0;
cos” x

3) cos 2x — 3 sin x = 2; 6) 3sinx —+/3 cosx = 0!

Exponencialis fliggvény. Exponencialis egyenletek és egyen-
16tlenségek
24.150. A 24.4. a—d abrak egyikén az y = 0,27 fuggvény grafikonja lat-
hat6. Nevezd meg ezt az abrat!

T |12 7y 79
o|t|x S
1 oL—
\ /
/ \ \ [
1 1 \ [
- - ‘
01x 0|1 |x |
a b c d
24.4. abra

24.151. Milyen lesz az f(x) = 9" + 2 fuggvény értékkészlete?

24.152. Ismeretes, hogy 0,7 >0,7". Hasonlitsatok Gssze az m és n

szamokat!
24.153. Az adott fuggvények koziil melyik nem névekvs?
. . e x Tc x
) y=e’; 2) y=m"; 3)y=(§); 4)y=(z)?
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24.154. Oldjatok meg az egyenleteket:

1 6\ (25)° 125
o(o] 2722
4 5 36 216
2) 0,757 =%; 5) 2°.3% 5% =90™ T,
3) V125° ' = 2527 6) 8. 72 * _7.8% x —
24.155. Hatarozzatok meg az egyenlGtlenség megoldasanak halmazat:
2-x
1) (i) > 921 3) 1,3° 2 <1,69;
27
2) 1<10°"1 <100 000; 4) 0,4 *2**2<0,16!
24.156. Oldjatok meg az egyenleteket:
1-x
1
1) 3" -2.3%=1; 3) 7"—(;) =6;
2) 2°*1 4272 = 68; 4) 47 12770 — 277" = 262!
24.157. Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:
1) 4°-3.4°2>18; 3) 0,5~ 0,52 + 0,5 < 0,375;
2) 5"+ 52 < 630; 4) 31 -2.83"1-4.3"?>17!
24.158. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) 4°-14.2"-32=0; 4) 9-2° =27,
2) 9" +3*-6=0; 5) (0,2)**7? -126-(0,2)" +5=0;
5 2
3) 49" +2.7* -35=0; 6) —-—F—=4
3 3" -1
24.159. Oldjatok meg az egyenlétlenségeket:
1) 25" -2.5"-15>0; 3) 372 -28-.3%* +3>0;
2) 471 - 9.2% +2<0; 4) (%) —6-(%) -27<0!
Logaritmusfiiggvény. Logaritmusos egyenletek és egyenlot-
lenségek
24.160. Szamitsatok ki:
1) 2'-loe7, 4) log,log,, 196 +log_/5;
2) Hlss 2, 5) 1g 20 + 1g 50;
1
3) 42 R, 6) 10g37—10g3£!

24.161. Az adott figgvények koziil melyiknek lesz az értelmezési tarto-
manya a valés szamok halmaza:

Dy=lg@x+1); 2)y=lg(x*-1); 3)y=lg(x*+1); 4)y=I1gx*?
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24.162. Hatarozzatok meg a fliggvény értelmezési tartomanyat:
1) y=Ilglgx; 2)y=log_,(x*+x+3)!

24.163. A 24.5. abran az y = f(x) fiiggvény grafikonja lathat6, amely a
valés szamok halmazan van értelmezve. Hany gydke van az
f(x) =log, x egyenletnek?

24.164. Szerkesszétek meg a fuggvény grafikon- y
jat:
1) y= 5log5(x71); 3) y= eln(4—x2)!
2) y=10"%"% y=1(x)
24.165. Hasonlitsatok 6ssze az m és n szamok o
értékeit, ha: 0| x
1) log, m<log,n;  2)log ;m<log  n! \
: T : . 24.5. abra
24.166. Hasonlitsatok ¢ssze a logaritmus alapjat
eggyel, ha:
1) log, 7 <log,6; 2) log 5> 0!
24.167. Hasonlitsatok 6ssze nullaval a kévetkezd szamot:
1) 1og2%; 2) log, 4; 3) log,0,6;  4) log, 10!
3 6
24.168. Oldjatok meg az egyenleteket:
1) log, 2(x2+ 4x) =-1; 4) log,log,log,x = 0;
2)1g x =3 -1g 20; 5) 1g(5x+2)=%lg36+1g2;
3) log,x + log,x + log, x =5,5; 6) log, (4x — 6) = log, (2x — 4)!

24.169. Oldjatok meg az egyenleteket:
Dilgx—1)+1g(x+5)=1g 13;
2) log, (2x—7) +log,(x— 1) = 2 + log, 2;
3) logo’5 (4—x)+ logo’5 (x—1)=-1;
4) log_(—x) + log (1 —x) =log, (x + 3)!
24.170. Oldjatok meg az egyenleteket:

2 1
1) 8logZx +7log,x -6 =0; - =1
) 3logy 084 lgx+2 lgx—4
2) In*x —41lnx-21=0; 4) log, x +log 9 =2,5!
24.171. Hatarozzatok meg az egyenlGtlenség megoldasanak halmazat:
1) log,(2x—1)<2; 5) log,(x + 1) <log (2x + 5);
2) log, (2x-3)>1; 6) log, (2x — 3) > log, (3x — 5);
2
3) 10g4(x+1)<—§; 7y In (= 3) > In (3x — 7);
4) log,, (x* +4x)>-1; 8) log, ,(3x — 1) <log, . (3 — x)!
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24.172. Oldjatok meg az egyenlétlenségeket:
1) log, x +1og, (x +1)<1; 2) log, x +log, (x—1) >log, (x + 3)!

6 6 6
24.173. Oldjatok meg az egyenlGtlenségeket:
1) lg’x —1gx >0; 3) 3 logix +2log, x —5>0!

2) In®x +1nx <0;
Derivalt és alkalmazasa

24.174. Hatarozzatok meg a fliggvény derivaltjat:

1)y=x6+2x4+i2—1; 4) y=(3-2x)Vx;
X
1 4
2) y=—5+—; 5) y=2"cos x;
2x x
5 9 3x-1
Ny=E"+x+1)(x" —4x+ 1) 6) y=—4—!
x“+1
24.175. Szamitsatok ki a fliggvény derivaltjanak értékét az x, pontban:
3x”
1) f(x)= — x,=-1;
9) fla)=TO0E o o
4 -sinx

n T
3) f(x)=cosx—sin—, x, =—;
) f(x) 3 %=

1
4) f(x) = ==, x,= 1!
X

24.176. Az anyagi pont a koordindtaegyenesen az s(t) = 3t —12t +18
térvény szerint mozog (a t id6t masodpercben, az s elmozdulast mé-
terben mérjik). Az elindulds utan hany masodperc mulva fog meg-
allni?

24.177. Allitsatok fel az adott fliggvény x, pontbéli érint6jének egyen-
letét:

2 .
D f(x)=—, x,=-2; 2) f(x) =sin x cos x, x, =§!
X
24.178. Az f(x) =5 + 7x — 4x” fiiggvényhez érint6 van hitzva, melynek
iranytényezdje —9. Hatarozzatok meg az érintési pont koordin4tait!
24.179. Hatarozzatok meg az y = x* — 3x + 2 paraboldnak azt a pontjat,
amelyben az érint6 parhuzamos az y = 6 — x egyenessel!

24.180. Allitsatok fel az f(x) = x* — 4° + 5x fliggvény érintGjének egyen-
letét, amely parhuzamos az y = 5x — 8 egyenletli egyenessel!
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24.181. Az y=[f(x) fuiggvény értelmezve van a [-8; 3] intervallumon, és
derivalhaté az értelmezési tartomanyanak minden pontjdban. A 24.6. 4b-
ran az y = f’(x) derivaltfuggvény grafikonja lathaté. Nevezzétek meg:
1) az y = f(x) figgvény novekedési és fogyasi intervallumait;

2) az y = f(x) figgvény minimum és maximum pontjait!

YA

N
]
w
A
o
T~
w
Ry

AN /

N /

24.6. dbra
24.182. Hatarozzatok meg a fliggvény névekedési és fogyasi intervallu-
mait, valamint az extrémumpontjait:

1) f(x) =—8x" — a® + 2u; 4) f(x) = 222,
x" -4
2) f(x) = % + 2x — 10; 5) f(x)=~—e;
e
3) f(x) =2+ 6) f(x) =" — 8 In !
4 x

24.183. Hatarozzatok meg a fliggvény legnagyobb és legkisebb értékét:
1) f(x) = x* — 3x> — 9x — 4 a [-2; 0] intervallumon;

2) f(x)= x-1 a [0; 4] intervallumon;
x+1
3) f(x) = cos x — sin x a [0; 2] intervallumon;
4) f(x)= 2:2x a {—2; l} intervallumon!
x“+1 2

24.184. Végezzétek el a fuggvény teljes vizsgalatat, és szerkesszétek
meg a grafikonjat:
1) f(x) = x* — 9x; 2) f(x) = 6x° — 2x°!
Integral és alkalmazasa

24.185. Hatarozzatok meg a kovetkezd fliggvény primitivijének altalanos
alakjat:

1) f(x)=x- 35 a (—o0; 0) intervallumon;
X

a (0; +o0) intervallumon!

2) f(x)=x%+$
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24.186. Az f figgvénynek hatarozzatok meg az adott I intervallumon
az F primitivjét, amelynek grafikonja illeszkedik az adott M pontra:
1) f(x) =2x+4, I = (=00 +0), M(2;1);
2) f(x) = 4x° — 2x + 3, I = (—0; +0), M(1; 8)!

24.187. Szamitsatok ki az integralt:

3
1) Jl.i—f, 3) j(%—x)dx;
2) j.(xz - 2x+4)dx; 4) T(Gcosx—Ssinx)dx!
24.18;52. Szamitsatok ki a kévetkezd vona(iakkal hatérolt alakzat tertiiletét:
Dy=2-x"y=0; Ny=—o"+4,x+y=4;
2)y:i,y=0,x:1,x:3; ) y=x"—4x+5,y=5—x

A valoszintliségszamitas és a matematikai statisztika alapjai

24.189. Az étkezdében 3 elsé fogas, 6 masodik fogas és 4 harmadik fogas
van. Hanyféleképpen lehet ezekbdl elkésziteni egy ebédet?

24.190. Hanyféleképpen lehet felrakni a polcra 8 kiillonb6z6 konyvet?

24.191. Hanyféleképpen lehet 32 tanulé kozil kivalasztani 3-at az iskolai
konferenciara?

24.192. A zenekarban 16 hegediis és 12 csellés van. Hanyféleképpen
lehet kozilik kivalasztani egy tridt, hogy abban 2 hegedis és egy
csellés legyen?

24.193. Hany otjegyd szam képezhet6 a 2, 3, 4, 5, 6 szamjegyekbdl,
amelyekben minden szamjegy kiilonboz6, és a kapott szamnak 5-tel
oszthaténak kell lennie?

24.194. A dobozban 12 z6ld és 18 kék goly6 van. Mennyi annak a val6-
szinlisége, hogy a véletlenszerlien kivalasztott golyd: 1) zold; 2) kék;
piros; 4) z6ld vagy kék legyen?

24.195. A lottésorsolason kisorsolnak 6 gépkocsit, 18 motorkerékpart és
42 kerékpart. Osszesen 3000 lottészelvényt bocsatottak ki. Mennyi
annak a valdszinlisége, hogyha egy sorsjegyet vasarolunk, akkor:
1) motorkerékpart nyerink; 2) valamilyen nyereményt kapunk;
3) nem nyerink egyetlen dijat sem?

24.196. Az 1-t6l 16-ig terjedS természetes szamok kozil a tanuld vélet-
lenszerden kivalaszt egyet. Mennyl annak a valdszinlsége, hogy a
kivalasztott szam a 16 osztdja lesz?

24.197. Mennyi annak a val6szinlisége, hogy a véletlenszertien kivalasz-
tott kétjegyl szam 12-vel oszthaté lesz?
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24.198. Egy dobozban 3 fehér és 4 kék golyé van. Legkevesebb hany go-
ly6t kell véletlenszerten kivenni, hogy annak a valdszintlisége, hogy a
kivett golyok kozott legalabb egy kék golyé lesz, 1-gyel legyen egyenlG?

24.199. Négy kartya az 1, 2, 3 és 4 szamokkal van szamozva. Mennyi
annak a valdszinlsége, hogy a két véletlenil kivalasztott kartya
sorszama 3 tobbszorose lesz?

24.200. A dobozban piros és sarga golyok vannak. Hany piros golyé van
a dobozban, ha annak valészinlisége, hogy piros golyét fognak beléle

htzni 3’ sargabol pedig 20 darab van benne?

24.201. 30 kartyara felirtdk a természetes szamokat 1-t61 30-ig. Mennyi
annak a valészinlsége, hogy a véletleniil kihtGzott kartyan a szam
3-mal oszthaté, de 2-vel nem?

24.202. 28 darab dominé kozil véletlentil

huztak egyet, és kiszamitottak a rajta e © o
1év8 pontok szamanak 6sszegét (a 24.7. o ¢ o o/
4bran egy olyan dominé van, amelyen a | L

pontok szamanak dsszege 7). Mennyi an- 24.7. abra

nak a valdszinlsége, hogy a kivalasztott
dominén a pontok szamanak 6sszege:
1)4; 2)7, 3)10; 4)12; 5)15?

24.203. A 24.8. abran 1év6 grafikonon az irészeres tizletben 6 hénap
alatt eladott tollak szama lathatd. Atlagosan hany tollat adtak el
egy hoénap alatt?

330 1

300
270

240 /
210

180 /
150
120

Tollak szama, db

Julius Augusztus Szeptember Oktéber November December
24.8. abra

24.204. A 7, 10, y, 14 minta atlaga 11. Mivel egyenl§ y?

24.205. Hatarozzatok meg a kovetkezd alapsokasag atlagat, moduszat,
medianjat és terjedelmét:
1)5,6,9, 10, 11, 13, 14, 14, 15, 22;
2) 5,12, 12, 14, 14, 8, 12!
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24.206. A 11. osztalyos tanuldk kozott felmérést végeztek, hogy
mennyi id6t téltenek a hazi feladat elkészitésével. A felmérés eredmé-
nyét oszlopdiagramon abrazoltak, amely a 24.9. dbran lathat6. Hataroz-
zatok meg az adott felmérés moduszat és atlagat!

\

Tanuldk szama
Do GO UT Y ~1 00

=il

1h 1h 2h 2h 2h 3h
30 perc 45 perc 15 perc 30 perc 45 perc 15 perc

A hazi feladat elkészitésének idGtartama
24.9. abra
24.207. A 11. osztalyban az ukran nyelv tollbamondas eredményeit

tablazatba foglaltak, amelyben az egy személy altal elkovetett hibak
szamat tlintették fel:

Hibak szama 0 1 2 3 4
Tanuldk szama 5 4 6 8 2

Hat4arozzatok meg a minta méduszat és atlagat, készitsetek oszlop-
diagramot az adatok alapjan!

25. A mértan ismétlésére szolgalo6 feladatok

Haromszogek

25.1. Hatarozzatok meg a derékszogl haromszog keruletét, amelynek
atfogdja 7 cm-rel nagyobb az egyik befogbjanal, a masik befogd pedig
21 cm!

25.2. A derékszogl haromszog egyik befogdja 15 cm, az atfogéra bocsa-
tott oldalfelez6 8,5 cm. Szamitsatok ki az adott haromszog teruletét!

25.3. Az egyenl szart haromszog magassaga az egyik szarat 1 cm-es
és 12 cm-es szakaszokra osztja, az alapnal 1év6 szogétdl kezdve a
szamoléast. Hatdrozzatok meg az adott haromszog alapjat!

25.4. Az ABC haromszog AD magassaga a BC oldalt BD és CD szaka-
szokra osztja agy, hogy BD = 15 cm, CD =5 cm. Hatarozzatok meg az
AC oldalat, ha BZ = 30°!
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25.5. A pontbél az egyenesre két ferde van hizva, amelyek vetiiletei
5 cm és 9 cm. Hatarozzatok meg az adott pont és az egyenes kozotti
tavolsagot, ha az egyik ferde 2 cm-rel hosszabb, mint a masik!

25.6. Hatarozzatok meg a 25.1. Abran 1évé

ABC haromszog teriiletét! B
25.7. Az egyenl( szaru tompaszogd ha- /3
romszog magassaga, amelyet az alapra 1350 2cm

huztak, 8 cm-rel egyenld, és a koré irt A
korvonal sugara 13 cm. Hatarozzatok
meg a haromszog szarat!

25.8. Az o hegyesszogl derékszogl ha-
romszog atfogéra hizott magassaga h. Hatarozzatok meg ennek a
haromszognek az atfogdjat!

25.9. A derékszogl haromszogbe irt kérvonal érintési pontja az atfogot
8 cm-es és 12 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozzatok meg a harom-
szog keruletét!

25.10. Az ABCD trapéz AB és CD szarainak meghosszabbitdasal az
O pontban metszik egymast. Hatarozzatok meg az AB oldalat, ha
AO=18cm,BC:AD=5:9!

25.11. Az ABCD trapéz AB és CD szarainak meghosszabbitasai az F
pontban metszik egymast. AB : BF =3 : 7, AD — a trapéz nagyobbik
alapja. A trapéz alapjainak kiilénbsége 6 cm. Hatarozzatok meg az
AD alapjanak hosszat!

25.12. Az egyik egyenlGszari haromszog szarai kozotti szog egyenld
a masik egyenld szart haromszog szarszogével. Az els§ haromszog
alapja és az alapjara bocsatott magassaga megfelelen 30 cm és 8 cm,
a masik haromszog szara 51 cm. Mivel egyenld a masodik haromszog
kerulete?

25.13. Az ABC haromszog BC oldalan jel6ltek egy K pontot ugy, hogy
CAK/ =ABCZ, BK=12 cm, KC=4 cm. Hatarozzatok meg az AC
oldalat!

25.14. Az ABCD trapéz (AD || BC) 4tléi az O pontban metszik egymést,
BO : OD=3": 4, BC=18 cm. Hatarozzatok meg a
trapéz AD alapjat!

25.15. Az ABCD trapéz (BC || AD) atléi az O pontban
metszik egymast, AO : OC=17:3, BD =40 cm. Ha-
tarozzatok meg az OD szakasz hosszat! E F

25.16. Az ABC haromszogbe egy CDEF rombusz van
frva ugy, hogy ahogy a 25.2. 4bran lathato. Hataroz- 4 C
zatok meg a haromszoég BC oldalat, ha AC =15 cm, D
a rombusz oldala 10 cm! 25.2. 4bra

25.1. dbra

B
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25.17. Az ABC haromszog AB oldalanak felez6pontja az M pont, a K pont
pedig az AC oldal felezépontja. Az AMK haromszog teriilete 12 cm?.
Mivel egyenlé a BMKC négyszog teriilete?

25.18. Az ABC haromszog AB oldalanak felez6pontja a D pont, az E pont
pedig a BC oldal felezépontja. Az ADEC haromszog teriilete 27 cm?.
Mivel egyenld az ABC haromszog terulete?

25.19. Az ABC haromszog oldalfelezbje a CM sza- B
kasz, lasd a 25.3. abrat, a DE szakasz az MBC

haromszog kozépvonala. Mivel egyenlé az MDEC D
négyszog teriilete, ha az ABC haromszog teriilete M E
48 cm??

25.20. Az ABC haromszog AC oldalaval parhuzamos A C
egyenes az AB oldalt az M pontban, a BC-t pedig 25.3. 4bra

a K pontban metszi. Hatarozzatok meg az ABC
haromszog teruletét, ha BM =3 cm, AM =4 cm, az AMKC négyszog
tertilete 80 cm?!

25.21. Az egyenld szara haromszog szaranak felezépontja az alapjatél
9 cm tavolsagra van. Hatarozzatok meg oldalfelezdinek metszéspontja
és alapja kozotti tavolsagot!

25.22. Az ABC egyenl§ szaru haromszog alapja AC, oldalfelezinek
metszéspontja a B cstucsatdl 6 cm-re van. Hatarozzatok meg szarai
felez6pontjainak a tavolsagat az alaptél!

25.23. Az ABC egyenl szart haromszogbe (AB = BC) irt kérvonal sugara
12 cm, a kérnek a kézéppontja a haromszog B csucsatél 20 em tavol-
sagra van. Hatarozzatok meg az adott haromszog kertiletét!

25.24. Az egyenld szard haromszogbe irt kérvonalnak a szarat érinté
pontja 8 : 9 aranyban osztja ezt a szarat, az alapnal 1év6 csiestol
kezdve a szamolast. Hatarozzatok meg a haromszog teriletét, ha a
beirt kor sugara 16 cm!

25.25. A haromszog két oldala kozotti szog 60°, ezeknek az oldalaknak
az aranya 5 : 8, a harmadik oldala 21 cm. Hatarozzatok meg a ha-
romszog ismeretlen oldalait!

25.26. A haromszog két oldalanak osszege 16 cm, a koztiik 16v6 szog
120°. Hatarozzatok meg kozilik a kisebbik oldalt, ha a haromszog
harmadik oldala 14 cm!

25.27. Hatarozzatok meg az ABC haromszog A szogét, ha BC="17 cm,
AC=3cm, AB=8 cm!

25.28. Hatarozzatok meg a korlap tertletét, amely egy 7 cm, 8 cm és
9 cm oldalt hdromszog koré van irva!
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25. 29. A haromszog oldalai 6 cm, 25 cm és 29 cm. Hatarozzatok meg az
adott haromszogbe irt kérvonal sugarat!

Négyszogek. Szabalyos négyszogek

25.30. A paralelogramma tompasz6gébél bocsatott magassaga 6 cm és a
paralelogramma oldalat felezi. Hatarozzatok meg a paralelogramma
kisebbik atléjat, ha a hegyesszige 30°!

25.31. A paralelogramma tompaszogének szogfelezbje az oldalat 3 : 7
aranyban osztja a hegyessz6gétdl szamitva, ami 45°-0s. Szamitsatok
ki a paralelogramma teruletét, ha a kertlete 52 cm!

25.32. Az ABCD téglalap szogfelezdje az AB oldalt az M pontban metszi,
BM=5cm, AD = 3 cm. Hatarozzatok meg a paralelogramma kertletét!

25.33. Szamitsatok ki a rombusz teriiletét, ha egyik atléja 16 cm, az
oldala pedig 10 cm!

25.34. A rombusz nagyobbik atldja ¢, tompaszoge o.. Ha-
tarozzatok meg a rombusz keriiletét!

18 cm
25.35. Hatarozzatok meg az egyenl szaru trapéz ma-
gassagat, amelynek alapjai 23 cm és 17 cm, az atléja 45°
pedig 25 cm! 28 cm
25.36. Hatarozzatok meg a 25.4. dbran lathaté trapéz  25.4. abra
teriiletét!

25.37. A kor koré irt egyenld szaru trapéz szara a, az egyik szége 60°.
Hatarozzatok meg a trapéz teriletét!

25.38. A derékszogl trapéz nagyobbik szara 16 cm, hegyesszige 30°.
Hatarozzatok meg a trapéz teriletét, ha kor irhaté bele!

25.39. Az egyenl( szaru trapéz alapjai 1 cm és 17 cm, atldja a tompaszogét
felezi. Hatarozzatok meg a trapéz teriiletét!

25.40. Az egyenl$ szaru trapéz alapjai 15 cm és 33 cm, atléja a hegyes-
szogét felezi. Hatarozzatok meg a trapéz teriiletét!

25.41. Az egyenl§ szaru trapézba korvonal van irva, szaranak érintési
pontja a szarat 8 cm-es és 18 cm-es szakaszokra osztja. Hatarozzatok
meg a trapéz teriiletét!

25.42. A derékszogl trapézba koérvonal van irva, nagyobbik szaranak

érintési pontja a szarat 8 cm-es és 50 cm-es szakaszokra osztja. Ha-
tarozzatok meg a trapéz keruletét!
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25.43. Mivel egyenld a korbe irt ABCD négyszog BAD szége, ha
ACD/ =37°, ADB/ = 43°?

25.44. Az ABCD négyszog BD atldja a négyszog koré irt kérvonal atmé-
r&je, az M pont atléinak metszéspontja, ABD/ =32°, CBD/ = 64°.
Hatarozzatok meg a BMC szoget!

25.45. Hogyan aranylik a korbe irt szabalyos haromszog oldala az ugyan-
ezen kor koré irt szabalyos haromszog oldalahoz?

25.46. Hogyan aranylik a kérbe irt szabalyos hatszog oldala az ugyanezen
kor koré irt szabalyos hatszog oldalahoz?

25.47. Két egymast metsz6 korvonal kozos hurja az egyik korbe irt
szabalyos haromszog oldala, és a masik korbe irt négyzet oldala is. A
hur hossza a. Hatarozzatok meg a korvonalak kézéppontjai kozotti
tavolsagot, ha ezek a har kiilonb6z6 oldalain lesznek!

Korvonal és korlap

25.48. Hatarozzatok meg a kor ivének fokmértékét, amelynek hossza
7 cm, ha a kor sugara 12 cm-rel egyenld!

25.49. A koriv hossza 2n cm, fokmértéke 60°. Hatarozzatok meg a kor-
vonal sugarat!

25.50. Az AB szakasz a kor atmérdje, AB = 24 cm. Az A pont a kérvonal
érintGjét6l 4 cm tavolsagra van. Hatarozzatok meg a B pont tavolsagat
az érintGtol!

25.51. A korvonal egyik pontjabdl az atmérdjére bocsatott merdleges
az atmérot két szakaszra osztja, amelyek hosszai k6zott a kiilonbség
21 cm. Hatarozzatok meg a kérvonal hosszat, ha a meréleges hossza
10 cm!

25.52. Két kérvonal, amelyek kozéppontjai O, és O,, kiils6leg érintik
egymast a C pontban. A C pontra illeszkedd egyenes az O, kézéppon-
ta kort az A pontban, a masik kért a B pontban metszi. Az AC har
12 em-rel egyenld, a BC pedig 18 cm-rel. Hatarozzatok meg a korok
sugarait, ha 0,0, = 20 cm!

25.53. Egy 60°-o0s szogbe két kort irtak, amelyek kiilsGleg érintik egy-
mast. Hatarozzatok meg a nagyobbik kér sugarat, ha a kisebbik kor
sugara 6 cm!
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Descartes-féle koordinatak

25.54. A C pont az AB szakasz felez6pontja: A (—4; 3), C(2; 1). Hataroz-
zatok meg a B pont koordinatait!

25.55. Az ABC haromszog csucsai: A(-3; 1), B(2; -2) és C(—4; 6). Hata-
rozzatok meg az ABC haromszog AM oldalfelezgjét!

25.56. Az ABCD négyszog paralelogramma, B(4; 1), C(-1; 1), D(-2; -2).
Hatéarozzatok meg az A cstcs koordinatait!

25.57. Hatarozzatok meg annak a pontnak a koordinatait, amely az
ordinatatengelyre illeszkedik, és egyenls tavolsagra van a C(3; 2) és
D(1; —6) pontoktol!

25.58. A koérvonal a kovetkezb egyenlettel van megadva:
(x +4)* +(y—1)> =12. Hogyan helyezkedik el az A(-2; 3) pont ehhez
a kérvonalhoz viszonyitva?

25.59. Irjatok fel annak a kérnek az egyenletét, amelynek atméréje az
MK szakasz, ha M (-3; 4), K(5; 10)!

25.60. frjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyre az A(-1; 4)
és B(—3; —2) pontok illeszkednek!

25.61. irjétok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyre az
A(\/g; 5) pont illeszkedik, és az abszcisszatengely pozitiv irdnyaval
60°-0s szoget zar be!

25.62. irj atok fel annak az egyenesnek az egyenletét, amelyre a P(2;-5)
pont illeszkedik, és parhuzamos az y =-0,5x + 9 egyenessel!

25.63. Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog rombusz, ha A(-1; 5),
B(4; 6), C(3; 1) és a D(-2; 0) pontok a csucsai!

25.64. Bizonyitsatok be, hogy az ABCD négyszog téglalap, ha az A(2; -2),
B(1; 2), C(-3; 1) és D(-2; —3) pontok a csucsai!

25.65. Hatarozzatok meg az M(4; —5; 6) pont és az xz sik kozotti tavol-
sagot!

25.66. Hatarozzatok meg az A(4; —2; 1) pont és a koordinata-rendszer
kezd8pontja kozotti tavolsagot!

25.67. Hatarozzatok meg az A (2; —-3; —4) és a B(—6; —3; 2) pontok k6zotti
tavolsagot!

25.68. Az A(—4; 2; —6) és a B(-14; —10; 2) pontok szimmetrikusak a
C ponthoz viszonyitva. Hatarozzatok meg a C pont koordinatait!

25.69. Hatarozzatok meg annak a pontnak a koordinatdit, amely szim-
metrikus az M(—1; 2; 3) ponttal az xy sikhoz viszonyitva!

Vektorok
25.70. Adottak az a(3;-1) és b(1;—2) vektorok. Hatarozzatok meg az

m vektor koordinatait, ha m =3a —2b!
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25.71. Adva van: ¢ = 2a - 3b. Hatérozzatok meg a | c |-t, ha a(-1;1),
és b(-2;3)!

25.72. Szamitsatok ki az (3 - 25)(3 + I;) skalaris szorzatot, ha | a | = x/E,
|5 ]=1, (a,b)2=135°!

25.73. Adottak az M(4;-2), N(1; 1) és P(3; 3) pontok.
Hatarozzatok meg az MN és MP vektorok skala-

B C
ris szorzatat! Z
25.74. A 25.5. dbran az ABCD rombusz lathaté, amely- 4 D

ben AB=2cm, ABCZ = 120°. Hatarozzatok meg az
AB és AC vektorok skaléris szorzatat!

25.75. Az ABCDEF szabalyos hatszog oldala 1. Sza-
mitsatok ki a kovetkezd skaldris szorzatot:

1) BA-CD; 2) AD-CD!

25.76. Hatarozzatok meg az E(—l; -1) és b (2; 0) vektorok kozotti szoget!

25.77. Az ABCD paralelogramma CD oldalan felvettek egy M pontot
ugy, hogy CM : MD =2 : 3. Fejezzétek ki az AM vektort az a és b.
vektorok altal, ahol a= TB, b = AD!

25.78. Az ABCD paralelogramma BC és CD oldalain megfelelGen felvet-
tek egy E és F pontot gy, hogy BE: EC=3:4,CF: FD=1: 3. Fejez-
zétek ki az EF vektort az AB=a és AD =b vektorok 4ltal!

25.79. Hatarozzatok meg az AB vektor abszolut értékét, ha
A(-2; 8;7), B(-6; 5; 6)!

25.80. Az m mely értékénél lesznek az a(5;m+1;-3) és b(-10; 4; 6)
vektorok kollinearisak?

25.81. Az n mely értékénél lesznek az a3 6) és 17(—8; 3; n) vektorok
meréGlegesek?

25.82. Hatarozzatok meg az E(—l; 1;0) és 5(1; 0; —1) vektorok kozotti
szoget!

25.5. dbra

Geometriai transzformaciok

25.83. Hany olyan parhuzamos eltolas létezik, amelynél az egyenes
képe: 1) ugyanaz az egyenes lesz; 2) vele parhuzamos egyenes lesz?
25.84. Irjatok fel annak a kérnek az egyenletét, amely az x* +y° =4

korvonal képe lesz az a(2; —3) vektord parhuzamos eltolasnal!
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25.85. Nevezd meg azt a mozgatast, amelynél a 25.6 abran 1év6 ABCD
négyszog képe MINKP négyszog lesz!

B C
B | clP M K N
/ AN 2 K
A D K N il P
25.6. abra 25.7. abra

25.86. Nevezd meg azt a mozgatast, amelynél a 25.7. abran 1év6 ABCD
négyszog képe MKNP négyszog lesz!

25.87. Az a vektorral t6rténd parhuzamos eltoldsnél az A(—3; 7) pont
képe a B(2; 3) pont lesz. Milyen koordinatai lesznek a C(1; —5) pont
képének az a vektorral torténd parhuzamos eltoldsnal?

25.88. Az a vektorral torténd parhuzamos eltoldsnal az A (-5; 6) pont

képe a B(2; —1) pont lesz. Az a vektorral térténd parhuzamos elto-
lasnal milyen koordinataju pontnak lesz a képe a D(10; —3) pont?

25.89. Milyen pont lesz a képe az A (—4; 6) pontnak a koordinata-rendszer
kezdépontja korili szimmetrianél?

25.90. Milyen koordinatai lesznek annak a pontnak, amely szimmetrikus
az A(2; —4) ponttal az M (3; —1) ponthoz viszonyitva?

25.91. Milyen koordinatai lesznek annak a pontnak, amely szimmetrikus
az A(-2; 5) ponttal:
1) az abszcisszatengelyhez; 2) az ordinatatengelyhez viszonyitva?

25.92. Hany szimmetriatengelye lesz annak a téglalapnak, amely nem
négyzet?

25.93. Az ABCDEF hatszog kozéppontja az O pont lesz, amint a 25.8. ab-
ran lathatd. Nevezzétek meg CD oldalanak képét az O pont korili, az
6ramutato jarasaval megegyezd 120°-os elforgatdasnal!

AV N
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25.94. Az O pont a 25.9. abran lathato6 szabalyos nyoleszog kézéppontja.
Nevezzétek meg az A A, oldalanak képét az O pont kortili, az éramu-
tat6 jarasaval ellenkezd irdnya 135°-os elforgatasnal!

25.95. A 25.10. abran a CDEF négyzet lathatd, amely az ABCD négyzet
képe az éramutaté jardsaval megegyezs 90°-os elforgatas utan. Milyen
pont lesz az elforgatas kézéppontja?

B
c K p
B F B
C C, A,
A E
D M 5 D A B C
25.10. abra 25.11. 4bra 25.12. abra

25.96. A 25.11. abran az AMKP téglalap lathaté, amely az ABCD téglalap
képe az 6ramutaté jarasaval ellentétes iranyu 90°-os elforgatasnal.
Melyik pont lesz az elforgatas kézéppontja?

25.97. A 25.12. abran lathaté ABC haromszog oldalfelezéinek met-
széspontja az M pont. Hatarozzatok meg a homotécia aranyossagi
tényezdjét: 1) amelynek kézéppontja az M pont, és amelynél a C, pont
a C pont képe; 2) amelynek kézéppontja a B pont, és amelynél az
M pont a B, pont képe.

25.98. Az A, (-1; 4) pont az A(2; —8) pontnak a képe annal a homotécidnal,
melynek kézéppontja a koordinata-rendszer kezdépontja lesz. Mivel

egyenld a homotécia aranyossagi tényezdje?
Soklapok
25.99. A téglatest alapjanak élei 6 cm és 8 cm, testatldja az alaplap sik-
jahoz 60°-0s szogben hajlik. Hatarozzatok meg a téglatest oldalélét!

25.100. Az egyenes hasdb alapja derékszogl haromszog, amelynek
befogéi 5 cm és 12 cm. Hatarozzatok meg a hasab oldalfelszinét, ha
oldaléle 10 cm!

25.101. A szabalyos haromoldald hasab alapéle 8 cm, oldallapjanak
atléja 17 em. Hatarozzatok meg a hasab oldalfelszinét!

25.102. A szabalyos négyoldala hasab atléja 25 cm, oldallapjanak atléja
20 cm. Hatarozzatok meg a hasiab magassagat!
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25.103. Az egyenes haromoldalt hasab alapélei gy aranylanak egymas-
hoz, mint 15: 10 : 9. Hatarozzatok meg az alapéleit, ha az oldalfelszine
816 cm?, és a hasab oldaléle 12 cm!

25.104. Az ABCA B C, egyenes hasab magassaga 12 cm, AC = BC,
AB=8cm, a BB,C,C oldallapjanak 4tl6ja 13 cm. Hatarozzatok meg
az AB egyenesre és a C| pontra illeszkedd metszet teriiletét!

25.105. A szabalyos hatoldald hasab alapéle a, a hasab legnagyobb
atldja az alaplap sikjaval o szoget zar be. Hatarozzatok meg a hasab
oldalfelszinét!

25.106. Adott az ABCA,B,C, egyenes hasiab. Az ABC és az A BC sik
kozotti szog B-val egyenld. Hatarozzatok meg a hasab magassagat,
ha BC=a, ACBZ=90°, BAC/Z =o!

25.107. Az egyenes paralelepipedon alapja rombusz, aminek az oldala a,
hegyesszoge o. A paralelepipedon kisebbik atléja az alaplap sikjaval
B szoget alkot. Hatarozzatok meg a paralelepipedon teljes felszinét!

25.108. A szabalyos haromoldald gula alapéle J3 cm, magassaga
242 cm. Hatérozzatok meg a gila oldalélét!

25.109. A szabalyos négyoldala gila alapéle 6 cm, oldaléle 5 cm. Hata-
rozzatok meg a gula oldalfelszinét!

25.110. A gila alapja téglalap, amelynek egyik oldala a. Az oldal és a
téglalap atléja k6zotti szog a. A gula minden oldaléle az alaplap sik-
javal B szoget zar be. Hatarozzatok meg a gila magassagat!

25.111. A gula alapja rombusz, amelynek 4tl6i 40 cm-rel és 30 cm-rel
egyenldk, a gula magassaga 5 cm. Hatarozzatok meg a gula teljes
felszinét, ha az alapéleinél 1évé lapsziégek egyenlGk!

25.112. Az ABCD gula alapja ABC derékszogl haromszog (ACBZ = 90°).
Az ABD és az ACD sikok merdGlegesek az alaplap sikjara. Hatarozzatok
meg a gula oldalfelszinét, ha AB=26 cm, BC=10cm, AD =18 cm!

Forgastestek

25.113. Hatarozzatok meg a henger teljes felszinét, amelynek magassaga

12 c¢m, alapjanak sugara pedig 5 cm!

25.114. A henger tengelymetszete négyzet, amelynek oldala 8 cm. Ha-
tarozzatok meg a henger oldalfelszinét!
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25.115. Hogyan valtozik — névekszik vagy csokken —, és hanyszorosan
a henger oldalfelszine, ha:
1) azalaplapjanak sugarat 3-szorosara noveljik, a magassagat pedig
4-szeresére;
2) az alapjanak sugarat 2-szeresen csokkentjik, a magassagat pedig
6-szorosara noveljuk?

25.116. A hengerbe egy metszetet szerkesztettink, amely parhuzamos a
tengelyével, és 3 cm-re van t6le. A metszet atlgja 16 cm és az alaplap
sikjaval 60°-os szoget alkot. Hatarozzatok meg a henger alapjanak
sugarat!

25.117. A hengerbe egy metszetet szerkesztettiink, amely parhuzamos
a tengelyével, ez az alaplap korébdl egy ivet metsz ki, amelynek
fokmértéke o (0° <o < 180°). A metszet atléja az alaplap sikjaval
B szoget alkot. Hatarozzatok meg a metszet tertiletét, ha a henger
alapjanak sugara R.

25.118. A henger alkotdjan at két metszetet szerkesztettek, mindegyik
parhuzamos a henger tengelyével. Ezeknek a metszeteknek a sikjai
merdGlegesek egymasra. Hatarozzatok meg a henger tengelymetsze-
tének teriiletét, ha az egyik metszet teriilete 30 cm?, a mésiké pedig
40 cm?!

25.119. A kup alapjanak atmérdje 6 cm, magassaga 4 cm. Hatarozzatok
meg a henger alkot6jat!

25.120. A kup alkotdja m, alkotdja és magassaga kozotti szoge o. Hata-
rozzatok meg a kip oldalfelszinét!

25.121. A kup alkotdja 25 cm, magassaga 24 cm. Hatarozzatok meg a
kup oldalfelszinét!

25.122. A kup alapjanak sugarat és magassagat 2-szeresére novelték.
Héanyszorosara novekszik a kiup oldalfelszine?

25.123. A kup alapjanak sugarat 6-szorosara novelték, alkotdjat pedig
3-szorosara csokkentették. Hogyan valtozik meg a kup oldalfelszine —
csokken vagy novekszik —, és hanyszorosan?

25.124. A kup cstcsan és alaplapjanak hurjan keresztiil, amely 60°-os
ivet kot 0ssze, sikot fektettek, ami az alaplappal 30°-0s szoget alkot.
Hatarozzatok meg a keletkezett metszett teriletét, ha a kup alapja-
nak sugara 4 cm!

25.125. A kup tengelymetszete derékszogl haromszog. A kup alapjanak
sugara R. Hatarozzatok meg a kip tengelymetszetének teruletét!
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190 7. §. A matematika dsszefoglalé ismétliése

25.126. A kup alapjaban huzott hiar, amelynek hossza a, az alaplap ko-
zéppontjabdl a szog alatt latszik. A kup alkotdja és alaplapja kozotti
szog B. Hatarozzatok meg a kip magassagat!

25.127. A gombfelszint egy sik metszi, amely a gomb kozéppontjatdl
24 cm-re van. Hatdrozzatok meg a gémbfelszin sugarat, ha a kelet-

3 , ..
kezett metszet hossza 5 -e lesz azon metszet hosszanak, amely a gomb

kozéppontjara illeszkedd sik, és a gombfelszin metszete alkot!

25.128. A derékszogli hdromszog csticsai egy 345 cm sugard gémbfel-

szinre illeszkednek. Hatarozzatok meg a gombfelszin kézéppontja és
a haromszog sikja kozotti tavolsagot, ha a haromszog befogéi 8 cm és
15 cm!

A testek térfogatai. A gomb felszine

25.129. A téglatest alapja négyzet. A téglatest atlgja 8 cm, az oldallappal
30°-0s szoget zar be. Hatarozzatok meg a téglatest térfogatat!

25.130. A szabalyos hatoldali hasab oldallapjai négyzetek, a nagyobbik
atloja d-vel egyenls. Hatarozzatok meg a hasab térfogatat!

25.131. Az egyenes hasab alapja egyenlé szara trapéz, amelynek alapjai
4 cm és 10 cm, a szara 5 cm. A hasab oldaléle 10 cm. Hatarozzatok
meg a hasab térfogatat!

25.132. A szabalyos négyoldala hasab atléja 13 cm, oldallapjanak atléja
12 cm. Hatarozzatok meg a hasab térfogatat!

25.133. Az egyenes hasab alapja egyenld szaru haromszog, amelynek
az alapjanal 1évd szoge 30°. Annak az oldallapjanak az atléja, amely
tartalmazza alapjanak a szarat, 8 cm, és ez az atlé az alaplap sikjahoz
60°-0s szogben hajlik. Hatarozzatok meg a hasab térfogatat!

25.134. Az egyenes hasab alapja rombusz, amelynek 4tl6i 5 cm és 12 cm.
A hasab kisebbik atléja 13 cm. Szamitsatok ki a hasab térfogatat!
25.135. Hatarozzatok meg a szabalyos négyoldalu gula térfogatat,

amelynek alapéle 6 cm, és atlometszetei egyenl6 oldali haromszogek!

25.136. A szabalyos négyoldalu gila magassaga 12 cm, apotémaéja 15 cm.
Szamitsatok ki a gala térfogatat!

25.137. A szabalyos haromoldald gula alapéle 16+/3 cm, apotémaja
17 cm. Szamitsatok ki a gula térfogatat!

25.138. A szabalyos haromoldalu gala alapéle 6 cm, az alapélénél 1évs
lapszog mértéke 30°. Hatarozzatok meg a gula térfogatat!
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25.139. A henger tengelyével parhuzamosan metszetet szerkesztettek,
amely 4 cm oldalt négyzet lesz, és az alaplap korébdl egy 90°-o0s ivet
metsz le. Hatarozzatok meg a henger térfogatat!

25.140. A henger alsé alaplapjanak hurja az alaplap kozéppontjabdl
o szogben latszik. Az a szakasz, amely a fels§ alap kozéppontjat az
adott har felezépontjaval koti 6ssze, az alaplaphoz B szogben hajlik!
Hatarozzatok meg a henger térfogatat, ha alkot6ja m!

25.141. A kup térfogata 96m cm?, alaplapjanak sugara 6 cm. Hatarozzatok
meg a kup oldalfelszinét!

25.142. A kup alapjaban egy 242 cm hosszu hir van huzva, amely az
alaplap kozéppontjatél 1 cm tavolsagra talalhatd. Hatarozzatok meg
a kup térfogatat, ha alkotdja az alaplap sikjahoz 60°-o0s szogben haj-
lik!

25.143. A kip magassaga 12 cm, tengelymetszetének a csicsanal 1évg
szoge 120°-0s. Hatarozzatok meg a kup térfogatat!

25.144. A gomb koézéppontjatdl 12 em-re sikot fektettek. A keletkezett
metszet teriilete 641 cm®. Hatdrozzatok meg a gomb felszinét!

25.145. A gombfelszin és a sik metszetének hossza 4n, és a metszd sik
a gémb kozéppontjatdl J5 cm tavolsagra van. Hatarozzatok meg a
goémb térfogatat!
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Baratunk, a szamitégép

Ebben a tanévben rendszerezitek és tokéletesititek az ismereteiteket,
amelyek lehet6vé teszik szamotokra a szdmitégép alkalmazasat a ma-
tematika elsajatitasaban. Onélléan hatérozzatok meg, milyen technikai
feladatokat tudtok végrehajtani a szamitégépen hogyan kell szemléle-
tesen ismertetni a tananyagot. Ajanljuk algoritmusok készitését a fel-
adatok megoldasahoz, és programokat ezek megvalésitasahoz olyan
programozasi nyelven, amelyet ismertek. A kovetkezGkben olyan felada-
tok talalhaték, amelyek megfelelnek a tanult témaknak. Ezek a felada-
tok azonban nem meritik ki a szamitégép adta lehetGségeket, amelyeket
az iskolai matematika keretén beliil a szamitégép alkalmazasa biztosit.

Szamitogép segitségével megoldhaté 11. osztalyos
matematika feladatok

1. ponthoz. Exponencidlis fiiggvények és tulajdonsagaik

Hozzatok fel példakat a fizik4abol, biol6giabdl, kémidbdl és méas tan-
targyakbdl olyan folyamatokra, amelyek leirhaték exponencialis fligg-
vénnyel. Ezeket a folyamatokat illusztraljatok tablazatszerkesztd
program segitségével; szerkesszétek meg a grafikonjait!

Van-e a szamitogép Szdmoldgép programjanak standart valtozatdban
az altalatok tanult programozasi nyelven olyan lehetdség, hogy kisza-
mithat6 legyen az a™?

2. ponthoz. Exponencidlis egyenletek

A valés kitevGjd hatvany fogalmat alkalmazva irjatok algoritmust
az a’ = b egyenlet megolddsahoz megadott a > 0 és b > 0 esetére! Akkor
tekinthetitek a megoldast helyesnek, ha az a* 0,01-nél kevesebbel kii-
16nbozik a b-tdl.

3. ponthoz. Exponencidlis egyenlétlenségek

A valés kitevGjd hatvany fogalmat alkalmazva irjatok algoritmust
az a* > b egyenlet megoldasahoz megadott a > 0 és b esetére! Vizsgalja-
tok meg az a* > b, a* < b, a* < b eseteket is!

4. ponthoz. Logaritmus és tulajdonsagai

Keressetek meg a szamitégép Szdmolégép standard programjaban
az altalatok tanult programozasi nyelven olyan lehetdséget, amellyel
kiszamithat6 a logaritmus értéke! Milyen alappal szamithat6 ki a loga-
ritmus értéke? Hogyan alkalmazhatdk ezek a kellékek barmilyen alapt
logaritmus értékének meghatarozasara?
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5. ponthoz. Logaritmusfiiggvény és tulajdonsdgai

Készitsetek a tablazatkezelS program segitségével egyforma alapu
exponencialis és logaritmusfiiggvény értéktablazatot, ha az alap na-
gyobb, mint egy; ha kisebb mint 1! Egy képernydre szerkesszétek meg
ezeknek a fuggvényeknek a grafikonjait! A fliggvények milyen tulajdon-
sagait mutatjak be a kapott grafikonok?
8. ponthoz. Az exponencidlis és a logaritmusfiiggvény tulajdon-
sagai

Hogyan adjak meg az e szamot a szamitogép Szdmologép standart
programjaban az altalatok tanult programozési nyelvben? Vannak-e
olyan mdédszerek, amelyekkel kiszadmithat6 a természetes logaritmus?
9. ponthoz. Primitiv

A fliiggvény grafikonjanak szerkesztésére szolgald eszkoézok alkalma-
zasaval allitsatok Gssze algoritmust a linearis fliggvény primitivjének
megszerkesztésére!
11. ponthoz. A gérbevonalu trapéz teriilete. Hatarozott integral

Feltételezziik, hogy van egy alprogramotok, amely kiszamolja vala-
mely figgvény értékét az adott pontban. Hogyan kell ezzel kiszamitani
az adott fliggvény hatarozott integraljat a megadott intervallumon?

Ezzel a modszerrel szamitsatok ki néhany integralt az ebben a pa-
ragrafusban megoldott példak koziil, és hasonlitsatok 6ssze a kapott
eredményeket!
12. ponthoz. A szorzasi és ésszeadasi szabdly a kombinatorikdban

Milyen médszerekkel lehet a szamitégép Szdmolégép standart prog-
ramjaval az altalatok tanult programozasi nyelven kiszamitani a szam
faktorialisat? Készitsetek a tablazatkezelS program segitségével tabla-
zatot az elsé néhany szam faktoridlisainak meghatarozasara!
13. ponthoz. Permutaciok. Varidaciék. Kombindciok

Feltételezzlk, hogy van egy alprogramotok, amely kiszdmolja a szam
faktorialisat. Felhasznalva ezt az alprogramot, készitsetek olyan algo-
ritmust, amely kiszamol egy adott szamu permutaciét, variaciét és
kombinaciét!
14. ponthoz. A véletlen esemény valésziniiségének klasszikus
meghatdrozdsa

Ismerkedjetek meg a véletlenszam-generatorral! Az altalatok tanult
programozasi nyelven hatarozzatok meg azt a médszert, amellyel vélet-
len szam kaphatd!
15. ponthoz. A matematikai statisztika alapjai

A véletlenszam-generator felhasznalasaval készitsetek véletlen sza-
mok halmazat! Ezekkel a szamokkal toltsetek fel egy tablazatot! Hata-
rozzatok meg a kapott szamok terjedelmét, atlagat, méduszat és me-
dianjat!
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16. ponthoz. Hasdb

Szerkesszetek a grafikus szerkesztGprogram segitségével egyenes
hasabot, ferde hasabot, hasab magassagat, hasab atlometszetét! Szer-
kesszétek meg a hasab vetiletét arra a sikra, amely az alapjaval par-
huzamos, és arra a sikra, amely parhuzamos a magassagaval!
17. ponthoz. Paralelepipedon

Szerkesszetek a grafikus szerkesztGprogram segitségével paralelepi-
pedont, téglatestet! Ennek a testnek és a parhuzamos vetitésnek milyen
tulajdonsagait kell figyelembe venni, hogy megfeleld képet kapjunk?
18. ponthoz. Gila

Szerkesszetek a grafikus szerkeszt6program segitségével kilonbozs
gulakat! Szerkesszétek meg a gulak magassagait, az alapélnél 1évg
lapszoget!
19. ponthoz. Henger

irjatok programot, amely kiszdmitja a henger oldalfelszinét, teljes
felszinét, ha adott az alaplap sugara és a henger magassaga.
20. ponthoz. Kip

irjatok programot, amely kiszamitja a kap oldalfelszinét, teljes fel-
szinét, ha adott az alaplap sugara és a kip magassaga!
21. ponthoz. Gomb és gombfelszin

irjatok programot, amely az adott gdmbsugar és a gébmbkoézéppont
siktdl valo tavolsaga alapjan meghatarozza:

e a gbémb és a sik kélesonis helyzetét;

e agoémb és a sik metszetének teriiletét;

e a gombfelszin és a sik metszésvonalanak hosszat!
22. ponthoz. A testek térfogatai. A hasab és a gila térfogatainak

képletei
Irjatok programot, amely meghatarozza a kévetkez6 testek térfoga-
tait:

1) szabalyos n oldalt hasab, ha adott a alapéle és h magassaga;

2) szabalyos n oldala gula, ha adott a alapéle és h magassaga!
A 23. ponthoz. A forgdstestek térfogatai. A gomb felszine

irjatok programot, amely meghatarozza:

1) a forgastestek (kup, henger, gomb) térfogatait;

2) a gbmb felszinét!

A Word és az Excel diagramszerkesztGivel készitsetek oszlopdiagra-
mot! Valasszatok térhatdasu diagram format a mértani testek (hasab,
kup) abrazolasara! A mértani testekrdl elsajatitott tananyag felhaszna-
lasaval allapitsatok meg, melyik test adja meg a diagram adatairdl a
legmegfelelébb abrazolast.
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Feleletek és utmutatasok

2chg

1
1.12. 1) —6aﬁ—13; 2) 1.13. 1) 47ab; 2) %[ 1.14. 1) Igen;
a

aJ§ +bﬁ ) 5

2) igen; 3) nem; 4) nem. 1.15. 36. 1.16. [-2; 4]. 1.18. 3) (—4; +0); 4) [1; + ).
1.19. 1) (—o0; +00); 2) [0; +0). 1.20. (—o0; 0)U (0; +0). 1.22. Nincsenek gydkei,;
2) végtelen sok gyoke van; 3) 2 gyoke van. 1.23. 1) 1 gyoke van; 2) végtelen sok
gyOke van; 3) 2 gyoke van. 1.24. Utmutatds. Hatarozzatok meg az adott fligg-

vény értelmezési tartomanyat! 1.25. 1) 4; i; 2) 1; —-1. 1.26. 1) 6; %; 2) 6; 5%.
1.29. 2) 33.2°7%  3)13.3*%; 4) 5.2%*%; 5) -29.6°"'; 6)12.9%
1.80. 1) (—o0; —2)U(=2; 4)U(4; +o0); 2) [0; 16]. 1.31. 1) (=o0;16]; 2) [3; +0);

3) (-1; 1).
2.3.1)1:2) 3: 3) 3: 4) 1; 5) 3; 6) 2. 2.4. 1) 2: 2) 4: 3) 1; 4) 3. 2.5. 1) 1; 2; 2) 2;

1, 42 26 11 2-1; 2. 27. 3 —%; 4) i%‘mnk,kez.
2.8.3) (-1)""! %mk, keZ; 4)6,5.2.9.1)5;2) 2 3) 1; 4) 3. 2.10. 1) 1; 2) 2; 3) 2;

4) g 2.11. 1)—1; 1; 2) 2: 3) 1; 4) 1. 2.12. 1) —1; 1; 2)—1; 3) 0; 4) 2. 2.13. 1) g;

2) 3; 3) 0; %; 4)2.2.14. 1) 4; 2) 0; %; 3) 2. 2.15. 1) —%; %; 2) 1. 2.16. —1; 2.

2.17. 2. 2.18. 0. 2.19. 1) 0; 1; 2) 0; —1; 3)—1; 4)0. 2.20. 1) 0; 1; 2) 0; 2. 2.21.
[=3;2)U(2;7]. 2.22. %

3.4. 5) (—o0;1)U(5; +0); 6) {—3; ﬂ 7) (=005 0); 8) [-1; 2]. 3.5. 3) (005 -1)U
U(2; +0); 4) (—00;—2]U{é;+00); 5) (-1; +o0). 3.6. 1) 5; 2) 3; 3) 4. 3.7. 1) -5;

2) 7. 3.9. 1) (—o0; —=2]; 2) (=o0;4]. 3.10. 1) (=1;+0); 2) (—o0;2); 3) (5; +0);

4) (=005 =1]; 5) (=00 0]; 6) (—o0;1). 8.11. 1) (=005 2); 2) [0;+0); 3) (3; +0o0);

4) (I +00). 3.12. 1) (Z+%0); 2) (—oo51); 3) [0; 1]; 4) (—o0; —3]U[-2; +o0);

5) (=5 1] 6) [1;+00). 3.13. 1) (-°0;0]; 2) [6;+0); 3) (=°05 ~1)U(0; +0);
2

4[0; 2. 3.14. 1) (~032)U(Z 3] 2) (_w;_g)u(_g;z} 3.15. 1) (2 +o);
2) (=3; 1); 3) (—o0; —2]U[0; +o0); 4) {0}. 3.16. 1) (1; +2); 2) (—00; %} 3.17. [0; 1].
318 (04 319 DO 2 (e-TUe. 820 [0l
9) (=003 0)U(0;1]. 3.21. 1,5. 3.22. 1.

4.17.1)-3;2) —1; 3) %; 4) % 4.18.1) 1;2) —1; 3) —1. 4.19. 2) 4; 3) 60; 4) 180.
4.20. 1) 72; 2) 10. 4.21. 1) %; 2)-3; 3)2; 4)4. 4.22. 1)—5; 2)—-2; 3) 6; 4) 9.
4.23. 2) 144; 3) 64; 4) 1; 5) 0; 6) 48. 4.24. 1) 9; 2) 10; 4) 2. 4.25. 0. 4.26. lg 2.
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Utmutatds. Minden logaritmust alakitsunk at 10-es alapuva! 4.27. —.
4.30. “ 4311 =21 =2.9x =1, xmmz—g.
a—

5.17. 2) nk<x<g+nk,keZ; 3) (0; 1)U (1; +0); 4) (—o0; 9)U(9; 10).
5.18. 2) (-3; —2)U(-2; +o0); 3)2nk<x<m + 2nk, k€Z. 5.19. 1) 2; 2) 1; 3) %

5.20. 1) %; 2) 3. 5.21. 1) 1 gyok; 2) 1 gyok; 3) 1 gyok. 5.22. 1) 1 gyok; 2) 1 gyok.
5.23. 1) 2<log,10<3; 2)2<log,5<3; 3) -2<log, 7<-1; 4)-1<log, 2<0.
3
5.24. 1) 4 <log,29 <5; 2) -4<log, 9<-3. 5.25. 1) log,5 > log, 4;
2
2) logl’5 1,3< log1v31,5; 3) logMO,S < log0y80,7. 5.27. 1) Minden valds szam, kivéve a
g+2nk, ke€Z; 2)minden 2nk, keZ alakui szam; 3) (—2; —\/g)U(—\/g; \/g)u
U(V3;2);  4) (34)U46]; 5) (-Z-1)U(-1;3); 6) (—oo31)U(3;6)U(6;7);
7 (0;2)U(2;8); 8) (-3;-2)U(-2; -1)U(0; +0). 5.28. 1) (—o0; 0) U(0; +0);
2) minden valds szam, kivéve a —g+ 271k, k€ Z; 3) minden T, 21k, k€ Z alaku

szam; 4) (-8; -2)U(-2; -1); 5) (0; )U(7;8); 6) (-1;1)U(1;2). 5.29. 1) Lasd az
abrat; 2)lasd az 4abrat. 5.830. 1)7;, 2)nincs gyoke; 3)1; 4)15;

5) (-1) arcsin%+nk,keZ; 6) i%+2nk,kel.

y y

1 3 e —

1 o i1 .

of ! x of x
B - -1

5.29. (1.) feladathoz 5.29. (2.) feladathoz

6.5. 1) 16; 2) 64; 3) 27; 4) 6; 5) 6; 6) 512. 6.6. 1) %; 2) 5; 3) 10", 6.7. 1) -2; 6; 2) 5;
3) nincsenek gyokei; 4) —2. 6.8. 1) —2; 2) nincsenek gyokei. 6.9. 1) 4; 2) 2; 3; 3) 5;
4)4.6.10. 1) 1; 2) 2; ) % 4)-1.6.11. 1) 2; %; 2 9; %; 3)25; /B; 4)8; 107—2.

6.12. 1)-8; —%; 2) 343; 41—9; 3)27; ¥3; 4) %. 6.13. 1) 1; 2)—1; 3)0; 4) 6.

6.14. 1) 0; 13; 2) —2. 6.15. 1) 4; 2) 7. 6.16. 1) 3; 2) 8. 6.17. 1) 3; 4; 2) 1; 3) 4; 4) 3.
6.18. 1) 4; 2) 3. 6.20. 1) N6vekvd a [-2; 1] intervallumon, x __=1,x . =-2; 2) no-
vekvé a (—o0; =3) és a (-3; 0] intervallumokon, x_ = 0; 3) névekvé a [-1; 5] in-
tervallumon, x _ =-1,x . =5.6.21. y=—8x+ 18.

in

ax
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7.5. 1)21; 2)26. 7.6. 1)0; 2)0; 1; 2; 3; 4; 5. 7.7. 1) (1; +0); 2) (0; 1);
3) (B;+0); 4) (=3;-2)U(3; +0); 5) (-5 -3]U[4;9); 6) (—%;4}U[5;+00)-

18.1>[§;4);2)(?:2);3)[5;+a»;4>(—xz—4]U[3;5x 7.9.1) [-1;1)U(3; 5];

2) (-2;-1)U(0;1); 3) (-6;-5)U(-5;-4); 4) [-1,0)U(3;4]; 5) (3; 6]; 6) (1; 3].
7.10. 1) (2; 3); 2) [1;2)U(4;5]; 3) [-4,-3)U(0;1]; 4) [0;1)U(1;2]; 5) (=35 —1);

&@ﬁ.zu.nwwm;mawm;mmw;awﬂ;aﬂnf}
6) (—00; —g} 7.12.1) [-1;0); 2) (1; 2]; 3) [11; +0); 4) [%, +00). 7.13.1) {é, 5};

2) (0; %}U[Q; +00);  3)(0,0001; 10); 4) [i, 256}; 5) (0; 4]U[8; +0);

6) (o; é}u[i;m) 714, 1) (0; ﬂuw; roo);  2) (05 0,1]U[1000; +0);
3) (0,5; 4); 4) [0,04; 5. 7.15. 1; —20. 7.16. (1; —2) i (—%; %) 77, y=—x+2.
89. DNy=x+1; 2)y=2x+1; 3)y=2+2In2)x—21In2; 4)y=4x-1.

8.10. y=x-1; 2)y=2x+1. 8.11. 1)y=2; 2)y=-1. 8.12. y=-1600.
8.13. )y=ex; 2) y=x+1+1n5. 8.14. 1) Novekvs a [0; +o0) intervallumon és

cs6kkend a (—o0; 0] intervallumon, x_. = 0; 2) névekvd a {O; 2} intervallumon,
n

4 , 2 . 2
csokkené a (—0; 0] és a | —; +oo| az intervallumokon, x . =0, x =—:3;
In2 mn In2
3) novekvd a [3; +o0) intervallumon, csékkend a (—oo; 2] és (2; 3] intervallumo-
kon, x_. = 3; 4) novekvé a (—o0; 1] intervallumon, csékkend az [1; +o0) interval-
1 1
=1; 5) novekvs az [e 35 +00) intervallumon, cskkend a (0; es ] inter-
1
=e 3; 6) novekvd a (0; 1] intervallumon, csékkend az [1; +20) in-

lumon, x

max

vallumon, x, .

tervallumon, x__ =1; 7) novekvs a (0; +0) intervallumon; 8) névekvs az [e;
+00) intervallumon, csdkkend a (0; 1) és az (1; e] intervallumokon x , =e.

8.15. 1) Novekvé a (—00; 133} intervallumon, csokkend a {133, +00j intervallu-
n n

mon, X, =§; 2) novekvd a (—o0; —2] intervallumon, csokkend a [-2; +0) in-
n
tervallumon, x_=-2; 3) névekvd az [1; +o0) intervallumon, csdkkend a (0; 1]
intervallumon, x , =1; 4)névekvé a (0; e] intervallumon, csdkkend az
[e; +00) intervallumon, x = e; 5) névekvd az [1; +00) intervallumon, csokkend
a (0; 1] intervallumon, x_. = 1; 6) névekvd a (0; %] intervallumon, csékkend az
. 1 1
[e’; +o0) intervallumon, x___=e’. 8.16. e+ 1; =—1. 8.17. —; 0.
ax e e
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Yy
Y 1l
e |
11N 0 1 x

ol 1 x
8.18. (1.) feladathoz 8.18. (2.) feladathoz 8.19 feladathoz

8.18. 1) Lasd az abrat; 2) lasd az abrat. 8.19. Lasd az abrat. 8.20. 1) g+nk,

ig+2nk,keZ; 2) —§+2nk, (-1)* -g+nk,keZ. 8.21. 1) (4; 4); 2) (4; —4).
£ 10 . x!
9.6. 1) y=§+§; 2)y=-cosx—2; Jy=e"—-7. 9.7. 1) y=I+1; 2 y=

x

=sinx+2; 3) y= 9.8. 1) y:—l—G; 2) y=tgx+2\/§; 3) y=In (—x) + 4;
X

In3

4) y=—3i3+§. 9.9. 1) y=2\/;+2; 2)y=lnx-1; 3) y=x"—24.
X

9.13. 1) (2; 2,12]; 2) [0,68; 0,7). 9.14. 1) tg 20; 2) 2.

10.3. D) F)=x—x"+8; 2 F(x)=+"—24"+5; 3) F(x)=4x+l—4; 4) flx)=
X

_ 3
=%—é 104, 1) F@=3x—3C+6: 2) F@)=x'—22+x+5; 38) F)=

=x?-2Jx -2 4) F(x) =—2 cos x. 10.5. F(x) = x* + 2x” — 3, a primitivnek még egy
3

zérushelye van, amely 1 lesz. 10.6. F(x)=%—12x+27. 10.7. F,. 10.8. F,.

t3

10.9. s(t):§+t2—3t. 10.10. s(t) =2¢° + t— 47 vagy s(t) =2t + t— 67. 10.11. F(x)=
2
:—x2+5x—£. 10.12. F(x)=x—+x—3,5. 10.13. 1) 7tn, E+2Tm,neZ; 2) i5—n+
4 2 2 12

+7mn, n€Z; 3) nn, i%n+27m, neZ. 10.14. 1) (—o; —-2,5)U(0; 2,5]; 2) [-2; 1).

11.5. 1) 42, 92, 34 071, 5) Ling; 6) 11 11.6. 1) 125 2) 715 3) 8In 2.
3 2 3 2 3 3 3

11.8. 4) 70; 5) 39; 6) 1,5—0,5¢%. 11.9. 2) —45; 3) %; 4) 12. 11.10. 1) 102; 2) %;

3) ¢~ 1;4) 4ln 4 3;5) 12— 41n 4 6) 102; 7 1%; 8) 4,5,9) 4,5; 10) %; 11) é; 12) 1;

13) 24— 7In 7;14) J2-1. 11.11. 1) 4&; 2) g; 3) 1%; 4) 4,5;5) 22; 6) 6 —3In 3;

7)1; 8) 12-5In 5. 11.12. 1) (0;1)U(3; +o0); 2) (log,,6; +0). 11.13. (1; +0).

11.14. 3;-3.11.15. 2; -2. 11.16. 1) -1,5; 2) 1; 3) 1. 11.17. 6.

12.1. 4.3. 12.2. 5.5, 5.4. 12.3. 3.6-5. 12.4. 5!. 12.5. 6*. 12.6. 5°.
12.7. 1) 3-2; 2) 3-3. 12.8. Amikor Anti veszi el az almat. 12.9. 3-2+4-3.
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12.10. 3.6+3-5+6-5. 12.11. 1) 4!; 2) 3!. 12.12. 5.6°. 12.13. 4. 5% 12.14. 9.10°,
12.15. 2%, 12.16. 6°. 12.17. 6-7-4. 12.18. 6-7-3. 12.19. I. mddszer. 4-4!;

II. médszer. 5!—41.12.20.4!. 2. 12.21.9.10° - 2. 12.22.9.10* - 4. 12.23.4.3 . 2+
+5-2+46-4. 12.24. 57 +4.5° 12.25. 1)4,1; 2) 1; 3) 2; 4) 83; 5) 1; 6) 4. 12.26. 3.

13.1. 7. 13.2. 20!. 13.3. 5!. 13.4. A’. 13.5. A%. 13.6. A°. 13.7. A}.
13.8. AZ. 13.9. C;. 13.10. C.. 13.11. C. 13.12. A2 A!. 13.13. CZ.C},.
13.14. C}, - Cj,. 13.15. 7.C:,+12-C?. 13.16. I. médszer. C3+15-C;+9-CL;
II. médszer. C3, —C%. 13.17. 40 %.

14.1. Nem. 14.2. Tgen. 14.3. 1) 0; 2) 1. 14.4. 1) 0; 2) 1. 14.6. 3) %; 5) g
14.9.5) 25 6) L. 1411, 1) — 25 3) -2t 142,09 ™ 1413 2
17 17 a+b+c a+b+c n+m+k
5 3
14.14. = 1415, 92 1416, 95 14.17.1) 18, 2) 3. 14.18.2) 8. 14.19. 2 év.
494 C27 1000

15.3. Médusz. 15.4. Median és médusz. 15.11. 2,21875 ~ 2,2 labda egy ja-
tékra. 15.12. 3,8. 15.17. 1) 6; 2) 3. 15.18. 1) —%; 2) i; 3) 1; 4) 1. 15.19. —0,96.

16.13. 18 cm® 16.14. 32v/2 cm? 16.15. 1) a/2; 2) 45°. 16.16. 2a, a+/5.
16.17. 2acosgtg6. 16.18. 9 cm. 16.19. 7 cm. 16.20. 6 cm. 16.21. 726 cm?

a*\1

4

16.22. 1247 cm?® 16.23. 48 cm®. 16.24. 1250 cm®. 16.25. 1) “V; 2) arcsin¥.
a’ 1 a* tgg

16.26. — % 16.27. 1) ~dtgp; 2) — 2. 16.28. 522 cm®. 16.29. 6 cm,
2cosPtg”Ptg o 2 4cosf

2 .
h”sino

2(1—4sin2 9)
2

17.5. 7cem. 17.6. 2cm, 4cem, 4em. 17.7. a+/3. 17.8. 3642 cm?

J74

5 7 12 6+/74
17.9. 1) arctg—; 2) arctg—. 17.10. 1) arctg—; 2) arctg——. 17.11. 18 cm®
) g ) g3 ) g ) g

8cm vagy 8 cm, 6 cm. 16.30. éhztgoc. 16.31. 16.32. 3410 cm.

2d’tgP

vagy 16 cm? 17.12. 17.13. 14442 cm’ 17.14. 12(V2+2) cm?

.o, o
sin E tg —
17.15. 4(5\/§+4) em®. 17.17. 2 cm. 17.18. 64 cm®. 17.19. 2,/S] +S2. 17.20. /%

17.21. 300 cm? 17.22. 50(v2 +1) cm?®.
18.12. 100(v3+1) cm® 18.13. 1643 cm’ 18.14. 6cm. 18.15. 20cm,

2
V281 cm, 20 cm, +/281 cm. 18.16. 1bzsin2B. 18.17. laztgoc. 18.19. a \/5 .
) 2 2 4cosa
18.20. 5 d . 18.21. 72 cm® 18.22. 756 cm?. 18.23. 3) 24 cm®. 18.24. 20 cm.
coso
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18.25. 20 cm. 18.26. 53 cm. 18.27. 1) 324/2 cm? 2) 2 cm. 18.28. 1) 20+/3 cm

o

2)—cm 18.29. 1) 160cm? 2) 443 cm. 18.30. 1) 4cm; 2) (32+8JE+

+24\/§) cm?. 18.31. 360 cm?. 18.32. 16 cm. 18.33.1: 9.
19.8.1874/3 cm®. 19.9. 13 cm. 19.10. L 42 gin 2., 19.11. 2mem?®. 19.13. 24742 em?.
2

2na® tgf nm?® sin 2a

.19.16.7751%% 19 17.8 cm. 19.18. 2R? sin%tg B.

2 O
COos — COos—

19.14. 1287 cm?. 19.15.

19.19. 48 cm?. 19.20. Utmutatds. Szerkesszétek meg a hengernek azt a tengely-
metszetét, amelyre az A pont illeszkedik. 19.21. 16 cm. 19.22. 10cm.

19.23. htg%tg(45°—%). 19.24. 6 cm. 19.25. 4413 cm.
2

2
20.7. 1) 2, 9y ™ 908, 1) lazsinoc; 9) ma’sin®. 20.11. 25 cm,
tga sinatgo 2

t 1020n ;
a gB T em?.

20 cm. 20.12. 1601 cm?. 20.13. . 20.14. 2msin— . smB 20.15.

0(
2sin—

Hzth
20.16.— 2. 20.17. 327+/2 cm? 20.18. na 2to 0 (2cosa+1). 20.19. .
sinatgo 2 e
s11r12tg2
20.20. 84mcm?® 20.21. n(9++2) cm®. 20.22. 200743 cm®. 20.23. 2407 cm®.

42

20.24. 8cm. 20.25. 216°. 20.26. — . 20.27. = cm. 20.28. 10 cm.

cosotg
20.29. 8 cm. 20.30. 12+/3 cm.
21.13. nR%os%x. 21.14. 473 cm. 21.15. 24 cm. 21.16. 8 cm. 21.17. 7 cm.
21.18. 32mcm® 21.19. lcm. 21.20. 15cm. 21.21. 8+/2 cm. 21.22. 6cm.
21.23. 10% cm. 21.24. 25 cm. 21.25. a®+/2.

8 h’V3
22.2. 8cm® 22.5. 8a \/5 22.17. —{ 22.8. 288 cm®. 22.9. 6cm.
2 4tg”a
X ab X 32 J—
22.10. 36 800 m°. 22.11. hzg. 22.12. 456 m®. 22.18. =—— cm®. 22.19. 1692 cm®.

22.20. 18 cm®. 22.21. 480+/3 cm®. 22.22. 162+/3 cm®. 22.23. 1152 cm®. 22.26. %

PEND)
12

22.27. §b3 sin®ocosa. 22.28. 22.29. ?bs sino.cos® o

2252
22.30. d’sin®o../cos20. 22.31. d®sinosinP+/cos®o—sin®p. 22.32. 52\/—3 cm®,

3
a

22.33. idstggtgﬁ. 22.34. ic%inZBsinBtgoc. 22.35. ia3tgoc. 22.36. .

3
22.37. 108cm®. 22.38. 2880cm®. 22.39. L E%EB 99 40, %b?’sin%tga.

12cosa
3 3
22.41. fa sin®otgp. 22.42. — cm 22.43. 40/3 cm®. 22.44. 2;/5 45, 1116'
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22.46. 96 cm®. 22.47. 6443 cm® 22.48. 936cm’. 22.49. 1)p=4: 2) p=0.
3 3
“I: . 23.6. 750mem®. 23.11. 39 t. 23.12. “Rg*/g.

23.13. 64mcm®. 23.14. 125m cm®. 23.15. 240 cm®. 23.24. 9 : 25. 23.25. 80 m.
3
m

3 3
23.26. 77 kg. 23.27. RT a’” . 23.30. Ltgi.
cos® —tg” P 3sin5c0s2 5 24sin® 5

23.4. ma’b. 23.5.

.23.28. nR®. 23.29. — "

23.31. cm® 23.32. 6cm. 23.33. 1,6 t. 23.34. 125 golyé. 23.35. 6cm.

411\/5
9
23.37. 232nmcm® 23.38. 160mcm’ 23.39. 553 m. 23.41. 3380mcm®.

ond® tg & L
23.42. — 2 23.43. 448mcm®. 23.44. 225m cm®. 23.45. gna?’sinﬁtgﬁ.
cos’ % tg B
23.46. 2500m cm®. 23.47. 136m cm?. 23.48. 153°. 23.49. 36°, 36°, 108°. 23.50. Igen.
24.13. 14. 24.14. 20. 24.15. 3. 24.16. 11 csokor. 24.17. 4. 24.21. 1) 6; 2) 3;
3) 3. 24.32. 36 csomag. 24.33. 14 iiveg. 24.34. 32 6ra. 24.35. 15 éra. 24.36. 1) 36
flizet; 2) 12 flizet. 24.38. 54 éra. 24.43. 25%-kal csokken 24.45. 45 000 hrn,

15000 hrn. 24.46. 200 g, 400 g. 24.47. 20 kg, 30 kg. 24.51. 4%.
24.54. 72 600 hrn. 24.65. 1) Nincsenek gyokei; 2) 2; 3) 4; 4) 1,5. 24.68. 1) (2; -3);

2) (%;—1); 3) (4; 2); 4) (8; -9). 24.70. 2) (-2; 1); 3) (1; 1), (3,6; 11,4). 24.77.

4) (~o0;18]. 24.80. 1) a<—i; 2) a<6,4. 24.81. 3)(—%5); 4) @. 24.84. 1) 11;

9) 4. 24.87. 5) —%; 6) % 24.101. 1) 1 gydke van; 2) 2 gydke van. 24.102. 2) —4;
4)—1; 5) 4; 6) 5. 24.103. 1) 1; 16; 2) é; 4) 4. 24.104. 3) [-6; 4]; 4) [T; 8)U (8; +0);

5) {5}; 6) (=003 —T)U[3; T)U(T; +o0). 24.116. p=4, g=17. 24.119. @) k > 0, b < 0;
b)k<0, b > 0. 24.125. Ha m =0 akkor: -1, 1, 3; ha m=2 akkor: 5, 5, 5.
24.129. 1377. 24.130. 616. 24.136. 1<a<3. 24.137. 1)5; -3; 2)7; 6.

24.144. 1) isinoc; 9) dcosda.  24.147. —3?”. 24.148. 3 gydke van.

24.149. 4) ig+%k,kez; 5) §+nk, —arctg§+nk,keZ. 24.155. 2) (—1; 4];

3) [0; 4]; 4) (=o0; —2]U[0; +c0). 24.156. 1) 2; 2) 5; 3) 1; 4) 8. 24.157. 1) (2; +0);
2) (=903 3); 3) (0; +0); 4) (2; +0). 24.158. 1) 4; 2) log,2; 3) log,5; 4) 0; 3; 5) —1;

2;6) 1; loggg. 24.159. 1) (1; +0); 2) [-2; 1]; 3) (—o0; —2]U[1; +0); 4) [-2; +0).
24.162. 1) (1; +o0); 2) (2; 3)U(83; +0). 24.168. 2) 50; 3) 27; 6) nincsenek gyokei.

24.169. 1) 1,5; 2) 5,5; 3) 2; 3; 4) —1. 24.170. 1) ;; 3fo; 2) e’; 3) 10; 100;

73;
e

4) 81; 3. 24.171. 4) [-5;-4)U(0;1]; 7) (g;woj; 8) (1; 3). 24.172. 1) (0; 1];
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2)(1; 3]. 24.173. 1) (0;1]U[10; +);  2) F;l}; 3) (0; é}u[&ﬂn).
e
1 3

24.177. 1) y:—éx—z; 2) yzgx—§+7. 24.178. (2; 3). 24.179. (1; 0).

24.180. y =5x és y=5x—27. 24.182. 1) Novekszik a [—%; i} intervallumon,

4 1|, 1 . 1 1 .
csokkend a (—00; —g} és [Z’ +00) intervallumokon, x___ =7 S =T 2) no-

vekv6 az R halmazon; 3) névekvs a (—o0; —4] és [-4; +0) intervallumokon,
csbkkend a [-4; 0) és a (0; 4] intervallumokon, x _=—4, x_. =4; 4) névekvé a
(—00; =2), (=2; 1] és [4; +0) intervallumokon, csokkend az [1; 2) és (2; 4] inter-
vallumokon, x =1, x_. =4; 5) névekvé a (—co; —1] intervallumon, csdkkend a
[-1; +o0) intervallumon, x_ =—1; 6) névekvd a [2; +00) intervallumon, cstkke-

né a (0; 2] intervallumon, x_, = 2. 24.183. 1) 1;-6; 2) g; —1; 3) \/E; —\/E; 4) g;
—1. 24.184. 1) Lasd az abrat; 2) lasd az abrat.

7] \
]\
8_
0] 2183 «x
24.184. (1.) feladathoz 24.184. (2.) feladathoz

24.185. 2) \/E—%Jrc. 24.186. 1) F(x) =2+ 4x—11; 2) F(x) =x*—x*+ 3x + 5.
X

82

24.187. 1) g; 2)18; 3) 4In 3-4; 4) 6. 24.188. 1) = =; 2)In3; 3) %; 4) 4,5.

24.189. 72. 24.190. 8!. 24.191. C2,. 24.192. 12C>. 24.193. 4!. 24.204. 13.
24.206. 2 6ra 15 perc, 2 6ra 24 perc.
25.1. 84cm. 25.2. 60cm® 25.3. V26 cm. 25.4. 10cm. 25.5. 12cm.

25.6. (V2+1) cm® 25.7. 4413 cm. 25.8. 2. 25.9. 48cm. 25.10. 8 cm.

sin 20
25.11. 20cm. 25.12. 192cm. 25.13. 8cm. 25.14. 24 cm. 25.15. 28 cm.
25.16. 30 cm. 25.17. 36cm?® 25.18. 36cm?® 25.19. 18cm?® 25.20. 98 cm?®.

25.21. 6em. 25.22. 4.5cm. 25.23. 128 cm. 25.24. @ em? 25.25. 15 cm,
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A’ 25.29. 2 cm. 25.30. 12 cm.

2 95.35. 15cm.
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A feladat A feladat sorszama

sorszama [ T o Ta T 4T 5 6] 7] 8[9]10[11]12]13]14]15]16[17] 18
1 D|B|B|D|B|lA|Cc|B|D|B|c|c|Aa|c|c|Aa|C|B
2 B|D|B|D|D|B|A|B|B|A|lA|C|B|B|D|C|C|A
3 plc|Aa|B|c|c|D|D|B|D|D|B|B|B|B|D|C|A
4 Alc|B|c|B|D|Cc|D|A|D|A|C|A|C|A|B|A|C
5 B|c|A|A|D|D|A|B|B|D|C|C|A|C|D|A|B|A
6 D|B|D|a|A|B|cCc|D|cCc|Cc|B|B|C|B|D|A|D]|C
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Targymutaté

Alapsokasidg 86

Biztos esemény 79

Domboru soklap 99

Egyenes hasab 100

Egyenes paralelepipedon 106

Egyenl§ lehet§ségl esemény 78

Elhelyezkedés 75

Exponencialis fuggvény 7

Exponens (hatvanykitevs) 40

Forgastest 122

Gomb atméréje 133

GoOmb érintésikja 134

Go6mb koézéppontja 133

Gomb nagy kore 134

GO6mb sugara 133

Goémb 133

Gombfelszin 133

Gombfelszin atmérdje 133

Gombfelszin kozéppontja 133

Gombfelszin sugara 133

Gorbevonald trapéz 57

Gula atlometszete 110

Gula magassaga 110

Gula oldalfelszine 111

Gula teljes felszine 111

Hasab atlémetszete 100

Hasab magassidga 100

Haséb oldalfelszine 101

Haséb teljes felszine 101

Hatarozatlan integral 50

Hatarozott integral mértani
értelmezése 60

Hatarozott integral 59

Hatvéany logaritmusa 22

Henger 122

Henger alapja 122

Henger alkotdja 122

Henger kiteritett oldalfelszine 123

Henger kiteritett teljes felszine 123

Henger magassaga 122

Henger oldalfelszine 122, 124

Henger teljes felszine 124

Henger tengelye 122

Henger tengelymetszete 123

Kedvezs eredmény 89

Kocka 106

Kombinacié 76

Kombinatorika 70

Kozépérték 86

Kap 128

Kuap alapja 128

Kup alkotéja 128

Kuap csticsa 128

Kup kiteritett oldalfelszine 129

Kup kiteritett teljes felszine 128

Kip magassdga 128

Kup oldalfelszine 128, 129

Kup teljes felszine 129

Kup tengelye 128

Kup tengelymetszete 128

Lehetetlen esemény 79

Logaritmus 21

Logaritmus alapazonossaga 21

Logaritmusfiiggvény 27

Medidn 87

Meértani test 98

Minta 83

Médusz 87

Newton—Leibniz-képlet 59

n-oldalu gala 109

n-oldald hasdb 99

Osszegzési szabaly 70

Paralelepipedon 105

Paralelepipedon szemkozti lapjai 105

Permutaci6 74

Primitiv 49

Primitiv 4altalanos alakja 50

Primitiv fuggvény 49

Reprezentativ minta 83

Soklap 98

Soklap atléja 99

Soklap csticsnal 1év6 élszoge 98

Soklap é1énél 1évG lapszoge 99

Soklap felszine 99

Soklap szomszédos lapjai 98

Statisztika 82

Szabéalyos gtula apotémaja 111

Szabalyos gila 110

Szabalyos hasab 100

Szabéalyos tetraéder 111

Szorzasi szabaly 70

Téglatest (Derékszogl
paralelepipedon) 106

Téglatest linearis méretei 106

Terjedelem 86

Természetes logaritmus 40

Test 98

Test térfogata 141

Tizes alapt logaritmus 22

Tort logaritmusa 22

Valészinliség klasszikus
meghatarozasa 78

Véletlen esemény 79
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Matematikai kifejezések szétara

Alapsokasag — ['emepasbHA CYKYITHICTE

Biztos esemény — Ho,ufﬁ ,E[OCTOBi’pHa

Dombort sokszog — MHororpaHHUK
OITYKJIHI

Egyforma lehetdségl eredmények —
PesynbraTn piBHOMOKIIBL

Elhelyezkedés — P03MfmeHHH

Exponencidlis egyenlet — [Tokasauxdse
PIBHAHHSA

Exponencialis egyenlGtlenség —
TlorkasaukdBa HEPIBHICTD

Exponencialis fiiggvény — Ilokasaurésa
dyHaKIIT

Faktorialis — @axTopidn

Forgastest — Timo oGepramus

GOmb érintésikja — Jlorviuna monmuHA 10
cépu

Gomb nagy korlapja — Besrdiruit kpyr gyt

Gula atlometszete — Jliaronanpumit
mepépia HipaM{,I[H

Héanyados logaritmusa — Jlorapridm
YACTKHU

Hasab atlometszete — JliaronabHmi
mepépia mpruaMu

Hatarozatlan integral — Heprisnauenuit
IHTErpast

Hatarozott integral — Biisnavyenmit
iHTErpas

Hatvany logaritmusa — Jlorapdm crémens

Hatvanykitev§ — Excrionénra

Henger alkotéja — TBipHa Luxmenpa

Henger Kkiteritett rdcsa a sikra — Poaréptra
uHHiana HA TUIONIAHY

Kedvezs eredmények — Pesyibrar
CIIPUATIUBUN

Kombinécié — Kombinamis

Kombinatorika — Komb6inarépuka

Kuap alkotéja — TprHa KOHyCa

Kup kiteritett racsa a sikra — Poaréprra
kOHyca Ha IJIOIIAHY

Legegyszerlbb logaritmusos egyenletek —

PiBusdHHa HaMmpocTime jorapudmiyge

Lehetetlen esemény — Honi;{ HEeMOKJIABA

Logaritmus alapazonossaga — OcHoBHA
norapH(beqHa TOTOKHICTD

Logaritmusfiiggvény — Jlorapudmiuna
dyHKIT

Logaritmusos egyenlet — Horapn(bequ
PIBHSHHS

Logaritmusos egyenlGtlenség —
Horapn(bMqua HEpIBHICTH

Minta — Bab6ipra

Minta atlaga — Cepénue sHAUueHHS BHOIpKHU

Minta medidnja — Menidna BAGipru

Minta médusza — Méa BAGIprn

Minta terjedelme — Péamax BrGipKu

Osszegzési szabaly — IIpaBmio cymu

Permutacié — Ilepecranésra

Pozitiv szdm valds kitevGjd hatvanya —
CrémiHnb JOSATHOTO YMCIIA 3 nfﬁCHHM
TTOKA3HUKOM

Primitiv figgvény — HeprCHa dyHKIS

Primitiv fliggvény altalanos alakja —
3ar4sBHM BATIIAM HEPBiCHAX
dyHKIIIT

Reprezentativ minta — Brbipka
penpe3eHTATABHA

Soklap cstcsnal 1évs lapszoge —
JIBorpAHHMI ILIOCKUI KyT
MHOTOTPAHHUKA [IPX BEPIIHHI

Soklap éInél 1évé lapszoge — JIBorpaunmi
KyT MHOTOTPAHHHUKA IIPU pe6pf

Statisztika — CrardicTura

Szabéalyos gtla apotémadja — Amodéma
IPABIILHOI nipaMfL[H

Szam logaritmusa — Jlorap#dm umncia

Szorzasi szabaly — [Ipasuio mo6yTKY

Szorzat logaritmusa — Jlorapridm mo6yTrRYy

Tizes alapu logaritmus — Jlorapridpm
ecaTKOBUI

Valészinl esemény — Hoxis Biporf,uHa

Véletlen esemény — Bumagkésa Honfﬂ

Valészinlség klasszikus meghatdrozéasa —

Kiaciiune BisHaYeHHS HMOBIPHOCTI
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Szerelmem Ukrajna és a matematika — ezek a szavak van-
nak felvésve Mihajlo Pilipovics Kravcsuk (1892-1942) granit
siremlékére.

Reméljiik, hogy a kimagaslé ukran matematikus hazasze-
retetrél arulkodo szavai biztos utmutatoul szolgalnak szamo-
tokra a szakmai tudds megszerzésében.
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Exponencialis fuggvény grafikonja

yﬂ
y=a%
O0<a<l1
1
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A logaritmusok tulajdonsagai
alogab — b,
log,1=0, log,a=1,
log, xy = log, x +log, y,
log, 5 =log, x —log, y,

log, P Blog, x, logaB x = % log, x,

1
loga b= log—cb, IOga b=
log. a log, a

Logaritmusfuggvény grafikonja
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Egyes primitiv fliggvények tablazata

.. , f primitiv .. , f primitiv
f figgvény fiigEvény f figgvény fiiggvény
k (allando) kx sinx —CoSX

n+1
x",n=-1 d cosx sinx
n+1
1 1
= In| x| 5 tgx
X COs X
" n ol n+1 o a”
\/; n+1 Z Ina
1
T 2Jx e’ e’
X
Az integralas szabalyai
j(f(x) +g(x))dx = J.f(x) dx + Ig(x)dx,
I(f(x) - g(x))dx = jf(x)dx — jg(x)dx,
ka(x)dx = kJ-f(x)dx
Newton-Leibniz-képlet
b
[f(x)dx = F(b) - F(a)
a
A gorbe vonalu trapéz terilete
177\
f(x)
b
5 S=[f(x)dx
0] a b x
Permutacio Variacioé Kombinacio
| Ak~ n! Ct = n!
P,=nl " (k) " (n-R)R!
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4. el6zék

Képletek mértani testek felszinteriileteinek és
térfogatainak szamitasahoz

A henger oldalfelszinének teriilete
S, =2nrh, ahol S — a henger oldalfelszinének tertilete,
r — a henger alapjanak sugara, A — a henger magassaga

A henger teljes felszinének teriilete
S =8 +28S ,ahol S — a henger teljes felszinének tertilete,

S, — a henger alapjanak tertilete

S =2nrh + 2nr?

A kup oldalfelszinének terilete
S =mrl, ahol r —a ktip alapjanak sugara, / — a kip alkotéjanak hossza

A kup teljes felszinének terilete
S =8 + 8, ahol S —a kup teljes felszinének teriilete,
S, —a kup alapjanak teriilete
S =nrl+ nr?

A hasab térfogata
V = Sh, ahol V — a hasab térfogata, S — a hasab alapjanak teriilete,
h — a hasab magassaga

A gula térfogata
V= %Sh, ahol V — a gula térfogata, S — a gtla alapjanak tertulete,
h — a gila magassaga

A henger teriilete
V =mnr?h, ahol V — a henger térfogata, r — a henger alapjanak sugara,
h — a henger magassaga

A kup térfogata
V= 111:r2h, ahol V — a kup térfogata, r — a kip alapjanak sugara,
h— fkﬁp magassaga
A gomb térfogata
v =§nR3, ahol V- a gomb térfogata, R — a gomb sugara

A gombfelszin teriilete
S = 4nR?, ahol S — a gombfelszin teriilete, R — a gomb sugara
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