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Functii trigonometrice

sinZ=y; cos L= x; tgé:%
yA yA
A
e y
gl A
- . 5 .
-1 0 x 1 x -1 x 0 x
Valorile functiilor trigonometrice ale unor unghiuri
z 0° | 30° | 45° | 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
smz| o | L[ |E ), [ E L L
2 2 2 2 2 2
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Identitati trigonometrice

dn' g+ o=1; dan{l80%—m)=zsino; cosi 180° -t} = —casi:
ani 0% - )=cos i §i cos{ 907 -0 ==in 0.

Corelatiile dintre laturile si unghiurile triunghiului

dreptunghic arbitrar

C
a
o
b
2 2 _ n2
a’+b*=c
. a? = b%+ ¢%2 — 2bc cos £/ — teorema
a=csin/ . .
cosinusurilor
b=ccos L .
i & . .
a=btgs — teorema sinusurilor

sing  =inf  E@ny
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Coordonatele carteziene in plan

Formula distantei dintre doua Coordonatele mijlocului
puncte segmentului
+ +
AB =iz, 5] +(3, -0 e
Ecuatia generala a dreptei Ecuatia circumferintei

(x—a)p+(y—-hb32=R
unde M(a; b) — centrul circumferintei,
R — raza circumferintei

ax +by=c, unde a2 + b2 =0

Vectorii si operatiile cu ei

Coordonatele Vectori egali Modulul Vectorului

3= + 5

vectorului

o) ot B e
Adunarea vectorilor
3 7 3 A
/8 Vi:
=i+ 54 5/ ””””””””” :
e ¥
5 Eca"\’ >
3 L&" A

Dacd &=(#:u ) siF =[x 3 ), atunci E+8=(x +xrm+3) s E-F=(x -5 3 -]
H=|:h’?1:ﬁ3s'1:|, unde k — numar arbitrar, EE:-*&%*‘E&FT

38 =3l Bleozy. 131=dF.

+ wgnw . . g g . -
A say d-rf — conditiile coliniaritati Zsi &,

Fy Ty
XX, + Y1y, = 0 sau &% =0 — conditile perpendicularitatii [E#ﬁ;g#ﬁ].
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Stimat elevi si eleve
ai claser a 9-a!

T acest an veti continua sa studiati geometria — parte interesantd si importantd
a matematicii. Cunostintele geometrice, ideile si metodele ei o sd v fie necesare
pentru studiile de mai departe in clasele superioare, pentru studierea cu succes
a matematicii si a altor discipline de studii, pentru cercetarea lumii inconjurétoare,
pentru o viata deplina in societatea contemporana.
Valoarea geometriei pentru persoana a fost elucidata de matematicieni renumiti:
o Geometria este cunoasterea a tot ce existd (Platon).
e Printre acei cu aceleasi minti-conditiile celelalte fiind aceleasi - are avantaj acela
care stie geometria (B. Pascal).
Cu ajutorul acestui manual veti finaliza studierea geometriei in scoala de baza.
Pentru a-si imagina cursul integral de geometrie al scolii de bazd si a infelege ce
loc ocupa in el materialul clasei a 9-a, cercetati enumerarea temelor din lista, mentionata
mai jos. Cu culoare este evidentiat materialul pe care voi il veti studia in anul curent.
GEOMETRIE (clasele 7-9)

A

Figurile geometrice elementare si proprietatile lor.
Amplasarea reciproca a dreptelor pe plan.
Triunghiuri. Criteriile de egalitate ale triunghiurilor.
Asemdnarea triunghiurilor. Rezolvarea triunghiurilor

dreptunghice. Circumferinta si cercul.
Patrulatere. Poligoane. Ariile poligoanelor.

Metoda coordonatelor si vectorii in plan.
Rezolvarea triunghiurilor.
Poligoane regulate. Lungimea circumferintei. Aria cercului.
Transformari geometrice.

In imensa livadd Geometria fiecare isi poate face un buchet dupd gustul siu:
demonstratiile stricte si aplicatiile practice, citate ale matematicienilor ilustri si probleme
originale, notiuni ale matematicii contemporane si stiri din istorie.

Geometria le trebuie la tofi: inginerilor si arhitectorilor, constructorilor si
desenatorilor, tdmplarilor, lacitusilor, strungarilor, croitorilor, pictorilor si la multi
alti specialisti. Aplicd in munca lor cunostintele geometrice lucrédtorii la constructii,
navigatorii, militarii, oamenii de arta, astronomii si chiar cofetarii. Orice stiinta veti alege
pentru studiere in viitor, in ce ramura a activitatii umane nu veti munci, ca sa obfineti
rezultate performante sunt necesare cunostinte temeinice din geometrie. Vd invitim in
lumea Geometriei. Aceasta lume este miraculoasd: darnicd, desavarsitd, strans legata cu
lumile Muncii, Intelectului, Artei.

Speram cd manualul nostru va deveni pentru voi un ajutor bun in insusirea
cunostintelor geometrice, in formarea unor deprinderi noi, acumularea experientei noi,
in dezvoltarea armonioasd a personalitatii voastre.

Vi dorim succese in invdtdaturd!

Autoriy
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Cum de lucrat cu manualul

Dragi elevi si eleve ai clasei a 9-a! Stimati colegi!

Voi tineti in maini un manual nou de geometrie. Autorii spera cd aceastd carte
va deveni pentru voi un ajutor si povatuitor de nadejde. Propunem o navigatie originald
prin paginile lui.

Un motiv ponderabil si stimul frumos pentru studierea materialului este
informatia despre creatorii geometriei si exemple de utilizare practica a materialului de
invatdtura. Afirmatiile matematicienilor ilustri pot deveni pentru voi cidlauza nu numai
in invatatura, ci si in viata.

La inceputul fiecarui capitol se dd o scrutd privire asupra continutului lui in
limbile roména si engleza, de asemenea, exemple de obiecte materiale, ale ciror modele
sunt figurile geometrice!

@ [nvdtand materialul teoretic, atrage{i atenia la cuvintele tipérite cu caractere
grase — acestea sunt termeni noi geometrici. Voi trebuie sa intelegeti ce ei inseam-
nd, si sa le memorizati.

[eonema 0]

(A sinusurilor). Laturile triunghiului sunt proportionale cu sinusurile
hiurilor opuse.

‘ Aplicatii ale vectorilor

DEMONSTRATIE.
Din teorema anterioara reiese ca
Daci se rezolvd o problema, folosind proprietitile vectorilor, atunci aceasta-i a 9R b 2R, —C__9R. 0

metoda vectoriald de rezolvare a problemei. Totodatd, deseori se foloseste urmétoarea sin A sin B sinC
0 afirmatie. Deci,
a b c
= = 2R.

TEOREMA |5 | sind sinB sinC

lar aceasta inseamnd ca laturile triunghiului a, b, ¢ sunt proportionale cu
Daci X - punct arbitrar, iar M - mijlocul segmentului AB sau punctul de
i i di triunghiului ABC, atunci corespunzitor:

X =1 (xa+ XB) sau X = 2 (X4 + X8+ XC).
PENTRU CEI CURIOSI
DEMONSTRATIE. Oare se poate din definifia poligonului regulat de omis imbinarea de
cuvinte ,laturi egale” sau ,unghiuri egale’?. Nu, deoarece poligonul regulat,
Totdeauna sunt adevarate egalitaile: toate unghiurile caruia sunt egale sau toate laturile sunt egale, poate fi neregulat
XM +MA=XA, XM+MB=XB, XM+MC=XC. (fig 187). 6

Adunand primele dou din aceste egalitai i luand in consideraie, ci
MA+MB=0 (fig.119), obtinem: 2XM = XA + XB, deunde X‘IVT:%(XIZ+X§)4

X a h
X
575. Folosind o foaie de hartie in pitritele (fig.181)
desenati triunghiul cu baza AB §i cu aria de doud
A B ori mai mare decat aria triunghiului ABC. Cate astfel \
de triunghiuri existd? Care poate fi cel mai mare
cosinus al unghiului, opus laturii AB?
L C - e
Fig.119 Fig.120 PROBLEME PENTRU REPETARE
Fig.181
G Daci vom aduna toate trei egalitafi i vom considera, ci MA + MB+MC=0 576. Laturile triunghiului sunt egale cu 5 om, 6 cm si
(vezi fig.104 si problema de la pag.83), atunci objinem: 3XM = XA + XB+XC, 10 em. Aflati unghiurile triunghiului.

577. Demonstrati ci triunghiul cu laturile 7 cm, 24 cm si 25 cm este dreptunghic.
578. Aflati aria dreptunghiului, dacd perpendiculara, dusd din varful unghiului

2]

Textul cu caractere grase, cuprins in paranteze patrate — acestea-s teoremele,
ale caror demonstratie se da mai jos.

Sfarsitul demonstririi teoremei se noteazd cu un patratel rosu. "Cu culoare
verde" se noteaza demonstratiile care nu sunt obligatorii pentru studiere.

(5]

In fiecare paragraf este rubrica «Pentru cei curiosi». Ea confine material supli-
mentar, adresat elevilor cointeresati.

deunde X =1 (XA+XB+X0) (fig120). O
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Manualul contine exercitii cu diferite niveluri de dificultate. Sunt probleme pentru
rezolvarea orala si repetare, probleme de nivelurile A si B si de dificultate sporita,

Au sd-i intereseze pe elevi si profesori probleme deschise si insarcinarile practice.

7]

In rubrica ,,Efectuim impreuna” sunt expuse modele de rezolvare a unor tipuri
importante de probleme. Este util de-a face cunostinta cu ele inainte de-a indeplini
insdrcinarile pentru acasd, ale caror numere sunt evidentiate cu culoare albastra.

La sférsitul fiecarui capitol este rubrica ,,Probleme cu desene gata”,

»Lucrdri independente” ce contin exercitii cu diferite niveluri. Insarcinarile teste

si Probleme tipice pentru lucrari de control de trei niveluri de dificultate.

§ 16. Formule pentru aflarea ariei triunghiului 133 140 Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor
EFECTUAM IMPREUNA INSARCINARILE TESTE 3
Demonstrati ci indltimile triunghiului Care din urmitoarele egalititii este a b e
sunt invers proportionale cu laturile neadevirata? a) = 8

corespunzitoare. sinA  sinB sin A b

. 0 g
® Fie a si b — doua laturi ale triunghiului h, b s 'Dc; d)%:i
ABC, iar iniltimile, coborite pe ele — h,, ) Einl @i c
h, (fig.174).Exprimdm aria triunghiului prin =~ 4 : ¢ B Stabiliti tipul triunghiului ABC, o R ]
. 1 1 H daci cos B < 0. b) dreptunghic;
|—|  dous procedee: §= 5 ah, S= 2 bh. Figi7 ¢) obtuzunghic;
d) echilateral.

Deci, ah, = bh,, de unde h, : h, = b : a.
Tar aceasta si trebuia de demonstrat, Aflati raza circumferinei, . w3om ) 3 em;
Asa un procedeu de rezolvare a problemelor, cind se egaleazs ariile figurilor clreumserise triunghiulu ABC, daci ) 6 m; )12 em.
egale, pe scurt este numitd metoda ariilor. - 4 o

L -
R ————r

PROBLEME TIPICE PENTRU LUCRAREA DE CONTROL

1°. Dou laturi ale triunghiului sunt egale cu 14 cm si 16 cm, iar unghiul format

PROBLEME CU DESENE GATA de ele este 120°. Aflafi perimetrul §i aria triunghiului.
“ u 2°. In triunghiul ABC AB = 8 dm, ZA=30°, ZB=105°. Aflati BC. *0
3°. Laturile paralelogramului sunt egale cu 6 cm si 10 cm, iar unghiul facut de
AB=4, AC=6, ZA=60°. AC=14, AB:BC=3: 5. ele este 60°. Aflati diagonalele si aria paralelogramului.
ei BC B { 4B, BC

Geometria este una din cele mai vechi stiinte. Dupi cum mirturiseste denumirea
lei (geo - pamant, metreo - mésor), initial ea era legatd numai cu masurarea loturilor
de pimant. Cu timpul cunostintele geometrice au inceput sa se aplice la masurarea
finaltimilor, adancimilor, diferitelor distante.

La inceput oamenii misurau distantele i unghiurile nemijlocit

lsau folosind proprietaile figurilor asemenea. Fales din Milet (sec. *@
IV i.H) cu aga un procedeu determina distantele pana la obiectele

inaccesibile, a masurat inal{imea uneia din piramidele egiptene.
[Eratosfene Chirensikii (sec. ILi. H) a determinat dimensiunile
aproximative ale Pamantului. Heron din Alexandria (sec. L. i.
H) a scris cartea ,Dioptrica’, care se poate considera ca prima
lucrare din geometrie., de asemenea a construit un dispozitiv
pentru masurarea unghiurilor in diferite plane, care a devenit

°. Aflati aria triunghiului, ale crui laturi sunt egale cu 7 ¢cm si 8 cm, iar unghiul
format de ele este de 45°.

°. Aflati latura BC a triunghiului ABC, daci AB=6 dm, AC =14 dm, ZB=120°.
*. Latura laterald i baza triunghiului isoscel sunt respectiv proportionale cu
numerele 5 si 8. Aflati raza circumferintei circumscrise, daca perimetrul
triunghiului este egal cu 54 m.

In anexe sunt expuse ,Proiecte de invitdméant” pentru fiecare capitol,
v 2

»Probleme de dificultate sporitd’, ,,Probleme pentru repetare”, , Teste antrenament’,
»Stiri istorice” si altele.

Vi dorim succese in studierea geometriei!
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Gandesc, deci exist.

Pentru a desavarsi intelectul trebuie

mai mult de cugetat, decat de a memoriza.
Folositi corect cuvintele si veti

elibera lumea de jumatate din neintelegeri.

RENE DESCARTES
(1596-1650)

llustrul filozof, matematician, fizi-
cian, fiziolog francez.

,Geometria” lui a avut o mare
influenta asupra dezvoltarii matematicii —
pe parcursul aproape a 150 de ani algebra
si geometria analitica s-au dezvoltat in

directiile, indicate de Descartes.
e A creat metoda coordonatelor

¢ A introdus notiunea de marime variabila

SCELL DRz Ee independenta si functie

X* +y®=3axy A implimentat simbolica matematica
" comoda
y
B A
lj\\ C X
Y D
AE=3a
E
4
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Capitolul 1| Section 1

Metoda Coordinates on
coordonatelor in plan| the Plane Method

Metoda coordonatelor in geometrie a devenit intr-atat
de utild si comoda cd a pus inceputul credrii a unei pér{i mari
aparte a matematicii - a geometriei analitice. Ea este studiatd
in toate institutiile tehnice superioare si medii si in facultétile
matematice ale universitatilor. Cu ajutorul geometriei analitice
s-a reusit instalarea unui pod ce leaga algebra si geometria.

Thacest capitol o séd faceti cunostinta cu coordonatele carteziene
si cu metoda coordonatelor, care permit rezolvarea problemelor
algebrice cu ajutorul geometriei, iar cele geometrice — cu ajutorul
algebrei. Veti putea compune ecuatiile a diferite linii si cerceta
proprietatile lor.

1 Sincusurile, cosinusurile si tangentele‘ Sines, Cosines and Tangents
unghiurilor de la 0° pana la 180° of Angles from 0° to 180°

§ 2 Identltatlle Trigonometric
geometrice Identities

§ 3 Coordonatele | Cartesian
carteziene Coordinates

§ 4 Distanta Distance Between
dintre puncte | the Points

§ 5 Ecuatia Circle
circumferintei 'Equation

§6 Ecuatia Line
dreptei Equation

PROIECTUL DE iNVA‘[AMANT
“Curbe interesante”

EDUCATIONAL PROJECT
“Interesting Curves”
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De ce trebuie de invatat coordonatele
si metoda coordonatelor?

Comoditatea metodei coordonatelor si sim-
plitatea alogoritmilor, cu ajutorul cdrora sunt
descrise punctele curbelor de catre ecuatiile alge-
brice, au servit ca pricind a raspandirii rapide si
a folosirii lor in multiple ramuri ale stiinfei si a
activittii vitale umane. Coordonatele geografice
se utilizeaza in geografie, cartogratie, geodezie,
constructii, in arta militara. Cu ajutorul recepto-
rilor de navigatie sunt determinate coordonatele
afldrii automobilelor, navelor, avionului in timpul
miscarii.

’—1’—1

Nici un domeniu al stiintei contemporane
nu se lipseste de prezentarea grafica a informatiei.
Sistema invizibild de coordonate se contine pe
ecranul calculatorului.

Aparatele de zbor nepilotate
sau quadkopter sunt utilizat
la constructii de dimensiuni
mari, in agricultura, Ila
supravegherea padurilor si a
lacurilor de acumulare.

O

|

Semnalele de iesire ale soarecelui pot fi con-
siderate ca doua marimi independente si pot fi
transformate in coordonatele pozitiei in planul
bidimensional. In regimul grafic valorile lui x (nu-
madratoarea colonitilor) se numéra de la marginea
stanga a ecranului spre dreapta, iar valorile lui y
(numardtoarea randurilor) - de la marginea de sus
a ecranului in jos.

Coordonatele sunt folosite in mute jocuri

(lupta maritima, dame, sah).
Sisteme de coordonate speciale sunt folosite
in examinarile medicale, de exemplu, in tomografia
computerizata.
Coordonatele sunt folosite in algebra, fi-
zicd, chimie, biologie si alte stiinte si discipline sco-
lare.

Dar unde incid sunt folosite coordonatele?
Aduceti exemplele dumneavoastra.

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae

Efectiv sunt folosite in
industrie masinile — unelte si
mesele de coordonate, masinile
unelte cu dirijare programata.

Invatand materialul capito-
lului veti afla despre legaturile
dintre algebra, geometrie si tri-
gonometrie, vefi largi cunos-
tintele sale din trigonometrie,
veti putea aplica materialul in-
vatat la rezolvarea unor proble-
me practice interesante.
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1 Sinusurile, cosinusurile si tangentele
§ unghiurilor de la 0° pana la 180°

In fizica si mecanici functiile trigonometrice sunt folosite la cercetarea proce-
selor periodice si a miscarilor de rotatie. Deoarece roata (fig.1) sau arborele tur-
binei (fig.2) se poate intoarce cu orice unghi mare in o directie sau in directia
opusd, de aceea sunt considerate functiile trigonometrice ale unghiului «, unde o,
poate fi egal, de exemplu, cu 500° 700° -600° si poate fi un numar pozitiv sau
negativ foarte mare. Cu astfel de functii trigonometrice ve{i face cunostinta in
clasa a 10-a.

Fig. 1 Fig, 2

In geometrie pentru a rezolva triunghiurile este
suficient de considerat functiile trigonometrice ale
unghiurilor de la 0° pand la 180°.
Voi deja stiti ce este sinusul, cosinusul, tangenta c
unghiului ascutit al triunghiului dreptunghic. Dacd
in triunghiul dreptunghic ABC £C = 90°, ZA = 0,
AB =c¢, BC =a, AC = b (fig. 3), atunci A C
a

sinoc—a cosoc—b tg o=
_c, _c, g _b. F1g3

Aplicand aceste formule se pot rezolva triunghiurile
dreptunghice.

Pentru a rezolva nu numai triunghiurile dreptunghice,
ci si triunghiurile arbitrare, trebuie de folosit functii
trigonometrice nu numai ale unghiurilor ascutite, ci si

a celor obtuze.
Séa explicam ce inseamna expresiile sin o, cos o
si tgo, unde, oo — este un astfel de unghi, cd
0<a<180°.
Sa desenam pe planul de coordonate o circumferinta
de raza r = 1 si cu centrul in originea de coordonate Fig.4
(fig.4). Aceasta-i circumferinta unitara. Notdm punctul de intersectie al semiaxei
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10 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

pozitivei OX cu circumferinta unitate cu litera A si ne intelegem cd vom depune
unghiurile de la semidreapta OA impotriva miscdrii acului de ceasornic. Unghiu-
rile si mdsurile lor le vom nota cu litere grecesti a (alfa), p (beta), v (gama) s.a.
Daca M — punct al circumferintei unitate astfel ca ZAOM = «, atunci abscisa
punctului M este numita cosinusul unghiului o, iar ordonata - sinusul unghiului
a. In figura 4 OH =cosa, MH =sina.
De exemplu, daca a=30° (fig 5), atunci ordonata punctului M este egala cu %,

deoarece cateta opusa unghiului de 30°, este egala cu jumitatea ipotenuzei. De aceea,
. . 1 . 1 .
daca OM =1, atunci MH =5 Asadar, sin 30°=E. Conform teoremei Pitagora

2
OH = 12—(%) =§. Dedi, cos30°=§.

yA yA
1 Y
M
1 G dla -1 N20° ) 4 o
@) H|1 x B |O 1 x
-1 -1
Fig. 5 Fig. 6

Daca o= 120° (fig 6), adici LZAOM = 120°, atunci ZMOB = 60°, iar ZOMB = 30°.
Pe baza proprietitii catetei, opuse unghiului de 30°, OB = 0,5, OM = 0,5. Deoarece
punctul M este situat in al doilea cadran, rezultd ca abscisa lui este numar negativ. In
cazul dat ea este egala cu —0,5, de aceea cos120°=-0,5.

In conformitate cu teorema Pitagora

MB=+MO? - BO® =1/1—l =£.
4 2
RE]
g "

Ordonata punctului M este egald cu 73, de aceea sin120°=

Tangenta a unghiului o se numeste raportul sinusului acestui unghi catre al
sin o

lui cosinus: tgo = .
cos ol

E clar ca tgoare sens numai pentru acele valori ale lui a, pentru care cos o # 0, deoa-
rece la zero nu se poate imparti. Intruct pentru unghiurile dela 0°pandla180°cos o.= 0,
dacd o.=90°, atunci in cazul dat tgo este definita pentru toate unghiurile o= 90°.
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§ 1. Sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor de la 0° pana la 180° 11

Sé cercetdm cum se calculeaza tangentele unghiurilor
de la 0° pana la 180°.
sin30°_1 43 _ 1 8

D lu, tg30°=——"— : =—==—
€ NP, B T s30° 2 2 V3 3
sin120° V3 ( 1
tg120°=—0=—:(——)=—x/§. Variatia lui si
. cos120 . 2‘ 2 inag:p:nélelnst;;d(z
Valorile exacte ale lui sin o, cos o si tg o pentru unele un- variatia lui o
ghiuri o sunt date in tabelul 1.
Tabelul 1
o 0° 30° 45° 60° 90° | 120° | 135° | 150° | 180°
sin o 0 1 ﬂ ﬁ 1 ﬁ ﬁ 1 0
2 2 2 2 2 2
cos O 1 ﬁ ﬁ 1 0 —l _ﬂ _ﬁ -1
2 2 2 2 2
tg a 0 g 1 V3 — /3 -1 _g 0

Functiile sin o, cos o si tgo sunt numite functii trigonometrice de argumentul o.
Definitiile functiilor trigonometrice ale unghiului ascutit al triunghiului dreptun-
ghic, formulate in clasa a 8-a, nu contrazic pe definitiile noi.

Atentie!
1. Sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor ascutite obtin numai valori
pozitive, iar cosinusurile si tangentele unghiurilor obtuze - valori negative (fig. 7).

y y y
+ |+ - -4 *

0 x_ o] * x_ 0 X,
Semnele sinusurilor Semnele cosinusurilor Semnele tangentelor
a b c
Fig. 7

2. Daca vom mari unghiul o de la 0° pana la 90°, atunci sinusul lui se va mari
de la 0 péanala 1, iar cosinusul se va miscora de la 1 pana 0. Dacd vom continua
sa marim unghiul o de la 90° pana la 180°, atunci sinusul lui se va micsora de
la 1 pana la 0, iar cosinusul — de la 0 péana la-1.

3. Daca vom mari unghiul o de la 0° pand la 90° atunci tangenta lui se va
mari de la 0 pand la infinit; tg 90° nu exista. Daca vom mari unghiul oo de la 90°
pana 180°, atunci tgo se va méri de la minus infinit pand la 0.

* Pentru a folosi codul QR este necesar de-a stabili asigurarea unui program special pe Smartfon plansetd. De exemplu,
pentru dispozitivele cu sistemul operational Android trebuie demarat utilizatorul Gooble Play market si de incarcat
programul Powerful QR Code Scaner A+ .. sau oricare altul analogic. Incarcarea programelor pentru citire QR - codurilor
pentru alte sisteme operationale o sd ajute respectivele utilizatele Windows Mobile -Windows Stare, si OY -App Stope.
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12 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

— PENTRU CEI CURIOSI w

Problemele, pe care noi le atribuim trigonometriei, au inceput sa le rezolve inca
grecii antici. Ei calculau lungimile coardelor unei circumferinte pe baza corelatiilor
cunoscute dintre elementele poligoanelor regulate si raza circumferintei, circumscrise
acestor poligoane.

Renumitul savant atunci grec Claudiu Ptolomeu (100-178) in lucrarea "Almaghest”
a compus tabelul lungimilor coardelor pentru fiecare peste jumatate de grad de la 0°
pana la 180°, care, din punctul de vedere actual, este tabelul valorilor sinusurilor pentru
unghiurile de la 0° pana la 90° peste fiecare un sfert de grad. Raza circumferintei la
Ptolomeu era egald cu 60 de unititi, ceea ce ingreuna radical calculele.

Savantul enciclopedist din Horezm Abu-Reihan Ali-Birumi (973-1048) a propus
de folosit circumferinta unitate pentru introducerea notiunilor de sinus si cosinus. In
lucrarea Canon Masuda” el scria astfel: "Noi consideram cé este mai bine pentru numé-
rul diametrului astfel, ca el sd fie compus din doud parti, adica unitati, ca jumatatea din
diametru, care se numeste cel mai mare sinus, iar uneori - sinus deplin, s fie unitate.
Atunci in actiunile noastre va lipsi necesitatea de-a aminti inmultirea cu el si impartirea
la el, si de asemenea transformarea lui in minute sau micsorarea cu un ordin, ceea ce era
necesar, dacd el ar fi avut sasezeci de parti”

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

Ce se numeste circumferintd unitate?

Ce se numeste sinusul unghiului? Cu ce este egal sin 30°% sin 90°?

Ce se numeste cosinusul unghiului? Cu ce este egal cos 45% cos 60°?

Cum variaza sinusul unghiului, dacd vom mari unghiul: a) de la 0° pana la
90% b) de la 90° pana la 180°?

Cum se va schimba cosinusul unghiului, daca vom mari unghiul:

a) de la 0° panad la 90% b) de la 90° pand 180°?

Ce se numeste tangenta a unghiului? Cu ce este egald tg 30° tg 90°?

Cum va varia tangenta unghiului, dacd vom mdri unghiul: a ) de la 0° pana
la 90°% b) de la 90° pana la 180°?

Ce semne au functiile trigonometrice ale unghiului ascutit? Dar a celui obtuz?
Formulati definitiile sinusului, cosinusului si a tangentei a unghiului ascutit
al unui triunghi dreptunghic.

ol SE

o

©® N

EFECTUAM IMPREUNA

c Folosind circumferinta unitate gasiti sin 135° i cos 135°.

e In figura 8 este reprezentati circumferinta unitate (circumferinta de raza r =1
cu centrul in originea de coordonate). Daca in aceasta figurd ZPOB=135° si
ZONB=90°, atunci ZNOB=45° si ZNBO =45°. Atunci aAONB — triunghi
isoscel si NO = NB. Pe baza teoremei Pitagora:
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§ 1. Sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor de la 0° pana la 180° 13

OB?= NO? + NB?, sau 1 = 2NO?, de unde yA
1
NOzzl, iarNOzﬂ. B
2 2

Deoarece NO = NB, rezultd cd punctul B are coor-  _; 185° \ p

Gz 2 S DR
donatele (——; —J N 0 *

2 2
Deci, sin135°=£; cos135°=—£. -1
2 2
Fig.8

9 Construiti unghiul, al carui cosinus este egal cu -0,25.
e Construim in sistemul de coordonate circumferinta M1
unitate (fig.9). Impartim raza OK in patru parti ega-

\
le. Atunci OH=10K=0,25. Ducem HM L OK. K ' NA
y

-
Ry

Punctul M apartine circumferintei unitate si este H
situat in cadranul doi, de aceea abscisa lui este egald

cu -0,25. Asadar, cos ZAOM =-0,25 si LZAOM —

acela ce trebuia construit.

e Demonstrati cd sin 150° = cos 60°.
® Fie ca ZMOA=150° iar ZTOA=60° (fig.10). yA
Atunci ZMOH =30°, iar ZHMO =60°. Dupa ipo- 1
tenuza si unghiul ascutit aMOH =aOTP, de aceea
PO = MH.
Deoarece PO = cos 60°, iar MH = sin 150°, rezultd . | A
ca sin 150° = cos 60°. Ceea ce trebuia de demonstrat. H o P |1

Ry

Daca problema are un numadr insuficient de date,
atunci ea se numeste deschisa. Voi completati ,
conform parerii voastre, conditia ei si o rezolvati. Fig. 10
Este de dorit de-a considera cat mai multe variante

posibile ale problemei si ale rezolvarii ei.

o Problemad deschisi  Determinati tipul triunghiului ABC, daca cos A= g,
iar sin B =

o Completam conditia cu cateva procedee diverse, de exemplu: 1) sin B = 0,

2)sinB=1,3) sinB= 3 4) sin B = a, unde O<a< 3 Clarificam tipul triun-

ghiului pentru fiecare din aceste cazuri.

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



14 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

1) Dacd sin B = 0, atunci ZB=0° sau ZB = 180°. Nu existd triunghi cu asa un-
ghiuri.

2) Daca sin B =1, atunci ZB=90°. Avem: ZA=30°, ZB=90°, ZC =60°. Deci,
»ABC — dreptunghic, dar nu este isoscel.

3) Daca sinle, atunci ZB=380° sau ZB=150°. Si examinam fiecare din
aceste cazuri. 2Tn primul caz avem ZA=30°, ZB=30° ZC=120°. Deci,
aABC — obtuzunghic si isoscel. In al doilea caz avem £A4=30°, ZB=150°,
ZC=0°. Un astfel de triunghi nu exista.

4) Daca sin B = a, unde0<a<%, atunci 0< ZB<30° sau 150°< Z/B<180°. In

primul caz avem ZA+ZB<60° si de aceea ZC>120°. Asadar, AABC —
obtuzunghic, insd nu este isoscel. In al doilea caz: £A +£B>180°. Triunghi
cu asa unghiuri nu exista.

Alte cazuri cercetati-le de sine statétor.

PROBLEME $SI iINSARCINARI

EFECTUATI ORAL

1. Oare poate abscisa sau ordonata punctului, situat pe circumferinta unitate, sa
fie egala cu 2?
2. Poate oare sinusul sau cosinusul unui unghi sa fie egal cu 2? Dar cu —2?

3. Oare poate sinusul unghiului, mai mic de 180° sa fie numar negativ? Dar
cosinusul?
4. Tangenta carui unghi este egald cu 1? Dar a carui cu -1?
5. Gasitisinasi cosa, daca: a) tga=1; b) tgo=-1.
6. Aflati sino si tga, dacd cosa=0,5.
7. Care numere trebuie sa fie in patritelele goale ale tabelului?
o 0° 90° 180°

sin o

cos o

tg a

8. Sunt date trei puncte: O(0; 0), A(1; 0), B(1; 1). Gasiti sinusul si cosinusul
unghiului AOB.
9. Aflati sinusul si cosinusul unghiului AOK, dacd A(1; 0), O(0; 0), K(0; 1).
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§ 1. Sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor de la 0° pana la 180° 15

10. Aflati, folosindu-va de circumferinta unitate: sin 60°, cos 60°, sin 150°,
cos 150°.
11. Demonstrati, ca sin 45° = cos 45°.

12. Construiti unghiul, cosinusul caruia este egal cu: a) %; 6) —0,5.

13. Construiti unghiul, al carui sinus este egal cu 0,75.Cate solutii are problema?
14. Ce este mai mare: a) sin 10° sau cos 10°; b) cos 45° sau sin 45°?
15. Care din unghiurile o sau B este mai mare, daca:

a) cosa=—, cosP=—;
) 2 b 3

b) sina=0,75, sin=0,93 (unghiurile a si # — ascutite);
c) sina=0,75, Sin|3=§ (unghiurile « si § — obtuze).

16. Folosindu-se de figura 11 gasiti sinusul, cosinusul si tangenta unghiului B al
triunghiului ABC.

A

C B A A30°

Fig. 11

17. Determinati semnul produsului:
a) cos 30°*sin 15°*cos 125°*tg 35°%
b) sin 137° * cos 150°*tg 22°* cos 35°;
c) tg 143°*sin 165° * tg 87° * cos 126°;
d) cos 32°*gin 132° *cos 135° *tg 92°.
18. Scrieti in trei colonite urmatoarele unghiuri: I — unghiurile ascutite; II — unghiurile

obtuze; III - tipul unghiului este imposibil de stabilit: sin A = 0,6; cos B = —0,8;

sinC=l; tg D=-2; cosEzl; costﬂ; thzE; sinOzl; costE.
3 4 12 11 15 4
19. Inlocuiti * cu semnele > sau <:
a) cos 5° * cos 7% d) cos 113° * cos 115°;
b) sin 82° * sin 79°; e) sin 178° * sin 108°;
c) tg 29° * tg 32°; f) tg 97° * tg 107°.

20. Calculati valorile expresiilor:
a) sin 45° — cos 60°-cos 90° + cos 135°%
b) sin 30°-cos 150° — sin? 135°-tg 120°.
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16 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

21. Calculati valorile expresiilor:
a) sin 30°-cos 60° — cos? 120° + sin 135°-cos 90°;
b) tg 30°-tg 60° — tg? 135° + cos 150°.
22. Gasiti unghiurile ~ABC, dacd sin A = 0,5, iar cos B 1= -0,5.

23. Aflati unghiurile sABC, daci tg A = -1, iar sinC =5

24. Aflati unghiurile rombului ABCD, daci cos D= —%.
25. Stabiliti corespondenta dintre valorile expresiilor (1-4) si valorile egale lor ale

expresiilor (A-E).

1 sin 90° A cos 60°
2 cos 30° B sin 120°
3 sin 150° C cos 90°
4 cos 45° D cos 0°
E sin 135°

26. Aflati, folosindu-se de calculator: a) sin 3°, sin 4,8°, sin 56,7°; b) cos 64,25°,
cos 25°, cos 45,8° c) tg 15°, tg 23,5°, tg 81,1°; d) sin 25°1’, cos 3°7’,
tg 56°36°.

27. Folosindu-se de calculator sau tabele, aflati unghiul, daca se stie:

a) cosinusul lui este egal cu: 0,325; 0,78; 3 Ne,

2 b
b) tangenta lui este egala cu: 0,726; 2,605; %; g

28. Aflati unghiul ascutit, al cdrui sinus este egal cu:

5

a) 0,26; b) %; c) 0,685; d) 73

29. Folosind figura 12 aflati sinusurile, cosinusurile, tangentele unghiurilor A, B,
C si D ale patrulaterului ABCD, daca BC|| AD.

B C 4 b
5 +
3 N
A
I B C
a b c

Fig.12
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~

Sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor de la 0° pana la 180° 17

J3

Cosinusul unuia din unghiurile triunghiului isoscel este egal cu———. Aflati
unghiurile triunghiului. 2
Sinusul unuia din unghiurile triunghiului isoscel este egal cu 0,5.Aflati un-
ghiurile triunghiului. Céte solutii are problema?
Aflati sinsurile, cosinusurile si tangentele trapezului isoscel, ale carui baze sunt
egale cu 10 cm si 16 cm, iar latura laterala are 6 cm.
Gasiti sinusurile, cosinusurile si tangentele unghiurilor ale unui romb, al carui
perimetru este egal cu 16 cm, iar aria cu 8 cm?.
Aflati laturile laterale ale trapezului dreptughic, daca cosinusul al unuia din
unghiurile lui este egal cu ﬂ iar diferenta bazelor este egald cu a.

3
Problemad deschsd.  De stabilit tipul triunghiului ABC, daca cos B
Construiti unghiul al carui cosinus este egal cu 3  Aflati sinusul si tangenta
acestui unghi. 4’
Construiti unghiul sinusul caruia este de doud ori mai mare decat cosinusul
lui.
Construiti unghiul al carui cosinus este de trei ori mai mare decat sinusul.
Sinusul unghiului este de 5 ori mai mic decéat cosinusul lui. Aflati tangenta
acestui unghi.
Laturile triunghiului sunt egale cu 13 cm, 14 cm si 15 cm. Gasiti sinusurile,
cosinusurile si tangentele unghiurilor celui mai mic si celui mai mare ale
triunghiului.

INSARCINARE PRACTICA

41.

Desenati pe hartie milimetricd o semicircumferintda de raza 100 mm si impér-
titi-o cu ajutorul raportului in 18 parti egale. Folosindu-se de acest desen:

a) ardtati ca in cazul majorarii unghiului de la 0° pand la 90° sinusul lui se

va mari de la 0 pana la 1, iar o datd cu madrirea unghiului de la 90° pana la
180 ° sinusul lui se va micsora de la 1 pana la 0;

b) aritati cd in cazul maririi unghiului de la 0° pana la 90° cosinusul lui se va
micsora de la 1 pana la 0, iar concomitent cu mdrirea unghiului de la 90° pana la
180° cosinusul lui se va micsora de la 0 pand la -1;

c) alcatuiti tabelul valorilor aproximative ale sinusului si cosinusului pentru
unghiurile 0°, 10°, 20°, 30°, ...., 180°.

PROBLEME PENTRU REPETARE

42. Aflati catetele triunghiului dreptunghic, daca ele sunt proportionale cu numerele

43.

2 si 3, iar ipotenuza este egald cu 4+v13 cm.
Aria triughiului echilateral este egala cu 16+/3 cm. Aflati perimetrul lui.
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44.Unul din unghurile triunghiului isoscel este egal cu 120°. Gasiti perimetrul
triunghiului, daca indltimea, coborata pe baza, este egala cu h.

45, Intr-o circumferinti sunt duse doua diametre AB si CD reciproc perpendicu-
lare. Aflati raza circumferintei, daca AC=m.

§ 2 Identitati trigonometrice

Sd examinam cele mai importante formule care leaga sinusul, cosinusul si tangenta
aceluiasi unghi a. Fie a — unghi ascutit. Pe circumferinta unitate notam punctul M
astfel ca Z/MOA=q (fig.13).Atunci MH =sino, OH =coso, OM = 1. Conform
teoremei Pitagora MH? + OH? = OM?, sau

sin® a+cos” ot =1. *)

a1 H o 1 x

]y

Fig.13 Fig.14

Dacéd unghiul a este obtuz (fig.14), atunci din triunghiul dreptunghic OMH
(OM =1, MH=sino, OH =-cosa) conform teoremei Pitagora avem: MH? +

. 2 . .
+ HO? = OM?, sau sin® a+(-cosa) =1, de unde sin® a+cos® a=1. Egalitatea
(*) este justa si in acest caz.
Dacd oo=0°, atunci sin 0.=0, coso=1; dacd o.=90°, atunci sina.=1, cosa=0;

dacd 0.=180°, atunci sina =0, coso=-1. yA
In fiecare din aceste cazuri egalitatea 1

(*) este justa.

Asadar, pentru fiecare o, daca NS Y M
0°<<180°,

ol —
sin® o+ cos® o =1. 180°%-a
a

Aceasta-i identitatea trigonometrica -
fundamentala. Ea leagd sinusul si -1 N, 0 M, 1 x
cosinusul aceluiasi unghi si ofera ,

? ’ Fig.15

posibilitatea de-a exprima una din aceste
functii trigonometrice prin cealalta:

sino=+v1-cos® o, coso =+v1—sin® .

In cealaltd formula inaintea radicalului se pune semnul ,,- ”, daci unghiul o este
obtuz. Unghiuri, mai mari decat cel desfdsurat, noi nu le examindm.
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§ 2. Identitati trigonometrice 19

Sd atragem atentia la punctele N si M ale cirmuferintei unitate, care corespund
unghiurilor 180°—a si o (fig.15). Ordonatele lor NN, si MM, sunt egale, iar
abscisele ON, si OM, se deosebesc numai cu semnele.

Asadar, totdeauna

sin (180°— o) = sin o,
cos (180°— o) =—cos 0.

Cu aceste formule se poate exprima sinusul si cosinusul unghiului obtuz180° -«
prin sinusul si cosinusul unghiului ascutit o. De exemplu:
sin 147° = sin (180° — 33°) = sin 33°,
cos 105° = cos (180° — 75°) = —cos 75°.
Sa demonstram urmatoarele formule:

cos(90°-o)=sina, YA
sin (90°— o) =cos o I} T
Admitem cd ZMOA=0, ZLTOA=90°-q M
(fig.16). Atunci ZPOT = 0. Dupd ipotenuza b
si unghiul ascutitaAMOH =aTOP. De aici =) 5 = o ‘f >
PT =MH, OP = OH.
Deoarece PT = cos(90°—0.), MH =sin o, rezulta
cos(90°—a)=sino. Deoarece OP=sin(90°-0.),
OH =cos 0, avem sin (90°—a)=cos o -1
Cele doud formule demonstrate permit Fig 16

exprimarea sinusului si cosinusului a oricdrui unghi
ascutit mai mare decét 45°, prin cosinusul si sinusul unghiului mai mic de 45°.
Asadar, valorile sinusurilor ale unghiurilor de la 0° pana la 45° sunt in acelasi timp
valorile cosinusurilor de la 90° pana la 45° (vezi tabelul de pe forzat).

Exemplu.

sin 10° = cos 80° = 0,174;

cos 50° = sin 40° = 0,643.

— PENTRU CEI CURIOSI

Deoarece, sin(90°-a)=cosa si cos(90°—a)=sina, avem

19(90°— )= sin(90°-a) _ COSC _ 1o
cos(90°-a) sina
Deoarece sin(180°-a)=sina si cos(180°—a)=—cosa, avem

sin(180°—a) sino
tg(180°—a) = - ——tga.
9 o) cos(180°-a) —coso 9o

Toate aceste egalitati sunt juste cu conditia cd numitorii sunt diferiti de zero,
adicd dacad exista tangentele si cotangentele. Atunci au loc egalitatile:
tg(90°-o)=ctgo, tg(180°—o)=—tgo.
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20 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

INTREBARI $I INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Formulati identitatea trigonometrica fundamentala.

2. Care trebuie sa fie partile din dreapta ale identititilor: a) sin(90°-a)=...;
b) cos(90°—a)=...; ¢) sin(180°~a)= ...; d) cos(180°-a)=...2

3. Cum se schimba valorile sin(90°-o), daca vom mari valorile lui a de
la 0° pana la 90°?

4. Cum variaza valorile lui cos(180°—q), dacd valorile lui a de le marit de
la 0° pana la 90°?

EFECTUAM IMPREUNA

0 Se stie cd cosa=0,6, aflati sina si tgo.
® Se cunoaste ci sin®a+cos’ o=1. Deoarece sinusul fiecirui unghi a, daca
0°< 0 <180°, este numadr pozitiv, atunci sino=+v1- cos® o.

Daci coso.=0,6, atunci sina=+1-0,6% =./0,64 =0,8,

s1n0c=%_11

dar tgoa= = ;
cosaa 0,6 3

Deci, sino=0,8, tgazlé.

e Demonstrati cd atunci , cAind o#0° avem sino:cos(90°—o)=1.

® co0s(90°—qa)=sino. De accea sino:cos(90°—o)=sina:sino=1.

9 Calculati valoarea expresiei sin 77°-cos 13° — sin 167°-cos 77°.
® sin77°-cos13°—sin167°-cos77°=sin(90°—13°)-cos13° +sin(180°—-13°)x
X cos (90° — 13°)=co0s 13°-cos 13°+sin 13° - sin 13°=cos? 13°+sin®13°=1.

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

46. Aflati coso si sino, daca tgo=1.

47. Aflati sina, dacd cosa=-0,5.

48. Stiind ca cosa=0,7, gasiti:
a) sin(90°—a); b) cos(180°—a); c¢) cos(90°—a).

49. Simplificati: a) sin (180° — 35°); b) cos (180° — 43°); c) tg (180° — 20°);
d) sin (90° — 23°); e) cos (90° — 27°); f) tg (90° — 14°).
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§ 2. Identit&ti trigonometrice 21

50. Terminati transformadrile: a) sin 140° = sin (180° — 40°) = ...;

51.

b) cos 126° = cos (180° — 54°) = ...; c¢) sin 85° = sin (90° — 5°) = ...;
d) cos 62° = cos (90° — 28°) = ... .

Care din afirmatii este falsa? De ce?

a) sin 136° = sin (180° — 44°) = sin 44°;

b) cos 147° = cos (180° — 33°) = cos 33°;

¢) sin 75° =sin (90° — 15°) = —cos 15°;

d) cos 153° = cos (180° — 27°) = —sin 27°.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

59.

60.

Aflati sinusul si tangenta unghiului a, daca:
a) cosoczé; b) cosa=0,2; c) cosa=-0,5.
Aflati cosinusul si tangenta unghiului ascutit a, daca:
a) sinoczi; b) sinoczTB; c) sina=0,72.
Aflati cosinusul si tangenta unghiului obtuz o, daca:
a) sinocz%; b) sinocz%; ¢) sino=0,28.
Care numere trebuie sd fie in patritelele goale ale tabelului?
sina 0 0,5 0,6 0,8 1
sin (90°—a)
cos(90°—a)

sin (180°—a)

cos(180°—a)

Exprimati prin functii trigonometrice de unghi ascutit:

a) sin 117°; b) cos 142°; c) tg 118°; d) sin 136°.

Exprimati prin functii trigonometrice de unghi mai mic decat 45° :

a) cos 130°%; b) sin 145°; c) tg 87°% d) cos 95°.

Din egalitatile expuse scrieti-le numai pe cele juste:

a) sin 130° = sin 50°; d) tg 117° = tg 27°; g) cos 126°= —cos 54°;
b) sin 129° = —cos 39°; e) cos 87° = sin 3°; h) cos 149° = —sin 31°;
c) tg 118° = —tg 62°; f) cos 113° = cos 67°; i) tg 29° = —tg 151°.
Cosinusul unghiului ascutit al unui paralelogram este egal cu 0,25. Cu ce este
egal cosinusul unghiului obtuz al lui? Dar sinusul?

Cosinusul unghiului obtuz al rombului este egal cu —0,7. Cu ce este egal
cosinusul unghiului ascutit al lui? Dar sinusul?
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22 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

61. Cu ajutorul tabelului de pe forzat aflati:
a) sin 12°, sin 40°, sin 145°, sin 162°, sin 155°;
b) cos 12°, cos 50°, cos 159°, cos 183°, cos 100°;
c) tg 12°, tg 18°, tg 142°, tg 148°, tg 170°.
62. Stabiliti corespondenta dintre valorile sinusului a unghiului o (1-4) si valorile
corespunzatoare ale cosinusului acestui unghi (A-E).

1 0,5 (unghiul o - ascutit) A -0,8
2 0,6 (unghiul o - obtuz) 22
3 % (unghiul o - ascutit) 3
RG]
4 % (unghiul o - obtuz) 2
p 22
3
E 0,6
63. Stabiliti corespondenta dintre valorile expresiilor (1-4) si valorile expresiilor
(A-E).
1 sin 10° A sin 44°
2 cos 46° B sin 57°
3 sin 123° C cos 134°
4 cos 45° D cos 80°
E sin 45°

64. Calculati:
a) sin 29°-cos 61° — cos 29°-cos 151°;
b) 1 — sin 37°-sin 143° — cos? 37°;
c) tg 43°-cos 137°-cos 47° — cos 43°-sin 47°.
65. Inlocuiti * cu unul din semnele >, < sau = :
a) sin 12° * cos 80°; c) tg 36° * tg 112° e) sin 115° * cos 27°;
b) cos 54° * sin 36°; d) cos 36° * sin 31°; f) cos 139° * sin 140°.
66. Aflati masurile unghiurilor obtuze o, B si y, daca se stie:
a) sina=0,156; sinf=0,309; siny=0,719;
b) cosa=-0,921; cosPf=-0,998; cosy=-0,777;
¢) tga=-0,111; tgP=-1,306; tgy=-2,050.
67. Demonstrati cd: a)sin 135° = sin 45° = cos 45°;
b) cos 140° = —cos 40° = —sin 50°.
68. Demonstrati identitatile:
a) sin® o —cos(180°—a)-sin (90°—a)—1=0;
b) 1+1tg(180°—0)-sin(90°—a)-sin o = cos® (180°— ).
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§ 2. Identitati trigonometrice 23

1

s? o

; b) 1+etg?oa=——

69. Demonstrati, ci: a) 1+tg” o= .
co sin” o

70. Aplicind formulele din nr. 69, aflati:

a) sino, coso §i ctgo, daca tgo =%'

b) sino, coso §i tgo, dacd ctgo=2.

71. Simplificati expresiile:
a) sin® o+sin® (90°—o)+tg? (180°—a1);
b) (1-cos?(90°-0))tg? o+sin? (90°—a);

tg® (180°-a) tg(180°-a) sin’®(180°-a)

) —— 5 — L d) - .

sin® o tg o sin® (90°—a.) 5

72. Cosinusul unghiului ascutit al unui trapez dreptunghic este egal cu —. Aflati
sinusurile si cosinusurile ale unghiurilor trapezului. 7

73. Cosinusul unghiului ascutit al paralelogramului este egal cu a. Aflati sinusul
unghiului obtuz al lui.

74. Sinusul unghiului obtuz al rombului este egal cu a. Aflati cosinusurile ale
unghiurilor lui. Pentru care valori ale lui a problema are solutii?

75. Demonstrati: a) sinusurile ale oricdror doua unghiuri ale paralelogramului sau
ale trapezului isoscel sunt egale; b) suma cosinusurilor a tuturor unghiurilor
paralelogramului sau a trapezului este egala cu zero.

iNSARCINARE PRACTICA

76. Desenati un paralelogram arbitrar ABCD. Masurati cu ajutorul raportului
unghiurile lui si aflati a lor sinusuri, cosinusuri si tangente. Datele obtinute
introduceti-le in tabel. Ce concluzie se poate face?

a sin o COS O tg a

LA
ZB
A®
4D

PROBLEME PENTRU REPETARE

77. Aflati unghiurile triunghiului isoscel, daca tangenta unuia din ei este egala
cu- 1.

78. Un sportiv aleargd in directia de sud 4 km, apoi coteste spre nord si mai
alearga 3 km. Aflati: a ) la ce distantd de la punctul initial a ajuns sportivul;
b) cu ce unghi s-a mutat sportivul in raport cu miscarea in directia de sud?

79. Latura rombului este egala cu a, iar unghiul ascutit este o.. Aflati diagonalele
rombului.

80. Aflati semnul produsului: a) sin 146° - cos 108° - cos 67° - tg 145°;
b) tg 78°-sin 92°-sin 167°-tg 178°- cos 83°.
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§ 3 ‘ Coordonatele carteziene

Amintim unele notiuni deja cunoscute pentru voi. Dreapta pe care este aleasa
directia, originea si segmentul unitate se numeste dreapta de coordonate. Fiecarui
punct al dreptei de coordonate ii corespunde un singur numadr real.

Doua drepte reciproc perpendiculare care se intersecteaza in originea lor comuna
si au segmente unitate egale se numeste sistem de coordonate rectangular. Originea
comuna - punctul, in care se intersecteaza axele de coordonate, se numeste originea
de coordonate. Axa orizontald - axa OX este numitd axa absciselor, iar axa verticald
- axa OY - axa ordonatelor.

Planul, in care este definit sistemul de coordonate, se numeste plan de coordonate.

Axele de coordonate impart planul de coordonate in patru cadrane, in fiecare din
ele se pastreaza semnele ambelor coordonate (fig.17).

YA y A
x<0 x>0
y>0 61 y>0 3T
OMNO L
2+ 1+
B

N’
LY

|

w

|

[\

|

—

(=)

—

[\

JOCR S

27T -171¢
@l @ 5]
x<0 x>0

y<O0

Fig.17 Fig.18

Pozitia punctului pe planul de coordonate se dd cu doud numere - cu coor-
donatele lui. De exemplu, punctul A are abscisa 3 si ordonata 2 (fig.18). Se scrie
asa: A (3;2). Punctul O - originea de coordonate are coordonatele 0 si 0. Punctele
situate pe axa OX, au ordonatele egale cu zero (y=0); punctele, care sunt situate
pe axa OY au abscisele ce sunt egale cu zero (x=0). In figura 18 acestea sunt
punctele B(-2; 0) si C(0; —1).

Scrierea X (m; n) inseamna: punctul X are coordonatele m (abscisa) si n (or-
donata).

Fiecarui punct al planului de coordonate ii corespunde o singurd pereche de
numere reale, iar fiecdrei perechi de numere reale - un singur punct al planului
de coordonate. Datorita corespondentei reciproc univoce dintre perechile de nu-
mere reale si punctele planului de coordonate dependenta dintre punctele planului
de coordonate poate fi exprimata prin corelatii algebrice dintre coordonatele lor.
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§ 3. Coordonatele carteziene 25

Aceasta permite rezolvarea problemelor geometrice cu metoda coordonatelor. Insa
pentru aceasta trebuie de stiut proprietatile coordonatelor.

“TEOREWA |1

Fiecare coordonata a mijlocului segmentului este egala cu semisuma

coordonatelor respective ale extremitatilor lui.
Adica, daca punctele A(x;; y;), B(x,; y,) —extremitatile segmentului AB, iar
C(x; y) —mijlocul lui, atunci: :

o Xt X y=y1;y2,adicé C(x1;x2; VitV )

2 2
DEMONSTRATIE.
Fie ca punctele A si B sunt amplasate asa cum se repre- N
zintd in figura 19. Ducem prin ele drepte paralele cu axele A,
de coordonate. Totodatd se vor forma trapezele ABBA, (, ¢
si ABB,A,, in care B, B
AA, = x,, BB, = x,, AA, = y,, BB, = y,. [,
Deoarece C — mijlocul segmentului AB, rezultd ci CC, 01 A, C, B, x
si CC, — sunt linii medii ale acestor trapeze. Conform
teoremei despre linia medie a trapezului avem: Fig.19
AA +BB AA_+ BB + +
co =" v 0o, =L 2% 0 =% o, =BT
Y 2 2 Y 2 2
Obtinem:
O N V. 7
2 2

Noi am examinat cazul cand segmentul AB nu este paralel cu nici una din
axele de coordonate si nu le intersecteaza. Dupa cercetarea altor cazuri posibile
(executati aceasta de sine stitator)ajungem la concluzia generala: daca C(x; y)
este mijlocul segmentului cu extremitatile A(x; y,) si B (x,; y,), atunci

x=x1+x2 , y:y1+y2 . O
2 2

Exemplu. Mijlocul segmentului cu extremitatile A(—3; 5) si B(3; 7) este pucntul
C(0; 6), deoarece
-3+3 . 547
=0 si =

2 T2

6.
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26 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

(" PENTRU CEI CURIOSI )

Rezolvind problema cu metoda coordonatelor figurile examinate sunt
amplasate in planul de coordonate. Atribuind unor puncte aparte ale figurilor
coordonate, iar liniilor-ecuatii, sunt calculate coordonatele altor puncte, sunt
deduse ecuatiile altor linii. Confruntand coordonatele initiale si altele coordonate
ale punctelor cu ecuatiile, este gasit raspunsul.

Problemd. Demonstrati ca mijlocurile
segmentelor, care unesc mijlocurile laturilor
opuse ale unui patrulater, coincid.

Rezolvare. Admitem, ca ABCD — patrula-
ter arbitrar, E, K, F, P — mijlocurile laturilor
lui, M si M; — mijlocurile segmentelor EF si
KP (fig.20). Sa demonstram ca punctele M si
M, coincid. Fig.20

Introducem sistemul de coordonate in asa
mod, ca originea lui sd fie punctul A, iar la-

tura AB sa fie situata pe axa x. Notdm coordonatele vérfurilor ale patrulaterului

dat: A(O; 0), B(a; 0), C(m; n), D(p; q). Exprimam Erin el)e coZrdonatele mlj

locurilor ale segmentelor AB, CD, BC, AD, KP, EF: E g; of, F m;—p ; %

K( a+m : ﬂ)’ P(B; g)’ M( a+m+p : n+q)’ M1(a+m+p ; n+q).
2 2 2 2 4 4 4 4
Coordonatele corespunzitoare ale punctelor M si M sunt egale. Deci, aceste puncte
coincid.

Pentru a rezolva probleme mai complicate se utilizeazd teorema generala.

Teorema 2

Daca punctul C(xc; ) imparte segmentul AB in raportul AC:CB= A, atunci
X, + Mg Ya+Ayg
Xe=—"—"—" S1 (ol e
1+A 1+

Demonstrati-o independent.

INTREBARI SI INSCARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Ce se numeste sistem de coordonate?

2. Ce se numeste plan de coordonate?

3. Ce se numeste origine a sistemului de coordonate?

4. Cum sunt numite axele de coordonate?

5. Ce sunt numite coordonate ale punctului?

6. Formulati si demonstrati teorema despre coordonatele mijlocului segmentului.
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§ 3. Coordonate carteziene 27

EFECTUAM IMPREUNA

Punctul C - mijlocul segmentului AB. Aflati coordonatele punctului B, daca
A(2; —7), C(4; 1).

® Deoarece C — mijlocul segmentului AB, rezultd ca:
xA + xB : yA + yB
Xo=—2—"L s y,=4A"E,
T MHTT
2+ Xp T Ys

Atunci 4=

; 2+ xz=8; x3= 6. Analogic 1:47;
_7+yB=2; y3=9.
Deci, B(6; 9).

9 Demonstrati ca patrulaterul ABCD este paralelogram, dacd A(1; 2), B(6; —2),
C(-3; —4), D(—8; 0) (ﬁg.21).

Fig.21

e Patrulaterul, in care diagonalele se intersecteaza si sunt impartite in jumatati
de cétre punctul lor de intersectie, este paralelogram. Sa demonstram ca pen-
tru patrulateral dat acest criteriu se realizeazd. Admitem cd M este mijlocul
diagonalei AC, atunci:

x, = 1;3 =-1, y, =%=—1. Deci, M(-1; —-1).
Daca K - mijlocul diagonalei BD, atunci
X, =%=—L Yy :%:—1. Deci, K(-1; —1).

Punctele M si K au aceleasi coordonate. Aceasta inseamnd cd punctele M si
K coincid, adicé diagonalele patrulaterului ABCD se intersecteaza in punctul
cu coordonatele (—1; —1) si sunt impartite in acest punct in jumadtati. Deci,
ABCD - paralelogram.
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28 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

81. Declinati imbindrile de cuvinte: ordonata punctului, axele de coordonate, axa
absciselor.

82. Care din punctele A(0; 2), B(-3; 0), C(2; 7), D(0; 4), E(2; 0), F(-T; 0),
O(0; 0) sunt situate pe: a) axa OX; b) axa OY; c¢) pe axele OX si OY in acelasi
timp?

83. Sunt date punctele: A(2; —3), B(4; 6), C(—5; 7), D(-1; —3). Care din segmen-
tele AB, BC, CD, AD, AC, BD intersecteaza: a) axa OX; b) axa OY; c) fiecare
din axe? Care din aceste segmente sunt paralele cu axa OX?

84. Sunt date punctele: O(0; 0), A (4; 6), B (—2; 8), M(m; n). Aflati coordonatele
mijlocului segmentelor: a) OA; b) OB; ¢) OM; d) AB.

85. Oare este punctul K(—3; 7) mijlocul segmentului AB, daca A(-9; 4), B(3; 10);
punctul P (-6; 5) —mijlocul segmentului AK? Gasiti coordonetele mijlocului
al segmentului BK.

86. Notati in planul de coordonate punctele A (4; 1), B (-2; -3), C (0; 3),
D (-1; 2), E(4; 0).

87. Construiti in planul de coordonate segmentul, ale carui extremitati sunt punctele
A(3; —1) si B(—2; 4). Aflati coordonatele punctelor de intersectie ale segmen-
tului AB cu axele de coordonate.

88. Folosind figura 22 aflati coordonatele varfurilor ale dreptunghiului ABCD, ale
carui laturi sunt paralele cu axele de coordonate.

YA
B —4 C Y4
YA
31 B 4] ¢
pD_ 27 A 2+ 3+
14 14 2+
f f 0 —t > " > 14+
-9 |1 3 x -2 (0 1 x Al D
C B A1 1 D -3 o O__ I1 x
-2
a b c
Fig. 22

89. Construiti dreptunghiul ale cdrui trei varfuri sunt situate in punctele (2; 5),
(-1; 5), (-1; —3). Aflati coordonatele celui de-al patrulea varf.
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§ 3. Coordonatele carteziene 29

90. Latura patratului are lungimea de 5 unitati. Unul din varfurile lui este situat
in originea de coordonate, iar celelalte doud - pe axele de coordonate si au
coordonate nenegative. Aflati coordonatele ale tuturor vérfurilor patratului.

91. Punctul de intersectie al diagonalelor rombului coincide cu originea de coordo-
nate, iar diagonalele lui sunt situate pe axele de coordonate. Aflati coordonatele
varfurilor ale rombului, daca lungimile diagonalelor constituie 6 unitati si 10
unitati. Cate solutii are problema?

92. Gasiti coordonatele mijlocului al segmentului AB, daca A(1; 3), B(4; 5).

93. Copiati tabelul in caiet. In patritelele goale indicati coordonatele mijlocurilor
ale segmentelor corespunzitoare.

Model: mijlocul segmentului XB - punctul cu coordonatele (1; 4).

A(0; 4) B(2; 6) C(-2; 5)
X(0; 2) (1; 4)
Y(—4; 6)
Z(-6; 12)

94. BM — meridiana ~ABC. Aflati coordonatele punctului M, daca A(-1; 15),
C(7; -9).

95. M — mijlocul segmentului AB. Aflati coordonatele punctului B, daca A(1; 4),
M(2; -3).

96. O(4; —1) — punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului ABCD.
Gasiti coordonatele punctelor a) C, daca A(-2; 3); b) B, daca D (6; —4).

97. Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul M, care este mijlocul fiecaruia
din ei. Aflati coordonatele punctelor M si D, daca A (-2; 5), B(4; 1), C(~1; —3).

98. Sunt date punctele A(-1; 2), B(2; 7), C(4; 3). Gasiti coordonatele extremitatilor
ale liniilor medii a aABC.

99. MN — linia medie a ~ABC, MN || AC (fig.23). Aflati coordonatele punctelor
A si B, daci C(2; 6), M(—4; 2), N(4; 0).

B

M(-4; 2) /\ N(4; 0)
/ M K B
A C(2; 6)

A(9; -15) N(-3; -1)

Fig.23 Fig.24

100. Punctele K, B T impart segmentul AB in 4 parti egale. Aflati coordonatele
punctelor K, B T, daca A (2; 3) si B (6;—4).
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30 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

101. Segmentul AB este impartit in patru parti egale: AM = MN = NK = KB
(fig.24). Aflati coordonatele punctelor M,K, B, daca A(9; —15), N(-3; —-1).

102. Sunt date punctele A(-3; 4), B(a; 2), C(5; b). Pentru care valori ale lui a si
b: a) A — mijlocul lui BC; b) B — mijlocul lui AC; ¢) C —mijlocul lui AB?

103. Punctele M(1; 2), N(0; 4), P(3; 5) sunt mijlocurile laturilor ale ~ABC. Aflati
coordonatele punctelor A, B, C.

104. Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile A(0; 3), B(3; 4), C(5; 2) si D(2; 1)
este paralelogram.

105. Sunt date punctele A(3; 7), B(-1; 3), C(=7; 4), D(-3; 8). Demonstrati ca:
a) ABCD — paralelogram; b) patrulater ale carui vérfuri sunt mijlocurile
laturilor ale patrulaterului ABCD, - paralelogram.

106. Sunt date trei varfuri consecutive ale paralelogramului ABCD: A(3; 5),
B(5; 1), C(-1; 3).Aflati coordonatele punctului D.

107. Sunt date trei varfuri ale paralelogramului P(1; 3), H(3; 4), E(4; 2). Aflati
coordonatele celui de-al patrulea varf. Cate solutii are problema?

108. Segmentul AB este impartit in trei parti egale de catre punctele M si N. Aflati
coordonatele punctelor M si N, daca A(7; —2), B(4; 4).

109. Aflati coordonatele punctului de intersectie al medianelor sABC, daca
A (-1; 5), B(3; ), C(1; -3).

110. Punctul de intersectie al medianelor ~ABC este M. Aflati coordonatele punc-
tului C, daci A(0; 8), B(1; —4), M(-2; 2).

iNSARCINARE PRACTICA

111. In geografie pentru determinarea locului real al unui punct se aplicd un sistem
de coordonate original. Coordonatele geografice se dau in grade si minute. In
tabel sunt aduse coordonatele geografice ale unor orase din Ucraina. Gasiti
pe hartd punctul ale cdrui coordonate coincid cu coordonatele mijlocului a
segmentului, care uneste orasele. a) Lutk si Harkov; b) Lvov si Odesa. Oare
apartin aceste puncte teritoriului Ucrainei? Care localitati se aflda in apropri-
erea punctelor gasite?

Orasul Latitudinea Longitudinea
Kiev 50°27 30°30’
Lutk 50°45’ 25°15’
Harkov 50°00’ 36°13’
Lvov 49°51’ 24°02’
Odesa 46°28’ 30°44’
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§ 3. Coordonatele corteziene 31

PROBLEME PENTRU REPETARE

112. Calculatii:

s.1n35 g 135° tg 45° b) sin12 c?s12 .
sin145° cos78° sin78°

113. Unghiul la centru este egal cu 30°. Aflati masura unghiului inscris corespun-
zdtor.

114. Aflati aria triunghiului dreptunghic, diferenta catetelor ale cdruia este egala
cu 2 cm, iar ipotenuza cu 10 cm.

115. Aflati aria triunghiului dreptunghic cu unghiul ascutit &, dacéd raza circum-
ferintei, circumscrise lui, este egald cu R.

116. Diagonala trapezului isoscel este bisectoarea unghiului ascutit. Aflati aria tra-
pezului, dacd perimetrul lui este egal cu 52 cm, iar bazele sunt proportionale
cu numerele 5 si 11.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

Orientarea pe teren
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§ 4 ‘ Distanta dintre puncte

Daca sunt cunoscute coordonatele a doua puncte din planul de coordonate
atunci poate fi determinaté distanta dintre aceste puncte.

“TEORENA |3

Patratul distantei dintre doud puncte este egal cu suma patratelor
diferentilor coordonatelor corespunzitoare ale lor.
Adicd daca sunt cunoscute coordonatele punctelor A(x;; y;), B(X»; ¥»,), atunci

AB2 = (X=X ) + (Vo= yi)2.

DEMONSTRATIE.

Sa cercetdm mai intai cazul cand x, #x, si y, #y, Ya
(fig.25). Ducem perpendicularele AA , BB, pe axa x si Al AGsy)
AA,, BB, pe axa y. In triunghiul dreptunghic obtinut
ABD (D — punctul de intersectie al dreptelor BB,
si AA,) AB — ipotenuzi, iar catete sunt AD=|y, -y, | I
si BD=|x,—x,|. Conform teoremei a lui Pitagora: ol A, B

AB?= (x,— x,)* + (Y.~ 1/1)2 . (™

B(xy5 y3)
B D

<Y

Fig. 25

Dacid y, = y, si x, #x,, atunci AB=|x,-x,].
Acelasi rezultat in acest caz il obtinem din formula (*). Daca, x; = x,si y, #y,,
atunci AB=|y,-y,|. Tot asa un rezultat il obtinem din formula (*). In sfar-
sit, dacd x; = x, si y; = y,, adica dacd punctele A si B coincid, formula (*) da
rezultatul trebuincios: AB=0.

Asadar, cum n-ar fi repartizate in planul de coordonate punctele A(x,; y,) si
B(x,; y,), totdeauna

AB?= (x;— x,)*+ (y,— y,)% U

Aceastd egalitate poate fi scrisd si astfel:

AB=\|(z,-x,) +(so-w,) -

Exemplu. Sa aflam distanta dintre punctele A(6; —1) si B(2; —4).
AB=\(2-6) +(-4+1)° =\(-4)" +(-8)" =25 =5,
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§ 4. Distanta dintre puncte 33

— PENTRU CEI CURIOSI \

Inci o datd atrageti atentia la figura 25. A8, —asta-i proiectia segmentului
AB pe axa x, AB, — proiectia segmentului AB pe axa y. Din rationamentele
anterioare reiese ca,

AB?=AB?+AB.

Pitratul lungimii segmentului este egal cu suma
patratelor proiectiilor lui pe doua drepte reciproc A

perpendiculare.

Aceastd afirmatie este generalizarea teoremei a lui
Pitagora. Doar catetele fiecarui triunghi dreptunghic
sunt proiectiile ipotenuzei lui pe doua drepte reciproc
perpendiculare cirora le apartin catetele lui (fig.26). Insa C B
afirmatia formulatd este adevdrata nu numai pentru .
dreptele carora le apartin catetele triunghiului, dar si Fig.26
pentru orice drepte reciproc perpendiculare si pentru
un segment arbitrar AB, in particular si pentru astfel de
segmente, ca cele din figura 27.

YA YA YA
A B

B, B A A,
A, / R _ B By _

0 B, «x ol A, B, x 0 X
A Ay

a b c

Fig.27

INTREBARI S1 INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Formulati teorema despre patratul distantei dintre doud puncte.
2. Demonstrati teorema despre pétratul distantei dintre doud puncte.
3.Cum de aflat lungimea segmentului, dacd sunt cunoscute
coordonatele extremitatilor lui?
4.Cum de aflat distanta de la originea sistemului de coordonate pana la punctul
A(x; y)?

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



34 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

EFECTUAM IMPREUNA

c Demonstrati ca aABC este isoscel, si aflati lungimea medianei, duse la baza,
daci A(-5; 3), B(2; 7), C(3; —1).
e Sd aflam lungimile laturilor triunghiului:

AB=\(2+5’+(7—-3) =/49+16 =+/65;
AC=\/(3+5) +(=1-3)* =/64+16 =/80 =45;
BC=+(3-2) +(-1-7)* =J1164 =/65.

Deci, AB = BC. Aceasta inseamnd ca aABC este isoscel cu baza AC. Pentru
a afla lungimea medianei, duse la baza, aflaim coordonatele punctului M - a
mijlocului segmentului AC:
-5+3 3-1
x= =-1; y=——=1.
2 2

Deci, M(1; 1). Atunci BM =(-1-2)" +(1-7)" =/9+36 =+/45 =3.5.
Asadar, ~ABC — isoscel si mediana lui BM =3+/5.

9 Oare este adevdrat cd fiecare din punctele A(m; n), B(~m; n), C(-m; —n), K(n; m),
P(—n; m), T(—n; —m) este situat la aceeasi distantd de la originea de coordonate?
® Deoarece originea de coordonate este punctul O(0; 0), avem:

0A=\/(m—0)2+(n—0)2 =Jm?+n?%;
OB=\(=m-0) +(n-0) =Jm? +r*.

Analogic aflim ca fiecare din distantele OC, OK, OP, OT de asemenea este

egald cu Vm®+n®. Asadar, punctele A, B, C, K, P, T se gisesc la aceeasi
distanta de la originea de coordonate.

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

117. Aflati distanta de la originea de coordonate pana la punctele:
A(0; 3), B(3; 4), C(—4; 3), D(1; 1), E(3; 1).

118. Aflati distanta de la punctul M(4; —3) péana la: a) axa OX; b) axa OY;
c) originea de coordonate.

119. Aflati distanta dintre punctele: a) A(4; 0) si B(7; 0); b) M(0; 3) si N(0; 5);
¢) P(3; 0) si K(0; 4).

120. Aflati x, daca: a) punctul M(x; 4) este egal depitrat de la axele de coordo-
nate; b) punctul P(-2; x) este depdrtat de axa OX cu 5 unitati; ¢) punctul
K(x; —5) se afla la distanta de 3 unititi de la OY.
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§ 4. Distanta dintre puncte 35

121.
122.

123.

124.

125.

126.
127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

Aflati lungimea segmentului AB, dacid A(—4; 4) si B(2; —4).
Aflati distanta dintre punctele:
a) K(0; 5) si P(=2; 6);

b) A(-2; 6) si B(3; —2); yA
A B
c) X(g,l) si Y(l;i); E
3 2)° 3 4 D
d) 0(0; 0) si B(5; 5).
~ N F |m
Aflati distantele de la originea de coordonate =
pana la punctele A(2; 3), B(—2; 6), C(—3; 4), i 1
D(-12; 5). = ol >
Aflati lungimile segmentelor, reprezentate in
figura 28, daca AB=2. b
Folosind datele din tabel aflati lungimile seg-
mentelor XA, XB s.a.m.d. Deplasati tabelul
in caiet si completati-1. Fig.28
A(2; 4) B(-1; 8) C(1; -5) D(6; 7)
X(-2; 4)
Y(0; 3)

Aflati perimetrul AABC, daca A(-2; 5), B(7; 8), C(2; —7).

Se da aABC cu varfurile A(-2; 5), B(6; 3), C(4; —3). Aflati lungimile liniilor
medii ale triunghiului.
Aflati lungimea liniei medii a trapezului ABCD (AB||CD), dacd A(-3; 1),
B(3; 7), C(7; 3), D(4; —1).
Aflati lungimile diagonalelor ale patrulaterului ABCD, dacd A(4; -3),
B(7; 10), C(-8; 2), D(~1; —5).

Aflati lungimile medianelor ale AABC, daca: a) A(—4; —2), B(2; 6), C(4; 2);
b) A(-5; 1), B(-3; 5), C(-1; —1).
O magind-unealtd este astfel programata ca ea perforeaza in fiecare piesd 7
gauri fine. Centrul piesei este situat in originea de coordonate, iar giurile sunt
perforate in punctele cu coordonatele (1;2), (2; —3), (3; 0), (0; 0), (-1; 2),
(—2; —3), (—3; 0). Aflati cea mai mare distanta dintre gaurile piesei.
Demonstrati ca triunghiul cu vérfurile: a) A(-1; 1), B(2; —2), C(6; 2) —
dreptunghic; b) M(—5; 2), N(3; 6), K(4; —6) este isoscel.

Demonstrati ca triunghiul cu vérfurile A(2; 3), B(-2; 1), C(0; —3) este
dreptunghic isoscel.

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



36

Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

134.

135.

136.

137.

138.

139.

140.

141.

142.

143.

Un drum de munte trece printr-un tunel, a cirui lungime este egald cu 10
km (fig. 29). Punctul cel mai de sus al tunelului are coordonatele A(2; 4).
Aflati ordonata celui de mai jos punct al tunelului, dacd abscisa lui este egala
cu 5 (coordonatele punctelor sunt date in kilometri). Cu ce este egal unghiul
de inclinare al tunelului?

Fig.29

Aflati x, daca: a) AB = 2, A(2; 1), B(x; —1); b) AB = 10, A(2x; 7), B(x; 1);

c) AB =5, A(-1; x), B(2x; —3).

Aflati coordonatele punctului, egal depértat de la punctele A(=5; 1) si B (3; —1),

daci el este situat pe: a) axa absciselor; b) axa ordonatelor; ¢) dreapta y=x.
Gasiti pe dreapta y = 2x punctul, egal departat de la punctele M(5; 2)

si N(-1; 4).

Demonstrati cd patrulaterul cu vérfurile in punctele A(-4; -2), B(-1; 2),

C(11; —-3), D(8; —7) este paralelogram. Aflati perimetrul lui.

Demonstrati ca patrulaterul cu vérfurile in punctele A(-5; —2), B(-3; 2),

C(3; —1), D(1; —5) este dreptunghi. Aflati perimetrul, aria lui si raza circ-

umferintei circumscrise lui.

Demonstrati cd patrulaterul cu vérfurile in punctele A(-5; —2), B(—4; 5),

C(3; 6), D(2; —1) este romb. Aflati perimetrul si lungimile diagonalelor lui.

Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile in punctele A(—2; 0), B(—4; 6), C(2; 8),

D(4; 2) este patrat. Aflati alui perimetru si arie, de asemenea, razele circumferintelor

inscrise si cirmuscrisele lui.

Fara a face constructia clarificati daca punctele A, B, C sunt situate pe o

dreaptd, stiind ca A(-6; —5), B(2; 1), C(6; 4).

Demonstrati ca punctele M(-2; —1), N(2; 7), K(-1; 1) sunt situate pe o

dreapta. Aflati raportul lungimilor ale segmentelor MK si KN.
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§ 4. Distanta dintre puncte 37

144. Oare sunt asemenea triunghiurile ABC si KBP, daca:
a) A(=5; —3), B(-1; 5), C(3; 1), K(—4; —1), P(2; 2);
b) A(3; 1), B(-1; 5), C(=5; =3), K(2; 2), P(-2; 4)?

145. Gasiti raza circumferintei, circumscrise aABC, daca A(-2; 4), B(-6; 4),
C(-4; 2).

146. Aflati aria triunghiului ABC, daca varfurile lui sunt determinate de coordo-
natele A(~5; 5), B(2; 9), C(1, 1).

147. AL — bisectoarea triunghiului ABC. Aflati lungimile segmentelor BL si CL,
daci A(-3; 1), B(1; 4), C(5; —5).

INSARCINARE PRACTICA

148. Notati in planul de coordonate punctele A(3; 2) si C(7; 4). Construiti pétra-
tul ABCD. Aflati perimetrul si aria patratului, de asemenea, distantele de la
centrul lui si a punctelor B, C pand la originea de coordonate.

PROBLEME PENTRU REPETARE

149. Un patrat este amplasat in sistemul de coordonate astfel, cd diagonalele lui
sunt situate pe axele de coordonate. Aflati coordonatele varfurilor patratului,
dacd diagonala lui este egald cu 4.

150. Aflati coordonatele mijlocurilor ale laturilor triunghiului ABC, daca
A(—4; 1), B(2; 5), C(4; 5).

151. Aflati coordonatele varfurile A al paralelogramului ABCD,daca B(11; -3),
C(8; T), D(—4; —2).

152. In figura 30 este reprezentatd circumferinta si elementele ei. Stabiliti cores-
pondenta dintre elemntele circumferintei (1-4) si insemndrile lor in figura

(A - E).

1 Coardid A CE
2 Tangenta B OM
3 Diametru C Co
4 Raza D HC

E AB
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§ 5 ‘ Ecuatia circumferintei

Ecuatie a figurii in planul de coordonate este numita ecuatia cu doua variabile,
care este satisfacuta de coordonatele fiecarui punct al figurii date, si numai de
coordonatele punctelor ale figurii date. Ya

Sd examinam ecuatiile a doud figuri care cel M (x; y)
mai frecvent sunt intdlnite in geometrie: a circ-
umferintei si a dreptei (vezi § 6).

Fie cad este data circumferinta de raza r cu A b) N
centrul in punctul A(a; b) (fig.31).Daca M(x; y) O Tx
este un punct arbitrar al acestei circumferinte,
atunci AM?2= (x — a)?+ (y — b)2. Insa AM =r, Fig. 31

de aceea (x — a)’+ (y — b)?>=r. (¥)

Din ecuafia (*) rezultd ca coordonatele x si y ale fiecirui punct M (x;y) al
circumferintei date satisfac ecuatia (*). Invers, orice punct M (x; y), ale carui
coordonate satisfac ecuatia (*), este situat pe circumferinta datd, fiindcd distanta
lui de la punctul A este egald cu r. Asadar, ecuatia (*) este ecuatia circumferintei
de raza r si cu centrul A(a; b). Dacd centrul circumferintei este originea de co-
ordonate, adica a=0 si b=0, atunci ecuatia a unei astfel de circumferintd de raza
r va avea infdtisarea:

x2 4+ y?=r2,

Stiind ecuatia circumferintei se poate rezolva si asa probleme geometrice,

referitoare la circumferinta, care cu alte metode sunt foarte greu de rezolvat.

Problemad. Se da segmentul AB cu lungimea 2a si circumferinta de raza r cu
centrul in mijlocul lui AB. Demonstrati ca suma patratelor distantelor de la orice
punct al circumferintei pand la punctele A si B este constantd. Aflati aceastd suma.

Rezolvare. Repartizim segmentul dat si circumfe- ya
rinta in planul de coordonate asa cum se reprezinta M (x; y)
in figura 32. Extremitatile segmentului au urmaétoarele
coordonate: A(a; 0), B(—a; 0).

Daca M(x; y) este un punct arbitrar al circum- ala
ferintei, atunci x* + y2= r2, MA%= (x — a)® + 1%, B O A r
MB?=(x + a)®+ y2.

Atunci MA?2+ MB?*=(x—a)l’+ y? + (x +a)’  + y? =
=x?-2ax+a?+yP+ a2+ 2ax+yr=2x*+y*+a?)=
= 2(r* + a?).

Pentru a si r dati expresia 2(r* + a?) are valoare
constanta.

<Y

Fig.32
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§ 5. Ecuatia circumferintei 39

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Formulati definitia ecuatiei a unei figuri.

2. Formulati definitia circumferintei.

3. Ce ecuatie are circumferinta cu centrul in punctul A (a; b) de raza r?

4. Deduceti ecuatia circumferintei.

5. Care este ecuatia circumferintei de raza r cu centrul in originea sistemului
de coordonate?

EFECTUAM IMPREUNA

0 Scrieti ecuafia circumferintei de raza 3, care este tangentd la ambele axe de
coordonate.

® Se vede in figura 33 ci astfel de circumferinte sunt patru. Deoarece OAO,B —
este pétrat cu latura 3, rezultd ca O, (3; 3). De aceea circumferinta cu centrul
in punctul O,are infitisarea: (x — 3)>+ (y — 3)?= 9.
Analogic putem deduce ecuatiile si a altor circumferinte. Deoarece O, (3; —3),
04(—3; —3), 0,(-3; 3), avem ca ecuatiile circumferintelor corespunzitoare sunt:
(x— 3P+ (y+32=9, (x+32+@W+32=9, (x+32+ (- 3?2=09.

Fig.33 Fig.34

9 Pentru care valori ale parametrului a (a # 0) au contact exterior (tangenta
exterioara) cirumferinfele ale caror ecuatii sunt x? + y?>— 10x + 21 = 0 si
x2 4+ y? - 2x + 6y = a? - 10?

e Sa aflam coordonatele centrelor si razele circumferintelor date (fig.34).
Transformam prima ecuatie:

(x2 = 10x + 25) — 25 + y2 + 21 = 0; (x — 5)> + y? = 4.
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40 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

Deci prima ecuatie — aceasta-i ecuatia circumferintei cu centrul O,(5; 0) de
raza R, = 2.

Analogic pentru a doua ecuaie obfinem: (x? — 2x + 1) — 1 + (y2 + 6y + 9) — 9=
—a?—10; (x — 1% + (y + 3)2 = a2

Asadar, a doua ecuatie este ecuatia circumferinei cu centrul O,(1; —8) de razalal.
Doui circumferinte au tangenta exterioard, dacd distanta dintre centrele lor este

egala cu suma razelor lor. Deoarece 0,0, = \/(1 5 +(=3-0)° =J16+9 =5,

rejese cd circumferintele sunt tangente daca 2+|a|=5, de unde |q|=3, adica

’

a = +3. Asadar circumferintele date sunt tangente exterior pentru a = =3.

PROBLEME $SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

153. Indicati coordonatele centrului si raza circumferintei, datd de ecuatia:
a) (x — 2)2 + (y — 3)? = 25; b)x2+(y+1)2—16
c) xX+y’=1;d) (x + 52+ y?="1.
154. Care din ecua‘;ii sunt ecuatii ale circ-

umferintei: yr

a) x* + y* = 25; / ™

b) 5x2+ 5(y — 1) = 9; 0,

¢) (x + 12+ (y — 1)*= 163

d) 3x% + y? = 27;

e) (x — 2+ (y — 3)>= —4; N v ™

£) 4(x — 1)2 + 4(y + 5)2 = 16? 0, -
155. Céreia din circumferintele, reprezen- 0 x

tate in figura 35, corespunde ecuatia Y 4

arcumfermt;el

a)x2+y?t=1; O;

b) (x + 1)*+ (y -3y =4

¢) (x = 3) + 1’ = 4;
d) (x + 22 + (y + 2)2 = 22 Fig.35

156. De stabilit corespondenta dintre locul aflarii al centrelor circumferintelor
(1-4) si ecuatiile corespunzatoare ale acestor circumferinte (A-E).

1 Este situat in originea de coordonate. Ax-1P2+@w+1)2=1
2 Este situat pe axa absciselor OX B (x+1)+(y—3)32=16
3 Este situat pe axa ordonatelor OY C x2+(y+5)2=25

4 Este egal depdrtat de la axele de coordonate D x2 + y2=5

si nu este situat in originea de coordonate  E (x + 32+ y2=9
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§ 5. Ecuatia circumferintei 41

157.

158.

159.

160.

161.

162.

163.

164.

165.

166.

167.

168.

169.

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A(x; y) de raza R,
daci: a) A(-1; 2), R = 5; b) A(0; 0), R=3; ¢) A(3; -1), R=+2; d) A(-3; -3),
R =6.

Scrieti ecuatiile circumferintelor,
reprezentate in figura 36.
Construiti in sistemul de coor-
donate trei circumferintei de raze
diferite si cu centre diferite. Scrieti
ecuatiile acestor circumferinte. % TN
Compuneti ecuatia circumferintei /

de diametrul AB, daca: /No[ J J)
a) A(1; 3), B(-5; —3); /1 N

b) A(=2; 4), B (6; —2);
c) A(5; 1), B (=35 5);
d) A(0; -3), B (1; 4). N ~
Scrieti ecuatia circumferintei cu
centrul in punctul A(-1; 4), care:
a) este tangenta la axa absciselor
OX; b) are contact cu axa OY.

Scrieti ecuatia circumferintei de raza 5: a) cu centrul pe axa ordonatelor si
care este tangenta la axa absciselor; b) cu centrul pe axa absciselor, care este
tangenta la axa ordonatelor.

Scrieti ecuatia circumferintei de raza 4 cu centrul in punctul A(-2; 3). Oare
apartin acestei circumferinte punctele B(2; 4), C(-2; 7), D(1; —1), E(2; 3),
F(-6; 3), K(17; 2), P(~4; 3), T(-4;3+2v3), M(-2-2V3;1)?

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul M(-1; 4), si care trece
prin punctul P(3; 1).

Scrieti ecuatia circumferinfei cu centrul in originea de coordonate si care
trece prin punctul K(-3; —4).

Scrieti ecuatia circumferintei care este tangentd la axele de coordonate si
trece prin punctul M(2; 0).

Sunt date punctele A(1; —2) si B(5; 4). Alcatuiti ecuatia circumferintei: a) cu
centrul in punctul A si care trece prin punctul B; b) cu centrul in punctul
B si care trece prin punctul A.

Scrieti ecuatia circumferintei circumscrise triunghiului dreptunghic ABC,daca
A(3; 1), B(3; 7), C(—5; 1). Faceti desenul.

Scrieti ecuatia circumferinfei circumscrise patratului ABCD si inscrise in el,
daca A(=5; 2), B(-1; 6), C(3; 2), D(-1; —2). Faceti desenul.

>
|

A TN

<V

Fig.36

170.

Scrieti ecuatia circumferinfei cu centrul pe axa absciselor si care este tangenta
la dreptele x = —2 si x = 4. Faceti desenul.
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42 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

171. Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul pe axa ordonatelor si care are contact
cu dreptele y = -3 si y = 5. Faceti desenul.

172. Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul pe axa absciselor si care trece prin
punctul M(4; 2), fiind tangentd la circumferinta x? + y? = 9.

173. Problemd deschisd Ya
Alcituiti si rezolvati o problema dupa 47
fig. 37. ANt

174. Se da ecuatia circumferintei x? + y? =
= 25. Demonstrati ca AB este coarda
a circumferintei, si aflati distanta de la LN

centrul circumferintei pana la aceastd 4 9
coardd, daca:
a) A(—4; 3), B(—4; —3); 0(=2; -2)

b) A(4; 3), B(5; 0);
c) A(3; 4), B(4; -3).

175. Gasiti centrul si raza circumferintei,
datd de ecuatia: Fig.37
a) x2 +y?+ 2x =0;

b) x2 + y? — 4y = 5;
c) x?+ y?—4x + 6y = 3;
d) x* + y2 - 10x + 2y = —6.

176. Aflati distanta dintre centrele circumferintelor ale cdror ecuatii sunt:

a) x2+y?+ 6x=1six*+y?— 2x — 6y = 6;
b) ¥+ y?+4x — 10y =-4six*+y?—-8x + 6y =1.

177. Cum sunt repartizate circumferintele (sunt tangente, se intersecteaza, nu au

puncte comune), date de ecuatiile:

a) (x -3+ [y +2P=4six®+y? - 2x - 2y = 14;

b) x2+ y?+6x=0six2+ y> - 8y=-12;

c) *+y? +8x—6y=0si(x—-2)2+(y+ 1)2=1;

d) x* + y? — 4x — 8y =12 si x* + y? — 10x — 2y = —24?

178. Scrieti ecuatia circumferintei, circumscrise triunghiului ABC, daca:
a) A(3; 0), B(0; 0), C(0; —4);

b) A(=2; -2), B(-2; 1), C(-6; —2);
c) A(-3; -1), B(0; 3), C(3; -1).

179. AH — inalfimea triunghiului echilateral ABC, A(1; -2), H(4; 7). Scrieti
ecuatia circumferintei: a) circumscrise triunghiului ABC; b) inscrise in tri-
unghiul ABC.

180. Scrieti ecuatia circumferintei care trece prin punctele:

a) (4; —1), (2; 1), (=15 2); b) (5; 1), (=15 =3), (05 2); c) (=65 =5), (=2; 1),
(-1; —4).

181. Se da circumferinta (x — 1)2+ (y + 2)*>= 25. Afla{i locul geometric al centre-
lor circumferintelor de raza 1, care au cu circumferinta: a) contact exterior;
b) contact interior.
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§ 5. Ecuatia circumferintei 43

182. In dependenti de valorile parametrului a de examinat amplasarea reciproci
a circumferintelor: x? + y% — 2x = 0 si 22 + y? + 4x = a? — 4.

183. Pentru care valori ale parametrului a circumferintele x* + y2 + 8y + 15 =0
si x? +y? — 6x — a® — 4a + 5 =0 au: a) tangenta exterioara; b) tangenta interioara?

INSARCINARE PRACTICA

184. a) Reprezentati dreptunghiul ale carui varfuri sunt situate in punctele (0; —2),
(0; 2), (65 2), (65 —2), ludnd drept segment unitate doud patratele. Constru-
iti in acest dreptunghi graficele ecuatiilor date mai jos, si voi veti vedea un
fragment al rel;elei de ingradire.
(x-a)¥+y?=1;a=0,1,2,3,4,5,6;0<x
(x—aP+@+22=1;a=0,1,2, 3,4, 5, 6 <
(x-aP+(y-22¢=1;a=0,1,2,3,4,5,6;0< S6;—2Sy£2.

6) In figura 38 este reprezentat un desen decorativ, format de intersectia
circumferintelor unitate. Scriefi totalitatea ecuatiilor cu ajutorul carora se
poate obtine asa un ornament.

b b b

Fig.38

PROBLEME PENTRU REPETARE

185. Aflati perimetrul si aria trapezului ABCD, dacd A(-5; 2), B(-2; 6),
C(1; 6), D(4; 2).

186. Aflati coordonatele varfurilor pétratului cu perimetrul 16, daca unul din
varfurile lui este (—1; 2), iar laturile sunt paralele cu axele de coordonate.
Cate solutii are problema?

187. Aflati sinusul, cosinusul si tangenta unghiurilor ascutite ale triunghiului
dreptunghic cu varfurile (4; -1), (2; 5), (6; 1).

188. Demonstrati ca patrulaterul cu vérfurile in punctele (-3; -2), (-2; 5),
(5; 6), (4; —1) este romb. Aflati aria si perimetrul lui.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

Figuri geometrice in produsele forjate
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6 Ecuatia dreptei

Din cursul de algebra al clasei a 7-a voi deja stiti ca graficul fiecarei ecuatii de
gradul intéi cu doud variabile este o dreapta. Sd aratam ca este adevarata si afirmatia
inversa: fiecarei drepte a planului de coordonate ii corespunde ecuatia liniara cu
doua variabile.

Admitem ca in planul de coordonate este data dreapta I (fig.39). Notam doud
puncte A(m,; n,) si B(m,; n,) care sunt astfel, cd dreapta / va fi mediatoarea seg-
mentului AB. Pe baza proprietatii mediatoarei fiecare punct M(x; y) al dreptei
I este egal depdrtat de la punctele A si B, adici MA = MB. Atunci (x — m,)* +
+ @y —n)?=(x—-my?+ (y — ny)?, de unde

x® =2xm, +m’ +y* —2yn, +n’ —x* +2xm, —-m’ —y* + 2yn, —n? = 0;

2xm, —2xm, +2yn, —2yn, + m; +nl —m; —n; =0;

x(2m,—-2m,)+y(2n,-2n,)+m? +n; —m; —n; =0.

Yr A(myg ny)
YA
Yy =<
M - b
l/'/ B(my; ny) -
b
(0] x (0] x
Fig.39 Fig.40

Notand 2m,-2m,=a, 2n,-2n,=b, m{+n’-m;—n=c, obfinem ecuatia
ax + by + ¢ =0, ceea ce trebuia de demonstrat.

Sunt demne de atentie cazuri particulare.

1. Dacd a = 0, b#0, ecuatia dreptei va avea aspectul by + ¢ = 0, de unde

y= —%. Aceasta este ecuatia dreptei , paralele cu axa OX (fig.40).
2. Daca b =0, a#0, atunci ecuatia dreptei va avea forma ax + ¢ = 0, de unde
x=-X. Aceasta este ecuatia dreptei , paralele cu axa OY (fig. 41).

a

. . . : . a
3. Dacic=0, a#0 si b+0, atunci ecuatia dreptei va avea aspectul y=-— 3 Xx.
Aceasta-i ecuatia dreptei care trece prin originea de coordonate (fig.42).
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YA YA
x = 7£
- a
a ==
0] c " 0 "
a
Fig.41 Fig.42

Ecuatia ax + by + ¢ = 0 se numeste ecuatia generala a dreptei.
Sd scriem aceasta ecuatie in alta forma. Daca b#0, atunci impartim partile

stangd si dreaptd ale ecuatiei la b si obtinem %x +y =% sau y=-— % x+ % Notand
—%z k, %z p, obtinem ecuatia y = kx + p. Amintifi-va functia liniarei si grafi-
cul ei.

Sé clarificam sensul geometric al co- UNY )
eficientului . Sa luam pe dreapta [ doud BW/I‘”
puncte arbitrare A(x;; y,) si B(xy; Us) AL yy) o | Y2
(fig.43). Avem y, = kx,+p si y,=kx,+ p. x—x. | C
Scédzénd din a doua ecuatie prima, obti- % s -
nem y,— y, = k(x, — x,), de unde pentru 0] x, X, “x
x,#x, k=22"Y1_ Din figura 43 se Fig.43

Xy =Xy
vede ca M=B—C=tg0c, unde o —
x,—x, AC

2 1
unghiul, pe care il face dreapta cu directia pozitiva a axei absciselor OX.

Cazul, cdnd 90°< 0 <180° examinati-1 de sine statator.

Asadar, in ecuatia dreptei y = kx + p coeficientul k=tga, unde oo — unghiul,
pe care il face dreapta cu directia pozitivi a axe OX. De aceea numarul £ se
numeste coeficient unghiular, iar ecuatia dreptei, scrisa in forma y = kx + p, —
ecuatia dreptei cu coeficient unghiular.

Se poate demonstra urmatoarea afirmatie.

Daca dreptele [, si [, sunt date cu ecuatiile y = k,x + p, si y = k,x + p,, atunci:

1) [ ||, atunci si numai atunci, cand &, = &, $i p; # ps;

2) [, L1, atunci si numai atunci, cand &, - k, = —1.

De exemplu, dreptele y = 2x + 3 si y = 2x sunt paralele, deoarece k, = k, = 2, iar

dreptele y =2x +3si y=— % x sunt perpendiculare, deoarece k&, -k, = 2-(— %) =-1.
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46 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

— PENTRU CEI CURIOSI N

Afard de ecuatia generala a dreptei si a ecuatiei cu coeficient unghiular exista
si alte tipuri de ecuatii ale dreptelor. Sa examindm unele din ele.

Sa scriem ecuatia dreptei care trece prin doua puncte A(x;; y;) si B(Xy; ¥»)
(fig.44). Ludm pe dreapta /un punct arbitrar M(x; y). Triunghiurile dreptunghice
AKB si APM sunt asemenea, deoarece unghiurile lor ascutite de la varful A sunt
XX YT,
Xo=Xi Yo Y4

egale. Atunci AP : AK=MP: BK sau . Am obtinut ecuatia dreptei,

care trece prin punctele AsiB.

Y
y
B(0; b)
Al Y
Al(a; 02
5 (0] 5%
Fig.44 Fig.45

Si invers, dacd coordonatele x si y ale unui punct oarecare M(x; y) satisfac
aceasta ecuatie, atunci AP:AK =MP:BK,din ceea ce urmeazd asemdnarea triun-
ghiurilor APM si AKB.Atunci ZPAM = ZKAB, iar aceasta inseamnad, ca punctul M

este situat pe dreapta /.
- X — Y-y,

— aceasta-i ecuatia dreptei care trece prin
Xo =Xy YoV,

Asadar, ecuatia
doud puncte date.
Daca dreapta / intersecteaza axele de coordonate in punctele A(a; 0) si

B(0; b) (fig.45), atunci, aplicand ecuatia anterioara, obtinem: x-a :y_—O_

O-a .b-0
Atunci - X 41=Y sau X4 ¥ 1 Aceasta este ecuatia dreptei prin segmentele de pe

a a. i :
axe, deoarece numerele a si b aratd ce segmente taie dreapta / pe axele de coordonate.

L J

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Ce figura este graficul ecuatiei de gradul intai cu doud variabile?
Dar graficul functiei liniare?

2. Care este ecuatia generala a dreptei?

3. Care este ecuatia dreptei cu coeficient unghiular?

4. Care este sensul geometric al coeficientului unghiular?

5. Formulati conditia de paralelism a doua drepte.

6. Formulati conditia de perpendicularitate a doua drepte.
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EFECTUAM IMPREUNA

Scrieti ecuatia dreptei, care trece prin punctele A(2; 1) si B(4; —3).

Primul procedeu.

Sé ne folosim de ecuatia dreptei cu coeficient unghiular y = kx + p. Deoarece
dreapta trece prin punctele A si B, coordonatele punctelor date satisfac ecu-
atia, adicd 1 = 2k + p si -3 = 4k + p.

Am obtinut sistemul de ecuatii

2k+p=1;
4k+ p=-3.

Sa scadem prima ecuatie din a doua, obtinem: 2k = —4, de unde, & = -2.
Atunci din prima ecuatie: p = 1 — 2k = 5. Asadar, ecuatia dreptei va avea
aspectul: y =-2x + 5.

Al doilea procedeu.

Deoarece, k= %749 , atunci in cazul dat k= —3-1 = -4 =-2. Atunci ecuatia
X, — X 4-2 2

va avea forma: y =—2x + p.Inlocuim in aceastd ecuatie coordonatele puctului

A(2; 1). Obtinem: 1 = -4 + p, de unde p = 5. Atunci ecuatia dreptei va avea

aspectul y = —2x + 5.

Al treilea procedeu.

. . . . . y -x -
Sa folosim ecuatia dreptei care trece prin doud puncte date, T

Xo=% Y~ Y

< -2 -1 L. x=2 -1 -2 -1
in cazul nostru = =y—, adica 2—2_-¥ sau 2 —2-Y , de unde
4-2 -3-1 2 —4 1 -2

—-2(x — 2) = y — 1. Simplificind ecuatia, obtinem: y = —2x + 5.

Scrieti ecuatia dreptei , care trece prin punctul M (3; 53 ) si face unghiul
de 60° cu directia pozitiva a axei absciselor. OX.

Scriem ecuatia dreptei date in forma : y=Fkx +p. Deoarece k=tg o =tg60°= J3,
reiesd ci ecuatia dreptei poate fi scrisd sub aspectul y=+/8x+ p. Inlocuind in

aceastd ecuatie coordonatele punctului M, obtinem: 5v/3 =33 + p, de unde
p= 2/3. Deci, ecuatia dreptei cautate estey = V3x+243.

MpaBo gns 6e3onnaTHOro Po3MilLeHHst NiApyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITU | Hayku Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta [HCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



48 Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

189. Oare trece prin originea de coordonate dreapta, a carei ecuatie este
aA)x+ty=0;b)2x+y=3;c)x—y=0;d)y=-3x;e)y=4x + 2?

190. Care este ecuafia dreptei, dusa paralel la axa ordonatelor prin punctul:
a) M(5; —3); b) N(=2; 8); c) P(0; 3); d) K(4; 0)?

191. Care este ecuatia dreptei care este paraleld cu axa OX si trece prin punctul:
a) E(2; —7); b) F(-1; 5); c¢) L(0; —2); d) K(3; 0)?

192. Aflati distanta de la originea de coordonate pana la dreapta, datd cu ecuatia:
aA)y—-2=0b)x+5=0;c)y=2x;d) x+ 3y=0.

193. Indicati ecuatiile dreptelor, care sunt tangen-
te la circumferinta x? + y?= 16 si paralele
cu: a) axa absciselor OX; 6) axa OY.

194. Careia din dreptele, reprezentate in fig.46,
ii corespunde ecuatia:
aA)x=2;b)y=x+3;¢c)y=-3; Ly
dy=x;e)y=—x—2?

195. Numiti coeficientii unghiulari ai dreptelor,
date cu ecuatiile:
y=3x;y=2x+5;y=8 — 4x;
x—y=0;5x +y=2; 2x — 6y = 3.

196. Cu ce este egal coeficientul unghiular al
dreptei, care taie pe axele de coordonate
segmente egale?

197. Construiti dreptele si gasifi coordonatele punctelor de intersectie ale lor cu
axele de coordonate: a) y = 2x + 3; b) x + y = 5; ¢) 2x + 5y = 10.

198. Construiti dreptele care trec prin punctul M(2; —4) si sunt paralele cu axele
de coordonate. Scrieti ecuatiile lor.

199. Oare trece dreapta data de ecuatia 6x — 5y — 10 = 0, prin punctele
A(-5; —8), B(1; —0,8), C(4; 4), D(0; —2), E(—3; —2)?

200. Fara a face constructia aflati coordonatele punctelor de intersectie a dreptei
2x + 3y = 6 cu axele de coordonate.

201. Aflati coordonatele punctelor de intersectie ale dreptelor 4x + 5y + 10 =0
six+4y—-3=0.

202. Scrieti ecuatia dreptei care trece prin originea de coordonate si punctul:
a) (3; 2); b) (=5; 5); ¢) (-1; 3); d) (—4; —2).

203. Scrieti ecuatia dreptei care trece prin punctele: a) A(1; 3) si B(5; —1);
b) C(—1; 2) si D(0; 3); ¢) M(0; 4) si N(5; 0); d) E(3; —5) si F(4; 1).

<

= NN\NW

QS

no

Fig.46
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§ 6. Ecuatia dreaptei 49

204.

205.

206.

207.

208.

209.

Folosind datele tabelului, scrieti ecuatiile dreptelor AB, AC s.a.m.d.
B(1; 3) C(—2; 5) D(2; —2) E(-3; —4)
A(0; 0)
M(-1; 4)

Ce unghi face dreapta cu directia pozitiva a axei OX: a) x + y — 2 = 0;
b) x —y=4; ¢) x—/3y=3; d) 3x+/3y—1=0?

Scrieti ecuatia dreptei, care trece prin punctul A(2; —4) si are coefi-
cientul unghiular &, dacd: a) k = 2; b) k =1; ¢) k= -3; d) &k = -0,5.
Scrieti ecuatiile dreptelor care trec prin punctul M(3;-2) si-s para-
lele cu dreapta: a) y = 2x + 5; b) y = —x + 2; ¢) x + 2y — 2 = 0;
d) 2x + 3y —4=0.

Se stie cd graficul functiei y = ax + 2 trece prin punctul A(-2; 6). Aflati
valoarea parametrului a. Construiti aceastd dreapta.

Pentru care valoare a lui b dreapta y = —3x + b trece prin punctul M(-1; 4)?

210.

211.

212.

213.

214.

215.

216.

217.

218.

Scrieti ecuatiile dreptelor, reprezentate
in fig.47.
Scrieti ecuatia dreptei care trece prin I
punctul A(1; 4) si face cu directia po- N
zitiva a axei absciselor unghiul: a) 30°;
b) 60° c) 45° d) 120° e) 135°.
Scrieti ecuatia dreptei care trece prin
punctul A(1; 4) si margineste impreuna
cu axele de coordonate un triunghi is-
oscel. Aflafi aria acestui triunghi.
Demonstrati ca segmentul cu extremi- 3 N
tatile in punctele M(-3; 2) si N(6; —4)
trece prin originea de coordonate.
Alcatuiti ecuatiile dreptelor AB, AC
si BC, daca A(-3; 3), B(3; 5), C(7; —5).
Punctele A(-2; 0) si C(4; 0) —sunt
varfurile triunghiului echilateral aABC.Scrieti ecuatiile dreptelor cdrora le
apartin laturile si inaltimeile triunghiului dat.
Compuneti ecuatiile dreptelor carora le apartin medianele si inaltimile
~MNK, dacd M(~4; 2), N(2; 6), K(8; —4).
Deduceti ecuatiile dreptelor cédrora le apartin laturile patratului cu perimetrul
20~/2, daci diagonalele lui sunt situate pe axele de coordonate.
Compuneti ecuatiile dreptelor carora le apartin laturile rombului cu unghiul
ascutit 60°, daca diagonala mai mare a lui este egald cu 10 si apartine axei
ordonatelor OY, iar cea mai mica - axei OX.

<

HEAD W W

N
)

-

DO

Fig.47
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219.

220.

221.

222,

223.

Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

Sunt date ecuatiile dreptelor cdrora le apartin laturile triunghiului: 2x — y +
+4=0,y+x—-7=0, x -3y — 3=0. Aflati coordonatele vérfurilor lui.
Oare pot laturile paralelogramului apartinea dreptelor x — y + 3 = 0;
x+6y—-25=0;x—-y—4=0; x + 6y — 3 =0? Daca da, atunci aflati co-
ordonatele vérfurilor lui.

Stabiliti corespondenta dintre dreptele (1-4) si lungimile coardelor (A-E), pe
care aceste drepte le taie in circumferinta x? + y? — 6x + 2y — 15 =0.

1 y=x-3 A 45

2 y=3 B 8

3 y=-2x Cc 72

4 x=6 D 6

E 2V17

Stabiliti repartizarea reciprocd a circumferintei si a dreptei, date de ecuatiile:
a) 2+ y?=25;3x+y—-15=0;

b) (x — 5)2 + (y — 5)2=8; 2x + y = 6;

c) 2+ Yy’ +4x—-2y—-14=0;x —y + 2=0;

d) x?+y2—-6x—-8y+17=0; x —y + 3 =0.

In figura 48 sunt reprezentate trei antene M, N, P, coordonatele lor si do-
meniile de deservire. In matematici divizarea unei cantititi finite de puncte
ale planului, la care fiecare domeniu al divizarii (celula) formeaza o multime
de puncte, cele mai apropiate de unul din elementele multimii, este numita
diagrama Voronai. Muchiile celulelor in diagrama Voronai se construiesc ca
mediatoarele segmentelor MN, NP si MP. Scrieti ecuatiile muchiilor ale dia-
gramei Vorondi si coordonatele punctului O - a varfului diagramei Voronai
pentru domeniile de divizare ale antenelor M, N, P.

Fig.48 Voronai Gheorghii Feodorovici
(1868-1908)

224. Cu ce sunt egali coeficientii a si b ai dreptei ax + by = 2, daca ea trece prin

punctele M(-2; —2), N(8; 3)?

225.Pentru care valori ale parametrului a dreapta y = x + 5 si circumferinta x>+

+ y?= a® sunt tangente?
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§ 6. Ecuatia dreptei 51

oy

INSARCINARE PRACTICA

226. In figura 49 in sistemul rectangular de
coordonate este reprezentata tabla de sah,
care confine 64 de caAmpuri:

a) Care este cea mai mare cantitate de
campuri care pot fi intersectate de o sin-
gurd dreapta? Cate exista astfel de drepte?
Scrieti ecuatia unei astfel de dreapta.

b) Scrieti ecuatiile dreptelor care dau citeva
mutari posibile ale reginei, reprezentata in
figura. Coordonatele reginei (2,5; 3,5). 1 2345678 %

PROBLEME PENTRU REPETARE

227. Construifi circumferinta x? + y? — 8x + 6y = 0.

228. Oare sunt concentrice circumferintele (x — 1) + (y + 4)? =4 si 2% + y? — 2x+
+8y+1=0?

229. Stabiliti tipul ~ABC, dacd A(-2; 3), B(4; 6), C(8; —2).

230. Aflati perimetrul si aria triunghiului, doua laturi ale caruia sunt egale cu
5 cm i 12 cm, iar unghiul dintre ele este de 90°.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

H DN Wk OO 9 0w

Fig.49

Paralelism in interiorul unei cladiri
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Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

PROBLEME CU DESENE GATA

AN, BP, CM — mediane

ABCD — mapaJiesiorpam,
t A(—4; 3), D(1; —1), M(5; 4).

Coordonatele punctelor B si C

y B

>
X

°[p

A(—4; 3), B(4; 7), C(7; 1), D(-1; —3).

De demonstrat:
ABCD —
dreptunghi

YA B

]y

B(-1; 6), D(3; —2), AB = AD.
A(x; y)

y
B

=

<Y

A(x; y)

Scrieti ecuatiile dreptelor si circumfeingelor

A2; 3), B(4; 5).

L A(-1; -1), B(1; 3), C(5; 1).

B A2 2), B6; 4), ¢s; 0).

y AB, BC, AC
B
A
0 C x

AB, BC, CD, AD

y

B(2; 4) C(5;4)

A(2; 2)

D(8; 2)
0| >

' o

X
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Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan 53

LUCRAREA INDEPENDENTA 1

VARIANTA 1

1°+.Comparati cu zero valoarea expresiei sin 130°-cos 50°-tg 80°-cos 150°.

2°,

3°.

Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A(-2; 3), care trece prin
punctul B(1; —1).
Scrieti ecuatia medianei AM aABC si aflati lungimea ei, daca A(-3; 2),
B(4; 1), C(5; —4).

VARIANTA 2

1°.
2°,

3°.

Comparati cu zero valoarea expresiei cos 125°-sin 135°-cos 20°- tg 130°.
Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A(4; 3), care este tangenta
la axa absciselor OX.

Scrietfi ecuatia liniei medii MN aABC (MN || AC) si aflati lungimea ei, daca
A(-1; =3), B(3; 7), C(5; 1).

VARIANTA 3

1°.
2°.

3°.

Comparati cu zero, valoarea expresiei tg 123°-sin 132°-cos 15°-sin 15°.
Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A(1; —3), care trece prin
originea de coordonate.

Scrieti ecuatia medianei AM a triunghiului ABC si aflati lungimea ei, daca
A(3; 5), B(—4; 2), C(2; —4).

VARIANTA 4

1°.
2°,

3°.

Comparati cu zero valoarea expresiei cos 20° - sin 135°- cos 120° - tg 23°.
Scrieti ecuatia circumferintei cu centrul in punctul A(4; 3), care este tangenta
la axa ordonatelor OY.

Scrieti ecuafia liniei medii MN a trapezului ABCD (BC|| AD) si aflati lungi-
mea ei, daca A(3; —3), B(-1; 1), C(3; 3), D(5; 1).
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INSARCINARILE TESTE 1

H

&

B O B

Aflati lugimea segmentului AB, daca
A(1; 2), B(1; 6).

Sunt date punctele A(-1; 3) si
B (5; 6).Aflati coordonatele punctului
M, care imparte segmentul AB in ju-
matati.

Care dreaptd este paralela cu dreapta
y=3x + 57

Care semn trebuie pus in loc de *:
sin 128° * cos 128°?

Care dreapta face unghiul 135° cu di-
rectia pozitiva a axei absciselor 0X?

Raza carei circumferinte este egald cu 4?

AB — diametrul circumferintei. Care
din ecuatii este ecuatia acestei circum-
ferintei, daca A(1; 3), B(—1; —3)?

Indicati egalitatea neadevarata.

Care din ecuatii este ecuatia diametrului
circumferintei x? + y? = 25, dus prin
punctul A(3; 4)?

Care din drepte nu este tangenta la
circumferinta x? + (y — 2)> = 9?

Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

a) 2J17;
b) 4;

a) M(4; 9);
b) M(6; 3);

a) y =5;

b) 83x +y=4;
a) >;

b) <;
a)y—x=3;

b) y=2 - 0,5x;

a) x* + y*=4;

c) 253
d) 16.

c) M(3; 1,5);
d) M(2; 4,5).

c)y — 3x = 2;

d) x + 3y =6.

c) =;

d) nu putem
stabili.

c)x +y=>5;

d) V3x-y=1.

b) (x — 1)+ (y — 2)> = 16;
c) (x + 22+ y2=2;
d) x2+ (y — 2)2-8=0.

a) x2 + y? =10;

b) (x — 1)? + (y - 3)? = 10;

c) x*+y®=+10;

d) (x—1)"+(y-1)* =+10.

a) sin? 140° + cos? 140° = 1;
b) sin 23° = —sin 157°;

c) cos 57° = sin 33°;

d) cos 123° = —cos 57°.

a) 3x + 4y = 25;

3
b) y=—x;
)y i
a) x = 3;
b) y =3;
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Capitolul 1. Metoda coordonatelor in plan

55

PROBLEME TIPICE PENTRU LUCRAREA DE CONTROL

1°.

2°,

3°.

4°,

Aflati lungimea segmentului K P si
coordonatele mijlocului lui, daca
K(1; -3), P(7; 5).

Aflati unghiurile trapezului drept-
unghic daca cosinusul a unuia din

. 2
ei este egal cu 5

In figura 50 este reprezentati
circumferinta cu centrul A si di-
ametrul ei BC.

Scrieti coordonatele punctelor A,
B si C.

Alcétuiti ecuatia: a) circumferintei,
reprezentata in figurd; b) a dreptei
BC.

M—mijlocul segmentului AB.
Aflati coordonatele punctului A,
daca M(1; 4), B(3; —5).

Iy
T —
A \
/
T ——
1
0 x
Fig.50

5°.

6°.

7°.

8°.

Demonstrati ca triunghiul cu varfurile in punctele A(-3; —1), B(-1; 5),

C(5; 3) este isoscel.

Aflati coordonatele punctului M, care apartine axei absciselor i este egal

depdratat de punctele A(5; 4) si B(—2; —3).

Sunt date trei varfuri consecutive ale paralelogramului ABCD: A(-1; 1),

B(3; 3), C(3; 0).Aflati coordonatele varfului D.

Aflati lungimea coardei, obfinute in urma intersectiei circumferintei

(x =5+ (y — 3)2=4 cudreapta y = x — 4.

9°°.

10°°.

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae

Determinati tipul patrulaterului cu vérfurile in punctele A(-5; 1), B(-3; 5),
C(3; 2), D(1; —2). Aflati perimetrul, aria lui si scrieti ecuatia circumferintei

circumscrise lui.

Pentru care valori ale parametrului a circumferintele x2 + y2 + 2x — 4y =4 si x2 + y2 —
— 6x + 2y = a®>— 10 au: a) contact exterior, b) contact interior?

Mareata fapta a lui Descartes - crearea geometriei
analitice - construirea podului intre algebra si geometrie.

S.G.Vavilov
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Principalul Tn capitolul 1

Sinusul si cosinusul unghiului o — ordonata si abscisa punctului al circumfe-
rintei unitate, care corespunde unghiului dat (fig.51). Tangenta unghiului - raportul
sinusului al acestui unghi catre cosinusul lui.

. sina
yA sino= y; coso= x; tga= cosal yA
A
G Yy
gl A
o \a
-1 0 x 1 x 1 x 0 1 %

Fig.51

Sinusul, cosinusul si tangenta unghiului, luate impreund, se numesc functiile
trigonometrice ale acestui unghi.

Pentru fiecare unghi o sunt adevdrate identitatile:

sin? oo+ cos® oL =1;
sin (180°-o)=sino; cos(180°-a)=—cos0;
sin(90°—a)=cosa si cos(90°—o0)=sinq.

Pentru orice puncte A (x,; y,) si B (x,; y,) se pot calcula coordonatele mijlocului

al segmentului AB si lungimea segmentului AB.

Fiecare coordonata a mijlocului segmentului YA
este egald cu semisuma coordonatelor corespun- | Ales; v
zatoare ale extremitdtilor lui (fig.52). Adica, dacd 2
extremitatile segmentului sunt A(x; y,) si B(x,; ys), 4 M(x; y)
atunci mijlocul segmentului dat este punctul M 3 i
cu coordonatele 2 By v,)
X+ % si y1+y2. 1 ]
2 ’ 2 3
Distanta dintre punctele A(x; y;) si B(x,; y,): _Elo 1 23458 ¥
AB=\/(x2_x1)2+(y2_yl)2' Fig. 52

Ecuatie a figurii in planul de coordonate se numeste ecuatia cu doud variabile
care este satisficutd de coordonatele fiecarui punct al figurii date si numai de

coordonatele punctelor ei.

Ecuatia circumferintei de raza r (fig.53) cu centrul in punctul A(a; b) are
forma (x — a)®> + (y — b)>=r2.

Daca centrul circumferintei de raza r este situat in originea sistemului de co-
ordonate, atunci ecuatia ei este x+ y?= r? (fig.54).
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Principalul in capitolul 1 o7

YA YA
M(x; y)
bl r
0 "
0 a T x
Fig.53 Fig.54

Fiecérei drepte din planul de coordonate ii corespunde o ecuatie liniard cu doua
variabile ax + by + ¢ = 0. Asa o ecuatie este numita ecuatie generala a dreptei.
Dacd ¢ = 0, iar coeficientii a si b sunt diferiti de zero, atunci acestei ecuatii ii

corespunde dreapta yz—%x, care trece prin originea de coordonate (fig.55).

Yy YA c Yy c
_a V% =
Yy= b 7£
b
0O " (0 “x 0 _c "
a
Fig.55 Fig.56 Fig.57

Daca coeficientul a =0, iar b= 0, atunci ecuatiei ii corespunde dreapta y=— e
care este paralela cu axa absciselor (fig.56).

Dacd b = 0 si a#0, atunci acestei ecuatii ii corespunde dreapta x=—£, care
este paraleld cu axa ordonatelor (fig.57). a

Dacd a =0, b =0 si ¢ = 0, atunci ecuatia ax + by + ¢ = 0 este satisfacutd de
orice punct al planului de coordonate.

Dacd insda a =0, b =0 si ¢#0, atunci aceastd ecuatie nu este satisfacutd de
coordonatele nici a unui punct.

Egalitatea y = kx + b — ecuatia dreptei cu coeficient unghiular.

kz%ztga (x,#x,), unde o — unghiul, facut de dreapta cu directia

2 1

pozitiva a axei absciselor.

Daca dreptele ;i I, sunt date cu ecuatiile y = k;x + b; si y = kyx + b,, atunci:

1) ||, atunci si numai atunci, cand &, = &, si p; # p;

2) I L1, atunci si numai atunci, cand &, - k, = —1.

XX _YTY
Xo =X Yy~ U

— aceasta-i ecuatia dreptei care trece prin doua puncte
A(x15 1) §1 B(x35 Ya)-
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Existd deosebire, insd nici o opozitie, intre teorie si
practicd. Teoria depinde de practicd, iar practica trebuie
sd preceadd teoriei.

Pe pamant nu este nimic mai uimitor decat omul si
nimic mai de seamd decdt mintea oameneasca.

UILIAM ROYEN

HAMILTON
(1805-1865)

o Ilustru matematician, fizician si astro-
nom irlandez.

« Unul din cei mai remarcabili mate-
maticieni mondiali ai secolului XIX.

o Lucrarile lui se evidentiaza prin
adancimea gandului si originalitatea

17 metodelor cu pecetea de genialitate
2 proprie lor.
5 7 \7 In multiplele sale inventii el a fost pre-
16\11/ \1 5 \13 18 decesorul contemporanilor sdi. Des-
N coperirile lui fundamentale in mate-
02 \; PO matica se refera la numerele complexe,
\ / cuaternioni, calcul vectorial si analiza
15——(9)—14 vectoriala, teoria ecuatiilor diferentia-
20 19 le s.a.

Una din solutiile saradei

Hamilton ,,In jurul lumii”
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Vectorl
in plan

Vectorul — una din notiunile fundamentale ale matematicii. Istoria aparitiei si
a dezvoltdrii lui este complicatd si interesanta. Cel pufin trei izvoare au creat baza
si au dat puteri calcului vectorial. Acestea-s cel geometric (calculul segmentelor),
mecanic (examinarea marimilor vectoriale) si cel algebric (teoria cuaternionilor).
Cea mai generald teorie vectoriala a fost construita la inceputul secolului XX pe baza
axiomatica.

Metoda vectoriala de rezolvare a problemelor este o metoda importanta si puternica
a geometriei elementare.

Afirmatiile demonstrate cu ajutorul ei sunt adevdrate nu numai pentru figurile din
plan, dar si chiar pentru spatiile tri si n — dimensionale.

In acest capitol veti face cunostintd cu notiunea de vector si interpretirile diferite
alelui, o sa vd invatati a efectua operatii cu vectori si sa folositi proprietatile vectorilor
la rezolvarea problemelor.

Vectori

Coordonatele vectorului

Adunarea si scaderea
vectorilor

inmultirea vectorilor
Cu un numar

Produsul scalar
al vectorilor

Aplicarea vectorilor

PROIECT DE INVATAMANT
"Metoda vectoriala de
rezolvare a problemelor"
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Necesitatea studierii vectorilor

Cu ajutorul metodei vectoriale este comod de
caracterizat obiectele geometrice si alte figuri, si corelatiile
dintre ele. Anume de aceea vectorii se folosesc efectiv in
matematica, fizicd, chimie, astronomie si in alte stiin{e ale
naturii.

\—\

3
0o
ol
o

Sunt utilizati vectorii si proprietatile lor de asemenea
in multe domenii ale activitatii umane ( in sport,
transport, in constructie s.a.)
\

In edituri, agentiile de publicitate si
oficiile design zilnic sunt create si afisate pe

ecrane si in tipar multiple si diverse imagini. —1
Astfel de lucrdri se efectueazd cu mijloacele
tehnologiilor computerizate pe baza unor |:|
programe speciale, si anume - a grafiei
computerizate. Unul din felurile grafiei P,

. s 1y A [ ] [ ]
computerizate este grafia vectoriald, in care o*° o,
pentru descrierea imaginei sunt folositi o 000000l S

. . o 000000000 O
vectorii (spre deosebire de grafica de rastru || ¢ seceee
care descrie imaginea ca un masiv de puncte). : s 3

0000000000000

Unde mai sunt folositi vectorii? Aduceti exemple.
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Vectorli

Multiple marimi fizice asa ca forta, viteza, acceleratia se caracterizeazd nu numai
cu valorile numerice, ci si cu directia. De exemplu, pentru a caracteriza miscarea unui
corp nu este suficient de-a spune ca el se miscd cu viteza de 10 minute pe secunda,
trebuie de indicat si directia miscarii lui. Pe drumuri directiile obligatorii a miscarii
sunt determinate de semnele rutiere (fig.58).

PIEVO

Fig.58

Marimile, care se caracterizeaza nu numai cu valorile numerice, dar si cu directiile, se
numesc vectoriale, iar valorile marimilor vectoriale — vectori.

Segment orientat — acesta-i segmentul, pe care este indicatd directia. Una din ex-
tremitatile lui se considerd origine, iar a doua - extremitate, capdt. Pe desen directia
se reprezintd cu o sdgeatd. Daca A si B — originea si extremitatea segmentului orientat,
atunci el este notat astfel: AB (fig.59). Uneori segmentele orientate se noteazd si cu
litere minuscule: @, ¥ s.a.

Distanta dintre origine si extremitate — lungimea segmentului orientat. Ea este de

asemenea numita modulul sau lungimea vectorului AB, si se noteaza |AB| sau lal.
A reprezenta vectorii cu segmente orientate este comod, deoarece astfel de reprezentari
sunt intuitive. In figura 60 patru segmente orientate reprezinta cele mai importante forte

care actioneazi asupta avionului ce se afli in zbor: @ — forta de tractiune, b — forta
de ridicare, ¢ — forta de rezisten{d a aerului, d — forfa de greutate.

A

S

Fig.59 Fig.60
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62 Capitolul 2. Vectori in plan

Observatie. Vectorul si segmentul orientat, care reprezintd acest vector - nu
este una si aceeasi. Dar pentru simplificarea expunerii in cele ce urmeaza in loc
de imbinarea de cuvinte ,vectorul, reprezentat de segmentul orientat AB»si »Seg-
mentul orientat care reprezinta vectorul AB» vom scrie pe scurt: ,vectorul AB>».

Doi vectori se numesc coliniari, dacd ei sunt amplasati pe aceeasi dreapta sau
drepte paralele.

Vectorii coliniari pot fi coorientati, adica orientati in acelasi sens (fig.61), sau
orientati in sens opus (fig.62). Vectorii coorientati se noteazi cu semnul TT, iar
orientati in sens opus — cu semnul Tl. De exemplu, in figura 63: @ TT ¢, iar b Tl ¢c.

»

/ / &—d>
7 P —°

Fig.61 Fig.62 Fig.63

Vectorii orientati in sens opus cu moduli egali se numesc vectori opusi (fig.64).
Doi vectori se numesc egali, daca ei sunt coorientati si au moduli egali (fig.65).
Se scrie: AB=XY.

B
Y
A
X
Fig.64 Fig.65

Daca modulul vectorului este egal cu 1, el este numit vector unitar.

Segmentele orientate reprezintd numai vectori nenuli. Afara de ei existd si vec-
torul nul, care nu are nici lungime, nici directie. El se noteaza cu simbolul 0
sau AA, BB s.a. Ne putem imagina vectorul nul ca vectorul extremitatea ciruia
coincide cu originea. Vectorul nul se considerd coliniar cu orice vector. Modulul
vectorului nul se considera egal cu zero.

De la orice punct se poate depune un vector, care este egal cu vectorul dat, si
numai unul. A depune vectorul AB de la punctul X — aceasta inseamni de
desenat un astfel de segment orientat XY , ca XY = AB. Fie ci se di vectorul
AB i punctul X. Si aritim cum de la punctul X de depus vectorul XY, care
este egal cu vectorul AB.
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§ 7. Vectori 63

1. Daca punctul X apartine dreptei a, care contine vectorul AB (fig.66, a),
atunci de la punctul X trebuie de depus segmentul XY, a cdrui lungime este egala

cu lungimea vectorului AB. Directia vectorului XY coincide cu directia vectorului
AB (fig.66, b)

a a

A B X A B X Y
a b
Fig.66

2. Daci punctul X nu este situat pe dreapta a, cireia ii apartine vectorul AB
(fig.67, a), atunci prin punctul X trebuie de dus dreapta b, paraleld cu dreapta a
si de depus de la punctul X segmentul XY, lungimea caruia este egala cu lungi-

mea vectorului AB. Directia vectorului XY coincide cu directia vectorului AB
(fig.67, b).
3. Daci AB=0, atunci vectorul ciutat va fi vectorul XX.

7
e

Fig.67

— PENTRU CEI CURIOSI

Cu unul si acelasi cuvant ,vector” deseori
sunt numite diferite notiuni, deoarece vectorii
sunt liberi, legati, alunecitori. Vectorul liber se
determinad numai de lungime si directie, iar cel legat Fig.68
- de lungime, directie si de punctul de aplicare.
Doua segmente egale ca lungime si la fel orientate
inseamna unul si acelasi vector liber (fig.68). F

Doi vectori legati, notati cu segmente egale ca
lungime si la fel orientate, nu totdeauna sunt egali \
(fig.69). Forta F nu poate fi inlocuiti cu forta F,
deoarece una din ele roteste scriptele in o directie,
iar a doua - in directia opusa.

Fizicienii frecvent folosesc vectorii legati si le re-
prezinta cu sageti rectilinii, deoarece asa reprezentari
sunt intuitive. In matematica se examineazi numai
vectori liberi si sunt definiti ei nu numai cu sageti,
ci si cu perechi de puncte, perechi de numere s.a.

\

|

Fig.69
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64 Capitolul 2. Vectori in plan

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Care méarimi sunt numite vectoriale?

2. Aduceti exemple de marimi vectoriale.
3. Cum sunt reprezentafi si notafi vectorii?
4. Care vectori se numesc coliniari?

5. Care vectori se numesc egali? Dar opusi?
6. Ce se numeste modulul vectorului?

7. Care vector se numeste unitar? Dar nul?

EFECTUAM IMPREUNA

c Demonstrati ci dacd mijlocurile segmentelor AC si BD coincid, atunci AB= DC.

® Admitem cd M — este mijlocul comun al segmentelor AC si BD. Daca seg-
mentele date nu sunt situate pe aceeasi dreaptd, atunci patrulaterul ABCD
— paralelogram (fig.70). Laturile opuse ale paralelogramului sunt paralele

si egale. De aceea AB=DC. Daci segmentele date apartin aceleasi drepte,
atunci ele pot fi repartizate asa, cum se reprezintd in figura 71.

A D M B C
| | — >l
A B M D C
B A M C D
B c M A D
Fig.70 Fig.71

In fiecare din aceste cazuri segmentele orientate AB si DC au lungimi ega-
le si aceleasi directii. Asadar, totdeauna AB= DC.

e ABCD — pitrat (fig.72). Oare sunt egali vectori AB si BC? Dar vectorii

MN si AO (M si N — mijlocurile laturilor AB si BC)? B N _C
J\

e Vectorii AB si BC nu sunt egali. Micar ci ei au ace-
leasi lingimi, insd directiile lor sunt diferite. M o
MN — linia medie aABC, de aceea MN | AC, iar
aceasta inseamna, ca MN | AO si MN = 0,5 AC =
= AO. Deci, vectorii MN si AO sunt coorientati si A D
au lungimi egale, de aceea MN = AO. Fig.72
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§ 7. Vectori 65

PROBLEME SI EXERCITII

231. Care din vectorii reprezentati in figura 73 sunt: ‘\2 4
a) coliniari; b) coorientati; c¢) orientafi in sens opus? 1\4 3 / 5/4
232. Punctu O —mijlocul segmentului AB. Oare sunt
cﬂniari vectorii AO si OB? Dar vectorii AO si 8 6
BO? Oare sunt egali acesti vectori? 7
233. Triunghiul ABC — echilateral. Oare sunt egali vec- o
torii AB, BC si AC? Fig.73
234. ABCD — patrat. Oare sunt egali vectorii AB si

235.

236.

237.

238.

239.

CD, CB si DA, AC si BD?
Care din vectorii reprezentati in figura 74 sunt: b
coliniari; b) coorientati; c)orientati in sens opus? _
Determinati lungimile acestor vectori, luand drept
unitate lungimea laturii patratelului. Oare sunt printre
ei vectori egali? Dar opusi? d
In figura 75 sunt reprezentate doud triunghiuri
echilaterale egale AFB si BDC, in care punctele A,

: ; . R 3 moAy
B si C apartin aceleasi drepte. Se stie ca AB=p,
AF =G, DC=F. Care din afirmatiile, aduse mai jos,
este adevarata? Fig.74
a) BD=g; d) BC=p;
b) FB=g; e) BF=F;
) G=7; f)y FD=p.

Fig.75

Desenati doud segmente orientate, amplasate: a) pe aceeasi dreaptd; b) pe
drepte paralele, c) pe drepte perpendiculare.

Desenati segmentele orientate AB si AC cu lungimile de 2 cm si 3 cm co-
respunzitor, daci vectorii AB si AC sunt: a) necoliniari; b) coorientati;
c)orientati in sens opus.

Desenati doi vectori, care au lungimi egale si sunt : a) necoliniari; b) coori-
entati; c) orienta{i in sens opus. In care caz vectorii sunt egali? Dar opusi?
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66

240.

241.

242,

243.

244.

245.
246.

247.

248.

249.

250.

251.

Capitolul 2. Vectori in plan

ABCD — dreptunghi. Oare sunt vectori egali printre vectorii AB, AD, BC,
CD, AC, BD? Care din vectorii dati au lungimi egale?
Sunt date punctele A(2; 5) si B(—2; 2). Construiti vectorul AB. Aflati lun-

gimile vecrilor AB si BA. Oare sunt egali acesti vectori?
Desenati vectorul nenula si punctele M, N, P. Depuneti de la aceste puncte
vectori egali cu vectorul a.

ABCD — romb. Depuneti vectorul, egal cu AB, de la: a) punctul C;
b) mijlocul laturii BC; c¢) mijlocul diagonalei AC.

ABCD — paraleogram. Demonstrati egalitatea vectorilor AB si DC.
Demonstratia ci ABCD este paralelogram, daci AB=DC.

Folosind figura 76, stabiliti corespondenta dintre vectorii, dati de conditiile
(1-4) si vectorii (A-E).

1 Vectorul egal cu MN A KP N P
2 Vectorul opus NP B AM A
3 Vectorul coorintat cu AP C MP
4 Vectorul coliniar cu AN D KM M K
E NK Fig.76

Triunghiul ABC este isoscel, AB = BC (fig.77). M,N,K - mijlocurile laturilor
lui. Scrieti toti vectorii reprezentati in figura. Care din acesti vectori sunt:
a) coliniari; b) egali; ¢) opusi?

Sunt date punctele A(2; 3) si B(—1; 6). Construiti vectorul AB. Depuneti din
originea de coordonate vectorul, egal cu vectorul: a) AB; b) BA. Depuneti
tot acesti vectori din punctul P(-3; 2).

Sunt date punctele M(2; 2) si N(6; 5). Construiti un vector arbitrar a, care:
a) este egal cu vectorul MN; b) egal cu vectorul NM; c) este coorientat
cu vechiul NM si lal=2|MNI; d) nu este coliniar cu vectorul MN si
ldl=0,5/MNI. B

Construiti dreptunghiul ABCD, a cérui arie este

egala cu 30 cm?, iar perimetrul cu 22 cm. De re-

prezentat si de scris patru perechi de vectori egali, M N
notand punctul de intersectie al diagonalelor cu
O. Care sunt lungimile lor?

O — punctul de intersectie al diagonalelor drept-
unghiului EHPK, EH =6 cm, HP = 8 cm. Afla{i K
lungimile vectorilor OE, OH si PO. Oare sunt
printre ei vectori egali?

Fig.77
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§ 7. Vectori 67

252. Determinati tipul patrulaterului ABCD,daci BC=AD si lacl=|BDl.
253. Stabiliti tipul patrulaterului ABCD si reprezentati-1, daca:

a) vectorii AD si BC sunt coliniari, iar AB si CD — nu;
0) vectorii AB si CD sunt opusi;

B) vectorii BC si AD sunt coorientati si lac|=|BDl.

INSARCINARE PRACTICA

254. Alegand scara desenati vectorii care ilustreazd zborul avionului mai intai cu
300 km la sud de la orasul A pand la B, iar apoi cu 500 km la rasdrit de

la orasul B pani la C. Desenati vectorul AC si aflati lungimea lui cu doua

procedee. Comparati valorile obtinute. Cum se poate interpreta vectorul AC
si lungimea lui?

PROBLEME PENTRU REPETARE

255. Scrieti ecuatia circumferintei de raza 3 cm cu centrul in punctul A(-1; 3).

256. Aflati perimetrul si aria triunghiului ABC, dat cu coordonatele varfurilor lui
A(-2; 5), B(5; 6), C(1; 2).

257. Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 14cm si 48 cm. Aflati lun-
gimea celei mai scurte mediane.

258. laturile paralelogramului sunt egale cu 8cm si 12 cm, iar aria lui 48 cm?.
Aflati distanta de la punctul de intersectie al diagonalelor paralelogramului
pana la laturile lui.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

ascesiune

Forta de Tractiune
T : f
(flotabilitate)

greutate l N 00 L S _/_3_>

Vectorii in sport si odihna
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Coordonatele vectorului

Vectorii pot fi definiti cu procedee diferite. S& vedem cum se poate face aceasta cu
ajutorul coordonatelor. Coordonate ale vectorului AB cu originea A(xy; y,) si extre-
mitatea B(x,; y,) se numesc numerele x = x,— x; $si y = y, — y;. Se scrie asa un vector,
indicand coordonatele lui: AB=(x;y), sau @=(x;y), sau AB=(x, —x;; ¥, ~y,)-
De exemplu, dacd sunt date punctele A(1; 3) si B(7; —2), atunci AB= (6; —5). Nu-
merele 6 si 5 sunt coordonatele vectorului AB (fig.78). Vectorul OC, a cirui origine
este punctul O (0; 0), iar extremitatea — C(6; —5), are tot aceleasi coordonate. Daca
O — originea de coordonate, iar numerele x si y - coordonatele punctului 4, atunci tot
aceste numere sunt de asemenea coordonatele vectorului OA (fig.79).

Yy
3
2
1-

RY

'C(6; —5)

Fig.78 Fig.79

Coordonatele vectorului pot fi orice numere reale. Daca ambele coordonate ale vec-
torului sunt zerouri, pe el il numesc vector nul (se noteaza 0). Amintim ci acesta este
unicul vector, care nu are o anumita directie si ciruia nu-i corespunde segment orientat.

Daca doi vectori egali (coorientati si de aceleasi lungimi) de le depus de la originea de
coordonate, atunci extremitafile lor vor coincide. Deci, vectorii sunt egali atunci si numai
atunci, cand ale lor coordonate corespunzitoare sunt egale.

Coordonatele corespunzatoare ale vectorilor opusi sunt numere opuse.

Modulul vectorului cu coordonatele x si y este egal cu /x*+y*. Aceasta rezultd
din formula distantei dintre doua puncte (§ 4). Deci, dacd vectorul @=(x; y), atunci

modulul lui
lal=/x*+y°.

Daci punctul A(x; y,) este originea, iar B(x,; y,) — extremitatea vectorului, atunci
modulul Tu [4B|=/(x, -, +(s, -5, )’ -
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§ 8.Coordonatele vectorilor 69

— PENTRU CEI CURIOSI

Perechea ordonata de numere, perechea ordonatd de puncte, care determina
inceputul si sfarsitul miscarii, segmentul orientat toate acestea sunt modele a
notiunii ,vectori’. O astfel de abordare a intelegerii vectorului este conditionatd
istoriceste. Dezvoltarea calculului vectorial avea loc pe céi diferite: geometricd
(calculul segmentelor orientate), fizica (cercetarea marimilor vectoriale) si
algebrica (extinderea notfiunii de numadr si operatii). Calculul segmentelor
orientate era dezvoltat de K. Wessel, L. Carno.

Dintre savantii nationali directia geometrica in
formarea teoriei calculului vectorial il reprezintd
profesrul Universitatii din Kiev V. Ermakov. In anul 1887
in Kiev el a tiparit lucrarea ,Teoria vectorilor in plan.
Utilizarea la examinarea sectiunilor conice”

Marimile vectoriale referitoare la problemele me-
canicii le-au cercetat D. Wallis, L. Poinsat, A de Sen-
Venan. Directia algebrica era dezvoltata de U. Hamilton,
D. Maxurell. Unul din primii savantii autohtoni, care
a construit teoria vectoriala pe baza algebrica a fost
profesorul Universitétii din Kiev P. Romer. Vasile Ermakov

Folosind coordonatele se poate destul de leger de cer- (1845-1922)
cetat proprietatile figurilor nu numai pe plan ( spatiul
bidimensional), dar si in cel tridimensional, patrudimensional si in general a
spatiului n — dimensional. Vectorii spatiului tridimensional, pe care il veti studia
in clasele superioare, sunt determinati de trei coordonate g=(x; y; z), vectorii
spatiului patrudimensional - de patru coordonate m =(g; b; ¢; d) s.a.m.d.

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Ce se numesc coordonate ale vectorului?

2. Cum de gasit coordonatele vectorului, dacd sunt cunoscute coordonatele
originii si a extremitatii lui?

3. Ce este modulul vectorului? Cum de aflat modulul vectorului, dat cu coordonate?

4. Ce coordonate are vectorul nul?

5. Formulafi conditia egalitatii vectorilor, dati in forma de coordonate.

6. Ce coordonate au vectorii opusi?

EFECTUAM IMPREUNA

o Demonstrafi cd patrulaterul cu varfurile in punctele A(-4; 1), B(-1; 2),
C(5; 0), D(2; —1) este paralelogram. Aflati perimetrul lui.

e Aflim coordonatele vectorilor AB si DC.
AB=(-1+4;2-1)=(3;1), DC=(5-2;0+1)=(3;1).

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



70 Capitolul 2. Vectori in plan

Coordonatele vectorilor sunt egale, deci, acesti vectori sunt egali, AB=DC.
Iar din aceasta rezultd, ci AB||DC si AB = DC. De aici, conform criteriu-

lui, ABCD — paralelogram. Si gisim perimetrul lui. [AB|=+/3?+1% =10 si
[BCl=\(5+1) +(0-2)° =40 =2410. De aici P=2(1/10 +2410)=6410.

e Se dau punctele K(2; 2), P(3; —1), T(2; 8). Gasiti coordonatele a unui astfel de
punct M(x; y), ca TM = KP.

o Admitem ci M(x; y). Aflim coordonatele vectorilor: TM =(x-2; y—-8),
KP=(1; -3). Vectorii sunt egali daci coordonatele corespunzitoare ale lor sunt

1=x-2,
egale. De aceea: {

=3,
de unde: x Asadar, M(3; 5).
-3=y-38§,

y=>5.

PROBLEME SI EXERCITII

259. Sunt date punctele A(1; 3), B(2; —4), C(-3; 5), D(-2; —7), O(0; 0). Indicati
coordonatele vectorilor OA, OB, OC, OD.

260. Numiti vectorii reprezentati in figura 80. Care din ei are modulul cel mai
mare? Dar cel mai mic?

261. Aflati coordonatele vectorilor, reprezentati in figura 80.

yA
4
F 3 A B
\i / yA A
1 B Y
—4-3 -2 1 1 2 3 4 ¥ / /
. P 9 C 0 / / x
31D
K X
Fig.80 Fig.81

262. In figura 81 sunt reprezentati trei vectori coliniari de aceeasi lungime. Se
stie ci XY =(2; 3). Aflati:
a) coordonatele vectorului BK;
6) coordonatele punctului A.
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§ 8. Coordonatele vectorului 71

263. Aflati |al, daca:

a) a=(1;1); b) a=(3;4); ¢) a=(-6;8); d) a=(2; 2).
264. Indicati coordonatele vectorilor AB si BA, daci:

a) A(0; 0), B(—2; 2); c) A(1; 0), B(0; 2);

b) A(0; 1), B(4; 1); d) A(1; 1), B(-=2; 6).

265. Sunt date punctele A(2; 4), B(-1; 0), C(8; —6), D(-3; —4), O(0; 0). Construiti
vectorii: OA, OB, OC, OD, AB, CD. Aflati coordonatele si modulii lor.
266. Sunt date punctele A(-1; 3), B(4; 2), C(-3; —1), D(2; —2). Aflati coordonatele

vectorilor AB, BC, CD, AC, AD, BD. Oare printre ei sunt vectori egali?

267. Aflati coordonatele vectorilor, re-
prezentati in fig. 82 si modulii lor. y4

268. Depuneti din originea de coordonate vec- S
torii a=(1;5), b=(51), ¢=(3;-4), A
d=(-2;-2). L \lg B

269. Depuneti vectorii m=(24) si n= R /,(/'P
=(8;-1) din punctele 0O(0; 0), ¥ v 0 1 g
A(—4; 2), B(-2; -3), C(5; 0).

270. Aflati modulul vectorului, dacd coordo- N D
natele lui x §i y sunt corespunzator egale E > F
cu:

a) 5 si 12; ) 15si7; Fig 82

b) -3 si 4; d) -6 si —8.

271. Sunt dati vectorii AB=(5;3), CD=(—4;6), MN =(3; —2). Gisiti coordo-
natele vectorilor BA, DC, NM.

272. Sunt date punctele M(1; 3), N(7; 5), K(5; —1). Gasiti coordonatele vectorilor
MN, NK, MK si modulii lor. Stabiliti tipul triunghiului MNK.

273. Oare va fi patrulaterul ABCD paralelogram, daca :
a) A(1; 3), B(4; —-1), C(2; —3), D(-1; 1);
b) A(=3; 0), B(-1; 2), C(2; 1), D(1; -1)?

274. AD —mediana triunghiului cu vérfurile A(2; 3), B(4; 5), C(7; 3). Aflati
coordonatele vectorului AD.

275. Sunt date punctele A(a,; a,), B(by; b,), C(a, + k; a, + p), D(b; + k; b, +
+ p). Oare sunt egali vectorii AB si CD? Dar vectorii AC si BD?
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276. ABCD — romb (fig.83). Aflati coordonatele vec- \
__ e y

torilor AB, AD, BC, CD, daci AC =8, BD = 4. Y18
277. Problemd deschisd Sunt date punctele A(2; 5),

B(-1; 1), C(4; 1), D(1; 5). Aflati coordonatele A ) ¢ >

si lungimile vectorilor *
278. Aflati coordonatele punctului B, daca: D

a) AB=(1;3) si A(2; 5); c¢) PB=(-11;-4) Fig 83

si P(1; 5);
b) BM =(-2;7) si M(-5; 3); d) BD=(1;-6) si D(—10; 2).

279. Gasiti coordonatele celui de-al patrulea varf al paralelogramului, reprezentat
in figura 84.

A(35 0) B(2; -1 P(-1; 4) Q(-2;5) W(1; 5 X

D C@8; -2) SH4;0) R Z(0; 4) Y(3; —2)
Fig.84

280. Pentru care valoare a lui x modulul vectoruluia este egal cu 10, daca:
a) ad=(6;x); b)a=(x-16); c)a=(x;x+2); d) a=(x+2;3x—4)?

281. Pentru care valoare a lui m vectorii d@ si b sunt egali, dac:

a
b) d=(m-1;16), 5=(3; mz);
a=(12-4-2m), b=(12 m*-3)?

282. Cercetare de invitdturd.

1. Aflati coordonatele vectorilor. AB, AD, AC, daci:
a) A(-1; 3), B(2; 4), C(—2; —1), D(=5; —2);
b) A(5; 0), B(4; —3), C(=2; —-1), D(-1; 2);
c) A(5; —2), B(1; 3), C(2; 5), D(6; 0).
Rezultatele pentru fiecare din cazurile a) — ¢) scrieti-le in tabel. Ce depen-
denta se poate vedea? Formulati ipoteza.

AB AD AC AB+AD

a) X

Y
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§ 8. Coordonatele vecotorilor 73

283.

284.

285.

286.

2. Indepleniti o insircinare analogica pentru alte puncte:

a) A(4; 3), B(2; 4), C(=2; -1), D(5; —2);

b) A(0; 5), B(=3; 4), C(-1; -2),D(2; —1);

c) A(5; —2), B(1; 3), C(2; 5), D(6; 0).

Oare s-a confirmat ipoteza facuta de voi?
3. Reprezentati in sistemul de coordonare punctele date in insarcinérile an-
terioare. Determinati tipul fiecarui patrulater. Faceti concluzia.

Se stie, ca AB=BC. Demonstrati: a) punctele 4, B i C sunt situate pe aceeasi
dreaptd; b) punctul B - mijlocul segmentului AC.
M, N, P — sunt ml)locurlle laturilor AB, BC, AC ale triunghiului echilate-

ral ABC. Demonstrati: a) MN = AP; b) AM = PN.
Aflati aria triunghiului dreptunghic, daca diferenta catetelor este egald cu 2
cm, iar cea mai mica mediand este egald cu 5 cm.
Stabiliti corespondenta dintre figurile (1-4) si formulele (A-E), care pot fi folo-
site pentru a determina unghiul AM B, reprezentat in figura corespunzitoare.

1 M A AAMB:%(DE—A‘E)
A B

B AAMB:%D\TW

c C ZAMB = DC

D AAMBzé(A‘éJrﬁé)

E ZAMB= - DC

1
2

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



Adunarea si scaderea
vectorilor

Vectorii, ca si numerele se pot aduna si scadea. Suma vectorilor
a=(x;y,) si b=(x,; y,) este numit vectorul
a+b=(x,+x; y,+y,). ) )
De exemplu, dacd a=(3;2), b=(-1;4), atunci a+b=(3-12+4)=(2;6).

Pentru vectorii arbitrari @, b, ¢ se indeplinesc proprietdtile comutativd si
asociativi ale adundrii:
i+b=0b+a,
i+(b+é)=(a+b)+ec.

Sa demonstram proprietatea comutativd. Daca a=(x; y,) si b=(x,; y,), atunci

é+5=(x +x2;y1+y2) si 5+&=(x +x1;y2+y1).

Fiind cd x; + x, = x, + x; $i y; + y, = Yy, + y;, pentru cd numerele reale rea-
lizeaza proprietatea comutativd a adunarii, rezulta ca si

a+b=b+a.
Proprietatea asociativa se poate demonstra analogic. Geometric suma a doi vectori
poate fi gasita dupd regula triunghiului.
Care n-ar fi vectorii AB si BC, totdeauna AB+BC=AC (fig. 85).

/@

Fig.85 Fig.86

Intr-adevar, pentru oricare trei puncte A(xy; y,), B(xy; y,), Clxs; ys)
AB= (2, = "X Yy — yl) BC=(x3 — X35 Y3 _yz)’ A—C=(x3 — X5 Y3 _y1)° -
De aceea AB+BC=(x,—x, + X, — X, Yy — Yy + Y5 — Y, )= (%5 — %5 y; — 4, ) = AC.
Pentru a aduna doi vectorl conform regulii triunghiului, trebuie de repartizat acesti
vectori consecutiv, adica astfel ca originea celui de-al doilea vector sa coincida cu
extremitatea primului. Suma vectorilor va fi vectorul, al cdrui origine coincide cu
originea primului vector, iar extremitatea — cu extremitatea celui de-al doilea vector.

De exemplu, pentru a aduna vectorii @ si b, reprezentati in figura 86, trebuie
dintr-un punct arbitrar de depus vectorul @, iar din extremitatea vectorului a

de depus vectorul b. Sumad a acestor vectori va fi vectorul ¢, originea caruia se
suprapune cu originea lui @, iar extremitatea — cu extremitatea lui b.
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§ 9. Adunarea si scaderea vectorilor 75

Suma vectorilor poate fi gasita si conform regulii
paralelogramului. In acest caz vectorii trebuie amplasati astfel,
ca ei sa aiba aceeasi origine, si pe acesti vectori, ca pe laturi de
construit paralelogramul.

Daca ABCD — paralelogram, atunci AB+AD=AC
(fig. 87).
B

D
Fig.87 Fig.88 Fig.89

Doar in acest caz AD = BC, de aceea AB+AD=AB+BC = AC.

Pentru a aduna doi vectori coliniari ei sunt amplasati consecutiv. Suma a vectorilor
va fi vectorul, a cdrui origine coincide cu originea primului, iar extremitatea - cu
extremitatea celui de-al doilea. In figura 88 se arati cum de aflat suma vectorilor,

daca ei sunt coorientati, iar in figura 89 — daca vectorii sunt orientati in sens opus.
Din regula adundrii vectorilor coliniari rezultd ca suma vectorilor opusi este egald

cu 0, adica d@+(-@)=0 si AB+BA=0.

B
Diferentd a vectorilor G si b este numit un astfel de
vector ¢, care in suma cu vectorul b ne di vectorul @. Daci
d=(x1; yl) si Bz(xz; y2)9 atuncid—Ez(xl — X9 Yy _yz)'
Doar (6—5)+5=(x1—x2+x2;£1:y2+y2_)i(x1;yl)zd. s o

Pentru oricare vectori AB si AC, totdeauna
AC-AB=BC (f1ig.90), deoarece pe baza regulii triunghiului Fig.90
AB+BC=AC.
Pentru a afla diferenta a doi vectori trebuie de repartizat

vectorii astfel, ca ei sd iasa din acelasi punct. Diferenta
a vectorilor va fi vectorul, al cdrui origine coincide cu a
extremitatea vectorului a doilea, iar extremitatea - cu

V\E

extremitatea primului, adicd vectorul care merge de la
extremitatea celui de-al doilea vector spre extremitatea
primului.

Se poate utiliza si altd reguld. Pentru a afla diferen-
ta vectorului @ si b, trebuie de adunat la vectorul a

vectorul —b, opus vectorului dat b (fig.91). Totdeauna
sunt adevérate egalitatile:

AC-AB=AC+BA, i-b=a+(-b). Fig.91
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76 Capitolul 2. Vectori in plan

— PENTRU CEI CURIOSI .

Se pot aduna nu numai doi vectori, dar si C, D,
trei, patru s.a.m.d. Care nu ar fi punctele A, B, !
C, D, totdeauna AB+BC +CD = AD. .

Se poate demonstra asa o egalitate, folosind
proprletatea asociativd a adundrii vectorilor:
AB+BC+CD=(AB+BC)+CD=AC+CD= AD.

Cu un procedeu asemdndtor se poate de- C.
monstra, ci AB+BC+CD+DK=AK s.am.d. -
Cu alte cuvinte pentru oricare linie franta L
ABC ...KP, AB+BC+ ... +KP = AP. B A

Astfel de egalitati sunt adevarate nu numai
pentru liniile frante ale unui plan, dar si pen-
tru spatiu. De exemplu, daca vectorii sunt re-
partizati pe muchiile paralelipipedului (fig.92),

atunci AB+BB,+B,C,+C,D, = AD

------- -f---JD

Pentru a afla suma a cativa vectori se
utilizeaza regula poligonului.

Pentru a aduna vectorii dupd regula
poligonului trebuie de repartizat acesti vectori
consecutiv. Suma a vectorilor va fi vectorul a
carui origine coincide cu originea primului, iar
extremitatea - cu extremitatea ultimului vector.

De exemplu, pentru a aduna vectorii, repre-
zentati in figura 93, a trebuie de le amplasat
succesiv (fig.93, b). Suma a vectorilor va fi vec-
torul m, care uneste originea primului vector cu
extremitate ultimului. Termenii vectoriali pot fi
permutati.

Fig.93

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Ce se numeste sumad a doi vectori?

2. Cum de aflat suma a doi vectori, definiti in forma de coordonate?
3. Formulati regula triunghiului pentru adunarea vectorilor.

4. Formulati regula paralelogramului pentru adunarea vectorilor.

5. Cum de aflat suma vectorilor coliniari?

6. Cu ce este egald suma vectorilor opusi?

7. Cum de aflat diferenta vectorilor @ si b?
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§ 9. Adunarea si scaderea vectorilor 77

EFECTUAM IMPREUNA

o Diagonalele paralelogramului ABCD se in- B C
tersecteaza in punctul O (fig.94). Cu ce este V
egald suma vectorilor OA, OB, OC si OD?

e Vectroii OA si OC sunt opusi, de ace- A
ea suma lor este egald cu 0. Sunt opusi D
de asemenea vectorii OB si OD. De aceea
OA+0B+0C+0D=0+0=0. Fig.94

e Tp figura 95, a se reprezintd vectorii 4, b si ¢ Construiti vectorul
d=da+b-c.
® Primul procedeu. Construim suma vectorilor @ si b. Obtinem vectorul @+,
din care scidem vectorul ¢ (fig.95, b). Obtinem vectorul d=d+b-¢.
Al doilea procedeu. Desendm la inceput vectorul —¢, opus vectorului dat c.
Apoi construim suma vectorilor @, b si —¢ (fig.95, c). Vectorul cdutat
este d=ad+b+(-¢).

Q)
o %

b c
Fig.95
PROBLEME SI EXERCITII
q
287. Aflati suma si diferenta vectorilor:
a) d=(238) si b=(-14); c) d=(10) si b=(-3;-5);
b) ¢=(-2;4) si d=(3;-2); d) ¢=(3-5) si d=(0;0).

288. Sunt dati vectorii @=(2; -3) si b=(-4;1). Aflati coordonatele vectorilor
a+b, a-b, b-a, a+ad, b+b, a-a.

289. Aflati suma vectorilor:
a) AX+XT; b) MO+ OK; c) AB+BC+CE.
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78 Capitolul 2. Vectori in plan

290. Gasiti diferenta vectorilor: c
a) XA-XT; b) MA-MD; ¢) KP-KL.
291. ABCD — paralelogram, in care AB=d, AD=b (ﬁg 96). B
Expr1mat1 prm vectorii @ si b vectorii BC, CD, AC, B
BD, CA, DB. @ D
b
A
Fig.96
292, Aflati suma vectorilor:
a) ﬁ=(4; 2) si 5=(1; 7); c) ﬁ=(—6; 8) si rﬁz(—Z;—Q);
b) ¢=(8;-1) si 0=(0;0); d) p:(%;z) si G=(1;7).
293. Aflati suma vectorilor:
a) AB+BC+CT; b) KP+PT+TX + XK.

294. Sunt date punctele O(0; 0), A(ay; a,) si B(by; b,). Exprimati prin ale lor
coordonate sumele:

a) OA+ AB; b) OB+ BA; ¢) AB+ BO.
295. Aflati diferenta vectorilor:

a) d=(9;5) si ¢=(6;2); c) 1=(8-6) si 0;

b) k=(1;7) si p=(4;-4); d) 0 si b=(-27)
296. Aflati diferenta vectorilor:

a) XM - XK; b) PT - PK; c) 0-AB.
297. ABCD — paralelogram. Aflati diferenta vectorilor:

a) AB—AC; b) BC-CD.
298. Aflatia+b, a-b, lal, bl, la+sl, la-bl, daca:

a) d=(23), 5:(4, 5); c) a=(6;-2), b=(6;-3);

b) a=(-138), b=(41); d) a=(-4;2), b=(-26)

299. Aflati suma vectorilor, reprezentati in figura 97:

S

P

a b c
Fig.97
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§ 9. Adunarea si scaderea vectorilor 79

300.

Gasiti diferenta vectorilor, reprezentati in figura 98.

™~
/
>

/]

a b c

Fig.98

301.Depuneti din originea de coordonate vectorii OA=(3;2) si OB=(—4; 3).

302.

303.

304.

305.

306.

307.

308.

Construiti vectorii:

a) OC =0A +OB; b) OD =0A-OB; c) m=0C+O0D; d) i=0C—OD.
Desenati doi vectori arbitrari si convingeti-va in justetea proprietatii comuta-
tive a adunarii vectorilor, adunand acesti vectori dupd regula: a) triunghiului;
b) a paralelogramului.

Desenati trei vectori arbitrari si , adundndu-i, convingeti-va in justetea pro-
prietatii asociative a adunarii vectorilor.

Aflati x, daci suma vectorilor @=(2;7) si b=(3; x) este egald cu vectorul:
a) m=(5;10); 6) ¢=(5—4).

Aflati x si y, daca suma vectorilor m=(6; y) si 7i=(x; 7) este egald cu vec-
torul: a) G=(-1;8); b) p=(8; -1).

Demonstrati egalitatea vectoriala:

a) AB-KP=AB+PK; b) AB-AC=MB-MC.

Sunt dati vectorii d, b, ¢, d (fig.99).
Constryi‘gi Vectorii:ﬂ ) B / N
a) a+b+c¢; b) a+b+c+d; ¢) a-b+c;
d) @+é-b-d; e) d—¢—d+b.
Aduceti la o forma mai simpla expresiile:
a) AB+BC+(0D-0C); d
b) MN -KN +KP;
c) AB+BK - AP;
HHHHH Fig.99
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309. Diagonalele paralelogramului ABCD se intersecteaza in punctul O. Construiti
vectorii:

a) E%—@; b) @+m; c) AO- AB; d) CO- BO.

310. Oare este adevirat ci totdeauna |AB|+|BC|=[ACI?

311. Sunt dati vectorii a=(2;-38), b=(-1;4), ¢=(6;-2), d=(x;y). Pentru
care valori ale lui x si y se realizeaza egalitatile:
a) a+5=5—&; c) ﬁ+5+c?=6—c§;
b) d+d=b+¢; d) d+d=b—-d+¢?

312. Sunt date punctele A(2; 3), B(-1; 5). Aflati coordonatele a unui astfel de
punct C(x; y), ci: a) AB+AC=CB; b) AB—BC=AC.

313. Sunt date punctele A(—4; —2), B(2; 6), C(x; y). Gasiti locul geometric al
punctelor planului pentru care sunt adevérate egalitatile:
a) |[AB+BC|=|ABl;
b) [AB-AC|=|4Bl;
¢) |aC-Bcl=|4acl.

- b
314.In figura 100 se arata cum se poate afla I
pe cale geometrica suma a patru vectori

d+b+¢+d. Convingeti-vi ci de la per- /
d

IS]
K

mutarea termenilor suma nu se schimba.
Cate sume pot fi formate din diferite
succesiuni a astfel de patru termeni?

Fig.100

315. Demonstrati ca patrulateralul cu varfurile in punctele M(-3; —2), N(-2; 1),
P(4; —-1), K(3; —4) este paralelogram.

316. Sunt date punctele A(-2; 1), B(1; 3), C(5; 3). Aflati coordonatele a unui
astfel de punct D(x; y), pentru care: a) AB=DC; b) AB=CD.

317. Linia medie a trapezului isoscel este egald cu I. Aflati aria trapezului, dacd
diagonalele lui sunt reciproc perpendiculare.

318. Oare poate fi acoperit triunghiul dreptunghic cu catetele 8 cm si 102 cm
de cercul cu raza 7,5 cm? Dar de raza 8,5 cm?
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inmultirea vectorilor
Cu un numMar

Produs al vectorului G = (x; y) cu numirul n se numeste vectorul na=(nx; ny).
De exemplu, dacd d=(4; 3), atunci 5a =(20; 15), —2a=(-8; -6), 0d=(0;0).
Din difinitia expusa decurge, ca:

1) pentru oricare vectori a, b si numar n: n(6+l;)=nd+nl;;

2) pentru oricare numere n, m si vector @: (n+m)a=na+ma;

3) pentru oricare numere n, m si vector @: n(ma)=(nm)a.

S& demonstram prima afirmatie. Fie d=(x;;y,) si b=(x,5 ).
Atunci @+b=(x,+x,; y, +y,); n(@+b)=(nx, +nx,; ny, +ny,); (1)
n&+n5=(nx1; ny, )+ (nx,; ny,)=(nx, +nx,; ny, +ny, ). (2)

Partile drepte ale egalitdtilor (1) si (2) sunt egale, de acea sunt de asemenea
egale si partile stangi:

n(6+5)=n6+n5.

Analogic se pot demonstra si alte afirmatii. Daca numarul # este natural, atunci
na=a+a+...+a.

n pasis

De exemplu, 3d =a+d+d. Lungimea vectorului 3a
este de trei ori mai mare decat lungimea vectorului a/v 3a
d (daci a=#0). Directiile vectorilor 8a s -3a@ sunt
opuse (fig.101).

In general produsul nd este vectorul, a cirui lun-
gime este egald cu |ndl=|nl-ldl, iar directia coincide
cu directia vectorului @, dacd n > 0, si este opusa
directiei lui, daca n < 0.

Daca n = 0 sau a=0, atunci na=0. De aceea, pentru a construi vectorul
na, trebuie:

1) de depus vectorul, coliniar cu vectorul @, a carui lungime este egald cu
n|-lal;

2) de ales aceeasi directie ca si a vectorului @, dacd n > 0, si opusa ei,
daca n < 0.

-3a

Fig.101
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De exemplu, in figura 102 sunt reprezentati vectorii, obti- a
A A . e . — —>
nuti in urma inmultirii vectorului @ cu numerele 2; -3; 0,5. 95
La inmultirea vectorului @ cu un numar obtinem un ~————

vector, coliniar cu cel dat. Adici, daci b=nd, atunci a —3a

A

$i b — coliniari. $i invers, dacd vectorii @ si b coliniari, ¢ 55
’
atunci, notind raportul lungimilor lor cu |nl, obtinem c&  —>

b =nd. De aceea este adevarata urmatoarea afirmatie despre <«-Lb5a
coliniaritatea a doi vectori nenuli.

Vectorii @ si b sunt coliniari atunci si numai atunci, Fig.102
cand existd asa un numar n, ci b =na.

Daci vectorii sunt dati cu coordonate, adica @=(x,; y,) si b=(x,; y,), atunci ei
sunt coliniari atunci i numai atunci, cand coordonatele corespunzatoare ale lor sunt

proportionale: %:%
— PENTRU CEI CURIOSI ~

Vectorii € =(1,0) si €,=(0;1) se numesc orti (versori) sau vectori de coordo-
nate. Oricare vector =(x; y) poate fidatin forma

a=xe, +ye,.
Intr-adevir, d=(x; y)=(x;0)+(0; y)=x (1, 0)+y(0; 1)= x&, +y8,.
O astfel de reprezentare a vectorului a se

numeste dezvoltarea (descompunerea) vec- 4
torului dupa versori. Continutul geometric A, A
al dezvoltarii este clar din figura 103. Orice A !
vector poate fi descompus dupa vectorii de !
coordonate, si numai intr-un mod unic. 11 a !

Deseori apare problema descompunerii . | !
a vectorului dat ¢ dupi doi vectori neco- 2 . A
liniari dati & si b, adicd de gasit astfel de 0| & '1' X “x
numere m si n, ca sd aiba loc egalitatea 1
¢=ma+nb. Fie, de exemplu, ca vectorul Fig.103

¢ =(1 4) trebuie descompus dupd vectorii
a=(2,-3)si b=(-12). -
Sé gasim astfel de numere m si n ca sa se indeplineasca egalitatea ¢ = ma+nb.

mé=(2m; -3m); nb=(-n; 2n),
méa+nb =(2m-n; —3m+2n).
Numerele cautate m si n le vom gasi din sistemele de ecuatii:

2m-n=1, 4m-2n=2, m=6,
-3m+2n=4; |-3m+2n=4; [(n=11.

Deci, ¢=63+11b.
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& 10. Inmultirea vectorului cu un numar 83

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Ce se numeste produsul vectorului cu un numar?

2. Formulati proprietétile inmultirii vectorului cu un numar.

3. Oare se va schimba directia vectorului, daca il vom inmulti cu:
a) un numadr pozitiv; b) un numar negativ; c) zero?

4. Formulati criteriul de coliniaritate a doi vectori nenuli.

5. Cum, stiind vectorul d@, de construit vectorului na?

EFECTUAM IMPREUNA

€D Sunt dati vectorii a=(-23) si 6=(4;1). Aflati [¢], daci ¢=3a-2b.

® Sid aflaim coordonatele vectorilor 3a si 2b: 3d=3(—2; 3)=(—6; 9); 2b =
=2(4; 1)=(8; 2). Atunci ¢ = (-6; 9)—(8; 2)=(~14; 7),deunde |¢|=/(-14)* +72 =
=196+49 =245 =7./5.
De aici, |¢|=7/5.

9 M — punctul de intersectie al medianelor triunghiului ABC.

Demonstrati, ci MA+ MB+MC=0.

® Medianele AA,, BB,, CC, ale triunghiului ABC sunt
impartite de punctul de intersectie M in raportul
1:2. Depunem vectorul MK =2-MA, (fig.104).
Vectorii MA si MK au lungimi egale si sunt
orientati in sens opus, de aceea MA + MK =0.
Patrulaterul BMCK — paralelogram, de aceea con-
form regulii paralelogramului MB+MC = MK.

Deci, MA+ MB+MC=MA+ MK =0.

PROBLEME SU EXERCITII

|

319. Simplificati expresia: a) é+¢+¢+¢; b) 3d+5d; c) 2(3d+4b)—6a.
320. Inmulfiti vectorul @=(-3;5): cu 2; cu 8; cu —7; cu 1,2; cu %
321. Gisiti lungimile vectorilor 2p si —2p, daci p=(3;4).
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84 Capitolul 2. Vectori in plan

322. Vectorii, reprezentati in figura 105 au

fost obtinuti la inmultirea vectorului B
m cu un oarecare numar. Aflati acest a
numar. = G
d
C
p _
m

323. Oare sunt coliniari vectorii:

a) d=(4;6) si b=(2;3); n
b) ¢=(1;5) si d=(51); 7
c) x=(-1;1) si g=(-11);
d) m=(2-5) si i=(-1;2,5)? Flg105
324. ABCD — paralelogram (fig.106). Gasiti un astfel B ¢
di numﬁ k, ca sa se_inde_plineas_cé e&litatea_: V
AB=kCD; AD=kBC; AO=kOC; AO=FEAC;
BD=kBO; OD=kOB; AO=kAC. A
A D
Fig.106

325. Sunt dati vectorii @=(2; —3) si b=(-6;1). Aflati coordonatele vectorului
¢, daca:

a) ¢=2d+3b; b) E:lmlz}; ¢) ¢=5a+7b; d) i=2a+35.
2 3 3 2
326. Aduceti la cea mai simpld forma:
a) 2G+3b+5d—4b +a; c) 2(G+2b)-3(b-4¢)-(2a+b-5¢);
b) 2(m-387)-8(2m+1i); d) 1,2d-0,3(4d-2b +3¢)-0,1¢.
327. Pentru vectorii, reprezentati in figura 107,
construiti vectorii a
2a; -3a; ld; lci; 2,5a; -1,5a; E». b7
2 4 3
328. Aflati modulul vectorului ¢, daca:
a=(-4;2), b=(6;-6) si: a b
a) ¢=2d+b; ¢) ¢=3a-2b; Fig.107
b) 6:15+15; d) 6:1,5&—25.
2 3 6
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& 10. Inmultirea vectorului cu un numar 85

329. Aflati numarul k si coordonatele vectorului p, daca: p=kb, |p|=10, b=(3;4).
330. Vectorul @ =(2; 0) da viteza cursului unui rau. Viteza proprie a luntrei este de
doua ori mai mare. Reprezentati vectorii care dau: a) viteza luntrei in directia
curentului de apa; b) viteza luntrei impotriva curentului de apa. Aflati vitezele
cu care luntrea se misca in directia cursului si impotriva cursului de apa.
331. Sunt date punctele A(-1; 3), B(—2; 7), C(2; 5), D(4; 1). Oare sunt coliniari
vectorii AB si CD? Dar vectorii AC si BD?
332. Pentru care valoare a lui m vectorii @ si b sunt coliniari:
a) &:(Z;m), 5:(3;12); c) Ez=(m;12), 5:(3; m);
b) d=(m;-4), b=(1;3); d) a=(m+1;2), b=(4m-1)?
333. Punctele M, N, P impart segmentul AB in patru par{i egale (fig.108).

AN =a. Exprimati prin a vectorii AM, NB, AB, BP, MP, MA.
M

C
‘
a My r B A - b’
I T T T 1 b
Fig.108 Fig.109
334. ABCD — paralelogram (fig.109), M — mulocul lui BC. Exprimati prin
vectorii a= si b=AD vectorii AO, DB, AM, MD.

335. Se dd vectorul @=(-2;7) si punctul M(1; —4). Aflati coordonatele punctu-
lui N, pentru care: a) MN =2d; b) NMzéd.
336. Pentru vectorii, reprezentati in figura 110, construiti vectorii ¢=2a+b;

d=—d+3b; m:%sz; i=2(a-b); p=%(3a+25).

>
Sty

Ql

Y

Y

Fig.110
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337.

Capitolul 2. Vectori in plan

Aflati coordonatele vectorilor AK si AB, dacai KB=(2;3).
1 . 9___

338. ABCD — dreptunghi (fig.111), d:ﬁ=§ﬁ, 5=AK=§AD.

339.

340.
341.

342.

343.

344.

345.

Exprimati prin vectorii a si b vectorii E, ﬁ], E, ﬁ, E, AM,
AN, unde M si N —mijlocurile laturilor BC si CD.

B M c
D N c
A
Q o)
N
P M
- a
a
- - A = > B
A Z % D 7
Fig.111 Fig.112

Problema deschisi. = ABCD — dreptunghi (fig.112). O — punctul de inter-
sectie al diagonalelor lui. Punctele M si N — mijlocurile laturilor AD si CD.
Exprimati vectorii ... prin vectorii a= AD si b=AB.

Aflati coordonatele vectorului unitar, coliniar cu vectorul @=(-5;12).
Gasiti coordonatele vectorului b, coorientat cu vectorul &=(6; -8), daci
|6=5.

Stabiliti corespondenta dintre vectorii (1-4), vh
reprezentati in fig. 113 si vectorii coliniari
lor cu coordonatele (A-E). T4 -
b
1 a A (-3;53) s 3
2 b B (=3; —4) 2 .
3z C (0; 3) 1 €,

i D (3; 0) =
4.4 E (-3;-3) 2 911234 «
Aflati lungimile vectorilor: d =3¢, +4¢,, 2 4
b =56, +5¢,,¢ =26, —4¢,,d =—2/5¢, — 4¢,.

Fig.113

Sunt dati vectori @=(2; -38), b=(5;9) si

m=(5; 7). Gasiti asa numere o si B, ca sd aibi loc egalitatea m = ad@+Bb.
Descompuneti vectorul m=(2;5) dupd vectorii:

a) a=(1;-38) si b=(-25); b) ¢=(-238) si d=(3;-6).
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& 10. Inmultirea vectorului cu un numar 87

iNSARCINARE PRACTICA

346. Copiati figura 114 in caiet si depuneti pe P
ea:
a) punctul X astfel , ca: MX =MN + MP; N
6) punctul Y astfel , ci: MY = MN — MP; T
B) punctul Z astfel , ci: PZ=2PM. M
Determinati tipul patrulaterilor MPNY si
XYZM.

Fig.114

PROBLEME PENTRU REPETARE

347. Oare sunt egali vectorii AB si MN, dacia A(2; —5), B(1; -3),

M(-17,5; 1,2), N(—sl; 31)?
2 5

348. Simplificati expresia MN +NK - MP+(0C-0K)+CP.

349. Sunt dati vectorii d=(-2;4) si b=(4;-4). Cu cat modulul diferentei lor
este mai mare decat modulul sumei acestor vectori?

350. Problema lui Arhimede. Dacd dintr-un punct, luat in afara cirmuferintei, de
dus doua secante astfel, cd una din ele trece prin centrul circumferintei, iar
segmentul exterior al celeilalte secante este egal cu raza circumferintei, atunci
unghiul facut de secante va fi egal cu o treime din arcul mai mare, ce se afla

intre laturile lui. Demonstrati.
GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU
N

o

Ornamente si vectori
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Produsul scalar
al vectorilor

Pana acuma noi inmulteam vectorii cu un numar. A iesit la iveald ca se poate
inmulti vector cu vector. Deoarece se considerd asa o inmultire, la care produsul
a doi vectori este egal cu un numar (scalar), de aceea l-au numit produs scalar.
Pentru a introduce aceastd nofiune sa explicam mai intai, ce se intelege sub noti-
unea de unghiul ficut de doi vectori nenuli.

Unghi facut de doi vectori nenuli se numeste unghiul,
facut de segmentele orientate corespunzatoare lor, care ies
din acelasi punct. Unghiul facut de vectorii orientati in sens
opus este egal cu 180°, iar de cei coorientati — 0°.

De exemplu, daca ABC — triunghi echilateral (fig. 115),
atunci unghiul facut de vectorii AB si AC este egal cu 60°,
iar cel facut de AB si BC — 120°, deoarece unghiul ficut 4 /) C
de vectorii AB si BC este egal cu unghiul facut de vectorii
BD §1 BC. Fig.115

Produs scalar a doi vectori nenuli este numit produsul
modulilor acestor vectori cu cosinusul unghiului facut de ei.

Daci unghiul ficut de vectorii @ si b este egal cu ¢, atunci produsul lor scalar

D

B Q) 120°

este @-b=ldl-|b|cos .

Dacd macar unul din vectori este nul, atunci produsul este egal cu zero.
TEOREMA |4

Produsul scalar al vectorilor a=(x,; y,) si b=(x,;y,) este egal cux,x, +y,y,.

Exemplu 1. Dacid d=(2;-1) si b=(1;0), atunci a-b=2-1+(-1)-0=2.
Aceasta teorema este foarte importantd. Ea este folosita la rezolvarea a multe
probleme abstracte si aplicative.
Sa examinam principalele proprietati ale produsului scalar.
Pentru oricare vectori d=(x;;y,), b=(x,y,) si ¢=(x,; y,), totdeauna:
1) a-b=>b-a;
2) (G+b)-é=a-é+b-¢;
3) (ka)-b=k(a-b).
Justeta acestor proprietati reiese din identitatile:
XXy + Y1Ys = XX + Yals
(g + 25)x5 + (Y1 + Ya)ys = (X125 + X,%5) + (Y1Ys + YolYs) =
= (xX1X5 + Y1ys) + (X5%5 + Y,ys);
(kx)x, + (Ry)ys = k(XX + y1Y»).
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§ 11. Produsul scalar al vectorilor 89

Proprietatile demonstrate permit comparativ usor de facut transformarile
expresiilor vectoriale — tot conform acelorasi reguli in virtutea carora se executa
transformdrile identice ale expresiilor algebrice.

Stiind produsul scalar a doi vectori si lungimile lor, se poate usor calcula cosinusul

unghiului dintre ei.

Ql
S

cos Q= K

Dacé produsul scalar a doi vectori nenuli este egal cu zero, atunci cos ¢ =0
si @= 90°, adicd vectorii @ si b sunt perpendiculari. Si invers, daca doi vectori
nenuli sunt perpendiculari, adica ¢ = 90°, atunci cos¢ = 0. In acest caz produsul
scalar al acestor vectori este egal cu zero.

Asadar, avem conditia perpendicularitdtii a doi vectori.

Doi vectori nenuli sunt perpendiculari atunci si numai atunci, cand produsul

S

|||

lor scalar este egal cu zero.
Daca vectorii sunt dafi cu coordonate, atunci conditia perpendicularitatii a doi
vectori se formuleazd astfel:

Vectorii nenuli d@=(x,; y, ) si b=(x,; y,) sunt perpendiculari atunci si numai
atunci, cand x,x, + y,y,= 0.

Produsul scalar G-a se noteazi @” si se numeste patratul scalar al vectorului
a. In virtutea definitiei produsului scalar @-d=|dl-ld|-cos0°=|al*. Deci, a2=lal",
adicd patratul scalar al vectorului este egal cu patratul modulului lui. De aici de-
curge, ci ldl=+a’.

Sé cercetam, exemplul.

Exemplul 2. Sa aflam la+bl, dacd ldl=2, |b|=3V3, (ﬁ/;\g)=30°.

Deoarece |dl=+/@?, reies ca

|&+5|=\/(&+5)2 — a2 +2d-b+b% =\Ja?+2d-b-cos30°+b2 =

=\/22+2.2.3\/§-§+(3\/§)2 =\4+18+27 =/49 =7. Deci, la+bl=7.

Exemplu de aplicare a produsului sca-
lar al vectorilor este cunoscut din fizica.
Lucurl mecanic A, pe care il face forta
constantd F la deplasarea S (fig.116) este
egal cu produsul scalar al vectorilor dati:

A=F-§=|F‘|~|§|~cos<p.

Produsul scalar al vectorilor se foloseste
si in algebra, in particular, pentru de-
monstrarea inegalitatilor, determinarea
celei mai mari si a celei mai mici valori ale
functiei (vezi pag.96).

Fig.116
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— PENTRU CEI CURIOSI

Capitolul 2. Vectori in plan

Unghiul format de vectorii nenuli & i b se noteazd cu simbolul (é; 5). De
aceea definitia produsului scalar al astfel de vectori se scrie in forma de formuld

5-5=|é|~|5|-cos(575).

De ce se spune ,,produsul scalar al vectorilor”, dar nu ,,produsul vectorilor”?
Fiindca in matematica superioara se examineaza produsele vectorial, vectorial
mixt s.a.

Produs oblic al vectorilor & si b se numeste numirul care este egal cu pro-
dusul modulilor ai acestor vectori si sinusul unghiului orientat dintre primul si
al doilea vectori. Produsul oblic al vectorilor d si b se noteazi cu simbolul o b.

Produs vectorial al vectorilor & sib, care formeazi unghiul o, intre ei, se
numeste un astfel de vector p, ca directia lui este perpendiculard la directiile
vectorilor & si b, orientarea tripletului de vectori &, b, p coincide cu orientarea
tripletului de vectori ai bazei si |p|=lal-|b|-sing. De aceea, vorbind la general,
pentru altfel de produse legea comutativa nu se indeplineste. Produsul vectorial
al vectorilor & si b se noteazi cu simbolul axb.

Produs vectorial mixt 4b¢ a trei vectori se numeste produsul vector — scalar
al lor: abc =(axb)-c.

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTORONTROL

E

Formulati definitia produsului scalar a doi vectori.
Formulati definitia unghiului format de doi vectori.

Cu ce este egal produsul scalar al vectorilor @=(x;;y,) si b=(x,y,)?
Cu ce este egal produsul scalar al vectorilor, dacé cel putin unul din ei este
nul?

Care este conditia de perpendicularitate a doi vectori?
Cum de aflat lungimea vectorului a?

o=

S

FECTUAM IMPREUNA

0 Aflati cosinusul unghiului format de vectorii a=(1; -2) si b=(-4;2).

5

—

Fie (d; b)=(p. Pe baza definitiei a-b=|al-|6|cos¢. De aceea

cos@= ab  1(4)+(22 8 -8 4
a6l r(c2y Jcayser VBN20 10 5
4

Deci, cosop= rl
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§ 11. Produsul scalar al vectorilor 91
Aflati (3+26)(33-5), dacalal=16|=2,(a; 5)=60°.
(G+2b6)(3G-b)=a%—a-b+6ab—2b>=a’+5ab—2b° =lal +5dl-b|- cos 60° -

—2|5|2=4+5~2-2%—2~4=4+10—8=6.

PROBLEME SI EXERCITII

351. ABCD — romb cu latura / si unghiul A = 60° B c
(fig.117). Aflati: V
a) unghiurile formate de vectorii: AB si AD; l
TO@iE;EBgiB—C;B—CgiC—D;Egi ‘
ﬁ;@@i@;@@i%;@@i@;@ A D
si CO;
b) produsele scalare ale vectorilor AB-AD; Fig.117

BO-AO; DC-AB; AO-OD; CO-DO.

352. Aflati unghiul facut de doi vectori unitari, daca produsul lor scalar este egal

cu: l; ﬁ; 0;1; -0,5; —ﬂ.
2 2 2
353. Aflati produsul scalar al vectorilor @ si b, daca:
a) a=(0;1), b=(-3;0); c) a=(6;0), b=(-2-5);
b) a=(1;1), b=(23); d) a=(4;2), b=(4;-2).

354. In triunghiul ABC £A =50°, £C =90°. Aflati unghiurile ficute de vectorii:
a) BA si BC; b)CA31AB c)A351BC
355. Aflati produsul scalar al vectorilor:

a) d=(12) si b=(-8;2); c) b

(-3;-7) si k=(-2;-5);
1

b) m=(-8-2) si i=(2;3); d) 5:(45;— %) si d=(2;3).

356. Sunt dati vectorii p= (1 -5) si G=(3;1). Aflagi produsul scalar al vectorilor:
a) G=p+qG si b=p—q; b) m=p+2G si i=3p—

357. Aflati cosinusul unghiului dintre vectorii a si b, dacé
a) a=(1;2), b=(31); c) d=(-4;-8), b=(-33);
b) d=(26), b=(30); d) a=(-3;-4), b=(3;-1).
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358.

359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

Capitolul 2. Vectori in plan

Aflati unghiul format de vectorii:

a) da=(-22) si b=(0;4); c) ¢=(3;-1) si d=(2;1);
b) ¥=(1;1) si j=(0; -1); d) p=(0;2) si k= (*f 2)
Demonstrati, ca:

a) triunghiul cu varfurile in punctele A(2; 1), B(0; 5), C(8; 4) este dreptun-
ghic;

b) patrulaterul cu varfurile in punctele A(-3; 1), B(-1; 4), C(5; 0), D(3; —3)
este dreptunghi.

Aflati produsul scalar al vectorilor & si b, daci:

a) lal=5, l6l=12, (a5)=60° ¢) lal=1, l6l=7, (a5)=120°
by lal=3, 5l=3v2, (a;5)=45° ) lal=lbl=4, (@ b)=150°.
Triunghiul ABC — echilateral, AB = 12.

Aflati: a) AB-AC; b) AB-BC.

Pentru care valoare a lui x Vectorn d si b sunt perpendiculari, daca:
a) a=(0;1), b=(-3; x); a=(6;x), b=(-2-5);

b) d=(1;1), b=(x;3); a=(x;2), b=(4-2)?

Aflati cosinusurile unghiurilor ale triunghiului ABC, daca:

a) A(-4; 1), B(4; 2), C(-2; —2); b) A(-1; 5), B(1; 1), C(5; 3).

Sunt date punctele A(—4; 0) si B(3; 3). Sub ce unghi se vede segmentul AB
din originea de coordonate?

Sunt date punctele A(1; 1), B(1; 2), C(=2; 2), D(=3; 1). De aflat unghiul
dintre vectorii AB si CD.

Se dau trei puncte: A(—5; 2), B(1; 4), C(-1; 1). Aflati coordonatele a unui
astfel de punct D ca sa se indeplineasca conditia AD 1L BC, daci punctul D
apartine: a) axei absciselor; OX; b) axei ordonatelor OY.

Sunt dati vectoriida=(3; 4) si b=(-1; 2). Aflati numarul /, pentru care vec-
torul @+1b este perpendicular pe vectorul .

368.Pentru care valoare a lui m produsul scalar p-g este egal cu 6, daca:

369.

370.

a) p=(23),§=(m;4); b) p=(m; 1), §=(m; -8); c) p=(2m; ~11), ¢ =(m; m).
Demonstrafi: a) daca lungimile vectorilor nenuli @ si & sunt egale, atunci
vectorii a+bsi d—b sunt perpendiculari; b) daci vectorii a+b si a—b
sunt perpendiculari, atunci lungimile vectorilor nenuli@ si & sunt egale.

Se da lal=[b|=1, (ci/,\I; )=60°. Aflati produsul scalar al vectorilor:
b)

G+b); c) (@+36)-(@a-b);
b) (a+8)-(a-28); d) (2a+b)-(3d-5).
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§ 11.Produsul scalar al vectorilor 93

371.

372.

373.

374.

375.

Calculati unghiul format de vectorii m=d-2b si i=a+3b, unde @ si

b — vectori unitari reciproc perpendiculari.

Calculati la+5| si la—bl, daci

2) lal=I6l=1, a1 ¢) lal=lbl=1, (ab)=60°

b) ldl=2, lbl=5, aLb; d) lal=3, l5l=4, (a5)=120°.

Copieti in caiet figura 118. Aflati unghiul x4

facut de vectorii a si b, a si ¢, a si Z A

d, ¢ si d prin doua metode: B o -

a) prin misura nemijlocitd, depunand N ol |

in perechi acesti vectori din originea de i ¢

coordonate; g

b) cu ajutorul formulei, determinand in —0 ] >

prealabil coordonatele fiecarui vector. 4 12 11234V
Fig.118

Din punctul A(2; —5) sunt depusi vectorii AB=a si AC=¢. Aflati coordo-
natele:

a) ale punctului B, dacd a=(1; 3);

b) ale punctului C, daci ¢=(-3;4); -

c) ale vectorului unitar, coorientat cu vectorul BC.

376.Problemd germand straveche. O scard cu lungimea de 13 picioare este sprijinitd

377.

de perete astfel, ca partea ei de jos este indreptatd de la perete cu 5 picioare.
Cu cat va cobori ea pe perete, daca vom deplasa baza ei inca cu 7 picioare?
Cercetati cum se va schimba pozitia capétului de sus al scarii, dacd vom muta
partea ei de jos din pozitia datd cu a picioare.

Bisectoarea unghiului de la baza triunghiului isoscel imparte mediana, dusa
la bazd, in segmentele de 8 cm si 10 cm. Calculafi perimetrul si aria triun-
ghiului.
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Aplicatii ale vectorilor

Daca se rezolva o problema, folosind proprietétile vectorilor, atunci aceasta-i

metoda vectoriald de rezolvare a problemei. Totodatd, deseori se foloseste urmatoarea
afirmatie.

“TEORENA 5.

Daca X - punct arbitrar, iar M — mijlocul segmentului AB sau punctul de
intersectie al medianelor triunghiului ABC, atunci corespunzator:

W:%(x—mﬁ) sau W:%()‘(Z+7§+)—(5).

DEMONSTRATIE.

Totdeauna sunt adevérate egalititile:

XM+MA=XA, XM+MB=XB, XM+ MC=XC.

Adunand primele doua din aceste egalitati si luand in consideratie, cd

MA+MB=0 (fig.119), obtinem: 2XM = XA + XB, deunde XM=%(ﬂ+ﬁ).

X
X
A B
/
Fig. 119 Fig.120

Daci vom aduna toate trei egalitati si vom considera, ci MA+MB+MC=0
(vezi fig.104 si problema de la pag.83), atunci obtinem: 3XM = XA + XB+ XC,

de unde W:%(X—A+X—B+ﬁ) (fig.120). O
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& 12. Aplicatii ale vectorilor 95

Ca exemplu sd rezolvam cu ajutorul metodei vectoriale problema care anterior a
fost rezolvatd cu metoda coordonatelor (vezi pag.26).

Problema 1. Demonstrati cd mijlocurile segmentelor care unesc mijlocurile
laturilor opuse ale unui patrulater, coincid.

Rezolvare: Daca M si M, sunt mijlocurile segmentelor EF si KP (fig.121), iar
X - punct arbitrar (pe el numai il imaginam), atunci F

e 1(os o 1(1o ==y 1ios —— b
XM==(XE+XF)==| =(XA+XB)+=(XC+XD) |=
2 AW 2 "
:i(ﬁ+X—B+ﬁ+ﬁ); P[\Ml—\JK
XM = (ﬁ+x—p)=§(§(x—3+ﬁ)+§(ﬂ+ﬁ))= 4

- N (XA+XB+XC+XD). Fig 121

Partile drepte ale acestor egalitafi sunt egale, de aceea
XM = XM,. lar aceasta este posibil numai atunci, cdnd punctele M si M, coincid;
La multe prorpietéti ale figurilor geometrice le corespund unele sau altele egalitati

Do | =

vectoriale.

1. OA=0B — puncteled si B coincid;
AB=kCD — dreptele AB si CD sunt paralele.
AB=FEAC — punctele A, B, C apartin unei drepte;
AB-CD=0 — dreptele AB si CD sunt perpendiculare;

O B~ W N

AM =— MB, iar numerele m si n sunt pozitive — punctul M imparte
n

segmentul AB in raportul AM : MB=m : n;

6. d-b=ldlblcos¢ —unul din unghiurile, formate de dreptele, carora le apar{in
vectorii @ si b, este egal cu o.

Folosind aceste corelatii se pot rezolva multe probleme geometrice si demonstra
multe teoreme.

Vectorii frecvent sunt folositi in fizicd. Insa in bund parte vectorii legati, care se
definesc nu numai de lungime si directie, ci si de punctul de aplicare.

Problema 2. O sarcini cu greutatea P se afld pe un
plan inclinat. Inclinatia fatd de orizont face unghlul o
(fig.122). Ce forta F, orientatd in directia celui mai mare
urcus al planului, trebuie aplicata pentru ca sarcina sa
nu se rostogoleasca in jos?

Rezolvare. For{a de greutate P o descompunem dupi
doud directii reciproc perpendiculare: OP=0A+OB.
Forta OA este perpendiculard pe planul inclinat si nu
provoaca d_eplasarea sarcinii. Rostogolirea ei este provocata
de forta OB, al cirei modul este egal cu Psin o. Sarcina Fig.122
este retinutd de forfa F opusi ei. Deci, F=Psino.
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96 Capitolul 2. Vectori in plan

— PENTRU CEI CURIOSI .

Prima parte a teoremei 5 poate fi generalizata (fig. 123).

“TEoRENA 6 x

Daca punctul M imparte segmentul AB in
raportul AM:MB=m:n, iar X - un punct ar-
bitrar al planului, atunci

n — m —

XM = XA+ XB.
m+n m+n A mM n B

Fig.123
DEMONSTRATIE.

Deoarece XM+MA= XA, XM+ MB = XB, reiese ca
nXM+nMA=nXA, mXM+mMB =mXB.
Daca vom aduna termen cu termen aceste egalitati vectoriale si vom lua in
consideratie ci nMA+mMB = 0,atunci obtinem (m+n) XM = nXA+mXB, de unde
m

XM =—""_ XA+ XB.
m+n m+n

Daci m=n, atunci XM= (XA+XB). []

Vectorii pot fi folosifi nu numai in geometrie, dar si in rezolvarea problemelor
algebrice. Mai ales este comod aceasta de facut la demonstrarea inegalitatilor si
aflarea valorilor cea mai mare si cea mai mica ale functiei sau expresiei.

De exemplu, si gisim cea mai mare valoare a functiei y=+/x +v2—-x. Do-
meniul ei de valori D(y) = [0; 2].

Introducem vectorii =(11) si b= (\/; - J2—x ). Atunci functia data poate fi
scrisi in forma y = 3.5, deoarece &-b=1-v/x +1.4/2—x. Asacum |d|=1+1=+2,
|bl=v/x+2—x =+/2, reiese ci y=a-b=|al-|blcos p=+2 \2 cos ¢ =2cos ¢.

Cea mai mare valoare a lui cos ¢ este egald cu 1. De aceea cea mai mare va-
loare a functiei y =2.

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Ce se numeste metoda vectoriala de rezolvare a problemelor?

2. Care formule vectoriale cunoasteti?

3. Cum in limbajul vectorilor de scris, cé: a) dreptele sunt paralele; b) dreptele
sunt perpendiculare; ¢) punctele coincid; d) punctele sunt situate pe aceeasi dreapta?

4. Oare se poate folosi metoda vectoriald la rezolvarea problemelor, ale caror

conditii nu contin vectori? Aduceti exemple.
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§ 12. Aplicatii ale vectorilor 97

EFECTUAM IMPREUNA

Scrieti ecuatia dreptei care trece prin punc- B UA
tul M(-2; 3) si este perpendiculard pe
dreapta AB, daci A(1; 2), B(—4;5) (fig.124).

>

Fie N(x; y) — punct arbitrar al drep- M "

tei cautate MN si MN 1L AB. Atunci / 2

MN-AB=0. Deoarece E=(—5;3), /v'( )t

MN =(x+2; y—3), reieseca MN-AB= >
(x+2 y-3) 4 2 9l 1234 %

=-5(x+2)+3(y-3). De aceea —5(x +
+2)+ 3(y — 3)=0, de unde -5x + 3 — 17
= 0 sau 5x — 3y + 19 = 0. Asadar, ecuatia Fig.124
dreptei va avea aspectul: 5x — 3y + 19 =0.

Aflati aria triunghiului ABC, axmo A(1; 2), B(4; 1), C(3; 3).
Aflam [AB| , |AC| sicos A: AB=(3;-1), de aceea |AB|=+/9+1 =/10.

A—C:(Z;l),deaceea|@|=\/4+1:\/g.cosA_ AB-AC _3-2-11_ 5 :@
ABIACI J10 5 542 2

Daca cos A= g , atunci sin A =+1-cos? . Aflam aria triunghiului:

- =%|AB|~|AC|-sinA=E\/10 w/E%:

PROBLEME SI EXERCITII

378.
379.

380.

381.

382.

Ce se poate spune despre segmentele AB si CD, daci AB=2CD?

Stabiliti repartizarea reciproca a punctelor A, B, C, dacd

x) 4C=AB;  b) BC=-3BA.

Oare sunt situate pe aceeasi dreapta punctele A, B, C, dacd
a) E=2B—C; b) A—C=—B—C; c) |A—B|= BC
Determinati tipul patrulaterului ABCD, daca:

a) AB=DC; b) BC=0,3AD.

Stabiliti tipul triunghiului ABC, daci: CA=(-2;3), CB=(3; 2).
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383.

384.

385.

386.

387.

388.

389.

390.

391.
392.

393.

394.
395.
396.

397.

398.
399.

400.

401.
402.

Capitolul 2. Vectori in plan

Demonstrati ca patrulaterul cu vérfurile in punctele M(-4; —2), N(-6; 2),
P(4; 7), K(6; 3) este dreptunghi.

Demonstrati cd patrulaterul cu varfurile in punctele A(-1; —2), B(-8; 4),
C(1; 6), D(8; 0) este romb.

Demonstrati ca punctele M(1; 3), N(-2; 7), K(—8; 15) sunt situate pe o
dreaptd. Care din puncte se afld intre altele doua? In ce raport imparte
acest punct segmentul?

In ce raport axa OX imparte segmentul AB, dacd A(1; 6), B(7; —12)?
AM — mediana triunghiului ABC. Aflati coordonatele vectorului AM si
modulul lui, daca A(-3; 2), B(1; 1), C(3; 5).

Gasiti coordonatele punctului de intersectie al medianelor triunghiului
ABC, daci A(-T; 12), B(-3; -2), C(4; 5).

Scriefi ecuatiile inaltimilor ale triunghiului ABC, daca A(-1; 2), B(3; 5),
C(7; -3).

Scrieti ecuatia dreptei, care este tangentd la cirmuferinta cu centrul P(—4; 2)
in punctul A(1; 4).

Aflati aria triunghiului ABC, daca A(2; 1), B(8; 7), C(6; 2).
Diagonalele unui patrulater sunt perpendiculare. Demonstrati ca sumele
patratelor ale laturilor opuse ale acestui patrulater sunt egale.

Fie K, P, T, L — mijlocurile laturilor AB, BC, CD, DA ale unui patrulater
arbitrar. Demonstrati cd punctele de intersectie ale medianelor ce apartin
triunghiurilor APT si CKL coincid.

Demonstrati teorema despre linia medie a trapezului.
Demonstrati ca medianele triunghiului se intersecteaza intr-un punct.
Demonstrati ca atunci, cdnd a, b, ¢ sunt laturile triunghiului, iar m, —

mediana, dusa la latura ¢, avem ,, zl,lzafl +9b2 — 2.
2

Demonstrati ca patrulaterul, la care diagonalele sunt impartite in jumatate
de punctul lor de intersectie, este paralelogram.

Problemd deschisd. Demonstra{i teorema ... , folosind metoda vectoriald.
In triunghiul ABC 2£C=90° A(1; -3), B(-4; —8). Aflati coordonatele
punctului C, daca se stie cd ele sunt egale.

Scrieti ecuatiile tangentelor, duse din punctul A(1; 1) la cirmuferinta
(x — 42 + (y — 2) = 5.

Aflati coordonatele vectorului unitar, coliniar cu bisectoarea unghiului B a
triunghiului ABC, daca A(2; 7), B(4; 3), C(8; 1).

Se da dreptunghiul ABCD. Demonstrati ca pentru orice punct M are loc
egalitatea: AM?* + CM? = BM? + DM?.
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§12.

403.

404.

405.

406.

407.

408.

409.

410.

411.

Aplicatii ale vectorilor

Demonstrati ca dreapta care trece prin mijlocu-
rile bazelor ale unui trapez, trece si prin punctul
de intersectie al diagonalelor lui.

ABCD si AB,C,D, — sunt paralelograme,
punctele K, P, T — sunt mijlocurile segmentelor
BB,, CC, si DD,. Demonstrafi ca AK = PT si
AT = KP (fig.125).

Pe laturile AB, BC, CA ale triunghiului ABC
notati asa puncte A, By, C;, cd AA, = k - AB,
BB, =k - BC, CC, = k - CA. Demonstrati ca
punctele de intersectie ale medianelor triun-
ghiurilor ABC si A,B,C, coincid.

99

Fig.125

Aflati cea mai mare valoare a expresiei 3x+4v1-x* si indicati x, pentru

care se obtine aceastd valoare.

Demonstrati inegalitatea +2a+1++2b+1<2\/p+1, unde p = a + b.

Pentru punctele M(—3; 2) si N(5; 4) defini{i printr-o formuld si reprezentati
pe planl de coordonate mulfimea punctelor G(x; y), care indeplinesc conditia:

a) MG - MN =0; b) GM - GN = 0.

Aflati produsul scalar al vectorilor m=2d-b si i=d+38b, daci a si b —

sunt vectori unitari reciproc perpendiculari.

Gasiti modulul vectorului @, dacd d=38m+1, unde |m|=|7i|=2, iar unghiul

format de ei este de 60°.

Diagonalele unui trapez sunt perpendiculare si una din ele este egala cu 15 cm.
Aflati aria trapezului, daca indlfimea lui este egald cu 12 cm.

F=P F>P
AF F
‘ —

P
vP

Vectori in fenomenele fizice

1]
N
N

M
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100 Capitolul 2. Vectori in plan

PROBLEME CU DESENE GATA

Indicati vectorii coliniari,

: : - AB=MN.
egali, opusi. —
: N(x; y)
- B(7; 9)
a d N(x; y)
b\ &
_ _ k
o1 A(=3; 5)
M(-1; 3)

E ABCD — paralelogram. " AB=d, AC=b, AP:PC=3:1.
Exprimati AP, AC, PD : Exprimati prin d@ si b
prin a@ si b. . AM, BM, AP, BP.

B4 L c : B
6 § %
A . c
= . P
A p D : b
Demonstrati: ABCD — romb. LA; /B; ZC.
B(-1; 5) C(6; 9) C(7; —4)
A(-2; -3) D(5; 1) A -2) B(9; 2)

n lml=2v2; |il=3. gEcuatia BH.

lm+7l; |m-nl B(3; 5)

45° : H

= A(-1; —4) Cc(5; -2)
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LUCRAREA INDEPENDENTA 2

1°.
2°,
3°.

1°.
2°,
3°.

1°.
2°,
3°.

1°.

2°,

3°.

- G o I
Desenati doi vectori arbitrari @ si & si construiti vectorul ¢=2a+—b.

w

Aflati cosinusul unghiului A al triunghiului ABC, dacd A(-3; 1), B(1; 3), C(5; —5).
Aflati modulul vectorului G=>5p+27, daci |p|=~2, |§|=1, (B G)=45°.

Desenati doi vectori arbitrari @ si b si construiti vectorul ¢ =%é—35.
Aflati cosinusul unghiului B al triunghiului ABC, daca A(3; 7), B(-3; -1), C(5; 3).
Aflati modulul vectorului 7 =2a-3b, daci lal=2, lbl=2, (ﬁ; 5)=60°.

Desenati doi vectori arbitrari @ si b si construiti vectorul ¢= —2&+%5.
Gasiti cosinusul unghiului C al triunghiului ABC, daca A(-3; -3), B(5; 1), C(3; 5).
Aflati modulul vectorului 7i=4d-3b, daci ldl=2, lbl=+3, (&; 5)=30°.

- ol o T . . 1 -
Desenati doi vectori arbitrari @ si b si construiti vectorul c=§a—2b.

Aflati cosinusul unghiului B al triunghiului ABC, daca A(-3; —5), B(3; 3),
C(5; -1).

Aflati modulul vectorului p= 3 —47i, daca |ml=3, lil=1, (m; 7i)=60°.
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INSARCINARI TESTE 2

B

B A =B B 8B B A

[
€]

Aflati coordonatele vectorului AB,
dacd A(-1; —3), B(-7; 12).

Care este conditia perpendiculari-
tatii vectorilor a si b?

Sedi p=(-21), g=(4;-38).
Aflati coordonatele vectorului
m=2p+3q.

Aflati lungimea vectorului
a=(-2;4).

Care din urmadtorii vectori este coli-
niar cu vectorul @=(-1;4)?

Stabiliti tipul triunghiului ABC,
daca AB=(-1;3), AC=(6;2).

Aflati unghiul facut de vectorii uni-
tari @ si b, daca d@-b=0,5.

Pentru care valoare a lui m vectorii
a=(-2;6) si b=(9; m) sunt per-
pendiculari?

Pentru care valoare a lui x vectorii
m=(3;x) si i=(-6;7) sunt coli-
niari?

In care cazuri punctele M, si M,
coincid?

Capitolul 2. Vectori in plan

a) (6; —15);
b) (=6; 15);

[
1l
oo

(=

N N
[STRR ST
Sy SY

a) (8; =1);
b) (=14; 0);

a) 210;
b) +243;

a) (=2; —8);
b) (0,5; 2);

a) isoscel;

b) ascutitunghic;
¢) dreptunghic;
d) obtuzunghic.

a) 30°;
b) 60°;

a) —3;
b) 27;

a) 14;
b) 3,5;

a) AM, = BM,;
b) OM, = OM,;
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c) (—=8; 9);
d) (-6; 9).

c)a- b=0;
d) nu se poate
stabili

c) (8; 11);
d) (-2; 3).
c) 12\/5;
d) 2v5.

¢) (3; =3);
d) (4; —16).
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PROBLEME TIPICE PENTRU LUCRAREA DE CONTROL

1°.

2°,

3°.

4°,

Construiti doi vectori arbitrari a si Construiti vectorii:

b.
a) ¢=d+b; 6) d=d—b; B) m=2d+3b; r) 7i=0,5d —2b.

Sunt date punctele A(-1; 4), B(-3; 1), C(5; 0), D(3; —3). Demonstrati cd
AB=CD.

Se di: d=(-1;38), b=(-2;4).Aflati lél, daca ¢=5d-2b.

Pentru care valoare a lui m vectorii d@=(m;2) si b=(4; m+2) sunt:
a) perpendiculari; b) coliniari?

5°.

6°.

7°.

8°.

Sunt date punctele A(3; 1), B(5; —2), C(—4; 5). Aflati coordonatele punctului
D, daci AB=CD.

Aflati modulul vectorului &= p—2g, daci |p|=5, |g|=4, (5;G)=60°.

ABCD — dreptunghi, AB=d, AD=b. Exprimati vectorii AM si MD prin
vectorii @ si b, dacA MeBC si BM : MC =1 : 2.

Demonstrati ca patrulaterul cu varfurile in punctele A(~=7; —5), B(-5; 1),
C(9; 3), D(7; —3) — paraleloram; aflati unghiul format de diagonalele lui.

9°°.

10°°.

Aflati la—bl, daca lal=2, [bl=4, la+b|=5.

Oare apartin punctele M, P si K aceleiasi drepte, dacd M(-7; 8), P(4; 1),
K(~40; 29)?

La acele popoare, care stiu geometria, chiar cele mai
simple lucruri au o anumita frumusete specifica.
E. Procopovici
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Principalul in capitolul 2

Marimile vectoriale sunt acelea care sunt determinate nu numai de valorile
numerice, dar si de directii. Valorile méarimilor vectoriale sunt vectori. Geometric
vectorii (nenuli) se reprezintd prin segmente orientate. Segmentul orientat are
origine si extremitate. Distanta dintre ele — modulul (sau lungimea) vectorului.

Doi vectori se numesc coliniari, dacd segmentele orientate ce le corespund sunt
situate pe aceeasi dreapta sau pe drepte paralele. Vectorii coliniari sunt coorientati
sau orientati in sens opus. Doi vectori sunt egali, dacd ei sunt coorientati si au moduli
egali. Doi vectori se numesc opusi, dacd ei au moduli egali si sunt orientati in sens
opus.

Coordonate ale vectorului cu originea A(x;; y,) si extremitatea B(x,; y,)
sunt numite numerele x = x, — x;$i y = y, — y;. Se scrie acest vector in forma

AB=(x;y), sau @=(x;y), sau AB=(x,—x;; Y~ ¥, )-

Modulul vectorului AB=(x;y) se noteazi cu simbolul |ABI, si este egal cu
Jai+y.

Sumi a doi vectori d=(x;;y,) si b=(x,y,) este numit vectorul G+b=
= (2, +x,; y, +y,). La adunarea vectorilor se indeplinesc proprietatile comutativa

si asociativd. Geometric se pot aduna vectorii dupa regula triunghiului (fig.126,
a) sau a paralelogramului (fig. 126, b).

B

Fig.126

Totdeauna sunt adevarate egalitdtile vectoriale

Daci ABCD este paralelogram, atunci AB+AD = AC.

Diferenti a vectorilor a@ = (x,; y,) si b = (x,; y,) este
numit vectorul @—b = (x;—x,; y, — y,). Pentru a scidea
un vector din altul trebuie de adunat la primul vector
nul, opus celui de-al doilea, adicd

a-b=d+(-b).

Pentru orice vectori AB si E, totdeauna )
’ Fig.127

AC-AB=BC (fig.127).
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Principalul in capitol 2. 105

Produsul vectorului @ =(x; y) cu numirul n se numeste vectoru na =(nx; ny).
Totdeauna sunt adevarate egalititile: (n+m)a=na+ma si n(a+b)=na+nb.

Produsul scalar a doi vectori nenuli este numit produsul modulilor acestor
vectori cu cosinusul unghiului format de ei:

6~5=|6|~|5|c0scp.
Cosinusul unghiului ficut de vectorii @ si b este determinat dupa formula
ab

. . al-lol A
Patratul scalar al vectorului este egal |c1|1|pztltratul modulului lui @ =lal* sau

lal=+/az.

a=kb — conditia coliniarititii a vectorilor @ si b;

d-b=0 — conditia perpendicularitatii.

cosQ=

In formi de coordonate:
Dacd a=(x;;y,) i b=(x,; v,
Vectorii nenuli @=(x;y,) si
atunci, cand x,x, + y,y, = 0.
Vectorii d=(x,;y,) si b=(x,;y,) sunt coliniari atunci si numai atunci, cand
W
Xy Yy

atunci a-b=ux,x,+y,y,.

b =(x,; y,) sunt perpendiculari atunci si numai

coordonatele corespunzatoare ale lor sunt proportionale:

Dacd X - punct arbitrar, iar M - mijlocul segmentului AB sau punctul de
intersectie al medianelor triunghiului ABC, atunci avem corespunzator

XM = (XA + XB) sau X = (X4+XB+X0).
La multe proprietati ale figurilor geometrice le corespund unele sau altele

egalitati vectoriale.
1. 0OA=0B — punctele A si B coincid.
2. AB=kCD — dreptele AB si CD sunt paralele.
3. AB=kEAC — punctele A, B, C sunt situate pe aceeasi dreapti.
4. AB-CD=0 — dreptele AB si CD sunt perpendiculare.

5. AM =— MB, iar numerele m si n sunt pozitive — punctul M imparte seg-
n

mentul AB in raportul AM : MB =m : n.

6. a-b=lal-lblcosp — unghiul format de dreptele, pe care sunt situa{i vectorii
a si b, este egal cu .
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Anume matematica in primul rdnd ne apéara de
inducerea in eroare a simtdmintelor si ne invata, ca
o treaba este cum de construit obiectele, care sunt
percepute de simtdminte, alta — ce impresie ele fac.

LEONARD EULER
(1707-1783)

[lustru matematician, fizician, as-
tronom, inginer s.a. elvetian, rus si
german. Unul din cei mai remarcabili
matematicieni ai secolului XVIII.

e In matematica descoperirile lui
fundamentale se refera la ma-
tematica elementara, trigono-
metrie, teoria numerelor, analiza
matematica, geometria diferentiala,
topologie.

) e A elaborat partea considerabild a
terminologiei contemporane.

e Aproape in toate domeniile ma-
tematicii si ale aplicatiilor ei sunt
B termeni legati de numele lui.
Influenta lui Euler asupra ma-
tematicii o descrie enuntul lui P. Lap-
lace:
' "Cititi-1 pe Euler, cititi-1 pe Euler el
Dreapta lui Euler este invatator pentru noi toti".

MpaBo gns 6e3onnaTHOro Po3MilLeHHst NiApyYHMKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITU | Hayku Ykpainu http://mon.gov.ua/ Ta [HCTUTYT MoaepHisaLii 3amicTy ocBiTu https://imzo.gov.ua



Capitolul 3

Rezolvarea
triunghiurilor

Section 3

Triangels
solving

A rezolva triunghiul - aceasta inseamna ca, stiind cateva elemente
ale triunghiului, trebuie de determinat celelalte elemente ale lui.
Triunghirile dreptunghice se rezolva, folosind sinusul, cosinusul si
tangenta unghiului ascutit, iar triunghiurile arbitrare - cu ajutorul
teoremelor a cosinusului si a sinusului. Astfel de probleme din vechime
erau nevoifi multi savanti sd le rezolve, de aceea incd in antichitate a
fost creata o stiinta matematicd separatd a celor mai importante stiri
din trigonometrie. Capitolul dat este expunerea prescurtatd a celor mai

importante stiri din trigometrie.

§13

Teorema cosinusurilor

Cosines theorem

§14

Teorema sinusurilor

Sines theorem

§15

triunghiurilor

Rezolvarea Triangels
solving

Formule pentru aflarea
ariei triunghiului

§16

Triangle area
find formula

PROIECT DE INVATAMANT
"Trigonometria cunoscuta
si necunoscuta”

EDUCATIONAL PROJECT
“Familiar and Unfamiliar
Trigonometry”
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Pentru ce trebuie de invatat trigonometria

Trigonometria, in primul rdnd, trebuie pentru
aceea ca sa fie masurate distantele dintre obiecte
si dimensiunile obiectelor acolo, unde este dificil
sau imposibil de-a ajunge: in cosmos, in ocean,
sub pamant s.a. 1

Geodezistii, determinand pozitia obiectelor
pe suprafata Paméntului, utilizeaza reteaua

— geodezicd, metoda triangulatiei si dispozitivele
electronice moderne: tahimetrul electronic si—

receptorul GPS.

Se fac calcule cu ajutorul functiilor
trigonometrice in biologie (analiza
rontghnostructurala, vizualizarea
medicala (tomografia computerizata si
cercetarea ultrasonora)

l

Se stabilesc dimensiunile zacamintelor de
minerale si acumularea de ape subpaméintene,
sunt construite tunele pentru transport s.a. Pana
a construi o mind pentru extragerea carbunelui
trebuie de stiut dimensiunile si unghiul de inclinare
a stratului. Pentru a le determina sunt forate 3 sonde
in trei locuri diferite si se clarifica la ce adancime in
fiecare loc se gaseste stratul. Pe baza acestor date sia
calculelor speciale, legate cu functiile trigonometrice,
sunt stabilite datele necesare.

Inci unde se mai foloseste
trigonometria? Aduceti exemplele

voastre.
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§ 13 ‘ Teorema cosinusurilor

Pentru a rezolva nu numai triunghiurile dreptunghice, ci orice triunghiuri,
trebuie de stiut teoremele cosinusului si a sinusului. Pentru intelegerea mai buna a
lor sa cidem de acord cu aceea, cd laturile triunghiului - acesta-s lungimile lor, iar
unghiurile sunt masurile in grade ale lor.

Mai frecvent vom nota laturile cu literele latine a,b si ¢, iar unghiurile opuse lor
(de la varfurile A, B, C) — cu literele grecesti a, B siy.

(A cosinusurilor). Patratul laturii triunghiului este egal cu suma patratelor
a celorlalte doua laturi ale lui fara indoitul produs al acestor laturi cu
cosinusul unghiului format de ele.

DEMONSTRATIE.

Fie ABC — triunghi arbitrar (fig. 128), AB =
¢, AC=b, BC =asi LZA=0. Sia demonstrim
cd a® = b% + ¢ — 2bc cos a. ¢

Ducem BH in triunghiul dat si gdsim patratul
laturii @ dupd teorema lui Pitagora din aBHC. A C

1) Daci o < 90°, atunci BH = ¢ sin o, H
AH =ccosa, CH=AC - AH =b — c cos a.

Atunci a? = BH? + CH? = (¢ sin a)? +
+(b — ¢ cos a)? = ¢%sin?a + b2 — 2bc cos o +
+ c%cos? a. = c?(sin%a + cos?a) + b% — 2bc cos o =
=2 + b% — 2bc cos a. Cazul cand, ZC — obtuz,
cercetati-1 de sine stétator.

2)Dacd o > 90° (Fig. 129), atunci
BH = ¢ sin (180° — a) = ¢ sin a,
AH = ¢ cos (180° — o) = —c cos aq,
HC=AC+AH=b+(—ccosa)=b—ccosa.

Ca si in primul caz:

a’=BH?+CH?=(csina)?+(b—ccoso)’=
=c? + b%> — 2bc cos a.

3) Dacd a.=90° (fig. 130), atunci aABC este
dreptunghic si cos o = 0. In virtutea teoremei lui
Pitagora a® = b + ¢? = b* + ¢ — 2bc cos a.

Asadar, care nu ar fi unghiul o al triunghiului
ABC totdeauna Fig.130

a’?=b%+ ¢ — 2bc cos o. []
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110 Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

Atrageti atentia!

Teorema lui Patagora este un caz particular al teoremei cosinusurilor. Pe
baza teoremei cosinusurilor ¢? = a?+ b? — 2ab cos y. Daca insa y = 90°, atunci
cosy=0sic?=a?+ b2

Din formula a? = b? + ¢? — 2bc cos o reiese:

b’ +c® —a’

2bc

Aceasta formuld permite de-a calcula unghiurile triunghiului, daca sunt cunoscute
laturile lui. In general teorema cosinusurilor leaga patru elemente ale triunghiului:
trei laturi ale triunghiului si unghiul. De aceea cu ajutorul acestei teoreme totdeauna

se poate afla unul din elementele necunoscute, daca sunt cunoscute altele trei.
Folosind teorema cosinusurilor si demonstram urmatoarea teorema.

“TEoRENA 8

(Proprietatea diagonalelor paralelogramului). Suma patratelor diagonalelor
paralelogramului este egala cu suma patratelor laturilor lui.

Cos O =

DEMONSTRATIE.

Fie ca laturile paralelogramului sunt a, b, a, b,
iar diagonalele — m si n(fig.131). Pe baza teoremei
cosinusurilor din aABD si aABC respectiv avem:

m?=a?+ b%> — 2ab cos A,
n? =a? + b%> — 2ab cos B.

Deoarece ZB=180°- /A, iar cosinusurile b
a astfel de unghiuri se deosebesc numai prin Fig.131
semne, reiese cd cos B = —cos A. De aceea
m? + n? = 2a® + 2b% — 2ab cos A + 2ab cos A = 2a? - 2b2.

Aceasta si trebuia de demonstrat.

— PENTRU CEI CURIOSI w

Aplicand teorema cosinusurilor se poate determina tipul triunghiului
(ascutitunghic, dreptunghic sau obtuzunghic), fard a calcula unghiurile lui. Se
stie ca unghiul drept sau cel obtuz al triunghiului este opus laturii mai mari a lui.
Fiein aABC laturilea, b, ¢ §i cea mai mare din ele este a. In acest caz unghiurile
B si C sunt ascutite, iar unghiul A poate fi ascutit, drept sau obtuz. Pentru a
b*+c?-a°

2bc

Dacd b?+ ¢?> a2, atunci cos A> 0, din aceasta reiesd cd unghiul ZA — ascutit.
Daca b?+ c? = a?, atunci cos A =0 si unghiul ZA —drept. lar daca b?+ c2< a2,
atunci cos A < 0 si unghiul ZA va fi obtuz. Deci, daca:

b?+ c2> a?, atunci ZA — ascutit;
b? + ¢? = a?, atunci ZA — drept;
b2 + ¢? < g2, atunci LA — obtuz.

clarifica aceasta sa ne folosim de formula cos A=
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§ 13. Teorema cosinusurilor 111

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Formulati teorema cosinusurilor.

2. Ardtati ca teorema lui Pitagora este consecin{d din teorema cosinusurilor.
3. Cum de aflat unghiurile triunghiului dupa laturile cunoscute ale lui?

4. Cu este egald suma patratelor diagonalelor ale unui paralelogram?

EFECTUAM IMPREUNA

0 Aflati cosinusul celui mai mic unghi al triunghiului ale carui laturi sunt 3,5 si 6.

Indicati valoarea aproximativa a mdsurii acestui unghi.

Unghiul cel mai mic a este opus laturii celei mai mici. Pe baza teoremei
cosinusurilor a? = b + ¢* — 2bc cos o avem:
32=5+62-2-5-6"cos 0, de unde
s s o 52 13
60coso=5"+6°-3"=52, coso.=——=—=0,8667.
60 15
Conform tabelei de pe forzat aflaim: o = 30°.

9 Aflati lungimea medianei triunghiului cu laturile B

12 cm, 14 cm si 22 cm, dusd la cea mai mare 12 14
latura.

Fie ci in aABC AB = 12 cm, BC = 14 cm, M

AC = 22 cm, BM — mediana (fig.132)

Prelungim mediana dupd punctul M la distanta D

MD = BM si unim punctul D cu punctele A si
C. Patrulaterul ABCD este paralelogram, fiindca
diagonalele lui sunt impartite in jumatate de
punctul de intersectie al lor.

Atunci AC? + BD? = 2(AB? + BC?), adicd 222 + BD? = 2(12% + 142), avem:
484 + BD? = 2 (144+196), de unde BD? = 2 - 340 — 484 = 196.

Asadar, BD = 14 cm, atunci BM = 7 cm.

Fig.132

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

412. Care va fi egalitatea a® = b2 + ¢? — 2bc cos a, daca o = 90°?
413. Cu ce este egal unghiul B in triunghiul ABC, daca: a) b*=a?+ % b)a=b=c?
414. Doua laturi ale triunghiului sunt constante, iar unghiul format de ele se

mareste. Demonstrati ca totodatd a treia latura se mareste.
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415.
416.
417.

418.

Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

Folosind figura 133 exprimati pe baza teoremei N
cosinusurilor fiecare latura a triunghiului MNK.

Exprimati cosinusul fiecirui unghi al triunghiului k m
MNK (fig.133).

Aflati suma pétratelor diagonalelor ale unui romb cu M n K
latura a.

Aflati suma patratelor diagonalelor ale dreptunghiului Fig.133

cu laturile a si b.

419.

420.

421.

422.

423.

424.

425.

426.
427.

428.

429.

Aflati latura necunoscuta a triunghiului ABC, daca:

a) AB=5cm, AC =8 cm, ZA=60° b) AB=4cm, BC=10cm, £LB=120°.
Aflati latura necunoscuta a triunghiului MNK, daca:

a) MN =4 cm, NK = 2 cm, ZN =605

b) MN =3 cm, MK =242 cm, ZM =135%

¢) NK =2 cm, MK =23 cm, /K =305

d) MK =7 cm, MN =8 cm, ZM =120°.

Aflati ZB al triunghiului ABC, daca:

a) AB=5dm, BC =8 dm, AC = 7 dm;

b) AB =8 km, BC =7 km, AC = 13 km.

Aflati cosinusurile unghiurilor ale triunghiului cu laturile:

a)5cm, 6 cm si 7 cm; 6) 2 cm, 4 cm $i 5 cm.

.Poa‘rta de fotbalA? are latimea de 8 A B

iarzi (fig.134). Jucatorul X a marcat

golul cand se afla la distanta de 25 / /
iarzi de la unul din stalpii portii si la
28 de iarzi de la celalalt stalp. Sub
ce unghi jucatorul vede poarta din
acest loc?

Ascutitunghic sau obtuzunghic este N
triunghiul cu laturile X
a) 3 cm, 5 cm si 7 cm;

b) 5cm, 7 cm si 8 cm?

Laturile triunghiului sunt egale cu 6 cm, 14 cm si 16 cm. Aflati unghiul cu
madsura mijlocie.

Aflati cel mai mare unghi al triunghiului cu laturile 6 cm, 10 cm si 14 cm.
Aflati diagonalele paralelogramului, daca laturile lui sunt egale cu 7 cm si
3v2 cm, iar unghiul ascutit 45°.

Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 8v3 cm si 16 cw, iar una din
diagonale este egala cu 30°. Aflati lungimea celeilalte diagonale.

Laturile paralelogramului sunt egale cu 13 cm §i 15 c¢m, iar una din diagonale
este egala cu 14 cm. Aflafi lungimea celeilalte diagonale.

Fig.134
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§ 13.Teorema cosinusurilor 113

430.

431.

432.

433.

Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 7 cm si 11 cm, iar permiterul lui
cu 26 cm. Aflati laturile paralelogramului.

Laturile paralelogramului sunt egale cu 6cm si 7 cm, iar diagonalele sunt
proportionale cu numerele 11 si 7. Aflati lungimile diagonalelor.

Laturile triunghiului sunt egale cu 11cm, 12cm si 13cm. Aflati lungimea
medianei, duse la cea mai mare latura.

Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 6cm si 8 cm, iar mediana, dusa

la a treia latura este, egald cu V14 cm. Aflati a treia laturd a triunghiului.

434.
435.
436.

437.

438.

439.

440.

In AABC AB =6 cm, AC = 14 cm, ZB=120°. Aflati BC.
Laturile AC si BC ale triunghiului ABC sunt corespunzdtor egale cu 9 cm si
21lcm, iar unghiul £A4 =60°. Aflati AB.

Doua laturi ale triunghiului sunt proportionale cu numerele 3 si 8 si formeaza
unghi de 60°. Aflati perimetrul triunghiului, daca a treia laturd este egald cu
35 cm.

Suma a doua laturi ale triunghiului este egald cu 32 cm, unghiul format de
ele are — 120°. Aflati aceste laturi, daca a treia latura este egald cu 28 cm.
Lungimea acului minutar al ceasornicului este egald
cu 6 cm, iar a celui orar — 5,2 cm. Ceasornicul
aratd amiaza (fig.135). Peste care cel mai mic SN 12 ’,
numadr de minute distanta dintre varfurile acelor > .
va fi egala cu 3,2 cm? Dar 11,2 cm? - 10 T 2
In ﬁgura 135 este reprezentat un ceasornic 9 3 =
care nu functioneaz si indica amiaza. Lungimea | - N
acului minutar al acestui ceasornic este egala \ -, 8 4
cu 20 cm, iar al celui orar - 17 cm. Un copil,
jucandu-se, roteste numai acul minutelor. Stabiliti Sy
corespondenta dintre cantitatea de minute (1-4),
indicata de minutar conform acestor conditii,
si distanta dintre varfurile acelor ceasornicului

(A-E).

1 10 min. A =23 cm

2 15 min. B =19 cm

3 25 min. C =36 cm

4 7,5 min. D = 26 cm
E =14 cm

Unul din unghiurile triunghiului isoscel cu baza de 221 cm este egal cu
120°. Aflati medianele triunghiului.
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441.

442,

443.

444.

445.

446.

447.

448.

449.

450.

451.

452.

453.

Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

BM — mediana triunghiului ABC. Aflati AB, daca AC = 16 cm,
BC =13 cm ZBMC=120°.

Mediana dusa la latura triunghiului de 32 cm, este egala cu 14 cm si face
cu aceasta laturd unghiul de 60°. Aflati alte laturi ale triunghiului.

Intr-un triunghi mediana si latura, la care ea este dusi, sunt corespunzitor
egale cu 10 cm si 30 cm. Aflati laturile triunghiului, daca perimetrul lui
este egal cu 64 cm.

Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 6 cm si 10 ¢m, iar mediana, dusa
la a treia laturd, este egali cu 19 cm. Aflati:

a) a treia laturd a triunghiului;

6) cel mai mare unghi al triunghiului.

Laturile triunghiului 1sunt — a, b si c. Demonstrati ca mediana, dusa la latura
a este egala cu m= 2(b? +¢?)-a?.

In paralelogramul ABCD AD = 8 cm, ZA=60°, iar iniltimea BH =23.
Aflati diagonalele paralelogramului.

Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 4 cm si 5 c¢m, iar sinusul unghiului
format de ele este egal cu 0,6. Aflati a treia latura a triunghiului. Cate solutii
are problema?

In trapezul ABCD (BC || AD) AD = 11 ¢cm, BC = 3 cm, AC = 6 cm,
BD =10 cm. Aflati:

a) unghiul format de diagonalele trapezului;

6) cosinusurile unghiurilor, pe care le formeaza diagonalele cu bazele trapezului.

Problema deschisda. Iesind din autobuz Cristina si Ionel se griabeau spre
casa. Fiecare din ei se misca rectiliniu, insa sub un anumit unghi unul fata
de altul: Cristina cu viteza de 6 km/ora, iar Ionel cu viteza de 8 km/ora.
Aflati distanta dintre casele lor, dacd
In paralepipedul dreptunghic ABCDA, B,C, D, D, c,
AB =12, BC =18, BB, = 6. Aflati cosinusul !
celui mai mare unghi al triunghiului 4,BC; 4, :
I

(fig.136) B
Demonstrati cd intr-un paralelogram X0 | /) ¢
unghiului mai mare i se opune diagonala mai e

mare. Oare este adevdratd afirmatia inversa? A B

Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu Fig.136

a si b, iar unghiul format de ele este a.

Aflati lungimea bisectoarei, duse din vérful acestui unghi.

BL — bisectoarea triunghiului ABC. Aflati cosinusul ZABL, daca AB =a,
BC =b, BL =1.
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§ 13. Teorema cosinusurilor 115

n

INSARCINARE PRACTICA

454. Aflati laturile si unghiurile necunoscute ale triunghiurilor, reprezentate in
figura 137, folosind programa Excel si modelul adus in figura 138.

K

415 Q
L B 4,8
6,3 720
L M
c P 14,8
Fig137
Fig.138

PROBLEME PENTRU REPATRE

455. Calculati:
a) 2sin 120° + cos 90° - sin 135° — tg 60°;
b) cos 120° — ctg 60° + sin 90°cos 135°.
456. Simplificati expresia:
a) (sin o + cos a)? + (sin o0 — cos a)?;
b) sin* o + cos* o + 2sin? o cos? o — 1.
457. Se dau vectorii d=(1;-3) si b=(7;2). Aflafi produsul scalar al vectorilor:

a) (a+b) si (a-b);
b) (2a-5)(6 +3a).
458. Aflati aria triunghiului isoscel cu laturile si 25 cm, 25 cm si 14 cm.
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§ 14 ‘ Teorema sinusurilor

“TEOREMA | o

Diametrul circumferintei circumscrise triunghiului este egal cu raportul
laturii triunghiului catre sinusul unghiului opus.

DEMONSTRATIE.

1) Fie ca se da triunghiul ascutitunghic ABC, in care este cunoscuta latura
BC = a si unghiul opus ei A (fig.139). Ducem diametrul BK al circumferintei
circumscrise triunghiului §i segmentul KC.

Unghiul BCK — drept, deoarece este inscris si se sprijind pe diametru;
unghiurile K si A — egale, deoarece sunt inscrise si se sprijind pe unul si acelasi
arc BC. Triunghiul BCK este dreptunghic cu ipotenuza BK = 2R. De aceea
BC : BK =sin K, de unde BC = 2R sin K = 2R sin A, adicd a = 2R sin A.

2) Fie unghiul A obtuz (fig.140), atunci £K =180°—- ZA. Sinusurile a astfel
de doud unghiuri sunt egale: sin(180°—ZA)=sin A. De aceea si in acest caz
BC=BK sin K = BK sin(180°— ZA)=BK sin A, a = 2R sin A.

B
8
A
A
I‘ ’
K C
Fig.139 Fig.140 Fig.141

3) Dacd unghiul A este drept, atunci el se sprijina pe diametru (fig.141), adica
a = 2R = 2R sin A, fiindca sinusul unghiului drept este egal cu 1.

Deci, totdeauna a = 2R sin A, de unde 2R=
demonstrat []

. Ceea ce trebuia de

sin

Atrageti atentia! Folosind aceastd teorema se poate afla raza circumferintei

. oo o a
circumscrise triunghiului arbitrar cu formula R=

2sin A
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“TEOREMA | 10

(A sinusurilor). Laturile triunghiului sunt proportionale cu sinusurile
unghiurilor opuse.

DEMONSTRATIE.

Din teorema anterioara reiese ca

@ _op Y _op ¢ _op
sin A sin B sinC
Deci,
a b c

2R.

sinA sinB sinC
Iar aceasta inseamna ca laturile triunghiului a4, b, ¢ sunt proportionale cu
sinusurile unghiurilor opuse A, B, si C.[]
Teorema sinusurilor se foloseste pentru a afla laturile necunoscute ale triunghiului

dacd se stie o latura si doud unghiuri, si de asemenea, pentru a afla unghiurile
triunghiului, dacd se stiu doud laturi si unghiul care este opus uneia din ele.

Exemplu. Se stie latura triunghiului si doud unghiuri:
a=27,3 cm, LB=43° ZC=75°. Aflati celelalte doud laturi ale lui.
27,3 b c

Rezolvare. Z/A=180°-43°-75°=62°. — =— =— ,de unde
sin62° sin43° sin75°

b 27,3-sin43 ~211, c= 27,3-sin75
sin 62° sin 62°

— PENTRU CEI CURIOSI .

Teorema sinusurilor poate fi demonstrata C
si altfel. De exemplu, de exprimat inaltimea CH
a triunghiului ABC cu doua procedee diferite b a
(fig.142).
CH=bsin Asi CH=a sin B, de unde A B

H
a .b s.a. m.d.
sinA sinB Fig.142

=29,9.

bsinA=asinB,

Acei care stiu formula ariei triunghiului S= % absinC, pot determina aria
aceluiasi triunghi prin trei procedee diferite:
S=labsinC=lbcsinA=lacsinB,
2 2 2

i si fiecare parte a egalitatii de o impartit la 0,5abc. Incercati de sine stititor si
terminati fiecare din aceste demonstrari.
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Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

SR e

Formulati teorema sinusurilor.

Care probleme se pot rezolva cu teorema sinusurilor?

Cu ce este egal raportul laturii triunghiului cdtre sinusul unghiului opus?
Cu este egald raza circumferintei circumscrise triunghiului?

Cum de aflat latura triunghiului, stiind raza circumferintei circumscrise si
unghiul opus?

EFECTUAM IMPREUNA

(2]

B
Aflati latura BC a triunghiului ABC, dacd AB =12,
ZA=q, £C=v (fig.143). 12
Pe baza teoremei sinusurilor pentru triunghiul . ABC
avem: . A o Y c
A,LlB = ]_BC , de unde BC=12_S—ma. Fig.143
siny sino siny

Aflati raza circumferintei circumscrise trapezului isoscel ABCD, a cérui indltime
BH este egald cu 24 cm si imparte baza mare in segmentele de 10 cm si 18 cm.

Fie ABCD - trapezul isoscel, in care BH = 24 cm, AH = 10 cm §i HD =18
cm (fig.144). Circumferinta circumscrisa trapezului B
ABCD este circumscrisd si aABD. De aceea vom
afla raza circumferintei, circumscrise triunghiului.

Sa ne folosim de formula: 24
_ BD 0
2sin A’ A @ b
Pe baza teoremei lui Pitagora din aABH:
AB=1/24+10° =26 (cm). Fig 144
BH 24 12

Deci, sinA=——=—=—.

AB 26 13

Pe baza teoremei lui Pitagora din aBHD: BD=+24%+18% =30 (cm).
BD 30-13 65

Atunci R=—— = =—=16,25 (cm). Aici o = A.
2sino  2-12 4
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§ 14. Teorema sinusurilor 119
INTREBARI $I INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

EFECTUATI ORAL

459. Examinati fig. 145. Inlocuiti * cu asa o expresie, M
ca sa obtinem o egalitate adevaratd:

m n m
a) ——=—3 ¢) ——=———;
sina ¥ siny sinao
k% FILL sin o
sinB sino’ *  siny

460. Folosind figura 145 indicati egalitatea neadevarata:

Fig.145
n m n k sin sin
a) ——=——"3; ¢) =3 e) V= sinp ;
siny sino siny sina k n
k m sino  sinf m sino
b) ——=—"; d) —= ; f) —=——.
siny sina m k n siny

461. Oare existd triunghi, in care: 1 1 1
a) sin A = 0,4; sin B =0,8; sin C = 0,3; b) sinA:E; sinB=§; sinC=—;

4

¢) sin A = 0,4; sin B = 0,6; sin C = 0,2?

462. Cu ce este egald raza circumferintei, circumscrise triunghiului echilateral cu
latura a?

463. Cu ce este egald raza circumferintei circumscrise unui triunghi isoscel cu
baza a si unghiul de la varf 120°?

464. Aflati raza circumferintei circumscrise unui trapez isoscel cu diagonala de
10 cm si unghiul ascutit 45°.

465. Pe baza teoremei sinusurilor exprimati fiecare latura F
a triunghiului EFK (fig.146).

466. Folosindu-va de figura 146 si teorema sinusurilor
exprimati sinusii unghiurilor E, F si K ai triunghiului

EFK.
467. Aflati latura AB a triunghiului ABC, daca: E K
a) BC =8 cm, LA=30° ZC=45"% Fig.146

b) AC =9 cm, £LB=60°, £ZC=45°%

c) BC =16 cm, LA=45° «B=105°.
468. Aflati latura AC a triunghiului ABC, daca:
a) AB =20 cm, £ZB=30° «ZC=45%

b) BC =15 cm, LA=60°, £LB=45%
c) AB=18 cm, LA=105° ZC=30°.
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471.

472.
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474.

475.

476.
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478.

479.

480.

Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

Aflati unghiul ascutit C al triunghiului ABC, daca:
a) AB=6+/2 cm, BC = 6 cm, £A=30°%

b) AC = 18 cm, AB=9/6 cm, /B=455

¢) AC=9 cm, AB=36 cm, ZB=120°.

Aflati unghiul ascutit A al triunghiului ABC, daca:

a) AB =6 cm, BC=3V6 cm, £C=45%
6) AC = 12 cm, BC=4/3 cm, ZB=60°.
Pentru a determina distanta de la punctul A panala
punctul inaccesibil B (fig.147) au masurat distanta
AC=40m siunghiurile: ZBAC=57°, ZACB=63°.
Aflati distanta AB.

Diagonala paralelogramului este egald cu d si face
cu laturile unghiurile o si p. Aflati laturile
paralelogramului.

Pe baza datelor din figura 148 stabiliti
corespondenta dintre segmentele (I-4),
reprezentate in aceastd figura, si lungimile

lor (A-E).

1 AB A =33
2 BD B =18
3 CD C =39
4 BC D =23

E =41

[
o

118°
A
Fig.148

Baza unui triunghi isoscel este egald cu 6 cm, iar unghiul de la varf este egal

cu 150°. Aflati raza circumferintei circumscrise.

Baza unui triunghi isoscel este egald cu 12 cm, iar unghiul de la baza este

egal cu 30°. Aflati raza circumferintei circumscrise.

Aflati raza circumferintei, circumscrise trapezului isoscel cu diagonala de 10

cm si unghiul ascutit egal cu 45°.

Aflati ZA si «ZB ale triunghiului ABC, daca
AB=12cm, BC=6+6 cm, £C=45°. Cite solutii
are problema?

In triunghiul MNK MN = 3 cm, MK =+/3 cm,
ZN =30°. Aflati unghiurile necunoscute. Cate
solutii are problema?

Oare existd triunghiul ABC, in care AB =15 cm,
BC =8 cm, sinZA=0,67?

Pe baza figurii 149 calculati indltimea jetului de apa
a havuzului, CO, daca AB=0,5m, ZA=87°,
£ZB=84°.
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Teorema sinusurilor 121

Pe cateta BC a triunghiului ABC (£C = 90°) s-a luat punctul K astfel, ci BK =a,
Z/KAB=0, ZAKB=. Aflati laturile triunghiului ABC.

Pe prelungirea catetei AC dupd punctul A4 in triunghiul ABC (£C=90°) este
luat punctul M astfel, ca AM = m, ZCAB=0, ZCMB=8.. Aflati laturile
triunghiului ABC.

Diagonala trapezului isoscel este egald cu d si formeazd cu baza mare
unghiul o, iar cu latura laterala — unghiul B. Aflati laturile trapezului.
Unghiurile triunghiului sunt egale cu o, B si y. Aflati laturile triunghiului,
daca perimetrul lui este egal cu P.

In triunghiul isoscel ABC (AB = BC) prin mijlocul indltimii BH este dusi o
dreapta, care intersecteazd laturile AB si BC in punctele M si N corespunzitor.
Aflati BH, dacdi MN = m, ZABC=0, ZBMN =8.

Bazele trapezului sunt egale cu a si b (a > b), iar unghiurile ascutite de la
baza — o si B. Aflati laturile laterale ale trapezului.

Latura laterald a triunghiului isoscel este egala cu b, iar unghiul de la varf — o.
Aflati raza circumferintei circumscrise.

Unghiurile unui triunghi sunt o si . Aflati indltimea dusa din varful unghiului
al treilea, daca raza circumferintei circumscrise este egala cu R.

Aflati unghiurile triunghiului, doud laturi ale cdruia sunt egale cu 6 cm si
246 cm, daci raza circumferintei circumscrise este egald cu 24/3. Cate solutii
are problema?

Aflati raza circumferintei, circumscrise unui trapez cu bazele de 5 cm si 13
cm, iar indltimea lui este egala cu 12 cm.

Aflati raza circumefrintei circumscrise unui trapez, latura laterala a caruia
este egald cu 15 cm, iar raza circumferintei inscrise — cu 6 cm.

Pentru a vedea varful copacului, aflandu-se la poalele unui bloc de apartamente
trebuie de se uitat in sus sub unghiul de 22°. Dar pentru a vedea vérful
copacului de pe balconul care se afla la distanta de 50 m de la suprafata
pamantului, trebuie de se uitat in jos sub unghiul de 50° (fig.150). Aflati:
a) indltimea copacului, b) distanta de la copac péana la cladire.

Demonstrati teorema 9, folosind figura 151.

500 |_

Fig.150 Fig.151
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~

INSARCINARE PRACTICA

494. Un avion trebuie sa zboare spre rasarit dintr-un oras in altul cu viteza de
400 km/ori. Insi constant sufli vantul nord-estic cu viteza de 50 km/ori.
In ce directie trebuie si se miste avionul si cu ce vitezd pentru a sosi la
timp in punctul de destinatie?

495. In figura 152 sunt reprezentate trei circumferinte si in fiecare din ele este
inscris un triunghi. Masurati lungimile laturilor si masurile unghiurilor ale
fiecarui triunghi. Verificati justetea afirmatiei: raza circumferintei, circumscrise
oricdrui triunghi, se exprima prin formula:

. a b ¢
2sinA 2sinB  2sinC’

a b c
Fig.152
PROBLEME PENTRU REPETARE

496. Aflati:

a) cosinusul celui mai mare unghi al triunghiului cu laturile 3 cm, 5 cm si
6 cm. Indicati tipul acestui triunghi;

b) latura BC a triunghiului ABC, dacd AB =10 cm, AC = 14 cm, £ZB=60°.
Stabiliti tipul acestui triunghi.

497. Problema lui Brahmaguptu. Produsul lungimilor a doua laturi ale triunghiului,
impartit la lungimea perpendicularei, coborate pe a treia laturd din varful opus
al triunghiului este egal cu lungimea diametrului circumferintei circumscrise.
Demonstrati.

498. Aflati inaltimea paralelogramului, daca laturile lui sunt egale cu 6 cm si
9 cm si fac unghiul 30°.
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§ 15 ‘ Rezolvarea triunghiurilor

A rezolva triunghiul - aceasta inseamna a gasi laturile si unghiurile lui dupd
cateva laturi si unghiuri cunoscute. S ne amintim cum se rezolva triunghiurile
dreptunghice.

Problemd. Impotenuza triunghiului dreptunghic este B
egala cu 10, iar unul din unghiurile ascutite este egal cu —
40°. Aflati celelalte laturi si unghiuri ale triunghiului.

Rezolvare. Fiecain aABC 2C=90°, Z/A=40°, AB=10
(fig.153).

Atunci ZB=90°-40°=50°%BC=10sin40°~10-0,643 =
= 6,43; AC = 10cos 40° = 10 - 0,766 = 7,66.

Raspuns: «B=50°, BC = 6,43, AC = 7,66. Fig.153

Teoremele ale sinusurilor si cosinusurilor permit rezolvarea oricdrui triunghi
(fig.154) dupa trei elemente date ale lui (afard de trei C
unghiuri). Existd patru tipuri de probleme principale
in rezolvarea triunghiurilor:

1) dupd doua laturi si unghiul facut de ele;

2) este data o latura si doud unghiuri alaturate ei;

3) sunt date trei laturi;

4) dupa doua laturi si unghiul opus uneia din ele. c

Sd examindm fiecare din aceste cazuri.

1. Daca sunt date doud laturi si unghiul format
de ele, atunci in virtutea teoremei cosinusurilor se afld a treia latura, iar cu ajutorul
teoremei sinusurilor — ungiurile necunoscute.

Se da: a, b, y. Trebuie de aflat ¢, o si B (fig.155).

Rezolvare. Latura ¢ o aflaim pe baza teoremei v
cosinusurilor: ¢ = a? + b — 2ab cos 7.

A4 L ¢

Fig.154

Cc

b a
Unul din unghiurile necunoscute (nu acel ce este
opus laturii mai mari) este mai comod de-1 determinat
dupd teorema sinusurilor: A B
. asin . c
sino= v , atunci B = 180°—(a + V).
Fig.155

Daci insa trebuie mai intai de determinat cel mai
mare unghi al triunghiului, atunci e mai bine si ne folosim nu de teorema sinusurilor,
ci de teorema cosinusurilor, fiindcd semnul cosinusului va indica imediat la aceea
cum este unghiul ascutit sau obtuz, pe cind dupa valoarea lui sinus aceasta nu se
poate face.

2. Daca se da latura si unghiurile alaturate ei, atunci la inceput se afld al treilea
unghi al triunghiului, apoi dupa teorema sinusurilor - laturile.
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124 Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

Seda: c, a.si B. Trebuie de aflat vy, a, b (fig.156) C
Rezolvare: y=180° — (o + B).
Laturile le aflam pe baza teoremei sinusurilor: Y

a c csino b a
- =———, de undea=— .
sino  siny siny

csinfy

Analogic b=— .
siny c
Fig.156
3. Daca sunt date trei laturi, atunci unul din
unghiuri (mai bine cel mai mare) se afla dupa teorema cosinusurilor, al doilea —
dupé teorema sinusurilor sau teorema cosinusurilor.
Se dd: a, b, ¢ (a < b < c¢). Trebuie de aflat o, C
Bsi v (fig.157).
Rezolvare. Unul din unghiuri il determinam pe Y
baza teoremei cosinusurilor (e bine de-1 determinat b a
la inceput pe unghiul cel mai mare, ca sd stim,
este el obtuz sau ascutit):
a’+b” -c? A B
cosy=———. c
2ab
Al doilea unghi il determindm dupi teorema Fig.157
sinusurilor sau a cosinusurilor:

. asiny b’ +c* —a’
sino=——— sau cosot=————.
c 2bc
Atunci B = 180° — (o +y).
4. Daca sunt date doua laturi si unghiul opus C
uneia din ele, atunci conform teoremei sinusurilor
se afld mai intdi unghiul opus celei de-a doua v
latura data. Astfel de unghiuri pot fi doud (daca
unul este o, atunci al doilea e 180° —a).
Sedd: a, b, a. Trebuie de aflat ¢, B §iy (fig. 158).
Rezolvare. Pe baza teoremei sinusurilor aflim

unghiul B: ¢

bsina Fig.158
P

sinfB =

Trebuie de tinut minte ca valorii date a lui sin B au sa-i corespunda doua
unghiuri: B si 180° — B. De aceea problema poate avea doua solutii si trebuie de
examinat doua cazuri: cand unghiul B — este ascutit si cdnd el este obtuz.

Apoi aflam unghiul y: y = 180° - (o + B).
asiny

Pe baza teoremei sinusurilor aflim c¢: ¢=— .
sin o

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



§ 15. Rezolvarea triunghiurilor

PENTRU CEI CURIOSI

Uneori rezolvarea triunghiurilor este tdlmadcitd mai pe larg: printre
date pot fi nu numai laturile si unghiurile triunghiului, dar si unele 2
altele elemente ale lui - mediane, bisectoare, indltimi s.a. .

Problemd. Doua laturi §i mediana triunghiului, care pornesc din ¢
acelasi varf sunt egale corespunzator cu 10,24 si 13. De aflat a treia 5
latura i unghiurile triunghiului. Fig.159

Rezolvare. Fie BM - mediana triunghiului ABC (fig. 159). Depunem
pe dreapta BM segmentul MD astfel, ca MD = BM, si unim punctul D cu
punctele C si A. Deoarece AM = MC (conform conditiei) si BM = MD (conform
constructiei), reiese ca ABCD este paralelogram. Atunci pe baza proprietatii
diagonalelor paralelogramului AC? + BD? = 2(AB? + BC?). Putem afla AC.

AC?=2(102+24?)-262=2-676-676=676,de unde AC=26.

Pe baza teoremei cosinusurilor din triunghiului ABC:

AC?2=BC?+ AB?2 - 2BC - AB cos B, de unde

BC?+AB? - AC? 24°+10%-26°
cosB= =

=0. Deci, ZB=90°.

2BC-AB  2.24-10
Atunci cos A= 2B _10 _ 0,385. /A=~68°. /C ~90°—68°=22°,
AC 26

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Formulati teorema sinusurilor.

2. Formulati teorema cosinusurilor.

3. Cum se rezolvé triunghiurile cdnd sunt date doua laturi si unghiul format
de ele?

Cum de rezolvat triunghiurile dupa o latura si doua unghiuri?

Cum de rezolvat triunghiurile dupa trei laturi?

Cum se rezolva triunghiurile dupa douad laturi si unghiul opus uneia din
ele? Cate solutii poate avea aceasta problema?

I

EFECTUAM IMPREUNA

o Rezolvati triunghiul dupéd doua laturi @ = 39,7, b = 73,2 si unghiul format

de ele y = 46,5° (fig.160). C
® Pe baza teoremei cosinusurilor
c=\/39,72+73,22—2-39,7-73,2-cos46,5°254,2. a
Conform teoremei sinusurilor 3.9’7 =— 54,2 , de unde b
39.7-sin 46.5° sin o sin 46, 5° B
sing=22"2E0 g 531, Z
54,2
Atunci o = 32,1°, = 180° - 46,5° — 32,1° = 101,4°. 4
Deci, ¢ = 54,2, o = 32,1°, p = 101,4°. Fig.160
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126 Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

9 Diagonala paralelogramului este egala cu 10 si formeaza cu laturile unghiurile
de 26° si 34°. Aflati laturile paralelogramului.

e Fie ABCD — paralelogram (fig. 161), in care AC = 10, ZBAC=26°,
Z/BCA =34°.
Atunci #B=180°-(26°+34°)=120°. Conform teoremei sinusurilor din »~ABC

aflam laturile AB si BC. c
3457
AB _ AC
sin34° sin120°° 10
AC-sin34° 10-0,559 29
De unde AB=22"8119% _ 2207999 ¢ 5. %
BC sin120° 0,866 A D
- =— . De unde
sin26° sin120° Fig.161
po-ACsin26° _10:0.438 "\ dar, AB = 6,5, BC = 5,1.

sin120° 0,866

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

499. Folosindu-se de figura 162, povestiti cum de aflat elemntele necunoscute ale
triunghiului pentru fiecare caz: a), b) si c).

B B B
¢ a c
c
A b C A C A C

a b c

Fig.162

500. Cum de aflat unghiurile rombului, a cérui laturd este egala cu a, iar diagonala
mai mica d?

501. Rezolvag triunghiul dupd doud laturi date si unghiul facut de ele:
a)b=22,¢c=26,00="78 c¢)a=0,8,¢c=0,6,p=>50%
b) a=10,b = 5}(—102o d) a =49,3, b = 26,4, y=47,3°.
502. Rezolva% triunghiul dupa latura datd si unghiurile alaturate ei:
a)a=32,B=386° y=42°% c)c=17,4, a =64°, B =44°;
b) b = 20, (x 31°, y— 124°; d)a=17,3, B =28° v=109°
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Rezolvarea triunghiurilor
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Rezolvati triunghiul dupa trei laturi:
a) a=15,b =18, c = 25; ¢) a=3,b=6, c=33;
b) a =41, b =19, ¢ = 40; d) a =91,2, b=125,3, c =176,2.

In paralelogramul ABCD AB =4 cm, AD =5 cm,
LA =45°.

Aflati lungimea diagonalei BD.

Latura rombului este egald cu 38 cm, iar unghiul
lui are 58°. Aflati diagonalele.

In spatiu pe semidreptele OA, OB, OC, fiecare din
ele este perpendiculard pe celelalte doud, la
distantele de 12, 13 si 15 unitati de lungime de la
punctul O sunt luate punctele 4, B, C (fig.163).
Aflati cosinusul celui mai mare unghi al triunghiului
ABC.

La ce inaltime s-a ridicat fundul nacelei a balonului,
dacd intr-un oarecare moment s-a reusit de fixat
pozitia lui fata de punctele A §i B, asa cum se
reprezintd in figura 164?

Aflati distanta care era in acel moment dintre balon
si fiecare din punctele A si B.

Rezolvati triunghiul dupé doua laturi date §i unghiul
opus uneia din ele:

a) a=4,2,b=3,5 a="70%

b) c=1,5,b=2,4, y=28,5%

c) a=4,5,c=3,2, y=385°

Laturile paralelogramului sunt egale cu 12 cm
si 8 cm, iar unghiul ascutit — 48°. Aflati diagonala
mai mare a paralelogramului §i unghiurile ce le
face ea cu laturile.

Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 12
cm i 20 cm, iar unghiul facut de ele este de 37°.
Aflati laturile paralelogramului.

65° 50°
A B
80 m

Fig.164

Aflati laturile paralelogramului, diagonala caruia este egala cu 9 cm si face

cu laturile lui unghiurile de 24° si 57°.

512. Aflati laturile trapezului isoscel, daca diagonala lui este egala cu 16 cm si
formeaza cu latura laterald si baza corespunzitor unghiurile 53° si 48°.
513. Bazele unui trapez sunt egale cu 14 m §i 18 m, iar laturile — 7 m §i 10 m.

Aflati unghiurile trapezului.

514. In triunghiul ABC latura AC=16 m, ZCAB=122°. AL =10 m — bisectoarea

triunghiului dat. Aflati lungimile laturilor AB si BC.

515. Aplicind teorema sinusurilor, demonstrati ca bisectoarea unghiului
triunghiului imparte latura lui in segmente, proportionale laturilor alaturate.
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128 Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

516. BM — mediana triunghiului ABC. Aflati AB si BC, dacd BM =5 cm,
AC =12 cm, ZABM =56°.

517. Medianele AM si CN ale triunghiului ABC se intersecteazd in punctul O.
Aflati laturile triunghiului, dacd AM =9 em, CN = 12 cm, ZAON =35°.

518. In triunghiul ABC AB = 8 cm, AC = 20 cm, ZA=68°. Aflati medianele
triunghiului.

519. Baza triunghiului isoscel este egala cu 18 c¢m, iar unul din unghiuri — cu 100°.
Aflati bisectoarele triunghiului.

520. Pentru a determina inal{imea turnului de televiziune (fig. 165), au masurat
distanta AB = 12 m si unghiurile o =35°, f =49°. Afla{i inal{imea turnului.

521. Pentru a afla distanta dintre punctele A si B (fig. 166) au masurat distanta
CD si unghiurile o, B, v, 0 (delta). Cum de gisit AB?

| A B

>

A

B 12 C D C

Fig.165 Fig.166 Fig.167

522. In ce mod, stiind distanta AB = [ si unghiurile o, B, Y, d, aritate in figura
166, de determinat distanta CD?

523. Din doua puncte A si B de pe malul marii este supravegheatd o salupd care
se migca uniform i rectiliniu. La ora 10.00 salupa era vazuta din punctul A
sub unghiul de 100° fata de directia AB, iar din punctul B - sub unghiul de
51° fata de directia BA. La ora 10.10 unghiurile s-au schimbat si deja erau
egale corespunzdtor cu 84° si 74°. Aflati viteza salupei, daca AB = 2,5 km.

524. In piramida triunghiulardi PABC muchiile laterale sunt egale respectiv cu
3 dm, 4 dm si 5 dm, iar unghiul facut de fiecare doua din ele — 60°. Aflati
perimetrul triunghiului ABC (fig. 167).

~

INSARCINARE PRACTICA

525. Pe baza figurii 168 confectionati eclimetrul
(cel mai simplu dispozitiv pentru mdsurarea
unghiurilor in planul vertical). Argumentati
principiul folosirii lui. Cu ajutorul lui incercati
sa masurati unghiurile, sub care se vede cladirea
inaltd (biserica, turnul de televiziune s.a.) de la
diferite distante.

Fig.168
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§ 15. Rezolvarea triunghiurilor 129

PROBLEME PENTRU REPETARE

526. Aflati unghiul ficut de diagonalele paralelogramului ABCD, dacd AB =7 cm,
AC =16 cm i BD = 6 cm.

527. Unghiul de la baza triunghiului isoscel este egal cu 30°. Aflati raportul laturilor
triunghiului.

528. Perimetrul rombului este egal cu 40 cm, iar una din diagonale — 10 cm.
Aflati unghiurile rombului §i a doua diagonala.

529. Diagonala dreptunghiului este egala cu d si formeazd cu latura mai mica
unghiul o. Aflati aria dreptunghiului.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

Triunghiurile §i patrulaterele in arhitectura
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§ 1 6 Formule pentru aflarea
ariei triunghiului

Dupd cum stifi aria S a triunghiului cu baza a si inalfimea h se afld cu formula:

S= 1 ah.
2
Folosind functiile trigonometrice se pot A

deduce céteva alte formule pentru calcularea
ariei triunghiului. Fie in triunghiul ABC baza b
BC =a, AC =b, £C=v, AH = h — indltimea h
(fig.169). Din triunghiul dreptunghic ACH avem: y
h = b sin y. Deci B C

) H a

1 1 Fig.169

S=—ah=—absiny.
2 2

Formula ariei triunghiului S = 1 absiny este adevarata si atunci, cand unghiul y
este drept sau obtuz (demonstrati aceasta de sine statator). Deci, aria triunghiului
este egala cu semiprodusul a oricaror doua laturi ale lui cu sinusul unghiului
format de ele.

Pe baza teoremei sinusurilor 2R=——, unde R — raza circumferinfei
siny
. . . c 1 . 1 c abe
circumscrise. De aceea siny=——. Asadar, S=—absiny=—ab-—=—-.
2R 2 2 2R 4R

Aria triunghiului este egala cu produsul a trei laturi ale lui, impartit la

impatrita raza a circumferintei circumscrise.
Existd inca o formuld pe care des o folosesc la determinarea ariei triunghiului.
Dacd p — semiperimetrul triunghiului cu laturile a, b, ¢, atunci:

S=\p(p-a)(p-b)(p-c).

Aceasta-i formula lui Heron. Si o demonstrim: c¢2 = a2 + b2 —
2,2 _ o2 2 p2_ 2 2
—2abcos ,deundecosy=u. Deaceea sin” y=1-cos’ y=1- arbze |
2ab 2ab

_ (2ab) _(a2+2b2_02) __1 - (¢ —(a=b))((a+b)* =c).
(2ab) (2ab)
1

De aceea siny=ﬂ=\/(c—a+b)(c+a—b)(a+b—c)(a+b+c).
a
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§ 16. Formule pentru aflarea ariei triunghiului 131

. . y oo . 1 . : R
Inlocuind aceasta valoare a lui sin y in formula Szgab siny si notand
semiperimetrul triunghiului cu litera p, obfinem:

S=\p(p-a)(p-b)(p-c).

Folosind figura 170, demonstra{i de sine statitor urmatoarea afirmatie.
Aria triunghiului este egala cu produsul razei circumferintei, inscrise in
triunghi, la semiperimetrul acestui triunghi, adica S = pr.

a

Fig.170 Fig.171

Asadar, aria triunghiului poate fi aflatd, utilizand oricare din formulele:

Széah, Széabsiny, S = pr, Szi—l;, S=\p(p-a)(p-b)(p-c).

Dacé sunt cunoscute laturile a, b si ¢ ale triunghiului ABC, atunci din formulele

S=prsi S= i—l; se pot gasi razele circumferintelor inscrise (r) si circumscrise (R):

r=§, R:_abc‘
p 48

Aplicand formula Széabsiny, se poate demonstra ca formula ariei

paralelogramului cu laturile a si b si unghiul y facut de ele are forma:

S = ab sin .

Doar dacd ABCD — paralelogram, atunci aria lui este de doud ori mai mare
decat aria triunghiului ABD (fig. 171). De aceea

Sipep =2-S4zp :2-%absiny:absiny.
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132 Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

— PENTRU CEI CURIOSI N

Sa mai deducem formula ariei patrulaterului
covex cu diagonalele d, i d, si unghiul a format
de ele.

Fie cd diagonalele AC si BD ale patrulaterului

B
%\
A = c
conext se intersecteaza in punctul O (fig. o
t
D

172). Daci unul din patru unghiuri cu varful

O este egal cu o, atunci si unghiul vertical,

corespunzator lui tot va fi egal cu o,, iar altele doud

— céte (180° —a). Deoarece sin (180° — o) = sin a,

reiese ca sinusurile fiecaruia din unghiurile AOB, Fig.172
BOC, COD, AOD este egal cu sin o.

Notam partile diagonalelor patrulaterului cu literele x,y,z,t ca pe figura 172.
Aria intregului patrulater este egald cu suma ariilor ale acelor patru triunghiuri
obtinute.

De aceea: 1

S 150 =Sons +Sosc +Socn +Sopa = E(xysinoc+yzsin(x+ztsinoc+xtsinoc) =

1 . 1 :
=%(X}’+}’Z+Zi‘+xt)sinoc:%(y(x+z)+t(z+x))sinoc=E(x+z)-(y+l‘)smoc:5d1d2 sina.

Asadar, daca diagonalele patrulaterului de
lungimile d, si d, se intersecteazi, formand
unghiul o, atunci aria patrulaterului se calculeaza
cu formula:

S= %dﬂz sino.

B
AM\Z
Incercati sia deduceti aceasti formuls, M
o
D

circumscriind acestui patrulater un paralelogram, ale
carui laturi sunt paralele cu diagonalele patrulaterului
(fig.173) Oare este adevarata aceastd formuld pentru
patrulaterul neconvex? Incercati sd o demonstrati.

Fig.173

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

Cum de aflat aria triunghiului, stiind o latura si inaltimea coborata pe ea?
Cum de aflat aria triunghiului dupa douad laturi si unghiul format de ele?
Cum de aflat aria triunghiului dupa laturi si raza circumferintei circumscrise?
Cum de aflat aria triunghiului stiind perimetrul lui si raza circumferintei
inscrise?

Formulati formula lui Heron.

Cum de aflat raza circumferintei circumscrise triunghiului?

Cum de aflat raza circumefrintei, inscrise in triunghi?

Cum de aflat aria paralelogramului?

L

® N o
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§ 16. Formule pentru aflarea ariei triunghiului 133

EFECTUAM IMPREUNA

o Demonstrati cd inaltimile triunghiului
sunt invers proportionale cu laturile
corespunzatoare.

e Fie a si b — doud laturi ale triunghiului h,
ABC, iar indltimile, coborate pe ele — #h,,
h, (fig.174) . Exprimdm aria triunghiului prin = 4

doud procedee: S = % ah,, S = % bh,.

b H,
Fig.174
Deci, ah, = bh,, de unde h, : h,=b : a.

Iar aceasta si trebuia de demonstrat.

Asa un procedeu de rezolvare a problemelor, cand se egaleazd ariile figurilor
egale, pe scurt este numita metoda ariilor.

9 Demonstrati cd mediana triunghiului il imparte in doua triunghiuri
echivalente.

e Fie BM =m, AM = MC = n (fig.175).

. 1 .
Atunci S, 5, =5 mon-sina.

S BMc=ém~n-sin(180°—oc)=lm-n~sinoc.

N

Deci, S, 51 =S, 50rc-

Rezolvati problema cu alt procedeu.

9 Deduceti formula ariei triunghiului dupa o laturd si unghiurile alaturate ei.

e Fie ca se dd triunghiul ABC, in care CB =a, A
ZB=B, ZC=vy (fig.176) £A=180°-(B+Y),
de aceea sin ZA=sin(B+7). Pe baza teoremei b
sinusurilor - a = ‘b , de wunde
) sin(B+y) sinf

asinf p Y

b=——F7—. B c
sin (B+7) ¢
Aria triunghiului: Fig.176
1 asinp . 1 a’sinBsiny

S:— bsi =—QqQ——- =—
2 Y Cin(Bry) S 2 sin(B+y)
a®sinBsiny

Asadar, aria cautata a triunghiului S=—— .
2sin(B+Y)
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134 Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

530. Aflati aria triunghiului, ale carui doua laturi sunt egale cu 2 si 3, iar unghiul
format de ele este de 30°.

531. Aflati aria triunghiului isoscel, a cdrui latura laterala b = 6 cm, iar unghiul
de la varf: a) 45°; 6) 60°; B) 120°.

532. Aflati aria triunghiului echilateral, a cdrui laturd este egala cu: a) 8 cm;
b) 1 dm; ¢) V3 m.

533. Cum se va schimba aria triunghiului, daca lungimile a doud laturi ale lui a
si b vor ramane neschimbate, iar unghiul y format de ele il vom mari de la
0° pana la 180°?

534. Care cea mai mare arie o poate avea triunghiul, doua laturi ale caruia sunt
egale cu 2 cm §i 3 cm?

535. Aria triunghiului este de 15 cm?, iar laturile lui au 10 cm si 6 cm. Aflati
unghiul format de ele.

536. Doua laturi ale triunghiului sunt egale cu 3 cm §i 10 cm. Oare poate aria
lui sa fie egald cu 12 em?, 15 cm?, 18 cm??

537. Folosind figura 177 aflati aria triunghiului ABC.

B B B
9 . 40°
4
60° 60° 20°
A # i C
A 5 C 4 A 6 C
a b c
Fig.177

538.Aflati aria triunghiului ABC, daca:
a) BC =4 cm, AC =8 cm, £ZC=45° b) AB=12cm, BC=7cm, ZB=150°.
539. Demonstrati cd aria triunghiului echilateral cu latura a se determina cu

a’J3

formula S= .
4

540. Aflati aria, razele circumferintelor inscrisd i circumscrisa pentru triunghiul
echilateral cu latura de 6 cm.

541. Aria triunghiului echilateral este egal cu 16v3 cm?. Aflati perimetrul
triunghiului.
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§ 16. Formule pentru aflarea ariei triunghiului 135

542. Latura laterala a triunghiului isoscel este egala cu 8 cm, iar unghiul de la
baza — 15°. Aflati aria triunghiului.

543. Aflati laturile triunghiului isoscel, a cirui arie este egald cu 25v3 cm?, iar
unghiul de la varf este de 120°.

544. Una din laturile triunghiului este cu 3 cm mai mare decét alta. Aflati aceste
laturi, daca unghiul ficut de ele este de 30°, iar aria triunghiului este egala
cu 22 cm?.

545. Doud laturi ale triunghiului sunt proportionale numerelor 7 si 8, iar unghiul
format de ele este de 120°. Aflati perimetrul triunghiului, daca aria lui este
5633 cm?.

546. Doud laturi ale triunghiului sunt egale cu 16 cm si 18 c¢m, iar unghiul format
de ele este de 60°. Aflati inaltimile, coborate pe aceste laturi.

547. Mediana triunghiului si latura, la care ea este dusd, sunt egale respectiv cu
10 cm si 26 cm si fac unghi de 60°. Aflati aria triunghiului.

548. Mediana triunghiului si latura, la care ea este dusa, sunt corespunzitor egale
cu 6 cm si 16 cm. Aflati unghiul, ficut de ele, dacd aria triunghiului este de
24 cm?.

549. Laturile triunghiului sunt 10 cm, 10 cm §i 12 cm. Aflati razele circumferintelor
inscrisa i circumscrisa.

550. Laturile triunghiului sunt egale cu 6 cm, 25 cm si 29 cm. Aflati aria lui si
razele circumferintelor inscrisd si circumscrisd lui.

551. Aflati cea mai mare indltime a triunghiului cu laturile 6 ¢cm, 10 cm si 14 cm.

552. Trei circumferinte de razele 8 cm, 9 cm si
17 cm sunt tangente exterior, doud cate doua
(fig.178).Aflati aria triunghiului cu varfurile in
centrele acestor circumferinte.

553. Bisectoarea AM a paralelogramului ABCD imparte
latura BC in segmentele BM =10 cm, MC=8 cm.
Aflati aria paralelogramului dacd ZA =30°.

554. Aflati aria romblui a cérui laturd este de 8 cm,
iar unghiurile sunt proportionale cu numerele
1si3. Fig.178

555. Aflati unghiurile rombului, a cérui arie este de
8 cm?, iar perimetrul — 16 cm.

556. Aflati aria paralelogramului ABCD, dacd AB = a, AC =d, ZBAC=o.

557. Medianele AM si CN ale triunghiului ABC sunt egale cu 9 cm si 12 cm i se
intersecteaza in punctul O. Aflati aria triunghiului AOC si a patrulaterului
BMON, daca ZAOC =120°.

558. BL — bisectoarea triunghiului ABC. Aflati aria lui, daca AL = 15 cm,
LC = 24 cm, BC = 40 cm.

559. Segmentele AB si CD se intersecteaza in punctul O astfel, cd AO = 4 cm,
BO =6 cm, CO =10 cm, DO = 8 cm. Aflati ariile AAOC si aBOD, daca
suma ariilor lor este egald cu 22 cm?.

A
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560. Bazele trapezului ABCD sunt egale cu 7 cm si 14 cm, iar diagonalele cu 9
cm si 15 cm. Aflati ariile triunghiurilor AOB, BOC, COD, AOD, unde O
— punctul de intersectie al diagonalelor.

561. Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC sunt luate punctele M si N astfel,
caAM =7 cm, BM =8 cm, BN =3 cm, NC =11 cm. Aflati aria patrulaterului
AMNC, dard aria triunghiului MBN este egala cu 4 cm?.

562. Demonstrati ca trei mediane ale triunghiului il
impart in 6 triunghiuri echivalente (fig.179).

563. Centrul circumferintei, inscrise in triunghiul cu
laturile 6 cm, 25 cm si 29 cm, este unit cu varfurile
triunghiului. Aflati ariile triunghiurilor create.

564. Iniltimea dusi la baza triunghiului isoscel este egald
cu 16 cm, iar latura laterala cu — 20 cm. Aflati
distanta dintre centrele circumferintelor inscrisd
si circumscrisa. Fig.179

565. Laturile triunghiului sunt egale cu 40 cm, 40 cm
si 48 cm. Aflati distantele de la centrul circumferintei circumscrise pana la
laturile triunghiului.

566. Laturile triunghiului sunt egale cu 15 cm, 15 cm si 24 cm. Aflati distantele
de la centrul circumferintei inscrise pana la varfurile triunghiului.

567. Aflati aria aABC, daca AC =a, ZA=0, £ZB=0.

568. Trei circumferinte cu razele de 6 cm, 7 cm si 14 cm sunt tangente exterior
doua céate doud. Aflati raza circumferintei pe care sunt situate centrele
circumferintelor date.

569. In triunghiul cu laturile 18 cm, 14 cm si 15 cm este inscrisd o circumferinta,
la care este dusa tangenta, paraleld cu latura mijlocie. Aflati aria partilor in
care aceastd tangenta imparte triunghiul.

570. Folosind figura 180 demonstrati cd aria fiecarui triunghi poate fi calculata cu

B

formula S=r(a+rctg%), unde a = BC,

r — raza circumferintei, inscrise in aABC.
571. Aflati aria paralelogramului, ale carui
diagonale sunt egale cu 8 cm si 11 cm, iar
unghiul facut de ele — cu 30°.
572. Aflati diagonalele paralelogramului de aria

9612 cm?, daci una din ele este cu 8 cm
mai lunga decit cealalta, iar unghiul format
de ele este egal cu 45°.

573. Diagonalele paralelogramului sunt egale cu
30 cm si 74 cm, iar una din latura cu — 26
cm. Aflati aria paralelogramului.

574. Aflati aria paralelogramului ABCD, daca
BD =d, ZABD=0, ZADB=.
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§ 16. Formulele pentru aflarea ariei triunghiului 137

INSARCINARE PRACTICA

575. Folosind o foaie de hartie in patritele (fig.181)
desenati triunghiul cu baza AB si cu aria de doua
ori mai mare dect aria triunghiului ABC. Céte astfel / \
de triunghiuri exista? Care poate fi cel mai mare
cosinus al unghiului, opus laturii AB?

PROBLEME PENTRU REPETARE

Fig.181

576. Laturile triunghiului sunt egale cu 5 cm, 6 cm si
10 cm. Aflati unghiurile triunghiului.

577. Demonstrati ca triunghiul cu laturile 7 cm, 24 cm si 25 cm este dreptunghic.

578. Aflati aria dreptunghiului, dacd perpendiculara, dusa din varful unghiului
drept, imparte diagonala in segmentele 2 cm si 8 cm.

579. Scrieti ecuatiile circumferintelor circumscrisa si inscrisé in patrulaterul ABCD
daca: A(-3; —3), B(-5; 3), C(1; 5), D(3; —1).

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

Triunghiuri pe uscat si pe mare
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PROBLEME CU DESENE GATA

AB =4, AC =6, LA=60°. §AC=14,AB:BC=3:5.
BC : AB, BC
B : B
: S
4 :
: A
60° : C
A C :
6 :
E BC=219, AC — AB = 6. ZA=60°, ZC=45°, AB = 8.
: AC, BC
AC,AB : B
- E //\
: 8
c :
: 60° 45°
e ; A c
5ABCD . AM = MC.
AB=9, BC="17, BD = 8. :

AC

1 AC

: B

: 12 7 \_14

: A 1 f C
: M

!
o
Q

A
n AB+BC:18; SAABC:18\/§' ; BM:MC=9:8, r=OM=24:.
AB, BC, AC : R — raza circumferintei circumscrise

B

120° : A
z N\

A C
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LUCRAREA INDEPENDENTA 3

VARIANTA 1

1°.

2°,
3°.

Aflati aria triunghiului, ale carui laturi sunt egale cu 7 cm si 8 cm, iar unghiul
format de ele este de 45°.

Aflati latura BC a triunghiului ABC, daca AB=6 dm, AC =14 dm, £B=120°.
Latura laterald si baza triunghiului isoscel sunt respectiv proportionale cu
numerele 5 si 8. Aflati raza circumferintei circumscrise, daca perimetrul
triunghiului este egal cu 54 m.

VARIANTA 2

1°.

2°,
3°.

Aflati aria paralelogramului, ale carui laturi sunt egale cu 6 cm si 9 cm, iar
unghiul format de ele este egal cu 120°.

Aflati latura AB a triunghiului ABC, dacda BC =8 m, AC = 7 m, ZB=60°.
Latura laterala a triunghiului isoscel este cu 1 cm mai mare decét baza. Aflati
raza circumferintei inscrise, dacd perimetrul triunghiului este egal cu 50 cm.

VARIANTA 3

1°.

2°,
3°.

Aflati aria triunghiului, ale carui douad laturi sunt egale cu 9 m si 12 m, iar
unghiul format de ele este egal cu 150°.

Aflati latura AC a triunghiului ABC, dacd AB=7cm, BC=13cm, LA =120°.
Baza si latura triunghiului isoscel se raporta ca 6:5. Aflati raza circumferintei
circumscrise, daca perimetrul triunghiului este egal cu 64 dm.

VARIANTA 4

1°.
2°,
3°.

Aflati aria rombului cu latura 6 m si unghiul 135°.

Aflati latura BC a triunghiului ABC, daca AB =14 cm, AC=10 cm, ZC=60°.
Baza triunghiului isoscel este cu 6 dm mai micd decét latura laterala. Aflati
raza circumferintei inscrise, daca perimetrul triunghiului este egal cu 72 dm.
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INSARCINARILE TESTE 3

Care din urmatoarele egalitatii este
neadevarata?

Stabiliti tipul triunghiului ABC,
dacé cos B < 0.

Aflati raza circumferintei,
circumscrise triunghiulu ABC, daca
AC =3 cm, £B=30°.

Aflati patratul lungimii a diagonalei
mai mici a paralelogamului, ale
carui laturi sunt egale cu 5 si 8, iar
unghiul facut de ele, este egal cu
60°.

Aflati aria triunghiului doud laturi
ale caruia sunt egale cu 6 cm si 14
cm, iar unghiul format de ele 30°.

Aflati aria triunghiului isoscel, a
carui latura laterald este egald cu
10 cm, iar unghiul de la baza este
egal cu 45°.

Doua laturi ale triunghiului cu aria
de 6v3 cm? sunt egale cu 4 cm i
6 cm. Gasiti unghiul facut de aceste
laturi.

Cu ce formula se calculeaza
raza circumfeinfei circumscrise
triunghiului?

Aflati aria triunghiului, daca
perimetrul lui este egal cu 10 cm,
iar raza cirmuferintei inscrise in el
cu — 2 cm.

Indicati aria triunghiului echilateral
cu latura de 2 dm.

Capitolul 3. Rezolvarea triunghiurilor

a)

b)

a __ b . o) % _sinB,
sinA sinB’ ~ sinA b ’
b ¢ sinB _sinC
sinB sinC’ b ¢

a) ascu‘;itunﬁhic;
b) dreptunghic;
¢) obtuzunghic;
d) echilateral.
a) 3 cm;

b) 6 cm;

a) 129;
b) 39;

a) 42 cm?;
b) 21J3 cm?;

a) 25\/§ cm?;
b) 50 cm?;

a) 30°;
b) 60°;

abe |
E’
4S
Ea

a)
b)
a) 20 cm?;

b) 10 cm?;

a) 4 dm?;
b) 23 dm?;
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c) V3 cm;

d) 12 cm.

c) 49;

d) 69.

c) 21V2 cm?;

d) 21 cm?.

c) 25\/5 cm?;
d) 5043 cm?.

c¢) 30° sau 60°;
d) 60° sau 120°.

c)

ZISECRE)

d)

c) 5 cm?;
d) 2,5 cm?.

c) V3 dm?;
d) 0,5v/3 dm?.
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PROBLEME TIPICE PENTRU LUCRAREA DE CONTROL

1°.

2°.

3°.

4°.

5°.

6°.

7°.

8°.

Doud laturi ale triunghiului sunt egale cu 14 cm si 16 c¢m, iar unghiul format
de ele este 120°. Aflati perimetrul si aria triunghiului.

In triunghiul ABC AB = 8 dm, ZA=380°, ZB=105°. Afla{i BC.

Laturile paralelogramului sunt egale cu 6 cm si 10 cm, iar unghiul ficut de
ele este 60°. Aflati diagonalele si aria paralelogramului.

Aria triunghiului ABC este egala cu 30 cm?, AB =10 cm, BC = 12 cm. Aflati
£B. Cite solutii are problema?

Diagonalele paralelogramului sunt egale cu 14 cm §i 22 cm, iar laturile sunt
proportionale cu numerele 6 si 7. Aflati perimetrul paralelogramului.

Laturile triunghiului sunt egale cu 17 m, 25 m si 26m. Aflati cea mai mare
inaltime a triunghiului.
In triunghiul cu laturile 15 m, 15 m C

si 24 m este inscrisd o circumferintd,

centrul cireia este unit cu varfurile 15 15
triunghiului (fig.182). Aflati ariile
triunghiurilor nou - formate.

A B

Perimetrul triunghiului este egal cu

36 cm, iar doua laturi ale lui, care 24
sunt proportionale cu numerele 8 si .

3, fac unghiul de 60°. Aflati laturile Fig.182

triunghiului si razele circumferintelor
inscrisa i circumscrisa.

9°°.

10°.

Laturile laterale ale trapezului sunt egale cu 5 cm si 53 cm, iar bazele
cu — 8 cm §i 18 cm. Aflati unghiurile trapezului.

Una din laturile triunghiului este egala cu ¢, iar unghiurile alaturate ei cu —
a si PB. Aflati bisectoarele triunghiului, duse din varfurile acestor unghiuri.

Lumea din jur - asta-i lumea geometriei...
Totul ce este de jur imprejur este geometrie.
Le Corbiuzies
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Principalul in capitolul 3

Daca a, b, c sunt laturile triunghiului, iar «, B, y — unghiurile opuse lor ale
triunghiului, atunci totdeauna
a? =b?>+ ¢? — 2bc cos 0. — teorema cosinusurilor;
a b ¢
sino  sinf siny

— teorema sinusurilor.

Fiecare din ultimele trei fractii este egala cu
2R, unde R - raza circumferinfei circumscrise

triunghiului dat:

a_ _ b __c _oR.
sinA sinB sinC

Suma patratelor diagonalelor paralelogramului este egala cu suma patratelor

laturilor lui.
A rezolva triunghiul - aceasta inseamna a afla laturile si unghiurile lui

necunoscute, stiind cateva laturi si unghiuri ale lui.

Nr.d/r Figura Tipul problemei | Alogoritmul rezolvarii
1 Se stiu doud 1) a? = b% + ¢ — 2bc cos o
laturi si unghiul A +c? —p?
facut de ele 2) cosP= ~oge

3) v = 180° — (o0 + P)

2 Se stie o latura | 1) B =180° — (a0 + v);
si doud unghiuri b-sin o
2) a=———
sin P
3) c= b- "sm Y
sin P
3 Se stiu trei laturi b* +c* -a’
1) coso=—7—"——;
2bc
2 2 2
2) cosP= u;
2ac
3) y = 180° — (0 + p)
4 Se stie doud b-sina.

laturi si unghiul 1) sinf= a

opus uneia din | 2) y = 180° — (a + B);
ele

DD

a-sin
3) =2 S0Y
sin o
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143

Razele circumferintelor, inscrisd (r) in triunghiul ABC si circumscrisé lui (R):

r=§, R:a_bc sau R= a .
p 4S 2sin o

Aria triunghiului poate fi determinatd conform urmatoarelor formule:
S:lah, Szlabsiny; A

2 2

b

S=\/P(P—a)(p—b)(p—c) — Formula lui Heron. L

abce B Y o
S=——, S=pr.

4R p H a

Aria triunghiului echilateral cu latura a se determind cu formula:
2
a’y3

S= .
4

Mediana triunghiului il imparte in doud triunghiuri echivalente.

Aria paralelogramului: S = ab sin vy, unde a, b — sunt laturile lui, iar y —
unghiul format de ele.

Aria patrulaterului convex: Szédld2 sino, unde d, si d, — diagonalele

patrulaterului, iar o — unghiul facut de ele.
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Nimic nu este facut , dacd ceva a ramas
nefinisat.
Matematicienii stau unul pe umerii altuia

KARL FRIDRIH GAUSS
(1777-1855)

[lustru matematician, astronom, fizician

si geodezist german.

e Unul din cei mai mari si mai influenti
matematicieni ai tuturor timpurilor.
El este numit Rege al matematicii.

e Trasaturile caracteristice ale
cercetarilor lui Gauss sunt
multilateralitatea extraordinara
a lor si legatura organica dintre
matematica teoretica si cea aplicata.

e In cinstea lui Uniunea internationald
a matematicienilor si Societatea
germand a matematicienilor au
intemeiat premiul ,,Premiul Gauss”
pentru realizari remarcabile in
domeniul matematicii aplicate.

Poligon stelat regulat
cu 17 varfuri.
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Capitolul 4 | Section 4

Poligoane Regular
regulate Polygons

Regulate sunt numite astfel de poligoane convexe, in care toate
laturile sunt egale si toate unghiurile sunt egale. Ele joaca un rol
important nu numai in geometrie, dar si in cristalografie, chimie,
mineralogie s.a. Proprietatile lor frecvent sunt folosite de arhitectii,
dizainerii. Se folosesc proprietatile poligoanelor regulate pentru a
determina lungimea circumferintei si aria cercului.

1 7 Poligoane regulate Regular Polygons
§ si proprietatile lor and Circles

1 8 Poligoane regulate Regular Polygons
§ si circumferinfe Drawing

1 9 Lungimea circumferintei si Disk and Arc
§ a arcului de circumferinta Circumference

20 Aria cercului Disk and Its
§ si a partilor lui Parts Area

PROIECT DE INVATAMANT ‘ EDUCATIONAL PROJECT
“Acoperirea planului” “Plane Covering”
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Pentru ce trebuie de studiat
poligoanele regulate?

Poligoanele regulate - acestea-s notiuni
abstracte, create de savanti. In natura poligoane
absolut regulate nu existd. Se intalnesc obiecte
in formd apropiatd de poligoanele regulate. De
exemplu, albinele fac faguri in forma apropiatd
de hexagoanele regulate. Florile a multor
plante cresc astfel cd capetele petalelor lor sunt
amplasate in varfurile unor poligoane regulate,
iar capetele fulgilor de zapada sunt situate in
varfurile hexagoanelor regulate. Forme aproape
de poligoane regulate au fetele unor cristale. De | |
exemplu, fe}ele cristalelor sarii de bucatarie sunt—
patrate, fetele cristalelor de diamant - triunghiuri
regulate. Poligoanele regulate se intalnesc si in
multe produse (capurile buloanelor si a piulitelor,
dispozitivelor de preparare a colfunasilor cu

carne)\.—‘ ’_[

|

In arhitecturd deseori se pot vedea
constructii, care au forme de poligoane
regulate sau de parti ale lor. Mai ales foarte
frecvent au de lucru cu poligoane regulate
parchetarii, teracotistii, arhitectorii. In unele
palate, sdli se asterne parchet ce consta din
cateva poligoane regulate diferite: triunghiuri
si hexagoane regulate, patrate si octagoane
regulate s.a.

Dar mai unde se folosesc poligoanele
regulate? Aduceti exemplele voastre.
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17 Poligoane regulate
§ si proprietatile lor

Poligonul convex se numeste regulat, daca toate laturile lui sunt egale si toate
unghiurile sunt egale.

Triunghiul echilateral si patratul — exemple de poligoane regulate. In figura 183
este reprezentat un pentagon regulat si un hexagon regulat.

B A B
A C
@ FO C
E D E D
Fig. 183

Daca poligonul regulat are n laturi, atunci suma tuturor unghiurilor interioare ale
lui este egald cu 180°(n — 2), iar unul din ei — de » ori mai mic, adica este egal cu

180°(n—2)

A . « n._. . . . .
Cu cat este mai mare numarul #, cu atat este mai mare unghiul poligonului
regulat cu n laturi.

“reoREMA | 1

Daci poligonul este regulat, atunci lui i se poate circumscrie o circumferinta
si in el se poate inscrie o circumferinta.

ODEMONSTRATIE.

Fie ABCDE...K — poligonul regulat cu n laturi
(fig.184). Bisectoarele unghiurilor lui A si B se
intersecteaza intr-un oarecare punct O. Triunghiul AOB
este isoscel, deoarece ZOAB=/0BA=">, unde o —
unghiul poligonului dat. Unim punctul 8 cu segmente
cu toate varfurile poligonului. Triunghiurile OBC si OBA
sunt egale, deoarece ele au latura comuna OB, BC = BA
si ZOBC=Z0BA. Cu un procedeu asemandtor ne
convingem, cd aOAB=s0BC =20CD =x0DE ... Fig.184
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148 Capitolul 4. Poligoane regulate

Deci, OA=0B=0C=0D =... = OK, adicid toate vérfurile poligonului regulat
dat ABCDE...K sunt egal depdrtate de la punctul O. De aceea circumferinta de
raza OA este circumscrisd poligonului dat. Prima parte a teoremei este demonstrata.

Deoarece triunghiurile OAB, OBC, OCD, ODE, ..., OKA sunt egale, reiesd
cd sunt egale si indltimile lor corespunzatoare, adica pendicularele, coborate
din punctul O pe toate laturile poligonului regulat dat. Deci, circumferinta cu
centrul O, care are contact cu latura AB, este tangenta la toate laturile poligonului
ABCDE...K. Aceasta circumferinta este inscrisa in poligonul dat. A doua parte
a teoremei de asemenea este demonstratd. []

Dupa cum rezulta din rationamentele anterioare, centrul circumferintei,
inscrise in poligonul regulat si a circumferintei circumscrise lui, este unul si
acelasi punct O. El este numit centrul poligonului regulat.

Unghiul sub care se vede latura poligonului regulat din centrul lui se numeste
unghi la centru al acestui poligon. Perpendiculara, coboratd din centrul poligonului
regulat pe latura lui — apotema poligonului regulat. In figura 184 ZAOB — unghiul
la centru al poligonului regulat AB...K, iar OH — apotema lui. Mdsura unghiului

o

. De ce?

la centru al poligonului regulat cu » laturi este egald cu

In varfurile poligoanelor regulate de reguld sunt situate centrele bilelor in rulmenti,
centrele gaurilor flanselor, capetele dintilor ferestraielor circulare (fig.115) s.a.

Fig.185

Placutele si placile pentru acoperirea podelei in case, pietelor si strizilor,
aerodromurilor cel mai des sunt confectionate in forma de poligoane regulate.

&
&
"
& "
&

Fig.186
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§ 17.Poligoane regulate si prorpietitile lor 149

— PENTRU CEI CURIOSI .

Oare se poate din definitia poligonului regulat de omis imbinarea de
cuvinte ,laturi egale” sau ,,unghiuri egale”?. Nu, deoarece poligonul regulat,
toate unghiurile cdruia sunt egale sau toate laturile sunt egale, poate fi neregulat

(fig.187).
a b

Fig.187

Exemple de poligoane neconvexe, ale carora toate laturile sunt egale, sunt
aduse in figura 188. Ele nu sunt considerate poligoane regulate.

&5

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

Fig.188

. Formulati definifia poligonului regulat.

. Cum altfel este numit triunghiul regulat? Dar patrulaterul regulat?

. Cu ce este egald suma unghiurilor ale poligonului regulat?

. Cu ce este egala mdsura unghiului interior al poligonului regulat cu # laturi?
Cu ce este egala mdsura unghiului la centru al poligonului regulat cu n
laturi?

. Oare se poate circumscrie o circumferintd oricarui poligon regulat?

Oare se poate inscrie o circumferinta in orice poligon regulat?

. Ce se numeste centrul poligonului regulat?

Ce se numeste apotema a poligonului regulat?

. Aduceti exemple de obiecte din mediul inconjurdtor care au forma de
poligoane regulate.

Ul W

S © WO,

1
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EFECTUAM IMPREUNA

0 Cate diagonale are poligonul regulat cu » laturi?

e Din fiecare varf al poligonului cu n laturi ies n-3
diagonalele (fig.189). De tot sunt n varfuri. Avem
produsul n (n-3). Insd fiecare diagonala iese din
doua varfuri diferite. De aceea n (n-3) este cantitatea
dubla de diagonale. Asadar, fiecare poligon regulat
(ca si fiecare poligon convex) are 0,5n(n — 3)
diagonale. Triunghiul diagonale nu are.

Fig.189
9 Demonstrati cd latura hexagonului regulat, inscris
intr-o circumferin{a este egald cu raza acestei
circumferinte.
e In figura 190 este reprezentat hexagonul regulat E_——_D

punctul O. Sa demonstram ca AB = OA. Hai

ABCDEF, inscris in circumferinta cu centru in
sda examinam triunghiul AOB. Deoarece AO =

BO, ca raze ale aceleiasi circumferinte, reiesa ca F c
triunghiul AOB — isoscel. ZAOB= 360 =60° /
ca unghi la centru al hexagonului regulat. Atuncii A — B
ZOAB=Z0BA =(180°-60°):2=60°= LAOB.

Deci, aAOB — echilateral si de aceea AB = OA. Fig.190

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

580. Cum altfel sunt numifi triunghiul regulat si patrulaterul regulat?

581. Latura poligonului cu n laturi este egala cu a. Aflagi perimetrul lui.

582. Perimetrul poligonului regulat cu n laturi este egal cu 2p. Aflati lungimea
laturii lui.

583. Aflati latura pentagonului regulat, dacd ea este mai micd decéat perimetrul cu
20 cm.

584. Cu ce este egala suma unghiurilor a urmatoarelor poligoane regulate:
a) triunghiului; b) patrulaterului; ¢) pentagonului; d) hexagonului.

585. Cate diagonale are poligonul regulat: a) triunghiul; b) patrulaterul;
c) pentagonul, d) hexagonul.

586. Cu ce este egald suma unghiurilor exterioare ale patratului, luati cate unul
de la fiecare varf al lui? Dar la triunghiul regulat?
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587.
588.
589.
590.

591.
592,
593.
594.
595.
596.

597.

598.

599.

600.

Cate diagonale are poligonul regulat cu n laturi, daca:

ayn=5Db)n=T;¢c)n=12;d) n=100?

Aflati suma unghiurilor a poligonului regulat cu » laturi, daca:

ayn=5;b)n=8;c)n=10;d) n=18.

Aflati unghiul poligonului regulat cu » laturi, daca:

ayn=5;b)n=10; c) n = 15; d) n = 20.

ﬁxﬂati unghiurile de la centru interior si ale poligonului regulat cu » laturi,
aci:

ayn=3;b)n=6;c)n=12;d) n=100.

Suma unghiurilor exterioare ale poligonului regulat cu n laturi luate cate

unul la fiecare varf al lui, este egald cu 360°. Demonstrati.

Cite laturi are poligonul regulat, dacd fiecare unghi al lui este egal cu 108°,

120°, 135°, 140°, 144°, 150°?

Care laturi are poligonul regulat cu n laturi, fiecare unghi exterior al caruia

este egal cu: a) 24°; b) 30°; c) 36°; d) 18°?

Latura patratului este egala cu 10 cm. Aflati razele circumferintelor inscrisa

si circumscrisa.

Duceti in circumferinta doud diametre reciproc perpendiculare si uniti

extremitdtile lor. Demonstrati cd patrulaterul obtinut este regulat.

Stabiliti corespondenta dintre masurile unghiurilor la centru ale poligoanelor

regulate (1-4) si masurile unghiurilor interioare ale lor (A-E).

1 36° A 150°

2 45° B 135°
3 30° C 145°
4 24° D 144°

E 156°

Latura unui poligon regulat este egald cu a, iar raza circumferintei circumscrise
lui este R. Aflati raza circumferintei inscrise.

Laura poligonului regulat este egala cu g, iar raza circumferintei inscrise in
el este r. Aflati raza circumferintei circumscrise lui.

R si r - razele circumferintelor circumscrise poligonului regulat si inscrise
in el. Aflati latura poligonului.

In figura 191 este reprezentatd cheia cu care se manipuleaza la guruburi,
piulite si 4 piulite. Care din piulite se pot desface cu aceasta cheie?

R =
2 0L

Fig.191
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601. Demonstrati ca in hexagonul regulat laturile opuse sunt paralele.

602. Aflati diagonalele hexagonului regulat, a carui laturd este egald cu a.

603. Distanta dintre laturile paralele ale hexagonului regulat este egala cu I. Aflati
latura hexagonului.

604. In octagonul regulat cu latura de 6 sunt unite mijlocurile a patru laturi, luate
peste una. Demonstrati ca patrulaterul obfinut este patrat si aflati latura lui.

605. Intr-un dodecagon regulat cu latura de 8 cm sunt unite mijlocurile laturilor,
luate peste una. Demonstrati ca hexagonul obtinut este regulat si aflafi
perimetrul lui.

606. Demonstrati ca mijlocurile laturilor unui poligon regulat cu » laturi sunt
varfurile altui poligon regulat cu #n laturi.

607. Taind unghiurile unui triunghi regulat cu latura m, am
obtinut un hexagon regulat (fig.192). Aflati latura lui.

608. Taind unghiurile patratului au obfinut un octagon
regulat. Aflati latura lui, daca latura patratului este
egald cu a.

609. Demonstrati ca in pentagonul regulat:
a) toate diagonalele sunt egale;
b) fiecare diagonala este paralela cu una din laturile lui.
c) doud diagonale, care ies din acelasi varf, formeaza 3 triunghiuri isoscel.

610. In ce raport diagonala pentagonului regulat imparte unghiul, din varful ciruia
ea iese?

611. Ce unghi formeaza doud diagonale ale pentagonului regulat , duse din varfuri
diferite si care se intersecteaza?

612. De ce plicile pentru acoperirea pietelor, strazilor, aerodromurilor nu sunt
confectionate in forma de pentagoane regulate?

613. Problema Katalana. Divizati hexagonul regulat dat in 7 hexagoane regulate
si 12 triunghiuri echilaterale.

Fig.192

~

INSARCINARE PRACTICA

614. 1) Taieti din hértie trainica trei romburi egale astfel, ca din ele sd se
poatd monta un hexagon regulat. Aflati: a) unghiurile fiecirui romb si a
hexagonului obtinut; b) raportul perimetrelor a hexagonului §i a rombului.
2)Decupati din hértie durabila zece triunghiuri regulate egale si alcatuiti din ele
un triunghi regulat si un hexagon regulat. Aflafi rapoartele: a) diametrelor
ale figurilor obtinute; b) ale ariilor figurilor obtinute.
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PROBLEME PENTRU REPETARE

615. Din poligoanele regulate (triunghiuri, patrulatere §i pentagoane) sunt alcatuite
desfasuratele poliedrelor regulate. Dupa desfasuratele aduse mai jos incercati
sa confectionafi modelele poliedrelor regulate (de avut in vedere fésiile pentru
incleiat). De stabilit corespondenta dintre desfasuratele poliedrelor regulate
(1-5) si poliedrele corespunzatoare (A-E).

Ao i A

4 5

AweDE

616. Aflati aria triunghiului isoscel, a caruia latura laterald este cu 3 cm mai mica
decat baza, iar inaltimea mai mica este egald cu 12 cm.

617. Aflati inal{imile paralelogramului, dacd laturile lui sunt 5 cm i 12 cm, iar
unghiul format de ele are 60°.

618. Aflati raza circumferintei, daca coarda cu lungimea de 24 cm este situata de
la centru la distanta de 5 cm.

619. Aflati unghiurile trapezului isoscel, al carui perimetru este egal cu 48 cm,
iar raza circumferintei inscrise este de 3 cm.

GEOMETRIA iN JURUL NOSTRU

Poligoanele in desghinul landsaftului
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Poligoane regulate
si circumferinte

C_—

¢/

Sé stabilim corelatiile dintre latura poligonului regulat
cu n laturi a, si razele R, si r, ale circumferintelor

I

circumscrisa si inscrisd lui. B
Fie ABC...K — poligon regulat cu n laturi cu centrul
O si latura AB = qa, (Fig. 193).

¢

Atunci OA = OB = R, OH = r. Unghiul la centru A—k
AOB, care se sprijind pe latura AB a poligonului regulat
° 180° Fig.193
cu n laturi, este egal cu . Atunci ZAOH = ,

1 n n
AH =—a,, fiindcd inalfimea OH a triunghiului isoscel AOB este concomitent si
bisectoare, si mediana.

Din triunghiul dreptunghic ~AOH avem:

1) AH =sin 180 sau — =sin&, de unde a,=2R, sin 159

AO . n "
. aﬂ
$R =500

2sin
n

2) AHZtg 180 Sauiztg&,deundeanzwntg 180 $in = 180°

HO 2r, n n 2tg 180

Aceste formule permit exprimarea laturilor poligonului regulat cu n laturi prin
razele circumferintelor circumscrisa sau inscrisa si, invers, se poate afla razele
circumferintelor circumscrisa sau inscrisa, cunoscand latura poligonului regulat
cu n laturi. . 180° 180°

De exemplu, inlocuind in formulele % =2E, SIL— i & =2, tg—— pe
n cu numerele 3,4 si 6 obtinem exprimarile lungimilor laturilor triunghiurilor,
patrulaterelor si hexagoanelor regulate prin raza R a circumferinfei circumscrise

si raza r a circumferintei inscrise.

Cantitatea de laturl‘ale poligonului n=3 I n=6
regulat cu n laturi
Latura poligonului regulat cu n | a;= RV3 a,=Ry2 as=R
laturi

a3=2r\/§ a4:2r a6:2r;/§
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Dacid in formulele R, = LO sir = a—”o inlocuim 7 cu numerele 3,
" 180 " 2tg 180

2sin

n

4 si 6, atunci obtinem exprimarile razei R a circumferintei circumscrise si a razei
r a circumferintei inscrise prin latura triunghiului, patrulaterului si hexagonului
regulati cu latura a,.

Cantitatea de laturi ale poligonului
regulat cu n laturi

Raza circumferinfei circumscrise R, 3 R, 2 Rs=a
. g A aV3 _a a3
Raza circumferintei inscrise = = Iy =
6 2 2

Atrageti atentia!

Latura hexagonului regulat este egala cu raza circumferintei
circumscrise. Deci pentru a diviza circumferinta in 6 parti
egale este suficient de depus succesiv 6 cooarde, care sunt
egale cu raza circumferintei (fig.194). Daca punctele de
divizare de le unit peste unul, atunci obtinem un triunghi
regulat (fig.195). Daca insa fiecare din cele 6 arce obtinute
de le impartit in jumatate si punctele de devizare de le unit
succesiv, atunci se obtine un dodecagon regulat (fig.196)
s.a.m.d. Asadar, dacd circumferinta este impartitd in n parti
egale, atunci aceastd circumferinfa nu este greu de o Fig.194
impartit in 2 n parti egale.

Fig.195 Fig.196
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Pentru a construi un patrulater regulat (patrat) in B C
circumferintd sunt duse doua diametre perpendiculare, de
exemplu AC si BD (fig.197) si se unesc consecutiv capetele
lor. Patrulaterul astfel obtinut ABCD - patrat.

Folosind figura 197, incercati de sine statdtor sa construifi
un octagon regulat.

Voi deja stifi cum de construit triunghi, patrulater, hexagon A D
regulati. Dar cum de construit un pentagon sau un poligon

cu n laturi oarecare regulat? Fig.197

Dacé impar{im circumferinta in n parti egale si punctele
de divizare obtinute de le unit succesiv cu segmente, atunci se va ob{ine un poligon
regulat cu n laturi. Asadar, problema construirii unui poligon regulat cu n laturi se
reduce la impartirea circumferintei in n pérti egale. Unghiul la centru ZAOB, care
se sprijind pe latura poligonului regulat cu n laturi, inscris in circumferinta, este

o

egal cu . De aceea dacd trebuie de impartit circumferinta in 9 parti egale,
. . n < . < .
noi la inceput calculam unghiul la centru corespunzator (360° : 9 = 40°) si cu

ajutorul raportului construim asa un unghi la centru — ZAOB=40° (fig.198).

B 1
M
A 1
A
1
B 1 C
Fig.198 Fig.199

Iar mai departe cu deschizatura compasului ce este egald cu AB, facem ocolul
intregii circumferinte. Daca punctele de divizare de le unit succesiv cu segmente,
atunci se obtine nonegon regulat. El este regulat, fiindcd laturile lui sunt egale (ca
coarde, care subintind arce egale) si unghiurile sunt egale (ca unghiuri inscrise,
care se sprijind pe arce egale).

Se pot construi poligoane regulate si fira a folosi circumferinta. Sa construim,
de exemplu, un octagon regulat cu latura de 1 cm. Deoarece unghiul octagonului
regulat este egal cu 135°, cu ajutorul raportului, construim la inceput ZA=135°
(fig.199) si pe laturile lui depunem segmentele AM = AB = 1 cm. lar mai departe
continudm sa construim consecutiv unghiuri de 135° si depunem pe ele segmente
cu lungimea de 1 cm. Octagonul obtinut va fi regulat, deoarece unghiurile si laturile
lui sunt egale conform constructiei. Dar octagonul construit cu un asa procedeu

practic se poate foarte deosebi de octagonul regulat, deoarece greselile inivitabile ale
desendrii se aduna si in final pot fi foarte mari. In constructiile clasice se permite
utilizarea numai a compasului si a riglei, iar nu si a raportorului.
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Cum se poate afla aria unui poligon regulat cu » laturi? Dupa cum se stie aria
oricarui poligon cu perimetrul 2p, circumscris circumferintei de raza r se poate
afla cu formula S = pr. Aceasta formuld este adevdratd si pentru poligonul regulat
cu n laturi.

< . . 1 . 1
Daca latura lui este g, atunci p= E na, iar S= E nar.

— PENTRU CEI CURIOSI

Mai sus a fost vorba despre
construirea unui poligon regulat cu n
laturi. Dar cum de construit poligonul
regulat cu n laturi a cdrui laturd are
lungimea datd a (sau raza r sau R a
circumferintei, inscrise in acest poligon
regulat, sau a circumferintei circumscrise
lui)? Astfel de constructii se fac, folosind
metoda asemanarii. De exemplu, pentru
a construi un pentagon regulat cu latura
as = 2 cm, mai intai se construieste un
pentagon regulat arbitrar ABCDE (fig.
200) si sunt duse semidreptele OA, OB,
OC, OD, OE. Pe semidreapta AB se
depune segmentul AK = a; = 2 cm si se
duce KM||OA. Dacd KM intersecteaza
semidreapta OB in punctul B,, atunci
mai departe se duce B/A, || BA, B.C, || BC,

Fig.200

C,D, ||CD si s.a.m.d. Pentagonul A,B,C,D,E, este acela care trebuia construit.

INSARCINARI SI INTREBARI PENTRU AUTOCONTROL

1.

Cum se exprima prin raza circumferintei circumscrise latura poligoanelor
regulate: a) poligonului cu n laturi; b) triunghiului; ¢) patrulaterului; d)
hexagonului?

Cum se exprima prin raza circumferintei inscrise latura urmatoarelor
poligoane regulate: a) poligonului cu n laturi; b) triunghiului; ¢) patrulaterului;
d) hexagonului?

Cum se exprima raza circumferintei circumscrise prin latura urmatoarelor
poligoane regulate: a) poligonului cu n laturi; b) triunghiului, ¢) patrulaterului;
d) hexagonului?

Cum se exprima raza circumferintei inscrise prin latura urmatoarelor
poligoane regulate: a) poligonului cu # laturi; b) triunghiului, ¢) patrulaterului;
d) hexagonului?

5. Cum de aflat aria poligonului cu # laturi re%ulat?
6.
7.

Cum de construit poligonul cu # laturi regulat?
Cum de construit poligonul cu n laturi regulat, stiind latura lui?
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EFECTUAM IMPREUNA

c Latura hexagonului regulat circumscris circumferintei este egald cu 4 cm.
Aflati latura triunghiului regulat, inscris in aceastd
circumferinta.

e Fie raza circumferintei r (fig.201). Atunci pentru
hexagon aceasta va fi raza circumferintei inscrise, iar -
pentru triunghi - raza circumferintei circumscrise.

Deci, \ /
a,V3 _ 443

A =2 — 23 cm. Deoarece re = Rs,
2 2 Fig.201

reiesd cd a3=R3\/§, a3=2\/§-\/§=6 cm.

o

9 Demonstrafi ca aria poligonului regulat cu » laturi, inscris in circumferinta
de raza R, se poate determina cu formula

1

S=§nR2 sinﬂ

n

e In figura 202 este reprezentat poligonul regulat cu n
laturi ABC...K, inscris in circumferinta de raza R.
Examinam 2 AOB: ‘ )

AO =BO =R, ZAOB= 360 ,
n

1 . K C
si de aceea S, ,,, =§R2 sin 369° \ /

n  S——

Deoarece ABC...K — poligon regulat cu n laturi,

reiesd cd aria lui S este de n ori mai mare decat Fig.202
aria triunghiului AOB.

Deci,

1

S=n-S A()BzgnR2 sin 369

n

N

Atrageti atentia la formulele cu ajutorul cérora se poate afla aria triunghiului,
patrulaterului si hexagonului regulati cu latura a.

Cantitatea de laturi a poligonului
cu n laturi regulat.

Aria poligonului regulat
cu n laturi 4 2

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



§ 18. Poligoane regulate si prorpietatile lor 159

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

620.
621.

622.

623.

624.
625.
626.
627.

628.
629.
630.

631.

Latura patrulaterului regulat este egald cu a. Cu ce este egal: a) perimetrul
lui; b) lungimea diagonalei; c¢) unghiul format de diagonale; d) raza
circumferintei circumscrise; e) raza circumferintei inscrise; f) aria patrulaterului?
Diagonala patrulaterului regulat este egald cu d. Cu ce este egald: a) latura
patrulaterului; b) perimetrul lui; ¢) raza circumferintei circumscrise; d) raza
circumferintei inscrise; e) aria patrulaterului?

Latura hexagonului regulat este egala cu a (fig. 203). Aflafi: a) perimetrul
lui; b) raza circumferintei circumscrise; c) raza c D
circumferintei inscrise; d) distanta dintre cele

mai indepdrtate puncte ale hexagonului; e) aria

hexagonului. B E
Latura patratului, circumscris circumferintei, este

egald cu a. Aflati latura hexagonului regulat, inscris

in aceastd circumferinta. A N F

Fig.203

Construiti poligonul regulat cu n laturi, daca:
ayn=3;b)n=6;c)n=8;d)n=12.

Construiti poligonul regulat cu » laturi, cu latura de 2 cm, daca:
ayn=5b)n=6;c)n=9;d)n=12.

Construiti triunghiul regulat dupa raza datd R a circumferintei circumscrise,
dacd: h =3 cm.

Construiti hexagonul regulat dupd a) raza data R a circumferintei circumscrise;
b) latura datd; c) perimetrul dat.

Raza circumferintei este egald cu 8 cm. Aflati latura poligonului regulat cu
n laturi, inscris in aceasta circumferinta, daca:
ayn=3;b)n=4;c)n=6;d)n=12.

Raza circumferintei este egali cu 8v3 cm. Aflati latura poligonului regulat
cu n laturi, circumscris ei, daca:

ayn=3;b)n=4;c)n=6;d) n=18.

Latura poligonului regulat cu n laturi este egali cu 4+/3. Aflati raza
circumferintei, circumscrise lui, daca:
ayn=3;b)n=4;c)n=6;d)n=12.

Latura poligonului cu n laturi regulat este egald cu 36 cm. Aflati raza
circumferintei, inscrise in el, daca:
ayn=3;b)n=4;c)n=6;d) n=18.
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632. Latura poligonului regulat inscris in circumferinta este egala cu 12 cm. Aflati
perimetrul si aria acestui poligon, daca:
ayn=3;b)n=4;c)n=>5;d) n=6.

633. Aflati aria poligonului cu n laturi regulat, dacd raza circumferintei, circumscrise
lui este egald cu 6 cm. Cercetafi cazurile:
ayn=3;b)n=4;c)n=5;d)yn=6;e)n=12.

634. In circumferinti este inscris un hexagon regulat, al cirui perimetru este 24
cm. Aflati perimetrul si aria urmdtoarelor poligoane regulate, inscrise in
aceasta circumferintd: a) triunghiului, b) patrulaterului.

635. Aflati aria poligonului cu n laturi regulat, dacd raza circumferinfei inscrise
in el este egald cu 4 cm si:
ayn=3;b)n=4;c)n=6;d)n=12.

636. De céte ori aria pétratului, circumscris circumferintei este mai mare decat
aria patratului, inscris in aceasta circumferinta?

637. Perimetrele patratului, triunghiului echilateral si a hexagonului regulat sunt
egale cu 36 cm. Care din aceste figuri are cea mai micd arie, si care - cea
mai mare?

638. Se da triunghiul regulat ABC. Construiti hexagonul regulat AKBPCT. Cum
se raportd perimetrele si ariile lor?

639. Se da un patrat. Construiti un octagon regulat, patru varfuri ale caruia ar
coincide cu varfurile patratului dat. Cum se raportd perimetrele si ariile lor?

640. Folosindu-se de figurile 204-206 aflati laturile necunoscute x si y ale poligoanelor

regulate.
y Y y
Fig.204 Fig.205 Fig.206

641. Aflati lungimile diagonalelor octagonului regulat: a) stiind raza R a
circumferintei circumscrise; b) cunoscand latura egald cu a.

642. Aflati lungimile diagonalelor dodecagonului regulat, daca se stie: a ) raza R
a circumferintei circumscrise; b) latura a.

643. In circumferinfa de raza 12 cm este inscris un poligon cu n laturi regulat si
sunt unite succesiv mijlocurile laturilor lui. Determinati latura poligonului
ce s-a format i raza circumferintei circumscrise lui, daca: a) n = 4;
b) n = 6.
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644. In circumferinta de raza R este inscris un triunghi regulat, iar pe latura lui
este construit un patrat. Aflati raza circumferintei, circumscrise patratului.

645. In circumferinta de raza R este inscris un triunghi regulat, in triunghi este
inscrisd o circumferinta, in care este inscris un patrat. Aflati latura pétratului.

646. Intr-o circumferinti este inscris un hexagon regulat cu latura a, iar
circumferintei ii este circumscris un triunghi regulat. El de asemenea este inscris
intr-o oarecare circumferinta. Aflati raportul razelor acestor circumferinte.

647. Problemd deschisd. In circumferinfa de raza R este inscris un triunghi
regulat. In triunghi este inscrisd o ... , iar in ea este inscris un ... . Aflati

latura
648. Coarda comund a doua circumferinte, care se intersecteaza este egala cu /
si serveste pentru una din circumferinte ca latura a D C
triunghiului regulat inscris, iar pentru a doua - ca
latura a patratului inscris in ea (fig. 207). Aflati distanta
dintre centrele circumferintelor. Examinati alt caz.
649. Latura hexagonului regulat este egald cu 10 cm. Aflati
aria triunghiului regulat echivalent cu el. l
) . . . y . A
650. Aria hexagonului regulat, circumscris unei circumferinte
este egald cu 724/3 cm?. Aflati aria triunghiului regulat 0
circumscris acestei circumferinte. '
651. Aria octagonului regulat inscris intr-o circumferinta,
este egald cu 1622 m?2. Stabiliti corespondenta
dintre poligoanele regulate (1-4), inscrise in aceasta
circumferinta si valorile ariilor acestor poligoane (A- Fig.207
E).

2433
1 Triunghi A —\/7

2
g IIjlatrulater B 243
exagon
4 Dodecagon C 2432
4
D 162

2433
4

E

~

INSARCINARE PRACTICA

652. Un mare interes fatd de constructiile geometrice au manifestat pictorii renumiti
in toata lumea: Leonardo da Vinci, Alibreht Diurer, Salvador Dali, Mauriti
Eser. Cu ajutorul constructiilor geometrice corecte ei au izbutit sa reprezinte
perfect spatiul.
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Examinati schita lui Leonardo da Vinci la a lui ,Cina cea de taind” (fig.
208), in care, printre altele, este reprezentata constructia octagonului regulat,
inscris in circumferinta, dupd latura lui.

a) Demonstrati ca asa o constructie asigura determinarea corectd a centrului
circumferintei, circumscrise ocatgonului regulat cu latura data.

b)  Construiti cu asa un procedeu un octagon regulat, a carui latura este egald
cu 2 cm.

Fig.208

PROBLEME PENTRU REPETARE

653. Cate diagonale are poligonul cu 75 de laturi regulat?

654. Aflati unghiurile poligonului cu 30 de laturi regulat.

655. In ce raport impart unghiul diagonalele hexagonului regulat, care ies din
varful acestui unghi?

656. Diagonalele rombului sunt proportionale cu numerele 3 si 4, iar aria este
egala cu 12 cm?. Aflati perimetrul rombului.
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1 9 Lungimea circumferitei si a
§ arcului de circumferinta

In clasele primare lungimea circumferinfei se determina cu ajutorul firului de
atd (amintiti-va cum aceasta se face). Dar ata nu este notiune geometrica, si pe
langd aceasta masurarea lungimii circumferintei cu ata ne da numai rezultate
aproximative. De aceea vom examina aceastd intrebare din punctul de vedere al
geometriei.

S4 ne imagindm ca in circumferinta este inscris un decagon regulat, apoi un
icosagon regulat, un poligon regulat cu 40 de laturi s.a.m.d. Perimetrele lor P,,,
P,y, Py, ... tot mai putin se deosebesc de lungimea a
circumferintei date. Dacd cantitatea de laturi a poligonului —

(n) de o madrit infinit de mult, atunci P, - se apropie / C’
de C. Se poate spune astfel: lungimea circumferintei

—acesta-i numarul de care se apropie valoarea numerica

a perimetrului poligonului cu n laturi regulat, inscris in

aceastd circumferinta, la cresterea nemarginita a cantitatii

laturilor lui. —

Sa deducem formula care exprimd lungimea
circumferintei prin raza ei. Fie cd avem doud circumferinte
arbitrare (fig.209). Notam razele lor cu literele R §i R, ar C
lungimile lor - cu literele C si C’. In fiecare din aceste
circumferinte inscriem un poligon cu 7 laturi regulat cu

acelasi numar de laturi. Dacd a, si a, — sunt laturile
acestor poligoane, iar P, si P/ — perimetrele lor, atunci

o i . 1 o
P =n-a,=n-2Rsin 80 siP’=n-a, =n-2R’sin 80 . <
De aici " "
b _2R Fig.209
P/ 2R’

Aceastd proportie este adevaratd pentru fiecare valoare a lui n. De aceea, daca
marim nemarginit valoarea lui #, atunci perimetrele P,si P, vor tinde citre lungimile
circumferintelor C si C’, iar raportul perimetrelor - catre raportul C  Deci,

C 2R c _c c
= sau ——= .
¢’ 2R’ 2R 2R’

Deoarece 2R — diametrul circumferintei de raza R reiesd ca raportul lungimii
circumferintei citre diametrul ei este unul si acelasi pentru fiecare circumferinta.

Acest raport constant este primit de-1 notat cu litera greceasca m (se citeste ,,pi”).
Numarul 7 este irational, valoarea lui aproximativa cu precizia de sutimi este w =3,14.
La sfarsitul secolului trecut cu ajutorul unei asigurari speciale de programare la
computator au fost gasite un milion de cifre ale acestui numar.
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Asadar, daci C este lungimea circumferintei de raza R, atunci % =, de unde

C = 2nR.

Aceasta este formula lungimii circumferintei.

De exemplu, dacd raza circumferintei R=150 cm, atunci lungimea ei

C=2-3,14 - 150 = 942 (cm).

Sd deducem formula pentru calcularea lungimii unui )
arc de circumferinta (a unei parti a ei).

Lungimea arcului este proportionald cu masura unghiului ~ ,
la centru corespunzator. Arcul care corespunde unghiului la
2tk 7R
0 180
la centru de n° ii corespunde arcul cu lungimea de
(fig.210). 180

centru de 1°, are lungimea . Atunci unghiului

nRn

Asadar, lungimea [ a arcului circumferintei de raza R, Fig.210
madsura in grade a cdruia constituie n°, se calculeazd cu
formula:

_TmRn

l=——.
180

— PENTRU CEI CURIOSI

Lungimea circumferintei si a partilor ei (cu un anumit grad de aproximatie)
stiau sa o determine incd cu 2000 de ani in urmd in Egiptul si Babilonul Antic.
Mai tarziu in Grecia Anticd Arhimede, ludnd diametrul circumferintei drept
unitate, inscria in circumferinta i circumscria circumferintei poligoane regulate.
Afland perimetrul poligonului cu 96 de laturi regulat inscris §i circumscris, el
a stabilit ca lungimea circumferintei cu diametrul 1 se afld intre limitele:

32<n<31.
71 7

a numadrului © pentru rezolvarea a multe probleme practice se
lua numdrul 3,14.
Pand acum noi am considerat lungimile circumferintelor
si a partilor lor. Afard de ele exista o infinitate de alte linii Fig.211
curbe: parabole, elipse, spirale (fig.211) s.a. Cum de determinat
lungimile a astfel de curbe sau a partilor lor? Din istoria
matematicii se stie cd aceasta a fost o problemd foarte
complicatd, care avea denumirea de ,curba rectificabild” A

determina lungimea arcului curbei, afara de circumferintd, s-a ﬁ\
izbutit tocmai in secolul XVII. La ora actuala lungimile curbelor <

Deoarece 3% ~3,142857, de aceea ca valoarea aproximativa @

sunt determinate cu ajutorul metodelor analizei matematice.

In practica lungimile a astfel de linii sunt determinate
aproximativ. Lungimea curbei, care nu este parte a .
circumferintei, se poate determina aproximativ, pasind pe ea Fig.212

cu compasul de o anumitd deschizitura gﬁ1§.212).
| [MpaBo ansi 6e3onnartHoro po3milleHHs nigpyyHuka B Mepexi IHTEpHeT Mae
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§ 19. Lungimea circumferintei si a arcului de circumferinta 165

INTREBARI S| INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Cum se noteaza raportul lungimii circumferintei catre diametrul ei?

2. Cu ce este egald valoarea aproximativa a numdrului 7 cu precizie de sutimi?
3. Cu care formuld se determina lungimea circumferintei?

4. Cu care formula se afla lungimea arcului de circumferinta?

EFECTUAM ORAL

o Aflati diagonala patratului, circumscris circumferintei, a carei lungime este L.
e Notdm raza circumferintei examinate cu litera r. Atunci I = 2nr, de unde

l < . . < . . o
el Latura patratului circumscris este egald cu diametrul circumferintei
T

l . < <
(fig.213). AB=KP=2-r=—. Lungimea cdutatd a B P c
T
. . 2
diagonalei AC= ABV2 = i .
T
o
9 Aflati raza circumferintei, lungimea careia este egala cu
o treime din lungimea circumferintei de raza 30 cm.
e Lungimea circumferintei mai mici este egald cu 4 % D
1 y < < .
§~2n-30 sau 20n. Daca raza cautata este r, atunci Fig.213

2nr = 20w, de unde r = 10 (cm).

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

657. Aflati valoarea aproximativa a expresiilor 10m; 27; %

658. Cu ce este egala lungimea circumferintei de raza 1 cm; 1 m?

659. Diametrul circumferintei este egal cu 2 m. Cu ce este egald lungimea
circumferintei?

660. Cu ce este egald raza circumferintei de lungimea 27 cm; 107 dm; 2mn cm?

661. Mai mult sau mai putin de 5 cm are lungimea circumferinfei cu raza de 1m?

662. Aflati lungimea circumferintei, circumscrise triunghiului dreptunghic cu
ipotenuza 10 cm.

663. Cu ce este egala lungimea arcului AB al circumferintei cu centrul in punctul
O si raza 3 m, dacda ZAOB=120°?
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664. Aflati lungimea circumferintei de raza: a) 30 cm; b) 12 cm; c¢) 25 cm.

665. Aflati raza circumferintei, lungimea careia este de: a) 12n c¢m; b) 6,28 cm;
c) 407 cm.

666. Cum se va mari lungimea circumferintei, daca vom mari raza ei de k ori?

667. Aflati lungimea circumferintei, circumscrise pétratului cu latura de 8 cm si
lungimea circumferintei, inscrise in acest patrat.

668. Diagonala patratului este egald cu d. Aflati lungimea circumferintei inscrise.

669. Aflati lungimea circumferintei circumscrise dreptunghiului, ale cdrui laturi
sunt egale cu 33 cm si 56 cm.

670. Latura hexagonului regulat este egala cu 9 cm. Calculati lungimea circumferintei
circumscrise acestui hexagon si a circumferintei inscrise in el.

671. Latura triunghiului regulat este egala cu 12 cm. Aflati lungimea circumferintei:
a) inscrise in triunghi; b) circumscrise triunghiului.

672. Aflati lungimea arcului circumferintei a cdrei raza este de 6 cm, iar unghiul
la centru corespunzitor este: a) 30°; b) 60°; c) 90°; d) 120°.

673. Triunghiului echilateral ABC cu latura de 6 cm ii este circumscrisa o
circumferinta. Aflati lungimile arcelor AB, BC si AC.

674. Punctele M si N impart circumferinfa cu diametrul de 20 cm in parti,
proportionale cu numerele 2 si 3. Aflati lungimile arcelor obfinute.

675. Punctele P si K impart circumferinta de raza 4 cm in doud arce astfel, ca
diferenta lungimilor lor este egala cu 1,4n. Aflati lungimea arcului mai mare.

676. Pe latura AC, egald cu 6 cm a triunghiului echilateral ABC, ca pe diametru
este construita o semicircumferintd. Aflati lungimile arcelor, in care laturile
AB si BC impart aceastd semicircumferinta.

677. Coarda circumferintei este egald cu raza ei. Aflati lungimile arcelor in care
aceasta coarda imparte circumferinta, daca diametrul circumferintei este de

36 cm.
678. Se dd poligonul regulat ABC...K (fig.214), a
carui latura este egala cu 18 cm. BK - arcul C

circumferintei cu centrul in punctul A si raza AB.
Stabiliti corespondenta dintre masura unghiului
A (1-4) si lungimea arcului BK (A-E).

B
1 60° A 14rn
2 108° B 10,8n
3 140° C 6n A K
4 156° D 15n Fig 214
E 15,6xn

679. Pe o bobina cu diametrul de 0,6 m sunt 30 de spirale de sarma. Aflati lungimea
sarmei.

680. Aflati lungimea orbitei satelitului artificial al Pamantului, dacd el se roteste
pe o circumferintd la distanta de 320 km de la suprafata Pamantului. Raza
Pdmantului este aproximativ egald cu 6370 km.
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681.

682.

683.

684.

685.

686.

687.
688.

Imaginati-vd ca o sfera cu raza de 6370 km este incercuitd pe ecuator cu un
cerc. Dacd lungimea acestui cerc de o marit cu 1 m, el se va depdrta de la
suprafata sferei (peste tot la fel) la o oarecare distanta. Aflati-o.

Locomotiva Diesel are roata cu diametrul de 0,8 m. Cate rotatii pe minuta
face aceastd roatd cand locomotiva se misca cu viteza de 60 km /ora?
Cateta triunghiului dreptunghic este egald cu a, iar unghiul ascutit alaturat p.
Aflati lungimea circumferintei circumscrise.

Cum se raporta lungimile a doud circumferinte, daca una din ele este
circumscrisa unui triunghi regulat, iar cealalta este inscrisa in el?

Aflati lungimile liniilor, care marginesc figurile, reprezentate in figura 215.

B C B_3 5 _C B
5
4 M C
3
A 10 D A D A
a b c
Fig.215

Latura rombului este egald cu 15 c¢m, iar unghiul cu — 30°. Aflati lungimea
circumferintei inscrise.

Aflati lungimea circumferintei circumscrise trapezului cu laturile a, a, a si
2a.

Coarda comuna a doud circumferinte care se intersecteazd este egald cu [
si serveste pentru una din circumferine drept laturd a triunghiului regulat
inscris, iar pentru cealaltd — ca latura a patratului inscris. Aflati lungimile
acestor circumferinte.

689.Aflati lungimea circumferintei, care este mai lungd decat diametrul ei cu

690.

691.

692.
693.

694.

21,4 cm.

Circumferinta de raza 3 cm este indreptata intr-un arc de raza 9 cm. Aflati
inésura in grade a arcului ob{inut si masura unghiului la centru corespunzator
ui.

Unui triunghi, ale cdrui unghiuri sunt proportionale cu numerele 3,4 si 5, ii
este circumscrisd circumferinfa de raza 6 cm. Aflati lungimile arcelor ei AB,
BC si CA.

Aflati lungimile arcelor, in care circumferinta cu lungimea de 207 este impartita
de coarda, dusa la distanta de 5v/2 cm de la centrul circumferintei.
Lungimea circumferintei este egala cu 24n cm. Aflati lungimile arcelor,
in care aceasta circumferintd este impartitd de coarda cu lungimea de
1243 cm.

Din punctul A al circumferintei cu centrul O sunt duse coardeleAB si AC

astfel, cA AC=6+2 cm, ZBOC=120°. Aflati lungimile arcelor AB, AC si
BC, daca lungimea circumferintei este de 12n cm. Cate solutii are problema?
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695. Coarda intide arcul circumferintei
cu lungimea /, a cdruia masurd
in grade este de n°. Aflati A
lungimea coardei.

696. Aflati lungimea curelei de
transmisie, care uneste doua rofi
de curea, dacd razele lor sunt egale A,
cu 10 em si 30 cm, jar distanta
dintre centrele lor OO, = 1 m
(fig.216). B,

Fig.216

~

INSARCINARE PRACTICA

697. a) In sistemul de coordonate rectangular, in care segmentul unitar are lungimea

de 1 cm in intervalul [-2; 3] construiti graficul functiei y = x%. Cu ajutorul
compasului si riglei aflai lungimea aproximativa a acestui grafic.
6) Analogic aflati lungimea aproximativa a unei pér{i a spiralei de aur,
reprezentatd in figura 217. Care deschizatura
a compasului este rational de-o luat in acest
caz? Aflati mai mult despre aceasta spirala.
De ce ea este astfel numita?

PROBLEME PENTRU REPETARE

698. Aflati suma distantelor de la centrul Fig.217
circumferintei cu diametrul d pana la laturile
triunghiului regulat, inscris in aceasta circumferin{a.

699. Aflati perimetrul hexagonului, inscris in circumferinta de raza R.

700. In circumferinta de raza 3 cm inscrieti un dodecagon regulat.

701. Latura rombului este egala cu a, iar unghiul ascutit — cu o.. Aflati diagonalele
rombului, aria §i raza circumferintei inscrise.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

Spirala de aur in naturd
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§ 20 ‘ Aria cercului si a partilor lui

Cerc se numeste partea planului, marginitd de circumferintd. Centru, raza,
diametru, coarda a cercului este numit corespunzitor centrul, raza, diametrul,
coarda circumferintei, care margineste cercul dat. Poligon, inscris in cerc este
numit poligonul inscris in circumferinta cercului dat.

Partea cercului mérginitd de doud raze ale lui, se numeste sector (fig.218,
b). Coarda cercului il imparte in doud segmente (fig.218, c). In figura 218 este
reprezentat cercul, doua sectoare de cerc si doua segmente.

=

a b c

Fig.218

Ce este aria cercului? Nu este usor de raspuns la aceasta intrebare, deoarece
teoria strictd a ariilor figurilor, marginite de linii curbe, este destul de complicata;
noi nu vom considera-o. Numai remarcdm, cd fiecare cerc are arie §i cd aria
poligonului cu 7 laturi regulat, inscris in cerc, cand numarul n creste nemarginit,
tinde spre aria cercului. Pe baza acestor afirmatii deducem formula pentru calcularea
ariei cercului.

Fie ci este dat cercul de razi arbitrard R. Inscriem in el poligonul cu # laturi
regulat ABCD...F (fig. 219).

Daca OH — inalfimea triunghiului OAB, atunci

AHzéAB, 4AOH=180 si OH =R cos 180 .
n

n
SAOB=%AB-OH=%AB-RCOS 180

D

Poligonul

a

cu n laturi ABCD...F este compus din n astfel de
triunghiuri, de aceea aria lui

Sn:n~lAB'Rcos 180 =lPRcos 180 , A—B
2 n 2 n
unde P - perimetrul poligonului dat. Fig.219
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Dacd numarul » il mdrim nemarginit, atunci perimetrul P se va apropia de
lungimea circumferintei 2nR, unghiul 180° __ 70 0°, jar cosinusul lui - de 1.
De aceea n

S=nR-R-1=nR2

Aria cercului de raza R se afla cu formula

S = nR?.

Sa deducem formulele pentru calcularea ariilor sectorului §i segmentului. _,
T

Aria sectorului, care corespunde unghiului la centru de 1°, este egala cu
De aceea unghiului la centru de n° ii corespunde sectorul, a cdrui arie este egala
cu TR'n

360
Asadar, aria sectorului de cerc de raza R, a carui masura de grad constituie
o .
n°, se calculeazi cu formula nRn

SSBC: Tonn °
360

De exemplu, daca raza sectorului OA = 9 cm, B
iar ZAOB=120° (fig.220), atunci aria acestui sector

S, =192 229 _o7r (em?).
360

Pentru a afla aria segmentului AMB (fig.221), trebuie de
scazut din aria sectorului corespunzator aria triunghiului
OAB, daci unghiul sectorului o < 180° (fig.221,a) sau de
adunat aria triunghiului OAB, dacd unghiul sectorului
a > 180° (fig. 221,b). Sectorul cu unghiul de 180° — Fig.220
semicerec, aria lui este egala cu jumatate din aria cercului
corespunzator.

B B,

A A,

Fig.221 Fig.222

Parte a cercului este de asemenea inelul, marginit de doud circumferinte
concentrice (fig.222). Daca razele circumferintelor, care marginesc inelul, sunt
egale cu R si r atunci aria inelului

S = nR? — nr? = n(R? — r?).
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— PENTRU CEI CURIOSI

171

Din punctul de vedere al geometrie sunt interesante
partile cercului marginite de arcurile a doud circumferin-
te — lentilele (fig. 223) si seceruicile (fig. 224). Ganditi-va
cum se poate determina ariile acestor figuri, stiind, de
exemplu, razele circumferintelor, care le marginesc, si
distanta dintre centrele lor.

Drept exemplu sd examinam o astfel de seceruica,
marginitd de semicircumferinta de raza r si de un sfert

de cerc de raza r/2 (ﬁf. 225). Aria ei

2
S=l— %Tt(r\/i)z—l’z)=r2.

2
Aria seceruicii AKBP este egald cu aria patratului
AOO,H. Exista seceruici, cvadratura cirora este posibila!
Aceasta a demonstrat in secolul V i.e.n. Hipocrat Hiosikii
(nu confundati cu mediul antic grec, autorul "Jurdmantul
lui Hipocrat", care a trdit in secolul III i.e.n).
Cvadratura figurii - asta-i calcularea ariei ei. Inainte
se spunea, cd cvadratura figurii este posibila daca se poate
construi (cu compasul si rigla!) patratul, echivalent cu
figura data.

J

Fig.223

Fig.224

Fig.225

INTREBARI PENTRU AUTOCONTROL

. Ce se numeste cerc?

. Cu care formula se calculeaza aria cercului?

. Ce se numeste sector?

. Cu care formuld se afld aria sectorului?

. Ce se numeste segment?

. Cu care formuld se calculeazd aria segmentului?

N QAU W =

EFECTUAM IMPREUNA

e In triunghiul regulat este inscrisd o circumferinta de
raza r i tot lui ii este circumscrisa o circumferinta.
Aflati aria inelului, marginit de aceste circumferinte.

® Problemei ii corespunde figura 226, in care OH =r,

OC = R. Deoarece in triunghiul regulat R = 2r, reiesa ca

. Ce se numeste inel? Cu care formula se afld aria inelului?

aria inelului S = nR? — nr? = ©(R? — r?) = n(4r? — r?) = 3nr.
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e Trei circumferinte de raza r au contact exterior doud cate doua. Calculati aria
»triunghiului curb’, mérginit de arcele acestor circumferinte.

e Centrele circumferintelor date formeazd triunghiul regulat OO,0, cu latura
2r (fig.227). Aria lui este o
2

2 2
=(2r) \/§=4r4 3 _ 23

S
4

Deoarece £0,00, =60°, reiesa cd aria fiecaruia

. . y 1
din sectoarele obtinute este egald cu gnrz.

: . ss v 0 0,
Atunci aria figurii cdutate este r A

S=\/§r2—3~%nr2 =r? (\/g—g)

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

702. Aflati aria cercului de raza 1 m; 2 dm; 5 cm.

703. Aflati aria cercului cu diametrul de 2 dm; 6 cm; 3 m.

704. Aflati aria semicercului de raza 6 cm.

705. Aria cercului este egald cu 3n m2. Cu ce este egald raza lui?

706. Aflati aria cercului, circumscris unui patrat cu diagonala d.

707. Aflati aria cercului, inscris in patratul cu latura a.

708. Cum se va schimba aria cercului, daca raza lui de o marit de 2 ori?

709. Cum se va schimba aria cercului, daca vom micsora diametrul lui de 3 ori?
710. Rezolvati rebusul din figura 228.

a b c

Fig.228

711. Calculati aria cercului, a cdrui razd este egald cu 8 cm; 10 cm; 5 cm.

712. Calculati aria cercului, a carui diametru este egal cu 6 cm; 18 cm; 22 cm.

713. Aria cercului este egala cu S. Aflati lungimea circumferintei, care-1 margineste,
dacad S este egal cu: a) 12,56 cm?; b) 167 cm?; ¢) 1,447 cm?.
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§ 20. Aria cercului si a partilor lui 173

714.
715.

716.

717.

718.

719.

720.

721.

722,

723.

724.

Aflati aria arenei circului, lungimea circumferintei cdreia este de 41 m.
Construiti cercul aria caruia este egald cu 4n cm?, inscrieti in el un patrat.
Aflati aria cercului inscris in acest patrat.

Ariile a doua cercuri se raporta ca 4:9. Aflati raportul lungimilor ale
circumferintelor acestor cercuri.

Aflati aria cercului, daca laturile dreptunghiului inscris in el sunt egale cu
12 cm i 16 cm.

Aflati raportul ariilor ale cercurilor: a) inscris in triunghiului regulat:
b) circumscris aceluiasi triunghi.

Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 6 cm si 8 cm. Aflati aria:
a) cercului, inscris in triunghi; b) cercului, circumscris triunghiului.

Aflati aria inelului, mérginit de circumferinfele concentrice de razele 2 cm
si 5 cm.

Aria inelului, marginit de doud circumferinte concentrice este egala cu
63n cm?. Aflati razele acestor circumferinte, daca:

a) una din ele este cu 3 cm mai mare decét cealalta;

b) ele sunt proportionale cu numerele 3 si 4;

c) suma lor este egald cu 21 cm.

Aflati aria sectorului de cerc de raza 12 cm, daca unghiul la centru corespunzator
este egal cu:

a) 40°; b) 60°; ¢) 120°; d) 270°.

Aflati aria segmentului de cerc, daca raza cercului este egald cu 6 cm, iar
arcul contine:

a) 60°; b) 90°; ¢) 120°; d) 150°.

Dintr-o foaie patratd de tabla au decupat un cerc cu cea mai mare arie
posibild. Céte procente din foaie constituie deseurile?

725.

726.

Aflati ariile figurilor vopsite (fig.229-231).

Fig.229 Fig.230 Fig.231

Suma catetelor triunghiului dreptunghic este cu 10 cm mai mare decat
impotenuza. Aflati aria cercului, inscris in acest triunghi.
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727. Pe laturile triunghiului dreptunghic , ca pe diametre, sunt construite trei
semicercuri. Demonstrati cd aria celui mai mare din ei este egald cu suma
ariilor celorlalti doi.

728. Latura hexagonului regulat este egala cu 3 cm. Aflati ariile cercurilor: inscris
in acest hexagon si circumscris lui.

729. Aria cercului circumscris triunghiului isoscel, este egald cu 100n cm?. Aflati
aria cercului, inscris in acest triunghi, daca inal{imea, coborata pe baza este
egald cu 18 cm.

730. Aria cercului, inscris intr-un trapez dreptunghic, este egala cu 144n cm?.
Aflati aria trapezului, daca baza mare a lui este de 36 cm.

731. Laturile unui triunghi sunt egale cu 13 cm, 14 cm si 15 cm. Aflati aria
inelului format de circumferintele inscrisa i circumscrisa triunghiului.

732. Unui poligon regulat cu n laturi ii este circumscrisd o circumferinta si tot lui
ii e inscrisd o circumferintd. Latura poligonului este a. Demonstrati ca aria
inelului, marginit de aceste circumferinfe nu depinde de numarul n.

733. Stabiliti corespondenta dintre figurile vopsite (1-4), reprezentate in figura 232
si ariile lor (A-E).

1 2 3 4
/\ 8 6
.

Fig. 232
A B C D E
361 27rn 257 167 97

734. Intr-un sector de cerc cu unghiul de 60° este inscris in cerc (fig. 233). Aflati
raportul ariei sectorului cétre aria cercului inscris.
735. Aflati aria cercului, inscris intr-un segment de cerc de raza R, a carui arc are

120° (fig. 234).
0
\/\/
A WB

Fig.233 Fig.234
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736. Aflati raza cercului, daci aria sectorului acestui cerc este egald cu 207 cm?,
iar unghiul la centru corespunzitor este egal cu 72°.

737. Coarda cu lungimea de 9v/3 cm imparte cercul cu diametrul de 18 cm in
doua segmente. Aflati ariile acestor segmente.

738. In cercul de raza R sunt duse doud coarde paralele, fiecare din ele subintinde
un arc de 60°. Aflati aria acelei pérti a cercului care este situata intre coarde.

739. Aflati aria partii comune a cercului cu diametrul AB si a triunghiului ABC,
daca: AB=BC = CA = a.

INSARCINARE PRACTICA

. . . . A
740. Desenati doud circumferinte concentrice de raze ‘
R si r, iar coarda AB a celei mai mari din ele sd ) B

fie tangentd la cea mai micd (fig. 235). Comparati

aria inelului, mérginit de ceste circumferinte cu aria \,
cercului ce are diametrul AB. Cercetati dacd oare

totdeauna aceste arii sunt egale.

Fig.235
PROBLEME PENTRU REPETARE

741. Aflati lungimea circumferinfei circumscrise triunghiului dreptunghic isoscel
cu cateta a.

742. Bisectoarea unghiului ascutit a triunghiului dreptunghic imparte cateta in
segmentele de 10 cm si 26 cm. Aflati lungimea circumferintei, inscrise in
triunghi.

743. Razele trapezului isoscel sunt proportionale cu numerele 4 i 9, iar perimetrul
este egal cu 52 cm. Aflati lungimea circumferintei, inscrise in trapez.

744. Aflati cel mai mare unghi al triunghiului cu laturile de 9 cm, 15 ¢m, 21 cm.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTR

Cercul in viata de toate zilele si in arta
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PROBLEME CU DESENE GATA

Aflati lungimea arcului
ABCD — pitrat i AB=BC=AC=a

AD =a : B

i B c : AB; MN

AB; AC : A
.O eA
a MAN

A D N XS

Aflati ariile ﬁgurilor vopsite

E MNPK — patrat

: ABCDEF — hexagon regulat,
AB=BC=AC=6 B MNPK —

pétrat,

ABCDEF — hexagon regulat AB BC =AC =12

;
A A
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LUCRAREA INDEPENDENTA 4

VARIANTA 1

1°.

2°,

3°.

Aflati masura in grade a unghiurilor interior si de la centru ale dodecagonului
regulat.

Latura hexagonului regulat este egald cu 8 cm. Aflafi lungimea circumferintei
si aria cercului, inscris in hexagon.

In circumferinta este inscris un patrat cu perimetrul de 24 cm. Aflati perimetrul
triunghiului regulat, circumscris acestei circumferinte.

VARIANTA 2

1°.

2°,

3°.

Aflati masura in grade a unghiurilor interior si de la centru ale nonadecagonului
regulat.

Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 18 cm si 24 cm. Aflati lungimea
circumferintei si aria cercului, circumscris triunghiului.

Intr-o circumferin{a este inscris un hexagon regulat cu perimetrul de 36 cm.
Aflati perimetrul triunghiului regulat, circumscris acestei circumferinte.

VARIANTA 3

1°.

2°,

3°.

Aflati masura in grade a unghiurilor interior §i de la centru ale decagonului
regulat.

Diagonala si latura laterala ale unui trapez isoscel sunt perpendiculare si egale
cu 24 cm §i 10 cm. Aflati lungimea circumferintei si aria cercului, circumscrise
acestui trapez.

Intr-o circumferin{a este inscris un triunghi echilateral cu perimetrul 12 cm.
Aflati perimetrul pétratului, circumscris acestei circumferinte.

VARIANTA 4

1°.

2°,

3°.

Aflati masura in grade a unghiurilor interior si de la centru ale unui octadecagon
regulat.

Laturile dreptunghiului sunt egale cu 7 cm si 24 cm. Aflai lungimea
circumferintei si aria cercului, circumscrise dreptunghiului.

Perimetrul triunghiului regulat, circumscris circumferintei, este egal cu 36 cm.
Aflati perimetrul hexagonului regulat, inscris in aceasta circumferinta.
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INSARCINARI TESTE 4

Lungimea circumferintei de raza 6 cm
este egald cu:

Unghiul hexagonului regulat este egal
cu:

Unghiul la centru al octagonului regulat

este egal cu:

R si r — razele circumferintelor
circumscrise si inscrise in un triunghi
regulat. Ce semn trebuie de pus in loc
de *: R * 2r?

Aria semicercului cu diametrul de
10 cm este egala cu:

Latura patratului, circumscris
circumferintei de lungimea 16m,
este egald cu:

Triunghiul regulat ABC este inscris
in circumferintd. Aflati lungimea
circumferintei, daca lungimea arcului
BAC este egald cu 6 cm.

Aflati aria sectorului de cerc de raza 6
cu unghiul la centru de 60°.

Aria cercului este egala cu 100n cm?.
Aflati lungimea circumferintei lui.

Perimetrul hexagonului regulat este egal
cu 48 cm. Aflati lungimea circumferinei
circumscrise lui.

Capitolul 4. Poligoane regulate

a) 3n cm;
b) 67 cm;

a) 110°;
b) 120°;

a) 60°;
b) 40°;

a) >;
b) <;

a) 251 cm?;
b) 1007 cm?;

a) 16 cm;
b) 8 cm;

a) 127 cm;
b) 12 cm;

a) 61 cm?;

b) 367 cm?;

a) 1007 cm;
b) 507 cm;

a) 167 cm;
b) 967 cm;
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c) 127 cm;
d) 3671 cm.

c) 135°;
d) 150°.

c) 45°%
d) 72°.

) =
d)nu se poate
stabili.

c) 12,57 cm?;
d) 507 cm?2.

c) 4 cm;
d) 42 cm.

c) 9 cm;
d) 4437 cm.

¢) 91 cm?;
d) 2n cm?.

c) 207 cm;
d) 25007 cm.

c) 87 cm;
d) 127 cm.
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PROBLEME TIPICE PENTRU LUCRAREA DE CONTROL

1°.
2°,

3°.

4°,

Aflati unghiul interior al decagonului regulat.

Aflati aria sectorului, a cdrui raza este egala cu 9 cm, iar unghiul la
centru — 80°.

Raza circumferintei, inscrise in patrat este egald cu 10 cm. Aflati raza
circumferintei, circumscrise acestui patrat.

Aria inelului, format de doud circumferinte concentrice, este egala cu 32n cm?.
Aflati razele acestor circumferinte, dacd una din ele este de 3 ori mai mare
decat cealalta.

5°.

6°.

7°.

8°.

Aflati perimetrul poligonului regulat, a carui latura este egald cu 5 cm,iar
unghiul cu — 156°.

. . . N A . . B
Latura triunghiului regulat, inscris intr-o circumferinta

este egald cu 12 cm. Aflati latura hexagonului regulat,
circumscris acestei circumferinte.

In triunghiul regulat ABC este inscrisi o M N
semicircumferinta cu centrul pe latura AC (fig.236), 4 c
care este tangentd la laturile AC si BC in punctele M P K

si N corespunzator. Aflati lungimile arcelor PM, MN, Fig.236

NK, daca PK = 4 cm.

Latura laterala si baza triunghiului isoscel sunt proportionale corespunzator
cu numerele 13 si 10, iar indltimea, coboratd pe baza, este egala cu 24 cm.
Aflati raportul ariei cercului, inscris in triunghi, catre aria cercului, circumscris
acestui triunghi.

9°°.

10°**. 1In sectorul de cerc de raza R cu unghiul la centru de

Demonstrati ca mijlocurile laturilor decagonului regulat
sunt varfurile ale altui decagon regulat.

60° sunt inscrise doua circumferinte, care sunt tangente
una cu alta, si au razele care marginesc sectorul (fig.
237). Aflati raportul lungimilor acestor circumferinte,
daca raza uneia din ele este cu 4 cm mai mare decit
raza celeilalte. Cu ce este egald R?

Fig.237

Lumea reald — cea mai bund lume
G. Leibniz
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Poligonul se numeste regulat, daca el este convex, ale lui toate laturi sunt egale,
toate unghiurile sunt egale. Daca poligonul este regulat, atunci i se poate circumscrie
o circumferintd si i se poate inscrie o circumferintd. Centrele acestor circumferinte
este unul si acelasi punct — centrul poligonului regulat. Perpendiculara, coborata
din centrul poligonului regulat pe latura lui, - apotema poligonului dat.

Pentru a calcula unghiurile referitoare la poligonul regulat cu n laturi, se aplica
formulele:

Unghiul interior Unghiul exterior Unghiul la centru
180°(n-2) 360° 360°
n n n

Pentru a construi un poligon regulat cu n laturi, se poate deviza circumferinta
in n parti egale si punctele succesive de divizare de le unit cu segmente.
Latura a, a poligonului regulat cu n laturi se exprima prin raza R a circumferintei
circumscrise $i raza r a circumferintei inscrise prin formulele:
80° 180°

si a,=2rtg .
n

a,=2Rsin

In particular,
a3=R\/§, a4=Rx/§, ag=Rsi a3=2\/§r, a,=2r,a,=r.
Latura hexagonului regulat este egald cu raza circumferintei circumscrise.

Pentru poligonul regulat cu # laturi cu latura a raza circumferintei circumscrise
(R) si raza circumferintei inscrise (r) se calculeazd conform formulelor.

a .
R=——g0° %"=
2sin

n

L
2tg 180

In particular pentru n = 8, 4, 6 aceste si alte marimi se calculeaza cu formulele:

R a\/3 a2 a
3 2
- a3 a a3
6 2 2
P 3a 4a 6a
S azx/g az 3\/§a2
4 2
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Raportul lungimii circumferintei citre diametrul ei este l
egal cu numarul constant = = 3,14. De aceea lungimea
C a circumferintei de raza R se poate determina cu formula 4 B
C = 2nR. Lungimea [ a arcului unei circumferinte de raza

R, care are n grade, se poate determina cu formula <
I= nRn
180 °

Portiunea panului, mdrginita de circumferintd este
cerc. Centru, razd, diametru, coarda a cercului sunt
numite corespunzitor centrul, raza, diametrul, coarda
circumferintei, care margineste cercul dat.

Aria S a cercului de raza R se calculeazd cu formula
S = nR?.
Portiunea cercului marginita de doua raze ale lui se numeste sector, iar partea

cercului, mdrginita de coarda si arcul lui, - segment. Segmentul poate fi mai mic
sau mai mare decat semicercul.

Daca sectorul cercului de raza R are n grade, atunci aria lui se calculeaza cu
formula
_nR’n
sec 360

Pentru a afla aria segmentului de cerc AMB trebuie de scazut din aria sectorului
corespunzator aria triunghiului OAB, daca unghiul sectorului a < 180°, si de adunat
aria triunghiului OAB, daca o > 180°. Sectorul cu unghiul de 180° este semicerc,
aria lui este egala cu jumatate din aria cercului corespunzitor.

B B,

A A,

Portiune a cercului este de asemenea inelul, marginit de doua circumferinte
concentrice. Daca razele circumferintelor, care marginesc inelul sunt egale cu R
si r, atunci aria inelului

S = nR? — nr? = n(R? — r?).
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Modelul geometric, din punctul de vedere intuitiv, este

foarte instructiv si interesant.

Lucrul constructiv al matematicianului, care pentru
prima datd a descoperit o teoremd, este cel putin tot atat
de valoros, ca si lucrul deductiv al celui, care primul a

Suprafata unilaterala - ,,Butelia
lui Klein”

demonstrat-o.

FELIX CRESTIAN KLEIN
(1849-1925)

[lustrul matematician, istoric al matematicii si
pedagog german. Principalele lucrari ale lui se
refera la geometrie, teoria ecuatiilor algebrice,
teoria grupelor, teoria functiilor, topologie.
Lucrarea lui ,,Examinarea comparativa a
noilor cercetari geometrice”, cunoscuta sub
denumirea ,,Programa Erlanghen’, in care se
déddea clasificarea diferitelor geometrii pe
baza grupelor de transformari, a exercitat

o mare inraurire asupra matematicienilor, a
schimbat esential parerile lor despre geometrie
si a dezvoltdrii ulterioare a matematicii.
Primul presedinte al Comisiei Internationale
in chestiunile invagamantului matematic,
reformator al invdtaméantului matematic scolar.
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Capitolil 5 # Section 5

Transformari Geometric
geometrice Transformations

Transformarile geometrice — unul din cele mai importante capitole ale
eometriei actuale. In geometrie ele joaca aproximativ tot aga un rol ca
unctiile in algebra. Pe baza transformarilor geometrice sunt demonstrate

afirmatii complicate din diferite compartimente ale matematicii si

rezolvate probleme, care prin alte metode este foarte dificil de le rezolvat
sau deloc este imposibild rezolvarea lor.

Transformarile geometrice sunt folosite nu numai de geometri, dar si de
specialistii altor ramuri: arhitectori, constructori, maestrii artei aplicate.

21 Miscarea si Movement
§ proprietatile ei and Its Properties

22 Simeriain raport | Symmetry
§ cu un punct about Point

23 Simeria Tn raport ‘ Symmetry
§ cu o dreapta about Line

§ 24 Rotatia ‘ Turn
T
§ 25 praarr::\lselolOrt ‘ ?f;:;llzltion

26 Transformarea ‘ Similarity
§ de asemanare Transformation

PROIECT DE INVATAMANT EDUCATIONAL PROJECT
"Ornamente si transformarile “Decorative Patterns and
geometrice" Geometrical Transformations”
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Pentru ce se studiaza transformarile

geometrice?

Geometria ajutd mai bine de studiat mediul inconjurator
sd fle examinate nu numai starile (diferite tipuri de figuri,
dimensiunile si formele lor), dar si procesele.Pentru aceasta
cel mai bine se potrivesc transformarile geometrice.
_ Cine are necesitatea folosirii transformdrilor geometrice?
Inainte de toate invétatii, inginerii, arhitectorii, constructorii,j
pictorii si altii.

Transformarile geometrice — o parte
considerabila a unui limbaj specific, pe
care il folosesc intre ei creatorii de idei
$i muncitorii, inginerii. Inainte de-a
confectiona un oarecare mecanism
constructorii elaboreaza desenul.

[

Fizicienii, 'mecanicii, inginerii si al{i specialisti se
indeletnicesc cu figuri asemenea simetrice, in raport cu
o dreaptd sau cu un punct. Chiar bijutierii, pictorii si
brodezele au treaba cu transformarile geometrice.

Transformdrile geometrice voi le folositi pentru construirea
graficelor si cercetarea proprietatilor functiilor, pentru
studierea diferitelor procese in fizica si legaturilor de valenfd
in chimie, pentru caracterizarea organismelor vii in biologie,
pentru infrumusetfarea si construirea imbracdmintei si altele.

Un rol important transformarile geometrice il joaca
in computatoare. Rotirea figurilor cu diferite unghiuri,
transportul paralel al lor - totul acestea-s miscari. Marirea sau
micsorarea figurilor si a caracterelor — exemple de transformari

de asemadnare.

Mai unde sunt folosite transformairile geometrice?
Aduceti exemplele voastre.
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§ 21 Miscarea si proprietatile ei

Sé examindm cum sunt create ornamentele, care sunt folosite pentru infrumusetarea
tapetelor, covoarelor, imbracamintei, bijuteriilor si ale altor obiecte de uz casnic. La
inceput se alege elementul de baza al ornamentului (motivul) - partea modelului
care se va repeta de multe ori (fig. 238). Cel mai simplu ornament in forma de
rand se poate obtine, daca mutam motivul in directia aleasd §i repetam aceasta
operatie de cateva ori (fig. 239).

o OO0O000

Fig.238 Fig.239

Deplasdnd motivul ornamentului in diferite directii se pot obtine multe ornamente
diferite cu ajutorul unuia si acelasi motiv (fig.240).

b
Fig.240

Dacé punctele figurii F de le mutat cu un oarecare procedeu, atunci obtinem o
figurd noua F,. Dacd concomitent diferite puncte ale figurii F trec (se aplica) in
puncte diferite ale figurii F,, atunci se spune despre transformarea geometrica a
figurii F in figura F,. Totodata figura F, este numitd imaginea figurii F, iar figura
F - preimaginea figurii F,.

In figurile 241-245 sunt reprezentate exemple de transformiri geometrice ale
figurilor F in figurile F,. Atrageti atentia cd in rezultatul primelor patru transformari
(fig. 241-244) distantele dintre punctele corespunzatoare se pasteazd: AB =
A,B,. In al cincelea caz (fig.245) distantele dintre punctele figurii F si punctele
corespunzdtoare ale figurii F, nu se pastreaza: AB# A B,.

B A, B | B, o)
B B,
o)
A
A B Al A A !
Fig.241 Fig.242 Fig.243
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186 Capitolul 5. Transforméri geometrice

B B, B,

A A, A,
Fig.244 Fig.245

Transformdrile geometrice, la care se pastreaza distantele dintre puncte se
numesc deplasari (sau miscari).

In cele ce urmeaza noi vom considera tipuri separate de deplasiri: simetria in
raport cu un punct (fig. 241), simetria in raport cu o dreaptd (fig. 242), rotatia
(fig.243) si translatia (transport paralel) (fig. 244). Initial vom atrage atentia la
proprietatile generale ale miscarilor. S& ne amintim, cd punctul B este situat intre
punctele A si C atunci $i numai atunci, cdnd B - punct interior al segmentului
AC, adica cand se indeplineste egalitatea AB + BC = AC.

“TEOREWA | 12

Daca punctul B este situat intre punctele A si C, iar miscarea le aplica pe ele
corespunzator in punctele B,, A, si C,, atunci B, este situat intre A, i C,.

DEMONSTRATIE.

C
Daca punctul B este situat intre punctele A si C, A/B/
atunci AB + BC = AC (fig.246). La translatie distantele
dintre puncte se pastreaza: AB = A,B,, BC = B,C,,
AC= A,C,.Inlocuind aceste valori in egalitatea AB +

+BC = AC, obtinem: A,B, + B,C, = A,C,. lar aceasta 4, B, C
si inseamnd ca punctul B, se afla intre A, §i C,. []

“TEoRENA [ 13

[ Miscarea aplica segmentul pe un segment egal cu el. ]

DEMONSTRATIE.

Fie AC — segment, iar B - a lui punct interior
arbitrar (fig.247). Sa consideram o miscare arbitrara.
In virtutea teoremei 12 fiecare miscare trece punctele
A,C si B in astfel de puncte A, C, si B,, ca punctul
B, este situat intre punctele A, si C,. Asadar, aceastd
miscare fiecare punct al segmentului AC il transferd

. ! Fig.247
Intr-un oarecare punct al segmentulm AC,.

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



§ 21. Migcarea si proprietatile ei 187

S mai considerdm un punct arbitrar X, al segmentului A,C,. Depunem pe
AC segmentul AX egal cu A,X,. Deoarece la miscare distantele dintre puncte
se pastreaza, reiesa ca punctul X al segmentului AC se aplicd pe punctul X, al
segmentului 4, C,.

Asadar, fiecare punct al segmentului AC la micasre se aplica pe un oarecare
punct al segmentului A,C, si totodata la aceastda miscare fiecare punct al segmentului
A,C, este obfinut dintr-un oarecare punct al segmentului AC. Aceasta si inseamna
ca migcarea aplicd segmentul AC pe segmentul A,C,. Totodata A,C, = AC. []

Din cele doud teoreme anterioare rezultd, ca miscarea transfera: dreapta
in dreaptd, semidreapta - in semidreaptd, unghiul - in unghiul egal lui,
triunghiul - in triunghiul egal cu el.

Aplicand notiunea de miscare se poate introduce notiunea generala de egalitate a
figurilor geometrice arbitrare.

Doua figuri se numesc egale, daci ele se aplica una in alta cu o miscare.

Din aceastd definitie reiesa:

1) daca figura F este egala cu figura F,, atunci si F, este egala cu F;

2) daca figura F este egala cu figura F,, iar F, este egala cu figura F,, atunci
F este egala cu F,.

Definitiile egalitatii segmentelor, unghiurilor si triunghiurilor, cunoscute voua
din clasele anterioare, nu contrazic definitiile generale noi ale egalitatii figurilor.

Din rationamentele premergatoare rezulta urmatoarele afirmatii:

1) orice miscare transfera o figura oarecare intr-o figura egala cu ea;

2) daca doua figuri geometrice sunt egale, atunci exista o miscare care apica

o figura in alta.

— PENTRU CEI CURIOSI

Imaginati-vd ca fiecare punct al circumferintei w a fost K w
proectat pe dreapta a (fig.248). In consecinfa s-a format
segmentul AB. Oare poate fi consideratd asa o aplicare a
circumferintei pe segmentul AB transformare geometricd
a circumferintei date? Nu, deoarece la o astfel de aplicare
douad puncte diferite K si P ale circumferintei s-au transferat

intr-un sigur punct T al segmentului. a
Transformare geometrica a figurii Fin F, se numesteo A T B
astfel de aplicare, la care:
1) fiecarui punct al figurii F ii corespunde un singur Fig.248

punct al figurii F;;
2) fiecare punct al figurii F, este imaginea unui oarecare punct al figurii F;
3) punctelor diferite ale figurii F le corespund diferite puncte ale figurii
F.
Miscarea figurii pe plan se poate imagina ca schimbarea pozitiei acestei
figuri pe plan, dar mai bine - in forma de miscare a intregului plan in
acelasi timp cu figura din el.
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188 Capitolul 5. Transforméri geometrice

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Care transformdri geometrice se numesc migcari?
2. In ce figura trece miscarea:

a) segmentul; b) dreapta; c) unghiul; d) triunghiul?
3. Formulati definitia generald a egalitatii a doua figuri.
4. Ce proprietati au figurile egale?

EFECTUAM IMPREUNA

o Demonstrati ca miscarea trece unghiul intr-un unghi, egal cu el.

® Fie cd este dat unghiul ABC (fig. 249).
Unim cu un segment doud puncte A A, C,
arbitrare A si C ale laturilor lui, obtinem
aABC. Acest triunghi este aplicat la
miscare in aA;B,C,, care este egal cu
~ABC (deoarece AB=A,B,,AC=A,C,,

BC = B,C,), iar unghiul dat ABC — in B c B,
unghiul A,B,C,. Deoarece unghiurile
corespunzatoare ale triunghiurilor egale Fig.249

sunt egale, rezultd ca ZA B,C, = ZABC.
Dar aceasta si trebuia de demonstrat.

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

745. Oare corect exprima corelatia dintre
migcdri i transformarile geometrice
diagrama, reprezentata in figura 250?

746.Cate exista puncte care sunt situate intre
punctele A si B?

747. Oare este adevdrat ca orice transformare
geometricd aplica segment pe segment?

748. Oare este adevidratd cd orice miscare
aplicd segmentul pe un segment?

749. Oare poate transformarea geometrica sa aplice segmentul cu lungimea de
2 cm intr-un segment cu lungimea de 3 cm?

750. Oare poate migcarea aplica segmentul intr-un segment neegal cu el?

751. Poate oare miscarea aplica circumferinta pe cerc? Dar cercul - pe circumferin{a?

752. Oare poate miscarea aplica triunghiul isoscel in triunghiul echilateral?

s’iﬂ“"z‘ﬁ geometrijce
Wt

)

Fig.250
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§ 21. Migcarea si proprietatile ei 189

753.

754.

Oare existd miscare care aplica triunghiul in
patrulater? Dar patrulaterul - in triunghi?
Oare sunt egale figurile reprezentate in figura
2517

Fig.251

755.

756.

757.

758.

759.

760.

761.

762.

763.

764.

765.

Sunt date segmentele AB = 3 cm, CP = 5 cm $i KM = 5 cm. Demonstrati
ca existd miscare care trece segmentul KM in CP, si nu existd miscare care
trece CP in AB.

Triunghiul ABC — echilateral. Oare exista miscare care aplicd segmentul
AB in segmentul AC, unghiul A in unghiul B? Argumentati raspunsul.
Demonstrati ca migcarea aplicd triunghiul in triunghi egal cu el.

Aflati unghiurile triunghiului, daca exista miscare, care aplicd triunghiul, unul
din unghiurile cdruia este egal cu 30°, intr-un triunghi, unul din unghiurile
caruia este egal cu 50°.

Intr-un triunghi este unghi de 100°, iar in altul - unghi de 120°. Oare
exista migcare care aplicd un triunghi in altul? Oare pot sa fie egale aceste
triunghiuri?

Stabiliti tipul triunghiului , dacd existd miscare , care aplica fiecare latura a
triunghiului pe alta latura a lui.

Se dd un triunghi dreptunghic isoscel. Demonstrati ca existd miscare care
aplica o cateta in alta. Oare exista miscare care aplica cateta in ipotenuza?
Stabiliti tipul patrulaterului, daca exista miscare, care aplica fiecare latura a
lui pe altd latura.

Masurile in grade a doua arce sunt egale. Oare pot sd nu fie egale lungimile
lor? Oare existd totdeauna miscare , care aplica unul din aceste arce pe altul?
Perimetrul patratului este egal cu 28 cm. Oare exista migcare care aplicd
patratului dat in:

a) patrat cu aria de 49 m?;

b) dreptunghi cu perimetrul de 28 cm;

¢) patrat, circumscris circumferintei de raza
3,5 cmy; P
d) romb cu diagonalele 4 cm si 243 cm? /
Miscarea trece linia franta ABC in linia franta
KPT (fig. 252). Construiti punctele, in care A
trec la aceastd miscare punctele X si Y. C

/
™~

>

r/:r

Fig.252
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190 Capitolul 5. Transforméri geometrice

766. Demonstrati cd miscarea trece circumferinta in circumferinta.
767.Demonstrafi cd miscarea trece dreptele paralele in drepte paralele.
768.Miscarea trece ~AABC in aKPT. Demonstrati ca aceastd miscare trece:
a) medianele primului triunghi in medianele celuilalt;
b) bisectoarele primului triunghi in bisectoarea celuilalt;
¢) inadlfimile primului triunghi in inalfimile triunghiului al doilea.
769. La miscare punctul O trece in punctul O,(-4; 5). Scrieti ecuatia circumferintei
cu centrul in punctul O, daca (x - 2)*> + (y + 3)* = 17 este ecuatia
circumferintei cu centrul in O.

770. Problema deschisd. Miscarea trece circumferinta .. in circumferinta
cu centrul in punctul ... . Aflati

771. Sunt date punctele A(—3; 2), B(1; 4), C(—5; —1), D(—1; —3).Demonstrati
ca:

a) existd migcare care trece segmentul AB in segmentul CD;
0) nu exista miscare care sd treaca segmentul AC in segmentul BD.
772.Rombul ABCD cu perimetrul 20 cm si unghiul 60° este trecut de o miscare
oarecare in patrulaterul MNPK. Aflati diagonalele si aria acestui patrulater.
773.La migcare aABC (£C=90°) cu catetele 5 cm i 12 cm trece in aAKMN.
Aflati sinusurile unghiurilor aAKMN.
774.Daca diagonalele unui romb sunt egale cu diagonalele altui romb, atunci
astfel de romburi sunt egale. Demonstrati.
775.Daca diagonala si latura unui dreptunghi sunt egale corespunzitor cu
diagonala si latura altuia, atunci asa dreptunghiuri sunt egale. Demonstrati.
7'76. Formulati si demonstrati un criteriu oarecare de egalitate a paralelogramelor.

~

INSARCINARE PRACTICA

777.a) Copiati in caiet figura 253 si construiti figura in care trece circumferinta
data in urma miscdrii, care aplicd aABC in aKPT.
6) Copiati in caiete figura 254. Reprezentati figura in care trece circumferita
in urma migcarii, care aplica linia franta ABC in linia frantd KPT.

MpaBo ans 6esonnaTtHOro po3MmilleHHs MigpyyHVKa B Mepexi IHTepHeT mae
MinicTepcTBO OCBITY i Haykn YkpaiHu http://mon.gov.ua/ Ta IHCTUTYT MoAepHi3aLii 3micTy ocsiTu https://imzo.gov.ua



§ 21. Migcarea si proprietatile ei 191

A
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\ / B c
|V

Fig.253 Fig.254

PROBLEME PENTRU REPETARE

778. Sinusul unuia din unghiurile triunghiului dreptunghic este egal cu 0,4. Aflati
sinusurile altor doua unghiuri ale triunghiului.

779. Prin extremitatea diametrului unei circumferinte este dusa coarda care este
de doud ori mai scrutd decat diametrul. Aflati unghiul format de coarda si
diametru.

780. Dreptele a si ¢ se intersecteazd si fac unghiul o. Ce unghi formeaza dreptele
x si y la intersectie, daca:

a) allx si clly; b)) alx sicly?

781. Aflati unghiurile triunghiului dacd doud unghiuri exterioare ale lui sunt egale

cu 100° si 120°.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTR

Iata asa migscari diferite
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22 Simetria in raport
§ Cu un punct

Punctele X si X, se numesc simetrice in raport cu punctul O, dacd O este
mijlocul segmentului XX, (fig. 225). Daca in raport cu punctul O fiecare punct al
figurii F este simetric cu un X
oarecare punct al figurii F,, si '
invers, atunci figurile F §i F, sunt
simetrice in raport cu punctul [6)

O (fig. 256). O astfel de aplicare X

O
a figurii F in figura F; se numeste ‘\'\‘\/\}fl X

transformare de simetrie in

Fig.255 Fig.256

raport cu punctul O. ' &

TEOREMA |14
[ Simetria in raport cu un punct este miscare. ]

DEMONSTRATIE.

Admitem cd simetria in raport cu punctul O
transfera punctele arbitrare A si B ale figurii F in
punctele A, si B, ale figurii F, (fig. 257). Sa 0

demonstram cd AB = A,B,.
Punctul O — mijlocul segmentelor A4, si BB,, ’
de aceea OA = OA, si OB = OB,. ,
Dacé punctele A, B si O nu sunt situate pe o
dreapta, atunci unghiurile AOB si A,0B, sunt egale,
deoarece sunt verticale. Dupd doua laturi si unghiul
facut de ele triunghiurile ABO si A,B,O sunt egale,
de aceea AB = A,B,.
Daca punctul B, de exemplu, se afld intre A si
O (fig. 258), atunci AB = OA — OB = OA, - OB, 4
- A,B,.
Dacé punctul O este situat intre A si B (fig.259),
atunci AB = OA + OB = OA, + OB, = A,B,. ' ‘ ' ‘ ‘
Asadar, daci punctele A si B sunt simetrice cu 4 B, 0 B 4,
punctele A, si B, in raport cu punctul O, atunci Fig.259
totdeauna AB =A,B,. De aceea simetria in raport
cu un punct este miscare. []

b -
.}
B
ks

Deaoarece simetria in raport cu un punct este miscare ea aplica dreapta in
dreaptd, semiderapta - in semidreapta, segmentul - in segment egal cu el unghiul
- in unghi egal lui si in general - orice figura in figurd, egald cu ea.
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§ 22. Simetria in raport cu un punct 193

Simetria in rapoart cu un punct (sau transformarea de simetrie in raport cu
un punct) deseori este numitd de asemenea simetrie centrala.

_ Se intampld uneori ca simetria in raport cu un punct transfera figura F in sine
insasi.

D$acé transformarea de simetrie in raport cu un punct oarecare o transferd
figura F in sine insdsi (adica tot in aceeasi figurd), atunci asa o figura se numeste
central simetrica, iar punctul O - centrul ei de simetrie. De exemplu, fiecare
paralelogram este figurd central simetrica. Centrul de

simetrie al paralelogramului este punctul de intersectie al B__ X c
diagonalelor lui.

iecare punct X al paralelogramului este simetric in
raport cu punctul O unui oarecare punct X, al aceluiasi
paralelogram(fig. 260). De ce? Punctul O este numit ‘\
de asemenea centrul paralelogramului. Figuri central A 5
simetrice sunt: circumferinta, Fétratul, hexagonul regulat s.a. X,

Exemple de figuri central simetrice, care se intélnesc .
in natura, tehnica, in viata zilnica, sport sunt reprezentate Fig.260
in figurile 261-263.
Fig.261 Fig.262 Fig.263

— PENTRU CEI CURIOSI ~

Sd examindm proprietdtile importante ale poligoanelor central simetrice. Daca
poligonul cu n laturi are centrul de simetrie O, atunci numarul n este par,

deoarece fiecdrui varf al lui ii corespunde varful opus simetric in raport cu O.

“TEOREWA |15

[ Laturile opuse ale poligonului central simetric sunt paralele si egale. ]

DEMONSTRATIE. A B
Fie ABC...KPT... — poligon central simetric, iar O - :

centrul lui de simetrie (fig. 264). Ducem diagonalele AK 0 C
si BP. Dupa douad laturi si unghiul facut de ele rezulta
ca aABO=aKPO. De aceea AB =KP si ZBAO = 2ZPKO.
Aceste unghiuri sunt alterne interne fad de secanta AK P K
si dreptele ABsi KP. De aceea AB| KP. [] Fig.264

v
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v
Teorema este adevdarata nu numai pentru poligoanele convexe central

simetrice, dar si pentru cele neconvexe (fig. 265).

Dacd figurile central simetrice sunt marginite, atunci P K
ele au numai un sigur centru de simetrie.

Figurile nemarginite pot avea infinit de multe centre
de simetrie. De exemplu, curba nemadrginitd in ambele 4,
extremitati, reprezentata in figura 266, are infinit de multe
centre de simetrie. Unde ele sunt amplasate?

Reteaua nemarginitd din toate pdrtile constituitd din Fig.265
pdtrate egale de asemenea are infinit de multe centre de
simetrie. Ele sunt: centrele tuturor pétratelor, toate varfurile si mijlocurile tuturor
laturilor ale acestor patrate (fig. 267).

Fig.266 Fig.267

INTREBARI S| INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Care puncte se numesc simetrice in raport cu un punct?

2. Oare este miscare transformarea de simetrie in raport cu un punct? Demonstrati.
3. Formulati proprietatile simetriei in raport cu un punct.

4. Care figuri se numesc central simetrice?

5. Aduceti exemple de figuri central simetrice.

EFECTUAM IMPREUNA

e Construiti triunghiul, simetric aABC in
raport cu punctul O, care este situat in afara
triunghiului (fig. 268).

e Prin varfurile AABC si punctul O ducem
dreptele AO, BO, CO si depunem segmentele
OA,=0A, OB, =0B, OC, =0C. Unind punctele
A,, By, C,, obtinem aA,B,C,, simetric aABC
in raport cu punctul O. Fig.268
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9 Pe o dreapta sunt date doua segmente egale. A B O K P
Indicati centrul lor de simetrie. ' ' ' '

Fie segmentele egale AB si K P situate pe o dreapta.
Sunt posibile diferite cazuri de repartizare a lor 4 . .
(fig. 269), insa totdeauna centrul lor de simetrie
punctul O - imparte in jumatate distanta dintre
cele mai indepartate puncte ale segmentelor date.

Fig.269

e Este dat punctul A(a; b). Aflati coordonatele punctului B, simetric punctului

A in raport cu punctul M (m; n).

Daca punctul B(x; y) este simetric cu punctul A (a,b) in raport cu punctul

M, atunci punctul M (m;n) — mijlocul segmentului AB. Deci,

x+a b+y
2 72

Asadar, avem punctul B(2m — a; 2n — b).

=n, de unde, x = 2m — a, y = 2n — b.

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

782.
783.
784.
785.
786.
787.

788.
789.

Punctele A §i B sunt simetrice in raport cu punctul M. Aflati rapoartele:
a) AM : AB; b) AM : MB.

Pe dreapta de coordonate sunt date punctele A(-2), B(-1), O(0), C(1), D(2).
Care din aceste puncte sunt simetrice in raport cu altele?

Terminati formufarea afirmatiei adevarate: ,,In raport cu punctul de intersectie
al diagonalelor paralelogramului fiecare varf al lui este simetric cu..., fiecare
laturd a lui este simetricd cu..., fiecare diagonald a lui este simetricd cu...».
Numiti cateva figuri geometrice care au centre de simetrie.

Oare exista figuri care au infinit de multe centre de simetrie? Aduceti exemple.
Cate centre de simetrie au doud drepte paralele? Dar doud drepe care se
intersecteaza?

Oare are centru de simetrie triunghiul sau pentagonul?

Oare are centru de simetrie graficul functiei y = x3?

790.

Reprezentati doua figuri care au centru de simetrie.

791. Sunt date punctele A si O. Construiti punctul 4;, simetric punctului A in

792.

raport cu punctul O.

Se da segmentul AB si punctul O. Construiti segmentul A;B,, simetric
segmentului AB in raport cu punctul O, dacd: a) O¢ AB; b) O€ AB;
c) O — mijlocul lui AB.
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793. Construifi figura simetrica cu dreapta a in raport cu punctul O, daci:
a) O¢a; b) Oea.

794. Construifi un triunghi arbitrar si triunghiul, simetric lui in raport cu punctul
O, daca:
a) O e situat in afara triunghiului;
b) O este situat pe latura triunghiului;
¢) O - varful triunghiului;
d) O - punctul de intersectie al medianelor triunghiului.

795. Se dau punctele A(2; —3), B(4; 2), C(—3; —3), D(-5; 1).Aflati coordonatele
punctelor, simetrice celor date in raport cu:
a) originea de coordonate;
b) punctul M (1;1).

796. In raport cu care punct sunt simetrice punctele:
a) A(1; 2) si B(5; 6); c) E(2; 6) si C(—8; 3);
b) M(-1; 0) si H(3; 6); d) P(9; 0) si K(6; 8)?

797. Demonstrati ca punctele A(a; ¢) si B(—a; —c) sunt simetrice in raport cu
originea de coordonate.

798. Se dau doud drepte paralele. Construiti locul geometric al centrelor de simetrie
ale lor.

799. Se dau doua segmente egale si paralele. Construiti centrul lor de simetrie.
Demonstrati ca punctul construit este centrul de simetrie al segmentelor date.

800. Desenati un patrat, romb, dreptunghi si paralelogram. Notati cu alta culoare
centrele lor de simetrie.

801. Demonstrati ca centrul de simetrie al rombului este punctul de intersectie al
diagonalelor lui.

802. Demonstrati ca doua drepte central simetrice sunt paralele.

803. Anexati la triunghiul dat figura simetrica acestui triunghi in raport cu mijlocul
uneia din laturile lui.

804. Anexati la trapezul dar figura simetricd acestui trapez in raport cu mijlocul
uneia din laturile laterale.

805. Construifi hexagonul central simetric: a) convex; b) neconvex.

806. Doua circumferinte de raze egale sunt tangente exterior in punctul M.
Demonstrati ca M - centrul de simetrie al acestor circumferinte.

807. Demonstrati ca patrulaterul care are centru de simetrie este paralelogram.

808. Pentru care valori ale lui x si y punctele M (—1; y) si N(x; 3) sunt simetrice
in raport cu punctul K(2; —1)?

809. Scrieti ecuatia circumferintei care este simetrica circumferintei (x — 2)% +
+ (y + 3)* = 20 in raport cu:
a) originea de coordonate; b) punctul M(3; —2).
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810.

811.

812.

813.

814.

815.

Stabiliti in raport cu care punct sunt simetrice circumferintele (x — 1) + (y —
—5P =6si(x + 7+ (y — 9) = 6.

Scriefi ecuatia dreptei care este simetrica cu dreapta 2x+y-6=0 in raport cu:
a) originea de coordonate; b) punctul K (1;1). Construiti dreptele date si
demonstrati cd ele sunt paralele.

x+ 2y +11=0si2x — y + 7 =0 sunt ecuatiile dreptelor cdrora le apartin
laturile patratului, M (-2;-2) - centrul de simetrie al acestui patrat. Scrieti
ecuatiile ale celorlalte doua laturi ale lui. Calculati perimetrul si aria patratului.
Se di ZABC si punctul M in interiorul lui. Construiti un astfel de segment
cu extremitdtile pe laturile unghiului, ca punctul M sé fie mijlocul lui.

Stabilifi corespondenta dintre figurile (1-4) si coordonatele centrului de

simetrie al lor (daca el exista).

1 Segmentul AB, daca A(-1; 3), B(5; 7) A (0,5; 4)

2 Patrulaterul ABCD, daci A(—-2; 6), B(0; 4), C(3; 2), B (2; —4)
D(1; 4) C (0;0)

3 Triunghiul ABC, daca A(-2; 2), B(3; 3), C(2; —2) D nu exista

4 Circumferinta (x — 2)2 + (y + 4)*=9 E (2;5)

Copiati in caiet septagonul, reprezentat in figura 270. A

Ispraviti de construit la el septagonul simetric in raport

cu mijlocul laturii: B

a) AB;

b) BC; K

c) CD; F c

d) AK. p /

Fig.270

iNSARCINARE PRACTICA

816.

1. Decupati din hértie colorata doud trapeze dreptunghice egale de culori
diferite si repartizati-le pe masa astfel, ca sa iasd la iveala ca ele sunt simetrice
in raport cu:

a) unul din varfurile trapezului (4 cazuri);

b) mijlocul uneia din laturi (4 cazuri);

¢) un punct arbitrar al celei mai mari laturi;

d) un punct arbitrar situat in afara trapezului;

e) punctul de intersectie al diagonalelor unuia din trapeze.

2. Pe baza rezultatelor a insarcinarii 1 desenati un ornament, al cirui motiv
este trapezul dreptunghiular.

Fotografiati ornamentul creat si faceti-1 cunoscut apropiatilor vostri, colegilor
de clasa.
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198 Capitolul 5. Transforméri geometrice

PROBLEME PENTRU REPETARE

817. Razorul are forma octagonului regulat, inscris in cercul de raza 5 m. Se
prevede ca octagonul va fi plantat cu plante de flori multianuale, iar restul
cercului - cu iarbd de gazon. Cata iarba pe gazon trebuie pregitira pentru
acest strat de flori, daca in mediu la un 1 m* de sol se seamdnd 9 g simanta
de iarba?

818. Oare existd migcare care aplicd o laturd a patratului in latura opusa? Dar in
latura vecina?

819. Catetele triunghiului dreptunghic sunt egale cu 7 cm si 24 cm. Aflati sinusul,
cosinusul si tangenta celui mai mic unghi al lui.

820. Aflati unghiurile rombului, daca perimetrul lui este de 4 ori mai mare decat
una din diagonalele lui.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

Simetria in raport cu un punct in lucrdrile lui Maurita Eser
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§23 | o dreapta "

Punctele X si X, se numesc simetrice in raport cu dreapta X
I, daca aceastd dreapta este mediatoarea segmentului XX, !
(fig. 271). Daca punctul X apartine dreptei /, atunci el se
considerd simetric cu sine insusi in raport cu dreapta I

Transformarea figurii F, la care fiecare punct al ei se
transferd in punctul simetric lui in raport cu dreapta [, se !
numeste transformare de simetrie in raport cu dreapta l.

Dacd in aceastd transformare figura F se aplica in F,, atunci X

aceste doua figuri se numesc simetrice in raport cu dreapta 1. Fig 271
TEOREMA |16

[ Transformarea de simetrie in raport cu o dreapta este miscare. ]

DEMONSTRATIE.

Fie cd punctele arbitrare X si Y ale figurii F se transferd la transformarea de
simetrie in raport cu dreapta /, in punctele X, si Y, ale figurii F, (fig.272, a). Sa
demonstram cd XY = X,Y,.

1 l
X \K X,
F F, X Y K Y, X,
1|2
Y P Y,
a b

Fig.272

Dacéd K si P — punctele de intersectie ale segmentelor XX si YY; cu dreapta
I, atunci aXKP=2X,KP (dupd doua catete). Deci, XP=X,P si £1=/2, de
unde ZXPY = /X, PY,. Deoarece PY = PY,, reiesd ca aXYP=aX,Y,P, de aceea
XY =X,

Daca punctele X, Y, X, si Y, apartin aceleiasi drepte (fig.272,b), atunci

XY =KX -KY|=|KX, -KY,|=X,Y,.

Asadar, in ambele cazuri XY = X,Y,, adicd transformarea de simetrie in
raport cu o dreaptd pastreazd distantele dintre puncte. Aceasta transformare
este miscare. []
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200 Capitolul 5. Transforméri geometrice

Din teorema demonstratd reiesa cd transformarea de simetrie in raport cu o
dreaptd transfera dreapta in dreapta, orice figurd intr-o figurd egald ei.

Daci la simetria in raport cu dreapta [ figura F se transfera in sine insasi, atunci
asa o figurd se numeste simetricd in raport cu o dreapta /, iar dreapta [ — axa de
simetrie a figurii F. De exemplu, trapezul isoscel este simetric in raport cu dreapta
care trece prin mijlocurile bazelor lui (fig.273). Rombul, deosebit de patrat, are
doud axe de simetrie (fig.274), patratul - patru (fig.275), iar circumferinta — o
infinitate. Poligonul regulat cu » laturi are n axe de simetrie. Ele toate trec prin
centrul lui. Figuri, simetrice in raport cu o dreaptd, deseori se intalnesc in naturd

(fig.276), tehnica (fig.277) si arta (fig. 278).

! B
B C B ¢
A C
4 > > A D
Fig.273 Fig.274 Fig.275
Fig.276 Fig.277 Fig.278
— PENTRU CEI CURIOSI )

Doua figuri simetrice in raport cu o dreaptd sunt egale si sunt situate in
acelasi plan. Oare totdeauna translandu-le numai in acest plan putem face ca ele
sa coincidd prin suprapunere? Nu. De exemplu, doua triunghiuri dreptunghice
neisoscele ABC siA,B,C,, simetrice in raport cu o dreaptd, sunt egale. Insi ca ele
sa coincida prin suprapunere, trebuie ca pe unul din ei de-l intors cu alta parte,
iar pentru aceasta de-1 scos din plan in spatiu (fig.279).

v
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201

v

Fig.279

directia opusa (fig.280).

c

Fig.280

Se spune ca astfel de triunghiuri sunt egale, insd orientate nu la fel. Dacd
varfurile A,B,C ale primului triunghi pot fi inconjurate unul dupa altul in directia
miscarii acului orar, apoi varfurile corespunzatoare ale triunghiului A,B,C, — in

Asadar, simetria in raport cu o dreapta schimba orientarea figurilor.

INTREBARI S| EXERCITII PENTRU AUTOCONTROL

AN U A W N

EFECTUAM IMPREUNA

o Construiti triunghiul simetric
triunghiului ABC, in raﬁort cu dreapta
, situata in afara triunghiului (fig.281).

® Prin varfurile aABC ducem dreptele
AA,, BB,, CC,, perpendiculare cu
dreapta /, si punem pe ele segmentele
A.A, = AA,, B,B, = BB,, C,C, = CC,.
Unind punctele A,, B,, C,,obtinem
aA,B,C,, simetric triunghiului ABC
in raport cu dreapta I.

. Care puncte se numesc simetrice in raport cu o oarecare dreapta?
. Care transformare se numeste simetrie in raport cu o dreapta?

. Demonstrati cd simetria in raport cu o dreaptd este miscare.

. Care figuri se numesc simetrice in raport cu o dreapta?
. Cate axe de simetrie are: a) rombul; b) patratul; ¢) circumferinta?

. Oare are axd de simetrie: a) triunghiul; b) trapezul; ¢) paralelogramul?

l
B B B,
A
\/ 1 \/ A,
C C, C,
Fig.281
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202 Capitolul 5. Transformari geometrice

9 Punctele A si B sunt situate de aceeasi parte a dreptei I Gasiti pe aceasta

dreaptd asa un punct K, ca sa fie suma AK+KB cea mai mica.

Sa notam punctul B, simetric lui B in raport cu [ A

(fig.282). B
Punctul K de intersectie al dreptelor AB; si [ este cel

ciutat. Intr-adevir, daci K, este un oarecare alt punct ! R

al dreptei /, atunci K, K\

AK,+ K,B=AK,+ K,B, > AK + KB, = AK + KB.
Suma AK + KB este mai mica decat orice suma Fig,282
AK, + K,B.

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

821. Care din figurile, reprezentate in figura 283, au axe de simetrie?

822,
823.
824.
825.

826.
827.

828.

829.

—
N —

Fig.283

Care din literele aduse mai jos sunt simetrice in raport cu o dreaptd: A, A,
A,B,C,D,EEEG H Y,M,N,O,PZ RS S TTUYV,W,X?

Oare este adevirat ca bisectoarea unghiului este axa lui de simetrie?

Cate axe de simetrie are: a)segmentul; b) dreapta; c) circumferinta?

Oare poate sa aibd axa de simetrie linia franta, care are 4 laturi? Dar 5 laturi,
n laturi?

Cate axe de simetrie poate avea: linia franta deschisa; b) linia franta inchisi?
Figura consta din doua circumferinte egale care se intersecteazd. Céte axe de
simetrie are aceasta figura?

O figurd constd din trei circumferinte egale care sunt tangente doud cate
doua. Céte axe de simetrie are aceasta figura?

Care patrulatere au numai o singurd axa de simetrie?
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§ 23. Simetria n raport cu o dreapta 203

830. Construiti punctul, simetric cu punctul dat A in raport cu dreapta I.

831. Sunt date doud puncte. Construiti dreapta in raport cu care ele sunt simetrice.

832. Construiti figura simetricd cu segmentul dat AB in raport cu dreapta data I.
Examinati citeva cazuri (fig.284).

B B B
l / l l
A A A
a b

c

Fig.284

833. Construiti triunghiul simetric cu triunghiul dat in raport cu dreapta data .
Cercetati diferite cazuri (fig.285).

l , l l ,
b c
Fig.285

834. Construiti figura simetrica circumferintei date, in raport cu dreapta, care:
a) nu are cu circumferinta puncte comune;

b) este tangentd la circumferintd;
c) intersecteaza circumferinta.

835. In interiorul unghiului AOB este dat punctul M. Punctele M, si M, sunt
simetrice cu punctul M in raport cu dreptele OA si OB. Aflati masura
unghiului M,0M,, daca ZAOB=oq.

836. Circumferintele cu centrele O si O, se intersecteazd in punctele A si B.
Demonstrati ca punctele A si B sunt simetrice in raport cu dreapta OO;.

837. Demonstrati ca triunghiul care are axd de simetrie este isoscel.

838. Demonstrati ca triunghiul care are doud axe de simetrie este echilateral. Cate
axe de simetrie are triunghiul echilateral?

839. Demonstrafi cd bisectoarea unghiului apartine axei lui de simetrie.

840. Construiti punctele A(-3; 1), B(4; 5), C(-2; —6), D(0; 3), E(2; 0), K(1; 1)
si punctele, care le sunt simetrice celor date in raport cu: a) axa OX; b) axa
OY. Scrieti coordonatele acestor puncte.

841. Stabiliti tipul triunghiului ABC, daca A(-4; 2), B(3; 6), C(2; —2). Cate axe
de simetrie are acest triunghi?
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204 Capitolul 5. Transformari geometrice

842. In patrulaterul ABCD AB = AD si CB = CD. Demonstrati ci dreapta AC —
axa lui de simetrie.

843. Diagonalele patrulaterului sunt axele lui de simetrie. Demonstrati cd acest
patrulater este romb.

844. Se da dreapta [, a cdrei ecuatie este y = 2x + 3. Scrieti ecuatiile dreptelor,
simetrice lui / in raport cu: a) axa x; b) axa y.

845. Scrieti ecuatiile axelor de simetrie ale patrulaterului ABCD, dacd A(-5; 1),
B(-3; 5), C(1; 3), D(-1; -1).

846. Doua segmente sunt simetrice in raport cu dreapta a. Demonstrati cd
mediatoarele acestor segmente tot sunt simetrice in raport cu dreapta a.

847. Demonstrati cd suma distantelor de la orice punct al bazei unui triunghi
isoscel ascutitunghic pana la laturile laterale ale lui este egald cu inalfimea
triunghiului, coborata pe latura laterald.

848. Segmentele AB si CD sunt simetrice in raport cu o oarecare dreapta . Scrieti
ecuatia acestei drepte, daca A(-1; 4), B(2; 3), C(—3; 2), D(-2; —1). Faceti desenul.

849. Cate axe de simetrie are figura, care este reuniunea circumferintelor:
a) (x — 22+ (y + 3)* =16 si (x + 42 + (y — 1)* = 16;
b) (x — 82+ (y+4)2=9si(x— 372+ (y— 1)° = 4;
Q) (x+ 4P+ @y -2P°=95si(x— 272+ (y—27=9?
Faceti desenul.

850. Determinati tipul patrulaterului ABCD, daca A(-3; —1), B(-5; 3), C(-1; 5),
D(1; 1). Cate axe de simetrie are el? Scrieti ecuatiile lor.

851. Printr-un punct interior al unghiului dat duceti o dreapta care taie pe laturile
lui segmente egale.

852. Se da un unghi, al carui varf este inaccesibil. Construifi un unghi de doud
ori mai mare decat cel dat.

853. Varfurile A,B si C ale triunghiului sunt inaccesibile. Construiti segmentele
egale cu AB, AC si BC.

854. Punctele A si B sunt situate de parti diferite ale dreptei I. Gasiti pe dreapta
[ asa un punct, ca bisectoarea unghiului AMB sa apartina acestei dreptei.

855. Un patrulater convex, care are numai o singurd axd de simetrie, care trece
prin doua vérfuri ale lui, se numeste deltoid. Desenati un oarecare deltoid
si examinati proprietatile lui.

856. Fiecare din figurile (A-E) are axa de simetrie, care este datd de o oarecare
dreaptd (I1-4). Stabiliti corespondenta dintre dreptele (1-4) si figurile (A-E).

1 y=x+1 A Patrulaterul ABCD, daca A(—1; 1), B(1; 4), C(4; 4),
2 y=-x-2 D(4; 1)
3 y=7-x B Triunghiul ABC, daca A(2; —1), B(-1; 8), C(8; 5)
4 y=0 C Circumferinta (x — 3)>+ (y + 5)* = 16
D Patrulaterul ABCD, dacda A(0; 1), B(1; 6), C(6; 7),
D(5; 2)

=

Unghiul AOB, daci A(5; 5), O(0; 0), B(3; —3)
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§ 23. Simetria n raport cu o dreapta 205

INSARCINARE PRACTICA

857. Faceti o prezentare pe tema ,Geometria din jurul nostru” Afard de altele
(geometria in natura, viata de toate zilele, tehnica, sport, artd, militdrie s.a),
aratati, unde, cind voi personal utiliza{i simetria §i proprietatile ei.

PROBLEME PENTRU REPETARE

858. Construiti un patrat cu latura de 3 cm si pdtratul simetric lui in raport cu
un oarecare punct O. Aflati perimetrul si aria patratului construit.

859. Perimetrul triunghiului este egal cu 2p. Aflati laturile lui, dacd ele sunt
proportionale cu numerele 3, 4 si 5.

860. O parcela care are forma de cerc cu diametrul 90 m, trebuie ingradita cu plasd
nervurata. Cati stalpisori sunt necesari pentru aceastd ingradire, daca distanta
dintre stalpisorii vecini (pe arcul de circumferintd) trebuie sa fie de 90 cm?

861.Aflati raza circumferintei circumscrise unui triunghi dreptunghic ale carui
catete sunt egale cu a si b.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTRU

Palatul Mariinsk din Kiev
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§ 24 ‘ Rotatia

Fie ca se dd punctul O si figura arbitrara F (fig. 286). Rotim punctul X al
acestei figuri in jurul punctului O cu unghiul o in directia miscarii acului de
ceasornic. Totodatd punctul X se aplicd in aga un punct X, ca masura unghiulard
a arcului XX, cu centrul O este egala cu o (OX si OX, - raze egale). Dacd cu asa
un procedeu de rotit in jurul punctului O cu unghiul o fiecare punct al figurii F,
atunci obtinem figura F,. Se spune ca rotatia in jurul punctului O cu unghiul a
transfera figura F in figura F,.

F
F,

0]
Fig.286 Fig.287

Punctul O se numeste centru de rotatie, iar unghiul XOX,- unghi de rotatie.
Se poate efectua rotatia atat in directia miscarii acului de ceasornic, cét si impotriva
miscirii lui (fig. 287).

TEOREMA

[ Rotatia in jurul unui punct este miscare. :|

DEMONSTRATIE.

Admitem cd la rotatia figurii F in jurul punctului
O cu unghiul o punctele A i B ale acestei figuri se
transfera in punctele A4, si B, ale figurii F, (fig. 288).

Atunci OA = OA,, OB = OB, si ZAOA, =/BOB,.
Daca punctele A, B si O nu apartin unei drepte, ‘ "‘
atunci AAOB=sA,0B, (dupa doua laturi si unghiul \V/

facut de ele, deoarece ZAOB= /A 0OB)). Deci, in
acest caz AB = A,B,.

Fig.288
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§ 24. Rotatia 207

Daca punctele A, B si O sunt situate pe aceeasi \’\O//X
A 1

dreapta (fig.289), atunci B o B,
AB=|0A-0OB|=|0A, -OB,|=AB,.
Cazul cand punctul este situat intre A si B, Fig.289

examinati-1 de sine stétator.
Asadar, totdeauna AB = A,B;. []

Dupa cum vedem, rotatia este unul din felurile de miscare. De aceea la rotatie
dreapta trece in dreaptd, orice figura - in figurd egala insasi ei.

Exista figuri, care la rotatia in jurul unui punct se aplicd in sine insasi.
Din capitolul precedent voi deja stifi ca unghiul la centru al unui poligon

o

regulat cu » laturi este egal cu . De acea orice poligon cu n latri regulat

a A s - . 360°
trece in sine insasi la rotatia in jurul centrului siau cu unghiul de .

n
De exemplu, trec in sine insusi triunghiul regulat, patrulaterul si octagonul regulati
(fig. 290).

90°
45°

Fig.290

Atrageti atentia!
Rotatia cu 180° in jurul punctului O - simetrie in raport cu acest punct
(fig. 291).

Fig.291

Este adevaratd si asa o definitie. Simetria in raport cu un punct este rotatia
cu 180° in jurul acestui punct.
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208 Capitolul 5. Transforméri geometrice

— PENTRU CEI CURIOSI

Notiunea geometrica rotatia trebuie deosebitd de rotatia
fizica. Rotatia fizica aceasta-i un proces care este determinat
de timp, viteza unghiulard, acceleratia unghiulara s.a.
Rotatia poate fi uniforma sau neuniforma, sa se efectueze
cu un unghi oricat de mare intr-o directie sau alta. De
exemplu, dacd roata de curea (fig. 292) va executa doua sau
zece rotatii complete, se spunea ca ea s-a rotit cu 720° sau
3600°. Rotatia ca transformare geometricd nu este legata
cu timpul sau viteza, da este transferarea unei figuri in alta,
egald cu ea. Mai sus s-a spus despre rotatia figurii. Insd
invatatii mai des examineaza rotaia intregului plan. Rotatia

.

planului se poate da univoc, indicdnd centrul ei O si unghiul o, unde 0 < a. < 180°.

A,

>
i

Fig.292

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Care transformare geometrica se numeste rotatie?
2. Oare este rotatia miscare? De ce?
3. Formulati proprietétile rotatiei in jurul unui punct.

4. Care rotatie se numeste simetrie in raport cu un punct?

EFECTUAM IMPREUNA o
c Sunt date doua puncte diferite M si O. Construiti punctul
M, in care trece punctul M la rotatia in jurul punctului
O cu 90°.

® Ducem semidreapta OM si construim semidreapta OX
astfel, ca ZMOX =90° in directia miscarii acului de
ceasornic. Pe semidreapta OX de la punctul O punem
segmentul egal cu segmentul OM. Obtinem punctul M,
(fig. 293).

9 Se da dreapta a si punctul O¢a. Rotiti dreapta a in
jurul punctului O cu un oarecare unghi o in directia
migcdrii acului de ceasornic.

o

® Primul procedeu.
Coboram perpendiculara OA pe dreapta a (fig.294).
Rotim aceasta perpendiculara in jurul punctului O cu
unghiul o in directia miscdrii acelor de ceasornic. Pentru
aceasta construim unghiul AOB = o si pe semidreapta
OB punem segmentul OB=0OA. Prin punctul B ducem

90°

M, X

Fig. 293

o

Fig. 294

dreapta b, perpendiculard pe OB. Dreapta b este aceea care trebuia construita.
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§ 24. Rotatia 209

Al doilea procedeu.

Notam doua puncte arbitrare A si B ale dreptei a si rotim fiecare din ele cu
unghiul o in directia miscarii acelor de ceasornic. Daca totodata ele vor trece
in punctele A4, si B;, atunci dreapta A,B, este aceea, care trebuia construita.

Faceti desenul de sine stétator. b
P/éO"—a

e Rotatia cu unghiul o in jurul punctului O trece dreapta , 4
a in b. Aflati unghiul  format de aceste drepte.

® Daca dreptele a si b se intersecteaza in punctul P,
iar OA si OB sunt perpendiculare pe dreptele a si b,
atunci ZAPB=180°—-o. Dacd unghiul o este ascutit
sau drept, atunci B = o (fig. 294). Daca unghiul o este
obtuz, atunci f = 180° — o(fig.295). Fig.295

o

PROBLEME S| EXERCITII

EFECTUATI ORAL

862. ABCD - pitrat (fig.296). Cu ce unghi trebuie rotita dreapta
AB in jurul punctului A, ca ea sd treacd prin punctul: a) C;
b) D; c) B?

863. Cu ce unghi trebuie rotitd dreapta AB in jurul punctului 4 B
C, ca nou-obtinuta dreapta sa fie: a) perpendiculard pe AB; Fig.296
b) paralelda cu AB?

864. Indicati coordonatele punctelor in care trec u
punctele A4, B, C, D, E, F(fig. 297) la rotatia in A
jurul originii de coordonate cu unghiul de 90°: E

a) in directia miscarii acului de ceasornic;
_ b)impotriva miscarii acului de ceasornic.

865. In jurul cirui punct §i cu ce unghi trebuie de
rotit una din dreptele paralele, ca ea sd coincida D B
cu cealaltd dreapta?

N

-1 |0 2 x
866. Doud circumferinte egale sunt tangente in punctul
A. Cu ce unghi trebuie rotitd una din ele in jurul
punctului A pentru ca ea sa coincida cu cealalta 34C
circumferinta?
Fig.297

867. Se dau punctele O si A. Executafi rotatia punctului A in jurul punctului O
cu unghiul de 60° in directia migcarii acului de ceasornic.

868. Se dd segmentul AB si punctul O, ce nu apartine dreptei AB. Rotiti segmentul
AB in jurul punctului O cu unghiul de 45° impotriva miscarii acului de
ceasornic.
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210 Capitolul 5. Transformari geometrice

869. Segmentul AB la rotatia lui cu 60° in jurul punctului A s-a aplicat in segmentul
AB,. Aflati distanta BB,, daca AB = a.

870. Rotiti triunghiul dat ABC in directia miscarii acului de ceasornic cu 90° in
jurul: a) varfului A; b) mijlocului laturii BC.

871. Patratul ABCD l-au rotit in jurul punctului A astfel, ca varful lui B a trecut
in D, iar C - in C,. Aflati distanta CC,, daca AB=a. Cu ce unghi s-a realizat
rotatia?

872. Sunt date doud drepte perpendiculare. Aflati locul geometric al punctelor
in jurul carora se poate roti una din drepte ca ea sd se suprapuna pe prima
dreapta.

873. In jurul cirui punct si cu ce unghi trebuie de rotit triunghiul echilateral ca
el sa coincidd cu sine insusi?

874. Care patrulater poate fi rotit in jurul unui oarecare punct O cu 90° astfel, ca
el sa coincidd cu sine insusi?

875. Un poligon regulat cu n laturi la rotatia in jurul centrului cu unghiul B in
directia miscarii acului de ceasornic trece in sine insusi. Aflati cel mai mic
unghi B ( #0) pentrw:a) n =5;b)n=6;c)n=9;d) n=10;e) n = k.

876. Se dau punctele A(-2; 5), B(3; 6), C(4; 1). Construiti triunghiul A,B,C,, in
care va trece triunghiul ABC la rotatia lui in jurul originii de coordonate cu
unghiul de 90° in directia miscérii acelor de ceasornic. Aflati perimetrul si
aria triunghiului A,B,C,

877. Punctul A(2; 3) la rotatia in jurul originii de coordonate a trecut in punctul
B(3; —2). Cu ce unghi s-a executat rotatia?

878. Aflati m si n, daca:

a) punctul M(m; 1) trece in punctul N(n; 4) la rotatia in jurul punctului
O(0; 0) cu 90° in directia miscdrii acului de ceasornic;
b) punctul E(-4; m) trece in punctul F(3; n) la rotatia in jurul punctului
P(1; 4) cu 90° impotriva miscarii acului de ceasornic.

879. Sunt date doud circumferinte egale. Aflati locul geometric al punctelor in
jurul cdrora se poate efectua rotatia uneia din circumferinte ca ea sd coincidd
cu cealalta.

880. Triunghiul AB,C; — imaginea triunghiului regulat ABC la rotatia lui in jurul
punctului A cu unghiul de 60°: a) in directia miscarii acelor de ceasornic;
b) impotriva migcarii acelor de ceasornic. Aflati BC,, daca AB = a.

881. La rotatia hexagonului regulat ABCDFF in jurul centrului lui cu 90° in directia
miscarii acelor de ceasornic s-a obtinut hexagonul A;B,C,D,E,F,. Aflati AA,,
AB,, AC,, AD,.

882. Pe laturile AB si BC ale triunghiului ABC sunt construite in exterior triunghiurile
echilaterale ABP si BKC. Demonstrati, cd AK=PC. Aflati unghiul format de
dreptele AK si PC.
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§ 24.Rotatia 211

883. Patrulaterul A,B,C,D, — imaginea patratului ABCD, obtinuta la rotatia in
jurul punctului A cu 45°. Aflati BC, si BD,, daca AB = a. Examinati doud
cazuri:

a) rotatia in directia miscdrii acului de ceasornic;
b) rotatia impotriva miscarii acului de ceasornic.

884. Se dau doua segmente egale (fig.298). Aflati punctul, rotatia in jurul cdruia

transfera pe unul din aceste segmente in celalalt.

Boe
'b/.B
A A > B
A,
b Aut
A
B
! -B1 > Al Bl
a b c
Fig.298

885. Pe segmentele succesive AB si BC ale dreptei AC de aceeasi parte a ei sunt
construite triunghiurile regulate ABK si BCP. Punctele M si H — mijlocurile
segmentelor AP si CK. Demonstrati cd triunghiul BMH este regulat.

886. Pe laturile AB si AC ale triunghiului ABC in exterior sunt construite patratele
ABMH si ACPK. Demonstrati ca mediana AE a triunghiului ABC este
perpendiculara pe segmentul HK si este egala cu jumatate din el.

~

INSARCINARE PRACTICA

887. Tiieti din hartie in patratele un
patrat si vopsiti-l asa cum se
aratd in figura 299. Cu ajutorul
rotatiei cu unghiul de 90°i a
simetriei axiale incercati sa creafi
ornamentul, reprezentat in figura

300. Cu care transformare trebuie il

de inceput? Care alt motiv si alta

transformare se poate utiliza Fig.299 Fig.300
pentru a obfine un ornament

asemanator?
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212 Capitolul 5. Transformari geometrice

PROBLEME PENTRU REPETARE

888. Laturile unui triunghi sunt proportionale cu numerele 3, 5 si 7. Aflati laturile
triunghiului asemenea lui, daca perimetrul lui este egal cu 3 m.

889. De pe o salupa intr-un oarecare moment se vede farul sub ughiul de 30° in
directia de miscare a navei, iar cand salupa a parcurs cu acelasi curs 20,4 km,
farul deja se vedea sub unghiul de 135° in stanga cursului navei. De aflat
distanta de la salupd pana la far in fiecare din momentele, cind se masura
unghiul.

890. Catetele triunghiului dreptunghic se raportd ca 2:3. Calculati sinusurile,
cosinusurile si tangentele unghiurilor ascutite ale lui.

891. Triunghiul dreptunghic, o catetd a cdrui este egald cu n, este inscris in
circumferinta de raza r. Aflati perimetrul triunghiului.

GEOMETRIA DIN JURUL NOSTR

Rotatia in diferite domenii de activitate umana
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§ 25 ‘ Transport paralel

Unul din exemplele de transformari geometrice este
transportul paralel (deplasarea de translatie).

Admitem cd se dd figura F (fig.301). Daca fiecare
punct al ei de-]1 mutat in una si aceeasi directie la una
si aceeasi distantd XX, (sau cu vectorul XX ), atunci
obtinem figura F,. In acest caz se spune ca transportul
paralel (deplasarea de translatie), care transfera punctul
X in X, aplica figura F in F,.

Aceleasi desene, care periodic se repetd pe tesaturi, panze, tapete, pe camasile
brodate (fig.302) pot fi executate cu ajutorul transportului paralel. Tot aceeasi se
poate spune despre etajele identice ale blocurilor de locuinte, sectiile ingradirii
(fig.303), sectiile parchetului de podea, plicile la aeroporturi, piefe (fig. 304) s.a.

2

Fig.301

Fig.302 Fig.303 Fig.304

“TEOREWA | 18

[ Transportul paralel - miscare. ]

DEMONSTRATIE.

Dacd segmentul X,Y, — imaginea segmentului XY la transportul paralel cu
vectorul X—Xl, atunci segmentele XX si YY, sunt egale si paralele sau sunt situate
pe aceeasi dreaptd. Daca aceste segmente sunt egale si paralele atunci patrulaterul
XX,Y,Y — - paralelogram. Deci, XY = X,Y, (fig.305,a).

Dacé segmentele egale XX, si YY, apartin aceleasi drepte (fig.305,b), atunci

XY:|XX1 _YX1|= |YY1 _YX1|= X,Y,.

Asadar, in ambele cazuri XY = X,Y,. La transportul paralel se pastreaza

distanta dintre puncte. De aceea transportul paralel este miscare. []
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214 Capitolul 5. Transformari geometrice

X
F
X Y,
F,
Y
a b

Fig.305

Transportul paralel transferd dreapta pe o dreapta paraleld cu ea, orice figura
— in figura egald ei. Rezolvand probleme geometrice sau demonstrand teoreme,
uneori se efectueazd transportul paralel separat al unor parti ale figurii. In acest
caz se vorbeste despre metoda transportului paralel.

— PENTRU CEI CURIOSI N

Pana acuma noi am considerat tipuri aparte de migcari: simetria in raport
cu un punct, simetria in raport cu o dreapta, rotatia, transportul paralel. Merita
atentia a lor compozitii — executarea succesiva a doud sau a céatorva din ele. De
exemplu, daca transportul paralel transfera figura Fin F,, iar simetria in raport cu
o dreapta trece figura F, in F,, atunci se spune ca figura Fin F, este transferata de
compozitia transportului paralel si de simetria in raport cu o dreapta. Compozitia
transportului paralel in lungul dreptei  si a simetriei in raport cu dreapta [ se
numeste simetrie glisanta. Deoarece simetria in raport cu o dreapta schimba
orientatia figurilor, iar transportul paralel nu o schimbd, reiesd ca simetria glisanta
schimba orientatia figurilor.

Corelatia dintre miscdrile examinate poate fi reprezentatd cu urmatoarea schema

[ Miscari ]

care pdstreazd orientatia ] [ care schimba orientatia
v ) v . v v
transportul . simetria simetria
rotafia - 1s . <
paralel axiald glisantd
v
simetria
centrala
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§ 25. Transport paralel 215

INTREBARI S| INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1.Care transformare se numeste transport (deplasare) paralela?

2. Aduceti exemple de transport paralel din mediul inconjurator.

3. Formulati si demonstrati teorema despre proprietatea transportului paralel.
4 Oare se pastreaza egalitatea figurilor la transportul paralel?

5. Care figura este imaginea dreptei la transportul paralel cu un vector nenul?

6. Ce se numeste metoda transportului paralel?

EFECTUAM IMPREUNA

0 Construiti triunghiul, in care trece triunghiul ABC la transportul paralel, care
transfera punctul A in A, (fig.306,a).

B,
B B
° Ay c,
[
A C A C
a b
Fig.306

® Ducem segmentul AA,;. Prin punctele B si C ducem drepte, paralele cu A4,
si punem pe ele segmentele BB, = AA, si CC, = AA,. Unim punctele A,, B,,
C, cu segmente. Triunghiul A,B,C, este cel cautat (fig.306,b).

9 La transportul paralel cu vectorul @ punctul A(1; 3) se transferd in punctul
A,(—2; 5). Aflati coordonatele imaginii punctului B(—4; 7) la acest transport
paralel.

e Sa aflim coordonatele a, la care s-a executat transportul paralel.
d=AA, =(-83; 2). Fie, ca imaginea punctului B(—4; 7) va fi punctul B,(x; y).
Atunci BB, =(x+4; y—7). Deoarece BB, =a, reiesi cix +4=-3,y— 7=
=2, deunde x=-7,y=09.
Deci, B,(-T; 9).
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216 Capitolul 5. Transformari geometrice

PROBLEME TI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

892. Aritati coordonatele punctelor, in care trec y
punctele, reprezentate in figura 307 la transportul
paralel, care punctul O (0;0) il trece in punctul: B
a) D(3; 0); b) K(—1; 0); c) A(2; 2). A

893. Se dau doud drepte paralele. Cate exista deplasari F
paralele, la care una din ele trece in cealaltd?

894. Doud segmente egale sunt situate pe aceeasi
dreaptd. Cu care deplasare paralela se poate trece
unul din segmente in celalalt?

895. Oare existd deplasare paraleld care transferd una E
din laturile trapezului in celalalta latura?

896. Notafi punctele A, A, si B. Construiti punctul, in care trece punctul B la

deplasarea paralela cu vectorul AA,.

897. Se dd segmentul AB si punctul K. Executati deplasarea paraleld a segmentului
AB in asa un mod, ca mijlocul lui si treaca in punctul K.

898. Construifi figura in care trece triunghiul dat ABC la deplasarea paralela, care
transferd punctul A in punctul C.

899. Construiti figura, in care trece paralelogramul dat ABCD la deplasarea paralela

cu vectorul AC.

900. Executati deplasarea paralela a dreptei date AB astfel, ca punctul ei A sa
treacd in punctul dat C. Examinati doud cazuri:
a) C¢ AB; b) Ce AB.

Fig.307

901. Executati deplasarea paraleld a circumferintei date
(fig.308) astfel, ca centrul ei sd treacd in punctul 0,/ N
dat: a) O;; 6) O,; B) O,. 7 o
902. Aflati punctele care sunt imaginile punctelor
M(4; -2), P(6; 0), K(—7; 4) la deplasarea paralela B
cu vectorul a=(1; -3).

903. La deplasarea paralela cu vectorul @ imaginea
punctului A(1; —6) este punctul A,(=7; 2). Aflati Fig. 308
coordonatele vectorului a.

904. Oare exista transport paralel care transfera punctul A(1; 5) in punctul
A,(4; 2), iar punctul B(-1; 3) in punctul: a) B;(3; 1); b) By(2; 0);
c) B;(—4; 6)?
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905. Se dau punctele M(=3; 7), N(-1; 1), P(1; 2). La transportul paralel mijlocul
segmentului MN trece in punctul P. Faceti desenul si indicati coordonatele
punctelor, in care trec punctele M si N.

906. Triunghiul KPT este obtinut in rezultatul deplasarii paralele a triunghiului
ABC. Demonstrati cd medianele corespunzatoare ale acestor triunghiuri sunt
egale si paralele. Dar bisectoarele?

907. Executati transportul paralel al circumferintei a cérei ecuatie este (x —
2>+ + (y + 5)2=9, in asa un mod, ca centrul ei O sa treaca in punctul
O,(3; —2). Scrieti ecuatia circumferintei obtinute.

908. La deplasarea paraleld dreapta a, a cdrei ecuatie este 2x + y = 5, trece in
dreapta I, care trece prin punctul: a) A(-=1; —1); b) B(2; 5). Scrieti ecuatia
dreptei L

909. La deplasarea paraleld imaginea punctului A(-1; 3) este punctul A,(5; —2),
iar imaginea punctului B(x; —3) — punctul B,(-2; y). Afla{i x si y.

910. Punctele A4,(2; 9), 0,(2; 5), C,(5; 5) sunt imaginile punctelor A(0; y),
0O(0; 0), C(x; 0) la transportul paralel. Aflati x si y si perimetrul triunghiului
AOC.

911. Demonstrati cd unghiurile de la baza trapezului isoscel sunt egale.

912. Demonstrati ca diagonalele trapezului isoscel sunt egale.

913. Demonstrati ca deplasarea paralela se poate realiza, utilizdind doud simetrii
in raport cu axe paralele.

914. Punctele A(-2; 1), B(2; 5), C(4; 3) — varfuri ale paralelogramului ABCD.
Aflati imaginile punctelor A, B, C si D la transportul paralel cu vectorul AC.

915. Pe laturile AB si CD ale paralelogramului ABCD sunt construite patrate
cu centrele O si O,. Demonstrafi, ca mijlocul segmentului OO, — centrul
paralelogramului.

916. De aceeasi parte a unui segment rectiliniu de cale ferata se afld doua sate A
si B. In ce loc trebuie de construit peronul KP ca B
suma distantelor AK, KP si PB sa fie cea mai mica?

917. Unde trebuie de construit podul KP, perpendicular D
la malurile raului, ca drumul AKPB intre punctele
A si B sd fie cel mai scurt (fig.309)? K

Fig.309
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~

INSARCINARE PRACTICA

918. 1). Liniaza o parte a foii din caiet in pétritele mai mici si transferati pe ele
figura 310 sau 311. Folosind deplasarea paralela, faceti reprezentarea broderiei
de doud ori mai lunga.

2) Elaborati o broderie sau ornament propriu.

PROBLEME PENTRU REPETARE

919. Oare se deosebesc notiunile ,triunghi regulat” si ,triunghi echilateral™?

920. Aflati laturile triunghiului dreptunghic, dacd cea mai mare din ele este egala
cu 20 cm, iar sinusul a unuia din unghiuri este egal cu 0,2.

921. Aflati catetele triunghiului dreptunghic, dacd ipotenuza lui este egala cu c,
iar aria cu S.

922. Se da triunghiul cu laturile 2cm, 3cm si 4cm. Aflati triunghiul asemenea cu
elal cdrui perimetru este de 27 cm.

GEOMETRIADIN JURUL NOSTRU

Deplasarea paraleld si agricultura
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2 6 Transformarea de
asemanare

In viata cotidiand noi deseori ne intilnim cu obiecte care au aceeasi forms,
insd au dimensiuni diferite. In plan acesta-i tabloul si copia lui, planurile aceluiagi
obiect, facute la diferite scari, literele si cifrele, culese la computator cu acelasi
caracter, insa de dimensiuni diferite.

Geometrie Coeficent
Coeficent Puncte Echivalent
echivalent Geometrie Puncte

Puncte Transformare . valent

Transformarea figurii F in figura F,, la care distantele dintre puncte se schimba
de unul si acelasi numar de ori k, k > 0, se numeste transformare de asemanare.
Aceasta inseamnd: daca punctele arbitrare A si B ale figurii F la transformarea de
asemanare trec in punctele A, si B, ale figurii F,, atunci A;B, = kAB. Numarul k
se numeste coeficientul de asemanare.

Coeficientul de asemanare totdeauna este pozitiv. Dacd & = 1, atunci transformarea
de asemanare este miscare.

“TEoREMA | 19

Transformarea de asemianare transfera trei puncte, care apartin unei drepte,
in puncte, care sunt situate pe aceeasi dreapta si pastreaza ordinea repartizarii
reciproce a acestor puncte.

DEMONSTRATIE.

Fie ca punctele A, B si C apartin unei drepte astfel, ca punctul B este situat
intre punctele A si C. Atunci AC = AB + BC. Pe baza definitiei a transformarii
de asemanare pentru punctele A,, B, si C,, care sunt imaginile punctelor A, B si
C, se realizeaza asa egalitati: A,B, = kAB, B,C, = kBC, A,C, = RAC. Din ultima
egalitate avem:

A,C, = kAC = K(AB + BC) = kAB + kBC = A,B, + B,C,,
sau A,C, = A,B; + B,C;.

Din ultima egalitate reiesd cd punctele A,, B, si C, sunt situate pe aceeasi

drapta si punctul B, se afla intre punctele A, si C;. [
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220 Capitolul 5. Transformari geometrice

Se pot demonstra si mai asa proprietati ale asemandrii. Transformarea de
asemanare transferd segmentul in segment, semidreapta - in semidreapta, dreptele
paralele — in drepte paralele, unghiul - in unghi egal cu el (incercati sa faceti
aceasta independent).

Pentru orice transformare de asemanare cu coeficientul k existd transformarea
inversd care este transformare de asemanare cu coeficientul de aseménare

Doud figuri se numesc asemenea daca ele se transferd una in alta pri]rgltr—o
transformare de asemdnare. Dacd figura F este asemenea cu figura F,, atunci se
scrie F o F;.

Relatia de asemanare a figurilor are urmatoarele proprietati:

1) totdeauna F ~ F;

2) daca F ~ F,, atunci i F, ~ F;

3) daca F~F; si F,~F, atunci F ~ F,.

In clasa a 8-a ati ficut cunostinti cu aseminarea triunghiurilor. Acum relatia
de asemanare poate fi extinsa asupra oricaror figuri geometrice. De exemplu,
se poate demonstra, ci doua poligoane sunt asemenea, daca laturile lor sunt
proportionale, iar unghiurile corespunzatoare sunt egale. De aceea doua pétrate
totdeauna sunt asemenea. Totdeauna vor fi asemenea si doud segmente, doud
circumferinte, doua cercuri.

Voi deja stiti cd raportul perimetrelor triunghiurilor asemenea este egal cu coeficientul
de asemadnare. Aceasta proprietatea este adevarata si pentru alte figuri geometrice.

“TEORENA |20

Raportul perimetrelor ale poligoanelor asemenea este egal cu coeficientul
de asemainare.

DEMONSTRATIE. c,

Fie ABC...M si A,B,C,...M,; — poligoane
asemenea cu coeficientul de asemdénare k
(fg.312), adici A,B, = kAB, B,C, = kBC, ...,
M,A, = EMA. Atunci P, =A,B, + B,C, + ... +
+M,A, = kAB + + EBC + ... + EMA = k(AB +

A
BC + ...+ MA)=FkP,deunde P, : P=Fk. (] Y’ A

TEOREMA |21 | Fig 312

Raportul ariilor ale poligoanelor asemenea este egal cu patratul coeficientului
de asemdnare.

DEMONSTRATIE.

S& demonstram mai intdi aceastd teorema pentru triunghiuri (fig.313). Fie
aABC ~ aA,B,C, cu coeficientul de asemdnare k, adicdi A,B, = kAB, A,C, = RAC,
LA, = ZA.
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§ 26. Transformarea de aseménare 221

Atunci S_, ;. =%A131 -AC,-sin A, :%kABkAC-sinA:
=k2(%AB-AC-sinA)=k2-SAABC, de unde S, , 5 1S, 45 =K.

B,
B
B,_\ A
B1 A w Cc ,41 w Cl
' ) A
M
A, c, K Y —

1

Fig.313 Fig.314

Sa demonstram teorema pentru poligoane arbitrare. Fie ca sunt
date doud poligoane asemenea, al cdror coeficient de asemanare este
k, iar ariile S si S”. Impartim poligoanele date in triunghiuri cu
diagonalele care pornesc din varfurile corespunzitoare (fig.314). Atunci
S’ =8/ +8;+...+8, =k’S, +E*S, + ... +k*S, =K’ (S, + S, + ... +S,) = K*S.

Deci, S’:S=F. [

Se poate demonstra, ca aga o proprietate au ariile oricaror figuri asemenea, dar
nu numai poligoanele asemenea. De exemplu, figurile F si F,,care sunt reuniuni ale
patratelor si semicercurilor sunt asemenea (fig.315). De aceea ariile lor se raporta
ca patratele elementelor liniare corespunzdtoare:

S:S,=a?:c.

Fig.315 Fig.316

Figurile A si B reprezentate in figura 316 tot sunt asemenea, de aceea ariile lor se
raportd ca patratele distantelor dintre punctele corespunzitoare ale acestor figuri n si

m: S, :Sz=n?:md
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222 Capitolul 5. Transformari geometrice

— PENTRU CEI CURIOSI .

Fie ca se da punctul O si fgura F (fig.317). Ducem printr-un punct arbitrar X
al figurii F semidreapta OX si notam pe ea un astfel de punct X, , ca OX, : OX=k.
Daca intr-un astfel de mod de construit punctele corespunzatoare pentru fiecare
punct al figurii F, atunci ob{inem figura noua F,.

Asa o transformare a figurii F in F, se numeste omotetie in raport cu punctul
O si coeficientul k. Se spune de asemenea cé figura F, este omotetica figurii F in
raport cu centrul O si coeficientul k.

Dacd k > 1, arunci omotetia transfera figura data in una mai mare: fiecare
distanta o mareste de k ori. Daca 0 < k < 1, atunci omotetia fiecare distantd o
micsoreaza de k ori. Dacd k=1, atunci omotetia transfera fiecare figurd in tot
aceeasi figura.

Y,
F;
Y,
F
X
0 X
Fig.317 Fig.318

Pentru k # 1 omotetia nu pastreaza distantele dintre puncte. De exemplu, dacd
k=2, atunci punctele X si Y sunt transferate de omotetie in asa puncte X; i Y, ca
X,Y,=2XY. Deci, X,Y,# XY, de aceea omotetia nu este miscare. Dar la omotetie
se pastreazd raportul distantelor dintre puncte. De exemplu, daca la omotetia cu
coeficientul k patrulaterul ABCD trece in A,B,C,D,, atunci fiecare din raporturile

AB , BC, , CD, , DA, , A‘—C‘ BD, este egal cu k (fig.318).
AB BC CD DA AC  BD

Din definitia transformarii de asemanare rezulta, ca fiecare doua figuri egale
sunt asemenea. Dar nu fiecare doua figuri omotetice sunt egale. Analogic,
fiecare doua figuri omotetice sunt asemenea, insa nu fiecare figuri asemenea
sunt omotetice. Cu ajutorul diagramei aceasta se poate reprezenta in felul

urmator (fig.319 si 320).

anare anare
pse T gy, hsemAnarea fig,

.z, 1'/
% (o)
o A =
Egalitatea Omotetia
figurilor

Fig.319 Fig.320

v
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§ 26. Transformarea de aseménare 223

L

v

Oare exista transformdri geometrice, deosebite de miscari si transformarile de
asemanare? Exista. Asa sunt comprimarea si extensiunea. De exemplu, daci fiecare
punct a(x;y) al planului de coordonate se transferd in punctul A (x;ky), atunci se spune
despre comFrimarea acestui plan cétre axa x cu coeficientul k. Dacé coeficientul K> 1,
atunci astfel de comprimare se numeste extindere. In figuri este reprezentatd: reteaua
cu celule hexagonale regulate (fig.312,a) si reteaua, care este comprimata catre axa x

(fig. 321, b).

Fig.321

Transformarea geometrica interesantd este inversia — simetrie specificd in raport
cu circumferinta. Multimea punctelor, situate in domeniul interior al circumferintei,
aceastd transformare o transferd in punctele domeniului exterior al acestei
circumferinte, si invers. Inversia este examinata in cursurile superioare de geometrie.

INTREBARI SI INSARCINARI PENTRU AUTOCONTROL

1. Care transformare geometrica este numita transformare de asemanare?
2. Ce proprietdti are transformarea de asemdnare?

3. Care figuri se numesc asemenea?

4. Numifi proprietatile figurilor asemenea.

5. Cum se raporta perimetrele figurilor asemenea?

6. Cum se raportd ariile figurilor asemenea?

EFECTUAM IMPREUNA

o Perimetrele a doud poligoane asemenea sunt proportionale cu numerele 2 si

5. Aflati ariile acestor poligoane, dacd diferenta lor este egald cu 42 cm?.

® Dacd perimetrele sunt proportionale cu numerele 2 si 5, atunci ariile

S,:S, =4:25. Fie cd coeficientul de proportionalitate este x. Atunci S; = 4x,
S, = 25x. Conform conditiei problemei 25x- 4x = 42,de unde x = 2. Atunci S,
= 8cm? S, = 50 cm?.
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224 Capitolul 5. Transformari geometrice

9 Se di patratul ABCD. In triunghiul ABC este inscris B L C
pétratul MNPK (fig.322). Oare sunt asemenea aceste
patrate? Cu care coeficient de asemanare? N K

e Doua patrate totdeauna sunt asemenea. Sa aflam
coeficientul de aseminare. Fie AB = a, atunci AC = a+/2. M
sAMN — isoscel dreptunghic, deoarece ZAMN =90°, A D
ZNAM = ZANM =45°. Atunci AM = MN. Analogic
Asadar, MK=1A0=£, de unde k:ﬁ: a2 :ﬂ.
3 3 AB 3a 3

PROBLEME SI EXERCITII

EFECTUATI ORAL

923. In care din cazurile, reprezentate in figurile 323-326, pitratele sunt asemenea?

Fig.323 Fig.324 Fig.325 Fig.326

924. Oare totdeauna sunt asemenea doud hexagoane regulate?

925. Numiti figurile care totdeauna sunt asemenea.

926. Oare totdeauna sunt asemenea doud romburi? Oare sunt asemenea romburile,
dacd unul din ele are unghi de 55°, iar altul — de 125°?

927. Raza unei circumferinfe este egala cu diametrul alteia. Aflati coeficientul de
asemanare.

928. Ariile a douad poligoane asemenea se raporta ca 9:16. Cum se raporta perimetrele
lor?

929. Laturile dreptunghiului sunt de 2 cm si 6 cm. Aflati aria si perimetrul
dreptunghiului asemenea, dacd a) £ = 2; b) & = 0,5.

930. Perimetrul poligonului este de 10 m. Aflati perimetrul poligonului asemenea,
dacd k=0,2.

931. Doud figuri sunt simetrice in raport cu o oarecare dreapta. Oare sunt ele
asemenea? Cu care coeficient de asemanare?

932. Diagonala unuia din patrate este latura altuia. Cu ce este egal coeficientul de
asemdnare al acestor patrate?
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§ 26.

933.
934.
935.
936.

937.

Transformarea de asemanare 225

Segmentul paralel cu bazele trapezului, imparte acest trapez in doud trapeze.
Oare este mdcar unul din ele asemenea cu cel dat??

Linia medie a trapezului il imparte in doua trapeze. Oare sunt ele asemenea?
Cum se raportd lungimile circumferintelor:

a) inscrisd in patrat si circumscrisa lui;

b) inscrisd intr-un triunghi echilateral i circumscrisa lui?

Aflati raportul ariilor partilor, in care este impartit triunghiul de catre linia
lui medie.

Copiati tabelul in caiet §i completati-l, dacd P,, P,, S;, S, sunt perimetrele
si ariile a doua figuri asemenea, k — coeficientul lor de asemadnare.

k P, P, s, S,
2 5 16
12 3 48

5 90 10
0,6 10 72

938.Aflati laturile patrulaterului cu perimetrul de 88 cm, dacd el este asemenea
cu patrulaterul care are laturile de 3 cm, 5 cm, 6 cm §i 8cm.

939. Perimetrele a doud poligoane asemenea se raporta ca 2:5, iar suma ariilor
lor este egala cu 232 cm®. Aflati aria fiecaruia din ele.

940. Laturile unui dreptunghi sunt egale cu 5 cm si 9 cm. Aflati laturile
dreptunghiului asemenea, dacd aria lui este egald cu 180 cm?.

941. Diagonalele rombului sunt egale cu 10 cm si 24 cm, iar latura rombului,
asemenea cu el este egala cu 26 cm. Aflati aria celuilalt romb.

942. M - mijlocul laturii BC a paralelogramului ABCD, O - punctul de intersectie
al dreptelor AC si MD. Aflati aria AMOC, dacd S, ,,,=12.

943. Prelungirile laturilor laterale AB si CD ale trapezului ABCD se intersecteaza in
punctul M. Aflati aria trapezului, dacd AB: BM = 2 : 3, iar aria triunghiului
BMC este egald cu 18 cm?.

944. Aflati razele a doua cercuri, care sunt tangente exterior, daca ariile lor se
raporta cu 4:25, iar distanfa dintre centrele lor este egald cu 14 cm.

945. AM si BN — medianele triunghiului ABC. Aflati aria patrulaterului ABMN,
dacd aria triunghiului ABC este egald cu 48 cm?.

946. Formulati si demonstrati criteriile de asemanare: a) a doua romburi; b) a
doud dreptunghiuri.

947. Demonstrafi ca patrulaterele sunt asemenea, daca diagonalele impart unghiurile
ascufite in unghiuri egale corespunzitor.

948. Demonstrati ca doud trapeze isoscele sunt asemenea, daca unghiurile ascutite
ale lor sunt egale, iar diagonalele sunt bisectoare